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Unidades, Notações e Convenções

• O Sistema Gaussiano de Unidades foi largamente empregado em quase todo o

texto da tese. Seguimos o exemplo da literatura citada que o utiliza por algumas conve-

niências, entre elas deixar os campos elétrico ~E e magnético ~B com a mesma dimensão.

• Em algumas seções, unidades naturais são utilizadas. Neste sistema, as constantes

fundamentais da F́ısica lêem-se: ~ = c = G = 1
4πǫ0

= kB = 1, de modo que as dimensões

seguem a relação: [comprimento] = [tempo] = [massa]−1 = [energia]−1

• Índices tensoriais quadridimensionais são representados por letras gregas e assu-

mem valores de 0 a 3 (por exemplo, µ, ν, etc).

• Índices tensoriais com letras latinas representam valores de 1 a 3 (por exemplo,

i, j, k, etc). É utilizada a convenção de Einstein, a qual diz que, se um monômio possui

ı́ndices repetidos, fica subentendida uma soma sobre estes ı́ndices.

• A métrica de Minkowski (ou tensor métrico ′′flat′′), ηµν , é igual a sua inversa e

tem a assinatura: η00 = 1 e η11 = η22 = η33 = −1, ηµν = 0 ∀µ 6= ν.

• Os quadrivetores têm a forma covariante xµ = (x0,−~x) e contravariante xµ =

(x0, ~x) em que a métrica funciona como abaixadora ou elevadora de ı́ndices de modo que

xµ = ηµνx
ν .

• Os śımbolos de Levi-Civita representados por ǫi j k em 3D e ǫµναβ em (3+1)D são

totalmente antissimétricos tal que, em ambos os casos, se a permutação de ı́ndices for par

seu resultado é +1, se for ı́mpar -1. Para os outros casos seu valor é nulo.

• A delta de Kronecker é representada por δµν , sendo δ
0
0 = δ11 = δ22 = δ33 = 1 e todos

os elementos com os ı́ndices µ 6= ν são nulos; e também: tr δµν = 4.
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Resumo

VIANA, Davidson Rezende, D.Sc.,Universidade Federal de Viçosa, Fevereiro de 2015
Sobre a Atenuação de Campos e Correntes em Isolantes Topológicos Ori-
entador: Winder Alexander Moura Melo. Coorientadores: Jakson Miranda Fonseca,
Afrânio Rodrigues Pereira, Daniel Heber Theodoro Franco.

.

Nesta tese são apresentados estudos que envolvem dois modelos efetivos para descrever

isolantes topológicos. No primeiro caṕıtulo é feita uma introdução a estes novos materiais,

mostrando sua relevância no cenário cient́ıfico atual e da mesma forma motivamos o estudo

de novas classes de fenômenos de natureza topológica. No caṕıtulo seguinte é apresentado

um estudo do espalhamento de férmions no interior de um poço quântico de um isolante

topológico bidimensional utilizando o modelo Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ). No caṕıtulo

subsequente comparamos dois modelos eletrodinâmicos em que os campos elétricos e mag-

néticos aparecem acoplados em termos acrescentados aos da eletrodinâmica de Maxwell

para meios. Propomos, em um outro caṕıtulo, fontes para um modelo eletrodinâmico

que traz um termo de acoplamento do tipo áxion (não dinâmico, de natureza topológica)

modificando as relações constitutivas dos campos elétrico e magnético. Fazendo uso de

condições de contorno para os campos em isolantes topológicos 3D, estudamos a propaga-

ção de ondas eletromagnéticas no interior de um guia de onda retangular. Propomos uma

distribuição espećıfica para as densidades de cargas e correntes que vão além da superf́ıcie

do isolante topológico, levando-se em conta uma posśıvel penetração em seu bulk. Fizemos

propostas para descrição do comprimento de penetração nas paredes do guia de onda em

que temos ondas evanescentes, refletidas e refratadas dependendo da sua frequência.
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Abstract

VIANA, Davidson Rezende, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2015
On the Attenuation of Fields and Currents in Topological Insulators.
Adviser: Winder Alexander Moura Melo. Co-Advisers: Afrânio Rodrigues Pereira,
Jakson Miranda Fonseca, Daniel Heber Theodoro Franco.

.

In this thesis are presented studies involving two effective models to describe topological

insulators. The first chapter is an introduction to these new materials, showing its rele-

vance in the current scientific scenario and likewise motivate the study of new classes of

topological nature of phenomena. In the following chapter we study scattering in a quan-

tum well of a two-dimensional topological insulators using Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ)

model. In the subsequent chapter we compare two electrodynamic models in which the

electric and magnetic fields appear coupled in terms added to Maxwell’s electrodynamics

(in material media). We propose, in another chapter, sources for a electrodynamic with a

axionic coupling term (topological, non-dynamic) modifying the constitutive relations of

electric and magnetic fields. Making use of boundary conditions for the fields in 3D topo-

logical insulators, we study the propagation of electromagnetic waves inside a rectangular

waveguide. We propose a specific distribution for the density of charges and currents

that go beyond the surface, enabling effects in the bulk. We propose a specific description

for penetration length in the walls of the waveguide enabling evanescent, refracted and

reflected waves depending on the frequency of the incident radiation.
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Caṕıtulo 1

Introdução e Motivação

Entre as teorias da F́ısica existem modelos fundamentais, fenomenológicos e efeti-

vos. O sucesso de cada uma destas abordagens teóricas dependerá do quão complicado

é o sistema f́ısico de interesse. O Modelo Padrão (MP) das part́ıculas elementares é um

exemplo de descrição em ńıvel fundamental. Segundo esse modelo, tudo que se conhece

é consequência dos quarks, léptons e part́ıculas mediadoras das interações fundamentais.

Descrever todos os fenômenos da F́ısica em ńıvel fundamental talvez seja o objetivo de

muitos f́ısicos que trabalham com alguma Teoria de Unificação (ou Teoria de Tudo), cuja

candidata mais famosa é a Teoria de Cordas, que é na verdade, uma hipótese. Matemati-

camente elegante e ambiciosa, mas uma hipótese, pois ainda não foi testada e comprovada.

Uma questão interessante: É posśıvel descrever tudo em ńıvel fundamental? Fenô-

menos macroscópicos com incontáveis interações microscópicas podem ser bem entendidos

apenas reunindo as informações dos sistemas microscópicos? Até o presente momento,

existem fenômenos de F́ısica da Matéria Condensada (FMC) que não podem ser com-

preendidos como resultado das interações entre conjuntos de quarks e léptons, ou mesmo

átomos, que são conjuntos destas part́ıculas. Devido ao número gigantesco de consti-

tuintes de qualquer sistema macroscópico (∼ 1023 átomos) e da dificuldade hercúlea de

tentar descrever suas embaraçadas interações, ainda há muito a ser feito nesse sentido, se

for posśıvel realizar tal tarefa. Todavia, há outra forma de pensar que segue um sentido

diferente desta linha reducionista. Nos últimos anos tem sido frequente o aparecimento
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1. Introdução e Motivação

de fenômenos que emergem em sistemas de FMC que desafiam o reducionismo, o qual

moldou durante séculos nossa maneira de entender o Universo. Novas part́ıculas não-

fundamentais emergem como excitações coletivas, mostrando que a natureza pode ser

mais rica se a olharmos por outra óptica.

Uma abordagem teórica fenomenológica se desenvolve a partir de observações em-

ṕıricas de fenômenos para criar um modelo. Tal modelo pode se aproximar muito de uma

teoria fundamental, mas não é derivada dela. Um modelo fenomenológico expressa, mate-

maticamente, os resultados dos fenômenos observados da maneira mais simples posśıvel,

sem trazer detalhes de ńıvel mais fundamental. Em muitos casos a fenomenologia pode

ser um caminho para a construção de uma descrição fundamental. Um exemplo disso são

os estudos fenomenológicos em F́ısica de Part́ıculas elementares, que misturam esforços

teóricos e experimentais que convergem para uma descrição que complementa as previsões

feitas a partir do MP. Existem teorias fenomenológicas contra e pró-reducionismo.

Em F́ısica, há casos em que equações são conhecidas para uma boa descrição dos

fenômenos, mas são muito complicadas de analisar, às vezes, por excesso de variáveis,

não linearidade, ou escala do sistema. Há equações microscópicas que contém mais infor-

mações do que as necessárias para resolver um problema macroscópico, e também há o

caso contrário, aspectos teóricos de macrossistemas que não podem ser reduzidos. Mui-

tas vezes, o interesse reside em caracterizar o comportamento considerando que variações

de parâmetros da pequena escala sejam indetectáveis devido à média macroscópica. Em

tais casos quando parâmetros variam lentamente, chamamos estes de parâmetros de um

modelo efetivo. Um modelo efetivo pode descrever fenômenos em uma escala macro ou

microscópica e pode não partir de dados experimentais. Procura-se simplificar e escolher

adequadamente os graus de liberdade e muitas vezes supor simetrias para efetuar cálculos

e fazer previsões. Em geral estes modelos em Teoria de Campos aplicada à FMC são

aproximações em uma escala diferente, (ou dimensões diferentes), de um modelo funda-

mental ou uma proposta de modelo fundamental. Este tipo de abordagem tem ganhado

cada vez mais adeptos nas últimas décadas possibilitando novos estudos, criando novas

2



1. Introdução e Motivação

áreas principalmente dentro da FMC, onde cada novo material é um “novo universo”a

ser estudado. Neste cenário, descobertas têm sido feitas em materiais exóticos que tem

surgido devido ao desenvolvimento de novas técnicas experimentais, permitindo investigar

antigos e novos modelos efetivos.

Em Teoria Quântica de Campos aplicada à FMC, modelos da f́ısica de altas ener-

gias são revisados e reinterpretados em um novo contexto levando à descoberta de novas

“part́ıculas” não-fundamentais que emergem como excitações coletivas, que chamamos de

quasipart́ıculas. São exemplos destas: spinons, holons, orbitons, fônons, anyons, dyons,

e férmions de Majorana. Curiosamente, spinons, holons e orbitons são part́ıculas que

surgem da respectiva separação (fracionalização) do spin, da carga e da órbita do elé-

tron [1]. Atualmente, há quem diga que todos os modelos tendem a ser efetivos em última

análise. Uma das justificativas é a ideia de que existe uma autonomia nos vários ńıveis

de organização dos sistemas f́ısicos, com conjuntos próprios de leis e conceitos. Porém, a

discussão segue com grandes controvérsias f́ısicas, filosóficas e matemáticas em um debate

pluraĺıstico sobre o que é e como se faz uma explicação cient́ıfica. Com novidades exóticas

advindas de fenômenos em FMC, a discussão se realimenta cada vez mais no que se refere

a reducionismo e emergência em f́ısica [2, 3].

Uma nova classe de estados topológicos da matéria tem sido estudada com afinco

nos últimos anos. Conhecidos como Isolantes Topológicos (IT’s), estes novos materiais

exibem propriedades exóticas dependendo de aspectos topológicos relacionados às suas

funções de onda de Bloch. A estrutura eletrônica destes materiais apresenta uma disper-

são de gap nulo, similar ao caso do grafeno, tornando-os candidatos à matéria-prima de

novos dispositivos spintrônicos. A spintrônica, um neologismo para a eletrônica baseada

em spin, tem sido estudada com o objetivo da criação de novos dispositivos que serão uma

alternativa aos componentes de siĺıcio, muito presente em celulares e computadores. En-

quanto a eletrônica usa o transporte de carga para criar controle lógico em um dispositivo,

a spintrônica usa o spin dos portadores de carga, possibilitando uma mudança na maneira

como a informação binária é transmitida. Uma das possibilidades seria um computador
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1. Introdução e Motivação

quântico, baseado em spintrônica e usaria qubits ao invés de bits, possibilitando uma

aumento da informação superpondo estado de spins up e down. Todavia a construção

e o domı́nio destes dispositivos dependem de propriedades exóticas de materiais, como

os IT’s, que ainda não são facilmente reproduzidos e controlados em larga escala [4–6].

Embora os maiores avanços tenham sido recentes, as origens dos estudos de fenômenos

topológicos remetem à ordem topológica observada no efeito Hall quântico, na década de

1980.

A diferença entre isolantes, condutores e semicondutores é o tamanho do gap de

energia entre sua banda de valência e de condução. Isolantes (dielétricos) tem um gap

suficientemente grande que dificulta a mobilidade dos portadores de carga. Já em um

condutor o gap é suficientemente pequeno para que os elétrons consigam sair da banda de

valência e adquirirem a energia referente à banda de condução. Semicondutores são sólidos

geralmente cristalinos que conduzem correntes de forma intermediária entre condutores e

isolantes. Contrariamente ao que se observa em bons condutores, em baixas temperaturas,

os semicondutores se tornam excelentes isolantes, se forem cristalinos e puros. Além de

variações térmicas, o valor do gap de energia pode ser manipulado modificando inúmeras

outras propriedades dos materiais. Um exemplo prático facilmente visto é quando em

uma tempestade, o ar deixa de ser isolante devido a fortes potenciais elétricos superiores

à sua rigidez dielétrica, tornando-se um condutor de raios. Assim como neste exemplo,

são inúmeros os fenômenos em que verificamos a transição entre isolantes e condutores,

isolantes e semicondutores, condutores e supercondutores, etc.

Campos elétricos e magnéticos, densidades de carga e de correntes convencionais

são muito bem descritos, quase sempre macroscopicamente, pelo eletromagnetismo de

Maxwell. Todavia, efeitos quânticos podem revelar surpresas, como aconteceu em 1930

com a descoberta do efeito Shubnikov-de Haas. O referido fenômeno acontece quando se

aplica um forte campo magnético a um material bidimensional a baixas temperaturas,

revelando uma oscilação da condutividade longitudinal em relação ao campo magnético,

enquanto a condutividade Hall mantem-se linear com este campo. Classicamente, espera-
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1. Introdução e Motivação

se que a resistência não dependa do campo neste tipo de sistema. Esta discrepância

indicava a grande importância de efeitos quânticos em medidas de transporte eletrônico.

O efeito Shubnikov-de Haas é considerado o precursor do efeito Hall quântico [7].

Em uma visão reducionista, dizemos que as part́ıculas responsáveis pelos fenômenos

eletromagnéticos são fótons e elétrons. Estes, por sua vez, são descritos pela equação de

Dirac acoplada ao campo eletromagnético. Entretanto, é sabido que existem inúmeras

descrições que necessariamente devem levar em conta efeitos do conjunto dos elétrons

das bandas de valência e de condução que não podem ser descritos individualmente.

Além destes elétrons há também as quasipart́ıculas chamadas de buracos (“holes”), que

são, numa descrição efetiva, equivalentes aos pósitrons na descrição original de Dirac.

Estas part́ıculas podem inclusive ter sua própria corrente com propriedades espećıficas

relacionadas às bandas de cada material.

A procura por novos estados da matéria motiva esforços teóricos e experimentais

em FMC. Recentemente, propriedades extraordinárias ligadas a estes estados foram des-

cobertas em novos materiais por meio de avançados processos de śıntese e caracterização.

O estudo de transições de fase tem se mostrado essencial no entendimento desta nova

F́ısica que surge com novos paradigmas. A determinação de fases da matéria é algo su-

ficientemente preciso e bem estabelecido? Simetria sempre foi uma palavra chave para

questões deste tipo. Em um sólido, há invariância de translação nas interações entre

átomos, porém, devido à quebra desta simetria, por exemplo, num cristal, forma-se um

padrão translacional bem definido. Outro exemplo são as interações magnéticas num ı́mã,

que são isotrópicas, mas é sabido que há uma quebra da simetria de rotação no estado

ferromagnético, que se caracteriza por um alinhamento dos momentos magnéticos. Estes

exemplos são geralmente estudados de acordo com a teoria de Landau das transições de

fase, a qual caracteriza estados da matéria de acordo com uma simetria da hamiltoniana

que é espontaneamente quebrada. Todavia, existe um outro paradigma de classificação

de fases em que a topologia tem papel fundamental.

Em seu livro “Treatise on Electricity and Magnetism” [8] James Clerk Maxwell
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1. Introdução e Motivação

discutiu a deflexão da corrente elétrica por um campo magnético e escreveu que a força

atuava no condutor e não na corrente. Em 1879, o ainda estudante Edwin H. Hall,

duvidando da afirmação de Maxwell, realizou experimentos para se medir o sinal das

cargas em um condutor quando trabalhava em sua Tese de Doutorado. Sua montagem

experimental consistiu, dentre muitos detalhes, em uma folha de ouro colocada em um

campo magnético que a atravessava perpendicularmente. Ele percebeu um fenômeno

peculiar: quando um fio percorrido por uma corrente elétrica era exposto a um campo

magnético as cargas presentes neste condutor eram submetidas a uma força que fazia com

que seu movimento fosse alterado. Ele verificou o surgimento de regiões com carga negativa

e outras com carga positiva no condutor. O campo defletiu a corrente para as extremidades

e assim foi posśıvel medir uma diferença de potencial entre as bordas e também uma

corrente. Com estes dados experimentais calculou uma resistência, RHall = VHall/I, que

atualmente é conhecida como resistência Hall. Com esta verificação ele mostrou que a

afirmação de Maxwell estava errada. Em sua homenagem este fenômeno ficou conhecido

como efeito Hall.

Curiosamente, em 1975, a natureza quântica do efeito Hall havia sido prevista

pelo trio Ando, Matsumoto e Uemura [9], sendo confirmada experimentalmente em 1980

por Klaus von Klitzing et al, razão pela qual ganharam o prêmio Nobel em 1985 [10].

Na Figura 1.1 observa-se os degraus da resistência Hall quantizada, que é verificada para

campos muito fortes (∼ 10−15T ) e temperaturas muito baixas (∼ 1, 5K). Posteriormente

intensificaram-se os estudos de sistemas de elétrons efetivamente bidimensionais e o efeito

Hall quântico, mostrando que este último também acontece para valores semi-inteiros.

Tal descoberta rendeu o Nobel de 1998 [10]. O efeito Hall quântico inteiro ou fracionário

é identificado pelo número inteiro ou fracionário que é multiplicado pela razão entre duas

constantes fundamentais, que resulta na quantização da condutância (e da resistência)

Hall. Em especial no efeito Hall quântico inteiro, a condutância Hall, σHall, é proporcional

a um número constante conhecido como invariante topológico, que é o múltiplo inteiro, n,

das constantes fundamentais da F́ısica: ne2/~. Este fato não pode ser explicado pela teoria
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1. Introdução e Motivação

de Landau, sendo necessário o estudo de propriedades ligadas à topologia das bandas do

material.

Figura 1.1: Medidas experimentais de resistência (inverso da condutância) do efeito Hall.

Observa-se um número inteiro i identificando os degraus cuja altura é e2/h ≈ 25kΩ que são

efeito da quantização. Figura retirada da referência [11].

Quando se calcula a condutância Hall nestes sistemas utilizando a fórmula de

Kubo, surge um termo chamado de fase geométrica, ou fase de Berry, φ =
∮
~A · d~k,

onde ~A = 〈ψk| − i~∇k|ψk〉. Esse termo é essencial para a compreensão dos degraus do

efeito Hall quântico. A fase é invariante sob alterações adiabáticas na hamiltoniana, por

consequência, o comportamento dos elétrons não será alterado se mudanças acontecerem

adiabaticamente. Thouless, Kohmoto, Nightingale e den Nijs mostraram que o número

inteiro n está associado às funções de onda de Bloch u(k) em uma rede cristalina sujeita

a um campo magnético. n é identificado como um invariante topológico, e é chamado

de invariante TKNN [12]. O rotacional de A é a curvatura de Berry, ~F = ~∇× ~A, e sua

integração nos dá o invariante topológico conforme a expressão:

n =
∑

bandas ocupadas

∫
d2k

2π
F =

∑

bandas ocupadas

∫
d2k

2π
(〈∂k1u|∂k2u〉 − 〈∂k2u|∂k1u〉) . (1.1)

Em topologia algébrica este número inteiro como resultado recebe o nome de número de

Chern, geralmente representado por C. Desta forma, relacionamos uma grandeza f́ısica

7



1. Introdução e Motivação

quantizada a este valor inteiro que depende de propriedades da topologia das bandas.

Em topologia, deformações suaves, conhecidas como homeomorfismos, não rasgam

nem criam buracos. Por meio deste tipo de transformação verificamos que objetos geo-

metricamente distintos podem ser topologicamente equivalentes. Por exemplo, um prato

e uma bola são topologicamente equivalentes, uma vez que quanto mais achatarmos uma

bola (esférica), ela pode se parecer cada vez mais com um prato. Estes dois objetos são

homeomorfos e possuem o mesmo genus [13]. IT’s não interagentes recebem uma classi-

ficação topológica dada por um invariante topológico Z2 similar à classificação genus da

topologia associada ao número de Chern. Na classificação Z2 = ±1 englobam-se hamilto-

nianas invariantes sob reversão temporal. Devido às propriedades topológicas que podem

ser identificadas nas curvas e superf́ıcies da zona de Brillouin de um IT, desenvolveu-se

uma teoria de bandas topológica. Dentro desta teoria, o estado isolante é a fase eletrô-

nica mais básica da matéria, que é caracterizada por um gap proibido de energia entre

os estados eletrônicos ocupados (banda de valência) e os estados desocupados (banda de

condução). Esses materiais não respondem a ação de um campo elétrico, ou seja, não

produzem uma corrente elétrica resultante (até certos limites de campos), mesmo em suas

superf́ıcies. Esse processo define uma equivalência topológica entre esses isolantes. Porém,

nem todos os materiais isolantes são topologicamente equivalentes. Isolantes topológicos

apresentam em seu interior (“bulk”) um gap proibido de energia, enquanto que suas su-

perf́ıcies ou bordas são condutoras como um metal. O vácuo também faz parte da classe

topológica dos isolantes triviais. E a passagem de um isolante trivial para um isolante

topológico só poderá ocorrer através de um estado metálico.

O efeito spin Hall (ou efeito Hall de spin) é um fenômeno parecido com o efeito

Hall, mas com orientação de spins na corrente das bordas de um material condutor ou

semicondutor bidimensional. Quando a corrente inverte seu sentido, os spins também se

invertem, gerando o efeito spin Hall invertido. Este fenômeno foi teoricamente previsto

em 1971 por Dyakonov e Perel [14, 15]. A detecção experimental deste fenômeno em

filmes finos semicondutores de GaAs e InGaAs foi feita em 2004 por meio de microscopia

8



1. Introdução e Motivação

usando a rotação de Kerr, que discutiremos no Caṕıtulo 4 [16]. Em 2005, Kane e Mele

[17]estudavam o efeito do acoplamento spin-órbita no grafeno, prevendo o efeito Hall

quântico de spin que consiste em dois efeitos Hall quânticos com portadores de carga

com quiralidades opostas, sem nenhum campo magnético aplicado. Como o grafeno não

possui grande acoplamento spin-órbita, tem sido dif́ıcil conseguir a inversão das bandas

de valência e condução neste material. Contudo, o efeito spin Hall quântico pôde ser

observado em poços quânticos de HgTe/CdTe dois anos depois [18, 19].

Os isolantes topológicos ou, também chamados, isolantes spin Hall quânticos são

materiais que se encontram em um novo estado da matéria protegido por simetria de

reversão temporal. São condutores em suas bordas e isolantes em seu interior. Exibem

o efeito spin Hall quântico que consiste da contrapropagação de part́ıculas carregadas

com spins opostos, separadas espacialmente em canais distintos, na ausência de campo

magnético externo. Isto se torna posśıvel em compostos com grande acoplamento spin-

órbita, como por exemplo nos materiais, Bi2Se3 (seleneto de bismuto), Bi2Te3 (telureto

de bismuto), Sb2Te3 (telureto de enxofre) e HgTe/CdTe (heteroestrutura de telureto de

mercúrio e telureto de cádmio), LuPtSb e YPtSb (compostos de Heusler) [19]. Todos

estes materiais são sintetizados em laboratório há muitos anos mas não se tinha nenhum

composto IT encontrado na natureza. Entretanto no ińıcio de 2013 descobriu-se que o

já conhecido mineral Bi2Te2Se (kawazulita), que pode ser visto na Figura 1.2, é um IT

natural [20].

No segundo caṕıtulo desta tese é feito um estudo de IT’s bidimensionais com base

em um modelo efetivo para entender uma borda metálica com corrente spin polarizada e

seus limites isolantes no bulk. Em poços quânticos de uma heteroestrutura de HgTe/CdTe

que fora realizada a descoberta experimental do estado spin Hall quântico [18]. Esta

heteroestrutura é um material não convencional que possui um gap que o caracteriza

como isolante em seu interior (bulk), e estados de superf́ıcie onde part́ıculas carregadas

são transportadas preservando a simetria de reversão temporal.

Em artigos sobre IT’s, duas simetrias discretas são bastante mencionadas: a pa-
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Figura 1.2: O composto Bi2Te2Se (kawazulita) é um IT natural encontrado em uma mina

de ouro abandonada na república Tcheca por Pascal Gehring et al, do Instituto Max Planck.

Observa-se o material processado em nanoflocos em (A), e em (B) temos a sua forma bruta em

pequenas partes douradas sobre outros minerais. A descoberta foi publicada na revista Nano

Letters onde são apresentados dados confirmando que este material compete com IT’s sintéticos

como posśıvel matéria prima para dispositivos spintrônicos. Fonte das figuras: [20].

ridade (ou inversão espacial) e a reversão temporal. A ação do operador de reversão

temporal T inverte o sentido do tempo t e, consequentemente dos movimentos, trocando

os sinais de algumas grandezas como os momentos linear (~p
T−→ −~p) e angular ,(~L T−→ −~L).

Desta forma o produto de dois operadores revertidos permanece invariante (por exemplo,

~p 2 T−→ ~p 2, ~p · ~L T−→ ~p · ~L). Já o operador paridade realiza a inversão espacial, ~x
P−→ −~x,

de modo a passarmos de um sistema de coordenadas dextrógiro para um levógiro, e vice-

versa. Apesar da importância desta última transformação é a reversão temporal que

possui papel fundamental nos fenômenos envolvendo IT’s. Devido a esta simetria há inú-

meros efeitos que distinguem o efeito Hall quântico (inteiro ou fracionário) do efeito Hall

quântico de spin. Enquanto no primeiro o campo magnético quebra a simetria de reversão

temporal e há apenas uma corrente por borda, no segundo há duas correntes por borda e

dois números de Chern, n↑ e n↓, um para cada corrente (com spins up e down) protegidas

topologicamente.

A existência de estados protegidos pela simetria de reversão temporal possui papel

essencial para determinar se um material é ou não um IT. O teorema de Kramers afirma
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que há degenerescência em qualquer estado de um sistema cujo momento angular total

semi-inteiro apresentar simetria de reversão temporal. Isto permite que apenas um número

ı́mpar de estados apresentem degenerescência. Combinando esta simetria de tempo reverso

e o forte acoplamento spin-órbita, fornece-se a situação favorável à existência de um

efeito Hall quântico de spin robusto (sem dissipação nem retroespalhamento na borda

do material). O acoplamento spin-órbita é um efeito que relaciona os movimentos nos

orbitais com o grau de liberdade de spin das part́ıculas. Nos isolantes topológicos essa

caracteŕıstica é capaz de gerar ńıveis de Landau sem a presença de um campo magnético

externo (diferentemente do efeito Hall em condutores e semicondutores).

A estrutura eletrônica dos IT’s apresenta uma relação de dispersão entre a energia

e o momento sem gap, E = ~vF |~k| similar àquela do grafeno, [4, 21, 22] o que possibilita

comparações entre suas propriedades e deste material, que tem sido estudado com afinco

nos últimos anos. Outros materiais como o estaneno, siliceno e o germaneno, que são

folhas da espessura de um átomo de estanho (Sn), siĺıcio (Si) e germânio (Ge), respec-

tivamente, possuem forte acoplamento spin-órbita, viabilizando o estudo do efeito spin

Hall quântico. Muito do que se tem estudado para o grafeno serviu de preparação para

estas novas promessas que possuem estrutura cristalina hexagonal 1. O estaneno ainda

não foi verificado experimentalmente. O germaneno é um isolante topológico à tempera-

tura ambiente, todavia o siliceno não o é, colocando o primeiro como um material mais

promissor para posśıveis aplicações spintrônicas [6, 23,24].

A identificação das propriedades eletrônicas dos IT’s têm sido estudadas utilizando

uma técnica experimental sofisticada chamada de ARPES, acrônimo do termo em inglês

Angle Resolved Photoemission Spectroscopy, ou em português, espectroscopia de fotoelé-

trons resolvida em ângulo, que permite obter informações da estrutura de bandas (dis-

persão eletrônica) de acordo com a direção e a velocidade das part́ıculas carregadas na

superf́ıcie do material. Nesta técnica, os fótons emitidos por uma lâmpada especial co-

1Siliceno, germaneno e estaneno (cujas propriedades são previstas) possuem estrutura cristalina he-

xagonal como o grafeno, porém a rede do germaneno possui algumas deformações conhecidas como

bucklings, que são deslocamentos de alguns átomos na direção perpendicular ao plano a rede.
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lidem com uma amostra mantida em um ambiente de ultra alto vácuo e arrancam seus

elétrons (efeito fotoelétrico). Um espectroscópio de alta resolução faz medições das pro-

priedades desses elétrons, e desta forma detecta-se os estados destes elétrons no material.

Esta técnica foi essencial na descoberta dos IT’s. Alguns pesquisadores utilizam AR-

PES e outra técnica combinada, bem mais conhecida, chamada LEED, acrônimo para

Low-energy electron diffraction, ou difração de elétrons de baixa energia. Atualmente,

essa é a técnica mais utilizada na determinação de estruturas de superf́ıcies em escala

atômica [25, 26]. Há também trabalhos experimentais usando técnicas de microscopia de

varredura por tunelamento [27] e ressonância magnética nuclear [28]. Estas três últimas

técnicas experimentais citadas determinam propriedades das superf́ıcies dos IT’s. Pouco

se tem estudado sobre os estados na interface, por exemplo, entre IT’s e semicondutores,

ou IT’s e isolantes triviais, nos motivando a fazer maiores investigações neste sentido.

Um dos fenômenos mais interessantes que surge em IT’s é o chamado efeito mag-

netoelétrico topológico, que se deve à resposta elétrica (polarização) quando se aplica um

campo magnético e, do mesmo modo, uma magnetização na presença de um campo elé-

trico. Há uma teoria efetiva para descrever fenômenos eletromagnéticos em IT’s por meio

de um campo não dinâmico, conhecido como ângulo de áxion, θ. Das equações de movi-

mento desta teoria, obtêm-se relações entre deslocamentos elétricos ~D = ǫ ~E+4π ~P+ αθ
π
~B e

campos magnetizantes ~H =
~B
µ
−4π ~M− αθ

π
~E. Nesta proposta, as equações de Maxwell para

meios materiais não são alteradas em sua forma usual, comumente encontrada em livros

texto de electromagnetismo, como nas referências: [29–31]. A lagrangiana efetiva para

descrever esta nova classe topológica de fenômenos originou-se da F́ısica de Part́ıculas,

em uma tentativa de resolver a quebra de CP forte em interações interquarks [32]. Pos-

teriormente, vieram estudos em teorias de campo topológicas que ganharam notoriedade

em FMC, adquirindo nova interpretação para sistemas de baixas energias. Sob condições

de contorno periódicas, a função de partição advinda desta teoria e todas as propriedades

f́ısicas são invariantes se θ = 0, ou θ = π, devido a simetria de reversão temporal e a

topologia do bulk que é independente de propriedades geométricas e mecânicas. Nesta
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teoria de campos topológica, o termo tipo-áxion, adicionado à lagrangiana de Maxwell

é um coeficiente quantizado em termos da constante de estrutura fina α = e2

~c
≈ 1/137.

Tal modelo possibilita uma nova definição metrológica de três constantes fundamentais

da f́ısica, sendo c a velocidade da luz, e a carga do elétron, e ~ = h/2π a constante Planck

normalizada [33]. Uma das consequências do acoplamento entre os campos elétricos e

magnéticos originados neste termo topológico, é que ao aproximarmos uma carga elétrica

puntiforme da superf́ıcie de um IT, surgem vórtices de correntes devido às componentes

tangenciais dos campos elétricos, que geram um campo magnético de modo que a carga

imagem no interior do material pode ser tratada como um dyon, uma quasipart́ıcula que

possui carga elétrica e magnética, ou um monopolo magnético imagem, tal como mostrado

na Figura 1.3.

13



1. Introdução e Motivação

Figura 1.3: A figura acima ilustra dois meios divididos pelo plano xy, sendo o primeiro um

isolante trivial como o ar (ou o vácuo) com constantes do material, ǫ1, µ1, em z > 0 e o segundo

é um IT em z < 0, com ǫ2, µ2, que geralmente é coberto por um filme ferromagnético (como

na figura da direita). As linhas de campos elétricos são representadas pelas linhas vermelhas e

as de campos magnéticos pelas azuis. Vista da região superior, devido à presença de uma carga

elétrica puntiforme q1 no ponto (0, 0, d), há a formação de uma carga elétrica imagem q2 e uma

carga magnética imagem g2 (ou monopolo magnético imagem) em (0, 0,−d). Ilustrada no topo

e à direita desta figura, vemos a forma circular da corrente Hall devido à carga q1 próxima do

IT. A configuração dos campos é tal que vista do plano inferior temos a formação de uma carga

imagem magnética g1 também na interface superior. Logo, identificamos a mesma configuração

de um dyon tanto em (0, 0, d) como em (0, 0,−d). Na figura à direita, observamos que há um

dyon para cada elétron e sua imagem. Figura retirada da referência [34].

Esta tese apresenta no terceiro e no quarto caṕıtulos, estudos de aspectos eletro-

magnéticos (também com consequências ópticas). Ao confinar a radiação, ou seja, impor

condições de contorno nas equações de Maxwell ou nas equações de onda, podemos ve-

rificar o comportamento de interfaces de IT’s, cuja peculiar resposta magnetoelétrica é

evidenciada na forma distinta dos campos em cada problema abordado.

Um dos fatos motivadores desta tese é a dificuldade que se tem para obter um

IT com bulk perfeitamente isolante. Resultados experimentais dos últimos anos mostra-

ram que obter uma estrutura reprodut́ıvel com estados de borda/superf́ıcie perfeitamente

definidos não é tarefa fácil e muitas vezes há grande desafio para adequar experimento e

teoria. Quando se trata principalmente de IT’s tridimensionais, ainda não há um trabalho
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experimental que tenha observado a completa ausência de corrente dentro do material. Os

dois materiais, que até meados de 2013, mostraram-se mais promissores, o seleneto de bis-

muto (Bi2Se3) e telureto de bismuto (Bi2Se3) apresentam alguma condutividade interna e

mais algumas correntes residuais devido a imperfeições da rede e impurezas. Neste sentido

propomos algumas contribuições a modelos efetivos para incluir estes efeitos dissipativos

numa tentativa de descrever de forma mais completa os isolantes topológicos em duas e

três dimensões de acordo com os resultados experimentais [5, 19,27,28,35,36].
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Caṕıtulo 2

O Modelo BHZ no Estudo das

Correntes Spin-Polarizadas em Poços

Quânticos de HgTe/CdTe

Neste caṕıtulo são apresentadas algumas aplicações do modelo BHZ em problemas

de espalhamento em mecânica quântica em uma heteroestrutura de HgTe/CdTe. Dife-

rentemente de trabalhos mais comuns sobre IT’s que tratam da borda do material, nossos

resultados mais interessantes estão relacionados às correntes e campos que adentram o

bulk.

2.1 O Modelo Bernevig-Hughes-Zhang em 2D e seus

Aspectos Básicos

Para a construção do modelo, devemos levar em conta uma série de propriedades

importantes dos materiais envolvidos. Tanto o HgTe quanto o CdTe possuem uma estru-

tura cristalina do tipo zinc blend com redes cúbicas de corpo centrado transladadas ao

longo da diagonal do cubo, mas com um átomo distinto em cada subrede. Como há duas

espécies atômicas por base, a simetria de paridade é quebrada. Porém, como foi mostrado

no referência [19], a quebra desta simetria não altera essencialmente a f́ısica do IT. Nos

dois materiais as bandas mais importantes estão próximas do ponto Γ na primeira zona
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de Brillouin. Como esquematizado na Figura 2.1, teremos uma banda do tipo s (Γ6), uma

do tipo p que foi separada por meio do acoplamento spin-órbita, tendo momento angular

total dado por J = 3/2 (Γ8) e outra semelhante à anterior, apenas com J = 1/2 (Γ7).

A estrutura de bandas do CdTe pode ser parcialmente explicada usando-se as regras de

Hund 1.

Conforme essas regras, o estado de menor energia terá o maior valor de spin e

de momento angular orbital, então as bandas de energia mais baixas devem ser as Γ7 e

Γ8. O cádmio possui camada fechada, de modo que não existe uma regra de Hund para

o valor de J no estado fundamental; contudo a referência [19] informa que resultados

experimentais sugerem J = 1/2. Desta forma, a banda de condução será a Γ6, enquanto

a de valência será a Γ8. O valor do gap entre elas é Eg = EΓ6
−EΓ8

∼ 1, 6 eV . No HgTe, o

ordenamento das bandas é invertido devido ao forte acoplamento spin-órbita. A energia

do gap neste caso é negativa ≈ −300meV , indicando que a banda de buraco leve Γ8, que

geralmente é uma banda de valência, se tornou a banda de condução e a de buraco pesado

é a primeira banda de valência. Γ6 é uma banda de valência abaixo do ńıvel de Fermi

para este material.

A massa efetiva é obtida pela curvatura da relação de dispersão das bandas tanto de

elétrons como buracos: m∗ = ~

∂2E/∂k2
. Observando a Figura 2.1, a concavidade para cima

está relacionada à massa dos elétrons e concavidade para baixo, dos buracos. Bandas

menos curvadas são chamadas de bandas de elétrons (ou buracos) pesados e as mais

curvadas de elétrons (ou buracos) leves. A banda Γ8 possui duas massas efetivas e muda

1As regras de Hund são, resumidamente: 1a: Para uma dada configuração eletrônica, em que n elétrons

estão nos ńıveis 2(2l + 1) de um subńıvel parcialmente preenchido, o termo de máxima multiplicidade

possui a mais baixa energia. A multiplicidade é igual a 2S + 1 onde S é o momento angular de spin

total destes elétrons. Portanto, o termo com menor energia também é a expressão máxima de S. O

que é consistente com o prinćıpio da exclusão de Pauli. 2a: O momento angular orbital total L, dos

estados mais baixos possui o maior valor de acordo com a primeira regra e o prinćıpio da exclusão. 3a: O

momento angular total J, pode assumir valores entre |L-S| e L+S de acordo com as regras de composição

dos momentos angulares quando os subńıveis de energia estão preenchidos em menos da metade. Um

termo do tipo λ~L ·S acrescentado à hamiltoniana favorecerá o valor máximo de J se λ for positivo. Mais

detalhes podem ser vistos na referência [37].
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Figura 2.1: Em (A) vemos uma figura que esquematiza as estruturas de bandas do HgTe e do

CdTe, bem como as curvaturas relacionadas às massas de cada banda. À direita no HgTe, se

verifica a troca de ordem das bandas Γ6 e Γ8, possibilitando a existência do estado spin Hall

quântico. Em (B) verifica-se a inversão das sub-bandas E1 e H1 relacionadas às bandas Γ6 e Γ8.

A mudança acontece devido ao aumento da largura do poço quântico de HgTe além do valor

cŕıtico dc. Figura retirada da referência [19].

seu papel em cada material. No HgTe, a banda de buraco leve que possui menor massa

efetiva e se torna a banda de condução, enquanto a de buraco pesado se torna a banda

de valência 2. Devido à degenerescência entre as bandas de buraco pesado e buraco leve

o HgTe é um semicondutor de gap nulo.

Nossa intenção em descrever IT’s deve levar em conta as regras para part́ıculas

fermiônicas portadoras de carga nestes sistemas. Devido à degenerescência de Kramers,

as bandas de energia em um sistema de férmions invariante por reversão temporal ocorrem

2Em alguns materiais bidimensionais como o grafeno é posśıvel obter um efeito em que a curvatura

de bandas é nula, implicando numa relação de dispersão linear E = ~vF |~k|
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sempre aos pares. Shen et al [38] mostraram que estes pares podem ser descritos por

meio de algumas modificações no hamiltoniano de Dirac 3, possibilitando a descrição da

transição de fase de um sistema topologicamente trivial para um não-trivial. Tomemos o

hamiltoniano modificado:

Hmod = cα̂ · ~p+ (mc2 − Bp2)β (2.1)

onde c é a velocidade da luz no vácuo, α̂ e β são as matrizes propostas por Dirac na

construção da primeira forma matricial de sua hamiltoniana. O termo de correção qua-

drático no momento, −Bp2, é o responsável pela transição quando a massa m for negativa

e o parâmetro B tiver um valor fixo. Os espinores soluções da equação de autovalores,

HmodΨ = EΨ, localizados nas proximidades de ambas as bandas de valência e condução,

caracterizam estados de borda topologicamente protegidos.

Isolantes topológicos bidimensionais exibem uma borda metálica peculiar que foi

primeiramente descoberta em poços quânticos de HgTe/CdTe [39, 40]. Estes estados de

borda possuem polarização de spin e quiralidade bem definida e uma corrente de férmions

que circunscreve o material sem que haja dissipação. Bernevig, Hughes e Zhang desenvol-

veram o modelo efetivo, conhecido como BHZ, para descrever o efeito spin Hall quântico

e previram a transição de fase entre um isolante trivial e um IT em um poço quântico de

HgTe como função da largura do poço como na Figura 2.2.

O modelo BHZ em 2D, que é de interesse neste trabalho, descreve o comportamento

de portadores de carga em uma heteroestrutura de CdTe/HgTe sendo que a região de HgTe

possui uma largura d. Um isolante topológico seria descrito pelo modelo para larguras

maiores que um largura cŕıtica dc. A hamiltoniana deste modelo descreve um regime

estacionário dentro de um poço quântico criado pela diferença de energia entre as sub-

bandas mais próximas ao ńıvel de Fermi destes materiais, chamado de regime invertido,

que se refere à inversão das sub-bandas do HgTe conforme a Figura 2.1 [19]. Levando em

3Para alguns detalhes sobre o hamiltoniano de Dirac veja o Apêndice A
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Figura 2.2: Nı́veis de energia do poço quântico em função da sua largura. Os estados de

energia relacionados à banda de buraco pesado (Γ8, a banda de condução) são denotados por

Hn, o estado da banda de valência (Γ6) é denotados por E1. O estado spin Hall quântico

acontece a partir do ponto onde as curvas vermelha (E1) e azul (H1) se cruzam anulando o gap

de massa M em uma largura cŕıtica d = dc ∼ 6, 3nm. Para larguras maiores, esse gap, dado

pela diferença E1 − H1, terá um valor negativo, pois as sub-bandas foram invertidas. Figura

retirada da referência [19].

conta a inversão, as bandas relevantes E1 e H1 se tornam degeneradas devido à simetria

de reversão temporal e ao teorema de Kramers. Estes estados podem ser ordenados

da seguinte forma: {|E1+〉, |H1+〉, |E1−〉, |H1−〉}, onde |E1±〉, |H1±〉 são os pares de

Kramers. Usando argumentos gerais de simetria e tomando apenas termos em menor

ordem no momento p = ~k, por simplicidade e argumentos de simetria, constrói-se uma

outra hamiltoniana [19] de forma coerente com a equação (2.1), que lê-se:

H(k) =


 H(k) 0

0 H∗(−k)


 , (2.2)

em que H(k) = ǫ(k)12×2 +
∑

i di(k)σi é o bloco relacionado ao spin up e seu complexo

conjugado ao spin down; 12×2 é a matriz identidade e σi são as matrizes de Pauli; d1 =

Akx, d2 = Aky, são os termos de hibridização, d3 = M − B(k2x + k2y) é um tipo de termo

de massa onde B eM são conhecidas como parâmetros de massas Newtoniana e de Dirac,

respectivamente; ǫ(k) = C −D(k2x + k2y). A, B, C, D e M são parâmetros experimentais
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manipuláveis que dependem da geometria do poço quântico. C é o mı́nimo de energia

ou a energia de Fermi próxima ao ponto-Γ (normalizamos esta energia tomando C = 0).

Também fixamos D = 0 uma vez que não há efeitos desta constante sobre a transição de

fase e propriedades topológicas não dependem dela, assim ganhamos uma hamiltoniana

com simetria part́ıcula-buraco [41, 42]. É interessante observar que se a massa de Dirac

M for nula, o que acontece no ponto-Γ, onde as bandas se tocam, o modelo é similar a

duas cópias do hamiltoniano de Dirac sem massa, com estados duplamente degenerados.

Este par está ligado ao par de spins up e down dos elétrons. Tal hamiltoniano é bastante

utilizado no estudo do grafeno. M será positiva ou negativa de acordo com a largura

cŕıtica do poço dc, sendo positiva e cada vez maior quanto menor for esta largura.

A Hamiltoniana é separável nas direções x e y: H = H0(x) + H1(y). A parcela

dependente apenas da direção x descreve as part́ıculas que se movem em direção ao bulk

do material e lê-se:

H0 =




M − Bk2x Akx 0 0

Akx −M +Bk2x 0 0

0 0 −M +Bk2x −Akx
0 0 −Akx −M +Bk2x




. (2.3)

Esta parcela descreve part́ıculas de Dirac em estados massivos que adentram o material

com valor não nulo do seu gap de massa M̃ = M − Bk2, diminuindo a velocidade até o

interior. A parte dependente apenas de y é explicitamente:

H1 = −Dky2 +




−Bk2y iAky 0 0

−iAky Bk2y 0 0

0 0 −Bk2y iAky

0 0 −iAky +Bk2y




. (2.4)

Nesta direção, que corresponde à extrema borda do material, a massa de Dirac é nula e

as part́ıculas possuem velocidade de Dirac vD ≈ 5, 5× 106m/s e se movimentam em dois
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sentidos diferentes (y positivo e y negativo), que são canais espacialmente separados e que

possuem part́ıculas com spins contrários. No sentido y positivo viajam part́ıculas com

spin down e y negativo spin up. A Figura 2.3

Figura 2.3: Figura esquemática das correntes do efeito Hall quântico. Em (a) não há polarização

de spin dos portadores de carga. Há duas correntes em sentido opostos (uma em cada borda),

sendo que estas são capazes de contornar pequenas impurezas. No efeito Hall quântico de spin

em (b), temos quatro correntes com dois estados de polarização de spin para cada borda em

canais espacialmente separados ao longo da direção que tomaremos como eixo y. É importante

ressaltar que em (a) a simetria de reversão temporal é quebrada e em (b) ela é preservada.

Figura retirada da referência [43]

2.2 Controlando Correntes por Meio de uma Bar-

reira de Potencial Eletrostática

Estudamos o efeito de uma barreira de potencial eletrostática inserida dentro do

poço de HgTe modificando os estados eletrônicos dos férmions que adentram o bulk do

material com velocidade na direção x, conforme a Figura 2.4 . Uma vez que a sime-

tria translacional é preservada ao longo de y (onde os férmions fluem livremente e sem

barreira), nós tomamos d2 = 0 na equação (2.2), tal que nossa hamiltoniana toma a forma:
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Heff = H0(kx) + 14×4V (x) =




M̃ + V (x) Akx 0 0

Akx −M̃ + V (x) 0 0

0 0 M̃ + V (x) −Akx
0 0 −Akx −M̃ + V (x)




. (2.5)

Aqui,M é igual à diferença de energia entre os dois ńıveis mais próximos ao ńıvel de Fermi,

|E1,+(−)〉 e |H1,+(−)〉. Se o gap for nulo, o que acontece no ponto Γ, teremos duas cópias

do hamiltoniano de Dirac não-massivo com estados duplamente degenerados que possuem

polarizações distintas entre si. V (x) = V0Θ(x − x0) é o potencial degrau4 que pode ser

criado como uma ponte (back gate) ou uma impureza distribúıda extensamente dentro do

material em x > x0, em uma região próxima à borda. Este mecanismo permite filtrar

as part́ıculas e redirecioná-las a um canal diferente de condução de acordo com o spin

uma vez que a simetria de reversão temporal é preservada próxima à borda. Na ausência

dos potenciais, M é positiva se a largura d for menor que um valor cŕıtico dc ≈ 6, 3nm.

Neste caso teremos uma fase isolante. Entretanto, se a largura for maior que dc teremos

M < 0 levando a uma fase condutora cujos estados se localizam na borda exibindo o

efeito spin Hall [18, 19, 40]. Nesta tese, propomos que a borda pode ter um tamanho

variável e que em algumas situações o bulk não seja completamente isolante até um certo

comprimento de decaimento que pode ser estudado por meio das barreiras que propomos.

O sinal relativo entre A e B determina se os isolantes topológicos tem estados de borda

protegidos ou não, o que nos permite analisar uma posśıvel reversão de spin. O termo de

massa M(kx) =M − Bkx
2, é dependente do vetor de onda kx e o gap M é fixo.

4A função degrau, nomeada como Θ(x− x0) assume o valor 1 em x ≥ x0 e é nula em x < x0
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Figura 2.4: Figura esquemática das correntes com spin up (setas verdes) e spin down (setas

azuis) ao longo da direção da borda no eixo y e penetrando no bulk (setas menores) no eixo x. A

região com o potencial V (x) (vermelha) representada por uma barreira que bloqueia ou atenua

os feixes de part́ıculas incidentes.

Tabela 2.1: Tabela com valores experimentais para os parâmetros do modelo BHZ para

o poço quântico de CdTe/HgTe. Observamos que para todos os valores desta tabela

4MB < A2. Contudo, os valores do gap M variam abruptamente com a largura do poço

d, enquanto B varia menos. Nesta tese propomos a descrição de um poço mais largo que

possivelmente teremos 4MB > A2, seguindo a tendência destes valores. Tabela retirada

referência [19].

d (Å) A (eV Å) B (eVÅ2) M (eV)

55 3,87 -48,0 0,009

61 3,78 -55,3 -0,00015

70 3,65 -68,6 -0,010

Ao substituirmos um ansatz, Ψ(x) ∝ eλx, como feito na referência [19], obtemos a

relação entre duas ráızes λ1,2 e as constantes do modelo: λ1,2 = 1
2B

(
A±

√
A2 − 4MB

)
.

Ao observarmos a tabela (2.1) com valores experimentais t́ıpicos para poços quânticos de

HgTe/CdTe, vemos que em todos os casos medidos, essas ráızes são valores reais. Todavia,

para poços quânticos mais largos, o módulo |MB| cresce consideravelmente, enquanto o

parâmetro A possui menor variação. Nesta tese propomos, com base nesta observação,
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uma situação hipotética seguindo a tendência dos parâmetros, e, de acordo com um tama-

nho maior do poço, tenhamos 4MB > A2, habilitando posśıveis soluções com uma parte

oscilatória e uma parte atenuada no bulk para um poço consideravelmente maior que

7nm. Como são poucos dados para os parâmetros, (devido à complexidade dos experi-

mentos) “fitar”uma estimativa estat́ıstica é algo impreciso, e nos permite apenas comparar

alguns dados. Por meio do método de mı́nimos quadrados uma solução oscilatória seria

habilitada para d ≈ 9, 5nm. Desta forma a raiz quadrada daria a parte complexa do

número de onda na direção x e somente a razão A/2B seria a parte real do mesmo, cujo

inverso do seu módulo seria o comprimento de decaimento dos estados de borda.

Ao compararmos os blocos do hamiltoniano BHZ (2.2) com a equação original de

Dirac e suas soluções, descrevemos os férmions de Dirac do sistema (elétrons e buracos)

resolvendo o problema de autovalores:

Heff (kx → i∂x)Ψ(x) = (E − V (x))Ψ(x), (2.6)

para duas regiões diferentes do bulk: fora (x < x0) e dentro da barreira (x ≥ x0). Obtemos

as soluções incidente (i), refletida (r) e transmitida (t):

Ψi = A↑
i e

kx




1

Ak1
E+M(k1)

0

0




, (2.7)

Ψr = A↑
re

−krx




1

−Ak1
E+M(k1)

0

0




+A↓
re

−krx




0

0

1

−Ak1
E+M(k1)




, (2.8)
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Ψt = A↑
t e

k′x




1

Ak2
E−V0+M(k2)

0

0




+A↓
t e

k′x




0

0

1

Ak2
E−V0+M(k2)




, (2.9)

onde k = a + ik1, kr = ar + ik1 e k′ = a′ + ik2, são os módulos dos vetores de onda

incidente, refletido e transmitido respectivamente. As constantes a < 0, a′ < 0 e ar > 0,

são assumidas como não nulas devido à tentativa de se descrever efeitos dissipativos que

se relacionam com os comprimentos de atenuação, l1 = 1/|a|, lr = 1/|ar| e l2 = 1/|a′|.

Sem a existência da barreira, o valor de a é a razão A/2B que seguindo a tendência da

tabela 2.1, seu módulo se torna cada vez menor quanto maior for a largura do poço. As

soluções incidente, refletida e transmitida são representadas pelo espinor:

Ψ(x) = Θ(x+ x0)
[
Ψ↑

i (x) + Ψ↑
r(x) + Ψ↓

r(x)
]
+Θ(x− x0)

[
Ψ↑

t (x) + Ψ↓
t (x)

]
. (2.10)

Por meio destas soluções obtemos as relações de dispersão entre E e k, fora e dentro da

barreira, que são:





E2 = A2k21 +M2(k1) (fora da barreira)

(E − V0)
2 = A2k22 +M2(k2) (dentro da barreira).

(2.11)

A dispersão na borda é obtida por meio dos autovalores de H1, substituindo um

espinor com a forma de (2.7), com solução puramente oscilatória, ∝ eikyy. Outra forma

é obter a hamiltoniana 2 × 2 da borda, projetando separadamente cada estado de spin,

conforme a referência [19], resultando numa hamiltoniana simples: Hborda = Akyσ
z que

possui autovalores de energia apenas para um spin que dependerá do sinal de ky. A

dispersão na borda com os dois sinais, um para cada spin é simplesmente E = ±Aky
Ambas as formas levam à obtenção da mesma velocidade dos férmions (de grupo e de

fase). Tal quantidade é conhecida como velocidade de Dirac (na direção y), que para

um poço de 7nm, seu valor é vD = A/~ ≈ 5, 5 × 107 cm/s. Esta é a velocidade máxima
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que os férmions que descrevemos assumirão dentro do IT de acordo com este modelo. A

componente da velocidade em direção ao bulk, vx < vD, possui um valor maior quanto

mais largo for o poço. Se considerássemos um bulk perfeitamente isolante esta velocidade

seria nula longe da borda, todavia, nosso interesse é na situação em que o bulk não é

completamente isolante, mas semicondutor, ou um condutor ruim, por isso propomos o

regime onde A2 < 4MB, permitindo uma atenuação menor nas correntes que adentram

o material para investigar melhor seus efeitos. As velocidades de fase dentro e fora da

barreira, calculadas a partir da dispersão no bulk, são:

vf 1 = ±

√

v 2
D − M̃(k1)2

~2k 2
1

(fora da barreira), (2.12)

vf 2 = ±

√(
v 2
D − V0

~2k22

)2

− M̃(k2)2

~2k 2
2

(dentro da barreira). (2.13)

Esta diferença entre as velocidades de fase significa que os férmions de Dirac que aden-

trarem a barreira serão refratados, pois o ı́ndice de refração se relaciona à velocidade de

fase por n = c/vf . Como o potencial degrau é uma constante subtráıda da energia, a

velocidade de grupo permanece a mesma dentro e fora da barreira:

vg 1, 2 = ± vD

√
1− A2

4MB
. (2.14)

Este resultado exato e simples, foi obtido usando a parte complexa do número de onda.

Uma vez que A2 < 4MB, fora deste regime esta expressão não é válida. O comportamento

da velocidade de grupo das part́ıculas neste regime pode ser visto na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Gráfico da razão entre a velocidade de fase e a velocidade de Dirac em função da

razão entre os parâmetros experimentais do modelo A2/4MB. De acordo com nossa proposta,

seguindo os dados experimentais 2.1, os valores do produto 4MB aumentam com o tamanho do

poço, assim como A2 tem pequenas variações. Por conseguinte, o modelo prediz que no limite

de um poço infinitamente largo a velocidade dos férmions é a velocidade de Dirac dos estados

de borda, o que é equivalente a um plano dielétrico homogêneo, isotrópico e não-dispersivo de

tamanho infinito.

Por meio de condições de contorno em x = x0, calculamos os fatores de norma-

lização levando às relações: A↑
i = (1 + Ω)A↑

t , 2A↑
r = (1 − Ω)A↑

t e A↓
r = −ΩA↓

t . Onde

Ω = k′

k
E+M(k1)

E+M(k2)−V0

. Além das peculiaridades que propomos neste regime, uma diferença de

tratamento para o usual espalhamento de part́ıculas de spin 1/2 por uma barreira eletros-

tática é a não nulidade dos fatores A↓
r e A↓

t , implicando necessariamente que uma barreira

eletrostática num IT é capaz de mudar o spin dentro do bulk. Sob a óptica da simetria de

reversão temporal, uma barreira eletrostática não interferiria no spin para um problema

de feixe de elétrons livres incidentes num condutor ou semicondutor. Porém, existe uma

abordagem para semicondutores descrita por V. I. Perel et al5, em que um potencial ele-

trostático simétrico tipo-degrau (barreira não-magnética) pode inverter o spin eletrônico

em um bulk semicondutor se o potencial for forte [44]. Tal proposta afirma que o tune-

lamento por si só é naturalmente dependente do spin para materiais com acoplamento

5O mesmo que previu o efeito Spin Hall Quântico, juntamente com Dyakonov
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spin-órbita consideravelmente grandes. Para descrever esta situação, a interação spin-

órbita dentro da barreira seria responsável por quebrar a simetria de reversão temporal,

porém é necessário acrescentar uma correção na hamiltoniana de Dirac chamada de termo

de Dresselhals, que para part́ıculas viajando na direção x é: HDres = γ (σyky − σzkz) ∂
2
x.

Nosso problema reside no fato que estamos trabalhando com o modelo BHZ para IT’s e

não Dirac, ainda que os modelos apresentem similaridades. Uma proposta de termo de

Dresselhals para IT’s é uma perspectiva deste trabalho. Uma vez que um termo deste tipo

possa existir para o HgTe, consideramos as amplitudes spin down como não-nulas e que

são correções dependentes de γ que é um parâmetro experimental no termo de Dresselhals.

Incluindo essa ideia na nossa descrição, temos correntes com dois spins no bulk do HgTe

como ilustrado na figura 2.6.

Figura 2.6: Ilustração das correntes com spin up (verde) e spin down (azul) saindo e retornando

da borda. O retângulo vermelho representa o potencial degrau e l é o comprimento de decaimento

dos estados de borda sem influência da barreira. As correntes refletidas tem spins invertidos e

alimentam as correntes sem gap na borda novamente devolvendo-a a um canal diferente.

As (densidades de) correntes médias spin-polarizadas foram calculadas por proce-

dimentos mecânico-quânticos usuais, ou seja, pelo valor esperado do operador corrente 6

6Na eletrodinâmica quântica, a corrente é calculada pelas componentes espaciais da corrente vetorial

29



2. O Modelo BHZ no Estudo das Correntes Spin-Polarizadas em Poços
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associado a cada um dos blocos do hamiltoniano 2.5, ou seja, Jx = 〈Ĵx〉 = Ψ† ∂H0(kx)
∂kx

Ψ, e

são, para cada região, explicitamente:

J↑
i = 2|A ↑

i |2




Bk1 +

A2k1

E + M̃(k1)
+

BA2k31[
E + M̃(k1)

]2




e2|a|(x−x0)

(x ≤ x0), (2.15)

J↑
r = 2|A ↑

r |2




Bk1 +

A2k1

E + M̃(k1)
+

BA2k31[
E + M̃(k1)

]2




e2|ar|(x−x0)

(x ≤ x0), (2.16)

J↑
t = 2|A ↑

t |2




Bk2 +

A2k2

E − V0 + M̃(k2)
+

BA2k32[
E − V0 + M̃(k2)

]2




e−2|a′|(x−x0)

(x ≥ x0) , (2.17)

as correntes com spin down, obtidas pelo segundo bloco da hamiltoniana, são:

J↓
r = 2|A ↓

r |2




Bk1 +

A2k1

E + M̃(k1)
+

BA2k31[
E + M̃(k1)

]2




e2|ar|(x−x0)

(x ≤ x0), (2.18)

J↓
t = 2|A ↓

t |2




Bk2 +

A2k2

E − V0 + M̃(k2)
+

BA2k32[
E − V0 + M̃(k2)

]2




e−2|a′|(x−x0)

(x ≥ x0) . (2.19)

A conservação da corrente total é assegurada: Ji ↑ = Jr ↑ + Jr ↓ + Jt ↑ + Jt ↓, o que pode

ser facilmente verificado na fronteira x = x0. Analogamente, as correntes da borda foram

de Dirac, J i = eΨ̄γiΨ. Entretanto, no modelo BHZ as bases não são constrúıdas de acordo com as mesmas

representações das matrizes. No apêndice A, as matrizes podem ser consultadas para comparação entre

as correntes.
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calculadas por meio da hamiltoniana H1 para comparação, Jy = 〈Ĵy〉 = Ψ† ∂H1(ky)

∂ky
Ψ, e

leem-se:

Jy± = ±2Bky|Ay|2
[
1 +

A2k2y(
E − Bk2y

)2

]
(2.20)

(sobre o eixo y, +para canal ↑ e - para canal ↓). (2.21)

As correntes da borda contrapropagam em sentidos opostos com spins contrários

sem dissipação, estas assumem uma forma mais simples, por não dependerem do termo

de massa de Dirac M e, principalmente, devido à ausência da exponencial atenuante

dependente de a ou a′ que são parâmetros experimentais do modelo. As correntes do

bulk, em parte, possuem termos que se assemelham à forma de Jy que caem com o inverso

do termo de massa newtoniana Bk2, mas possuem o decaimento exponencial em direção

ao bulk e dependência com o potencial V0.

Os férmions que retornam com spins invertidos estão ilustrados na Figura 2.6.

Estes viajam em sentido oposto ao da corrente incidente. É importante ressaltar que

conforme a referência [19], se uma pequena impureza estiver no caminho do elétron, ele

irá contorná-la no sentido horário ou anti horário implicando numa mudança na fase de

sua função de onda de π e −π, respectivamente, ou seja, uma rotação de 2π como um todo.

Como a função de onda para part́ıculas de spin 1/2 troca de sinal com este valor na fase,

há uma interferência destrutiva anulando a propagação de feixes no sentido oposto. Para

evitar este efeito, a barreira eletrostática é extensa o suficiente para não ser contornada.

Além disso, com base na proposta de Perel et al, se a barreira por si só já é capaz de

inverter o spin devido ao acoplamento spin-órbita do material, um grande conjunto de

elétrons sairia e entraria na borda de locais distintos, transladados na direção y com a

separação espacial entre os canais de condução, com diferentes amplitudes e velocidades

indo e voltando na direção x, conforme calculamos. Por essas razões a interferência

destrutiva da corrente retroespalhada seria pouco provável.

Como as amplitudes spin down ficaram indeterminadas, por meio das correntes,

obtemos a reflectância e a transmitância dos férmions de Dirac, com spin up que são:
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R↑ =
|1− Ω|2
|1 + Ω|2 e

−2(|a|−|ar|)(x−x0), (x ≤ x0), (2.22)

T ↑ = 4Ω
k2k

k1k′
e−2(|a|−|a′|)(x−x0)

|1 + Ω|2 , (x ≥ x0). (2.23)

Onde a probabilidade se conserva R + T = 1, sendo R = R↑ + R↓ e T = T↑ + T↓.

O fator Ω precisa ser explicitado para a análise dos valores de energia posśıveis para

o tunelamento. Manipular o potencial V0 nos permite obter informações sobre cenários

distintos dependendo do valor relativo da energia dentro da barreira, E +M(k2) − V0.

Reescrevendo a transmitância:

T ↑ =
4k2

k1|1 + Ω|2

(
E + M̃(k1)

)2

(
E − V0 + M̃(k2)

)2


B(E − V0 + M̃(k2))

2 +
︷ ︸︸ ︷
A(E − V0 + M̃(k2)+BA

2k22)

B(E + M̃(k1))2 + A(E + M̃(k1) + BA2k21)


×

(2.24)

×e−2(|a|−|a′|)(x−x0).

Logo, um potencial fraco, V0 < E + M̃(k2), leva a um tunelamento cuja forma se

parece com o caso não-relativ́ıstico, implicando em parte refletida e parte transmitida,

porém com o fator de atenuação. Dentro da barreira, a atenuação é menor, devido à

desigualdade existente entre os comprimentos de atenuação entre os estados de borda,

1
|a|
< 1

|a′|
⇒ l1 < l2, que são consequência da equação (2.23).

Com um valor de potencial médio, E − M̃(k2) < V0 < E + M̃(k2), k2 se torna

imaginário puro. O comprimento de decaimento dos estados de borda dentro da barreira

se torna l2 = 1
|a−k′|

. Esta mudança na exponencial modifica as correntes transmitidas e

consequentemente o coeficiente de transmissão. Neste caso particular o vetor de onda

dentro da barreira é k′ = a′− k2 que é um número real e por esta razão, a onda dentro da

barreira é completamente atenuada, ou seja, as soluções da equação de autovalores tem

parte oscilatória somente na região fora da barreira. A transmitância se torna:
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T ↑ = 4Ω
k2k

k1k′
e−2(|k2|+|a|−|a′|)(x−x0)

|1 + Ω|2 , (x ≥ x0). (2.25)

Em outras palavras, um potencial médio dentro da barreira força o retorno ao regime

totalmente atenuado, parecido com o caso em que A2 > 4MB, em que não há soluções

oscilatórias no bulk.

Analisando a equação (2.24) para um potencial forte, V0 > E + M̃(k2), podemos

verificar que no regime oscilatório, A2 < 4MB, k1 é real e positivo, e o termo indicado

tem o sinal dominante tornando a transmissão negativa, criando algumas possibilidades,

uma delas é que a razão k2/k1 tenha que ser negativa também para compensá-la, mas isso

muda a interpretação do sentido das part́ıculas conforme convencionou-se e vemos que um

feixe de part́ıculas refletidas seria maior que o incidente, violando a conservação da proba-

bilidade. Este dilema nos leva ao conhecido Paradoxo de Klein. Porém, neste sistema ele

apresenta peculiaridades devido à diferença entre os parâmetros se compararmos à eletro-

dinâmica quântica, mas principalmente pelo tunelamento com decaimento exponencial.

A interpretação f́ısica para esta situação é: o potencial é forte o suficiente para termos

um cenário com part́ıculas e antipart́ıculas (elétrons e buracos), em que os buracos, (que

viajam no sentido oposto dos elétrons), estão associados às soluções de energia negativa

para o modelo BHZ dentro das condições propostas.

2.3 Inclusão de Barreira Magnetostática no Bulk

Além da primeira proposta da barreira eletrostática que nos permitiu a análise

de um posśıvel paradoxo de Klein, nesta seção discutimos a possibilidade da inclusão de

uma impureza magnetostática nesta mesma região, o que quebraria a simetria de reversão

temporal com um campo externo. Desta forma as correntes de spin down que foram

transmitidas podem ter relação com o parâmetro γ do termo de Dresselhals, entretanto,

no tratamento usual da eletrodinâmica quântica e também do modelo BHZ elas tem que

ser não-nulas de forma independente deste termo, por consequência da quebra da simetria

de reversão temporal. Todavia, obedecem relações entre amplitudes com a mesma forma
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da seção anterior.

Inserimos na hamiltoniana (2.5), o potencial vetor magnético por meio do calibre de

Landau dentro do degrau, ~A = (0, Ay, 0), em que Ay(x) = Θ(x−x0)Bzx, sendo Bz o campo

magnético constante. É importante observar que a hamiltoniana permanece separável

com a escolha deste calibre. Desta forma temos um campo magnético perpendicular

permeando o filme do HgTe em x > x0, onde também mantemos o potencial eletrostático,

V (x) = V0Θ(x−x0). Nesta proposta o operador momento tem sua prescrição modificada:

~kx → i∂x − q
~c
Ay(x), coerentemente, a equação de autovalores se torna:

Heff(kx → i∂x −
q

~c
Ay(x))Ψ(x) = (E − V (x))Ψ(x). (2.26)

Para duas regiões diferentes do bulk: fora (x ≤ x0) e dentro da barreira (x ≥ x0), obtemos

as soluções incidente, refletida e transmitida de maneira análoga à seção anterior, cujos

espinores mantém a mesma forma, exceto pela mudança no vetor de onda k2, agora

dependente do valor de Bz e, consequentemente no termo de massa dentro da barreira,

que lê-se: M̃(k2) = M − B(k2 − q
~c
Ay)

2. As correntes spin polarizadas dentro do degrau

também sofrem esta modificação. Observando novamente a equação (2.24), temos um

efeito diferente: o termo responsável pelo paradoxo na seção anterior, será modificado por

A
[
E − V0 +M − B(k2 − q

~c
Ay)

2
]
, mas a razão k2/k1 também será. Para campos muito

fracos os resultados permanecem próximos dos obtidos na seção anterior, desde que seja

verificada a desigualdade E − V0 > M̃(k2), desta forma a criação de pares (part́ıcula-

buraco) pode ser inibida pela barreira magnetostática se M̃(k2) > V0 − E.

2.4 Conclusões Preliminares e Perspectivas

Revisamos propriedades básicas do modelo BHZ e analisamos as relações entre os

parâmetros do mesmo para o estudo de correntes no bulk do HgTe. Obtemos soluções

para um regime espećıfico em que propomos a desigualdade, A2 < 4MB, o que implicaria,

segundo dados experimentais da tabela 2.1, que o poço quântico seria mais largo d ≈

9, 5nm. Elaboramos uma proposta neste regime, que é um mecanismo de filtro de spin
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ilustrado na Figura 2.6 para redirecionamento de férmions retroespalhados para canais da

borda topologicamente protegidos. Tal proposta, colocada de forma simples, é original

e permite acrescentar informações aos mecanismos de manipulação de spin em IT’s da

literatura [45, 46]. Apresentamos de forma simples uma maneira de avaliar diferenças

de corrente entre os canais usando uma barreira não magnética no bulk e ao mesmo

tempo propor a quebra da reversão temporal por efeito de interação entre a barreira e

o acoplamento spin-órbita que acarretaria em amplitudes não nulas em correntes com

spin invertido num IT 2D, o que tem sido obtido para semicondutores [44]. Verificamos

que as correntes atenuadas no bulk podem apresentar cenários distintos para diferentes

potenciais, como um potencial médio que atenua todas as soluções para os espinores dentro

da barreira e, como caso mais peculiar um potencial forte que obedece a desigualdade

V0 > E + M̃(k2) que habilita um tipo de paradoxo de Klein atenuado, dependente de

parâmetros do modelo que figuram na transmitância. Também discutimos a possibilidade

de acréscimo de uma barreira eletrostática e magnetostática no interior do HgTe que

poderia dificultar a criação dos pares part́ıcula-buraco, aumentando o termo de massa

que suprime o potencial dentro da barreira. Um artigo com os resultados deste caṕıtulo

está em preparação para submissão [47].

Como perspectivas, pretendemos estudar o acréscimo de um termo tipo-Dresselhaus

[44] na hamiltoniana do modelo BHZ e compará-lo com termos de inversão de bandas

(BIA) e inversão estrutural (SIA) que estão na literatura [19,48] e aparecem como corre-

ções incluindo efeitos de interação spin-órbita de forma distinta. Também pretendemos

estender o estudo da transmissão de elétrons e efeitos de borda para o materiais 3D com

tunelamento entre superf́ıcies, com troca de canais por correntes que atravessam o bulk.

Outra possibilidade é o estudo do acoplamento entre supercondutor e um IT 2D,

possibilitando estados de borda para férmions de Majorana que seriam habilitados de

acordo com espinores soluções do modelo Bogoliubov-de Genes-Dirac [19], que nada mais

é que o BHZ com um termo adicional tipo matriz potencial de emparelhamento. Como

a diagonal secundária desta matriz é não nula, a reversão temporal é quebrada explicita-
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mente, permitindo o estudo de reversão de spin de férmions de Majorana.
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Caṕıtulo 3

O Acoplamento Magnetoelétrico:

Ondas Eletromagnéticas em Meios

Neste caṕıtulo apresentamos brevemente, revisamos e comparamos propriedades

básicas de dois modelos eletrodinâmicos, a saber: eletrodinâmica axiônica efetiva para

descrição de IT’s e eletrodinâmica CPT-par Lorentz-́ımpar do Modelo Padrão Estendido.

Ambas possuem em suas lagrangeanas termos que acoplam os campos elétricos e magné-

ticos adicionados aos usuais de Maxwell. Mostramos que maneiras diferentes de escrever

os campos usando matrizes permitem novas interpretações e analogias.

3.1 Aspectos Básicos da Eletrodinâmica de Áxion para

Isolantes Topológicos

No formalismo canônico e manifestamente covariante, o eletromagnetismo clássico

pode ser derivado da densidade lagrangiana:

LMaxwell = − 1

8π
F µνFµν −

1

c
AµJ

µ, (3.1)

sendo Fµν = ∂µAν − ∂νAµ o tensor eletromagnético, Aµ = (φ, ~A) o 4-vetor potencial

eletromagnético e Jµ = (ρ, ~J) a 4-corrente. A ação, S =
∫
Ld4x, correspondente à

lagrangiana (3.1), é invariante sob transformações de calibre abelianas locais: Aµ(x) →

Aµ(x)−∂µΛ(x), que tem como consequência a conservação da carga elétrica. Das equações
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de Euler-Lagrange, obtemos as equações de movimento, que juntas à identidade de Bianchi

são as equações de Maxwell na forma tensorial: ∂µF
µν = 4π

c
Jν , ∂µF̃

µν = 0, sendo a

segunda uma identidade geométrica tal que ∂γFαβ + ∂βFγα + ∂αFβγ = 0 [49]. O dual do

tensor eletromagnético é F̃ µν = 1
2
ǫµναβFαβ, sendo que Foi = −Ei e −F ij = ǫijkBk.

O tensor energia-momento canônico advindo da lagrangiana (3.1) pode ser simetri-

zado1 para descrever a densidade e o fluxo de energia e momento eletromagnéticos, dados

por:

Θµν = −F µγF ν
γ +

1

4
ηµνFαβF

αβ, (3.2)

que é uma quantidade conservada, ∂µΘ
µν = 0. Sua simetria, Θµν = Θνµ, garante a

conservação do momento angular e está associada à isotropia do espaço-tempo.

As equações de Maxwell na forma diferencial (local) em notação trivetorial2 escritas

em unidades gaussianas num meio material com permissividade elétrica ǫ e permeabilidade

magnética µ, são:

~∇ · ~D = 4πρ (3.3)

~∇× ~H − 1

c
∂t ~D =

4π

c
~J (3.4)

~∇ · ~B = 0 (3.5)

~∇× ~E +
1

c
∂t ~B = 0. (3.6)

Estas equações trazem uma grande quantidade de informação sobre os campos ~D = ǫ ~E e

~H = 1
µ
~B, bem como sobre suas fontes, densidade de carga elétrica ρ e vetor densidade de

corrente ~J . A Lei de Gauss (3.3), mostra como cargas produzem campos elétricos. A Lei

1O tensor energia-momento canônico para o campo eletromagnético Tµν não é simétrico, mas é posśıvel

simetrizá-lo por meio de uma soma de uma parte simétrica e outra antissimétrica para obtermos o chamado

tensor energia-momento simétrico, em que Θµν = Θνµ. Detalhes podem ser vistos na referência [29].
2Esta notação para as equações de Maxwell deve-se a Heaviside e Gibbs, que simplificaram a repre-

sentação original de Maxwell, que possúıa vinte equações na forma de quatérnions [8].
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de Ampère-Maxwell (3.4) mostra como corrente elétrica e campo elétrico variável no tempo

produzem campo magnético. A divergência nula do campo magnético na equação (3.5)

garante a ausência de monopolos magnéticos. Vemos também que variações temporais

de campo magnético produzem campos elétricos, conforme a Lei de Faraday (3.6). Na

ausência de fontes, ao tomar os rotacionais das Leis de Faraday e Ampère-Maxwell, obtêm-

se as equações de onda para os campos elétrico e magnético, que leem-se:
(
µǫ
c2
∂ 2
t −∇ 2

)
~E =

0 e
(
µǫ
c2
∂ 2
t −∇ 2

)
~B = 0. De acordo com estas equações, a teoria de Maxwell previu

a existência de ondas eletromagnéticas que, atualmente, sabe-se que viajam no vácuo

(ǫ0 = µ0 = 1) à velocidade c = 29979245800 cm/s [29]. Tais ondas e algumas de suas

propriedades foram detectadas em laboratório pela primeira vez por Heinrich Hertz em

1886, por meio de um aparato para medir ondas de baixa frequência (ondas de rádio).

Assumindo os campos na forma de ondas planas, ~E = ~E0e
i(~k·~x−ωt) e ~B = ~B0e

i(~k·~x−ωt), a

relação entre frequência e vetor de onda para propagação num meio cont́ınuo, isotrópico

e não dispersivo é ω2 = c2|~k|2/µǫ. Ao compararmos esta, com a relação de dispersão

de Einstein: E2 = |~p|2c2 + m2c4, interpretamos que ondas eletromagnéticas possuem

massa nula (o que está relacionado à interação de alcance muito longo). Tais ondas

são uma combinação de campos elétrico e magnético que se propagam pelo espaço, sem

a necessidade da existência de um meio material para transportar energia e momento

linear. A teoria eletromagnética de Maxwell é bem estabelecida pela grande precisão

experimental. Possui uma quantidade enorme de aplicações tecnológicas, por exemplo, os

motores, os geradores, os trens maglevs, a radiotransmissão, os radiotelescópios, os cabos

de fibras óticas, o forno micro-ondas entre tantas outras.

Inúmeras propostas tem sido feitas para complementar a teoria de Maxwell em

altas e baixas energias acrescentando termos extras na lagrangiana (3.1), visando explicar

novos fenômenos como a aparente violação da simetria de Lorentz sob transformação de

part́ıcula [50], ou mesmo aparentes violações tanto de Lorentz como CPT [51]. Em ambas

as situações termos extras propostos acoplam campos elétricos e magnéticos. Em FMC,

vários modelos já conhecidos da F́ısica de Part́ıculas e Campos podem ser reestudados
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clarificando interpretações e fazendo previsões por meio de descrições efetivas. Uma destas

descrições é a densidade lagrangiana efetiva para fenômenos eletromagnéticos em baixas

energias envolvendo IT’s, que lê-se:

L = LMaxwell + Lθ = − 1

8π
F µνFµν −

1

c
AµJ

µ +
αθ

16π2
F µνF̃µν

︸ ︷︷ ︸
termo axiônico

. (3.7)

O terceiro termo acrescentado à lagrangiana de Maxwell é oriundo da eletrodinâ-

mica axial que, por sua vez, veio da F́ısica de Part́ıculas, aparecendo originalmente na

teoria de Peccei-Quinn em uma tentativa de resolver o problema CP forte 3. No contexto

de baixas energias, como modelo efetivo que é de interesse neste trabalho, este termo

apresenta um campo do tipo axiônico, θ, não dinâmico, de natureza topológica, ampla-

mente utilizado na literatura para a descrição de IT’s [19]. Este termo extra nos dá uma

função de partição, eiSθ/~, que está relacionada ao termo extra na ação da eletrodinâmica

Maxwell:

Sθ =

∫
d4xLθ =

∫
d4x

(
αθ

4π2
~E · ~B

)
. (3.8)

Esta quantidade é sempre um múltiplo inteiro n de θ quando integrada sobre todo espaço-

tempo, iSθ/~ = nθ. A teoria é invariante se fizermos a mudança θ → θ+2π. A existência

do campo θ é responsável pela descrição de propriedades topológicas macroscópicas e

mensuráveis em IT’s 3D. Deslocar o ângulo de áxion por 2π significa acrescentar estados

de superf́ıcie com condutância Hall quantizada. Sob reversão temporal, este campo é

ı́mpar, ou seja, θ
T−→ −θ, e a lagrangiana (3.7) permite um valor não trivial de θ, sendo

um múltiplo inteiro ı́mpar de π, que permite a descrição dos IT’s. A validade deste modelo

3Para explicar a ausência da violação da simetria discreta CP nas interações interquarks da cromo-

dinâmica quântica, Peccei e Quin sugeriram que uma nova simetria cont́ınua estaria presente. A quebra

desta simetria implicaria no surgimento do campo de áxion, proposto posteriormente por Weinberg e

Wilczec. A primeira proposta de acrescentar um campo pseudo-escalar à eletrodinâmica foi feito por Ni

por volta de 1974, sendo este o precursor de um protótipo axiônico [32]
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necessita de uma abertura do gap de energia na superf́ıcie do IT, para que os cones de

Dirac sejam separados, o que pode ser feito com a deposição de um filme ferromagnético

sobre a superf́ıcie, como é discutido na seção seguinte. As equações de Maxwell advindas

da lagrangiana (3.7) mantém a sua forma, como em (3.3 - 3.6), mas as propriedades

dos materiais podem modificar as relações constitutivas entre deslocamento elétrico ~D e

campo magnetizante ~H. Em IT’s de modo geral, os campos e as polarizações dos meios

são consistentemente descritos por:





~D = ǫ ~E + 4π ~P ± αθ
π
~B

~H = 1
µ
~B − 4π ~M ∓ αθ

π
~E.

(3.9)

Os sinais ± são determinados de acordo com a escolha do sentido da magnetização na

superf́ıcie do IT. ~P é chamado de polarização elétrica, que é o momento de dipolo médio

resultante por unidade de volume devido à resposta do meio à ação de um campo elétrico.

Como átomos e moléculas de isolantes possuem uma nuvem eletrônica polarizável, são

criados momentos de dipolo microscópicos, responsáveis pelas cargas ligadas, σb = n̂ · ~P ,

onde n̂ é um vetor normal à superf́ıcie do material. Já o vetor ~M é a densidade de momento

de dipolo magnético ou magnetização, que é a resposta microscópica relacionada a um

alinhamento de domı́nios magnéticos devido a um campo magnético externo. Este termo

está relacionado às densidades de correntes ligadas, ~Jb = ~∇ × ~M . Por outro lado, as

relações (3.9) apresentam termos extras dependentes do parâmetro θ e da constante de

estrutura fina α, acoplando ~E e ~B. Com esta dependência entre os campos, o material

exibe uma resposta bastante diferente das cargas e correntes ligadas relacionadas a ~P

e ~M , ocorrendo a indução de densidades de cargas e correntes livres na superf́ıcie (e

também em uma pequena região do bulk) relacionadas ao efeito Hall. Estas densidades,

ρH e ~JH , funcionam efetivamente como termos de fontes nas equações de Maxwell, sendo

que sua existência é independente das fontes usuais ρ e ~J . Por consequência, ocorrem

fenômenos peculiares, tais como o efeito magneto-elétrico topológico descrito na Figura

1.3 e as rotações de Faraday e Kerr em IT’s, que serão discutidas no caṕıtulo seguinte.
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Se desconsiderarmos as polarizações do meio os campos podem ser escritos na forma

matricial:



~D

~H


 =


 ǫ ±α

∓α 1/µ





~E

~B


 , (3.10)

Tal forma se parece com a descrição para meios anisotrópicos e mostram que, por meio

de medidas dos campos elétricos e magnéticos, a constante estrutura fina α, pode ser

determinada precisamente. Em IT’s 3D, o efeito magnetoelétrico topológico é quantizado

em termos da constante α. Medidas da condutância Hall quantizada também figuram

múltiplos desta constante. Com base nesta última, tem sido feitas propostas para no-

vas definições metrológicas, como na referência [33]. Neste meio não-dispersivo, ou seja,

quando a respostas do meio não depende da frequência do campo eletromagnético da

onda incidente, Abraham e Minkowski em suas abordagens concordam que uma onda

eletromagnética tem densidade de energia 1
2
~D · ~E + 1

2
~H · ~B e fluxo de energia 4π

c
~E × ~H.

Todavia, as expressões para o momento linear são distintas para estes autores, sendo que

para Minkowski

~pM = ~D × ~B, (3.11)

e para Abraham,

~pA = ~E × ~H. (3.12)

Como consequência desta diferença, podemos verificar que o módulo da razão entre a

densidade de energia e a densidade de momento é para Minkowski é 1/nc, enquanto

que para Abraham é n/c, sendo n o ı́ndice de refração do meio. Então, quando uma

onda eletromagnética, que no vácuo tem momento ~ω, entra num meio material, terá

momento dado por ~ω/nc segundo Abraham, e n~ω/c segundo Minkowski [52]. Como

o ı́ndice de refração depende das constantes do meio n =
√
µǫ, e alguns IT’s 3D tem

valor consideravelmente grande de permissividade, por exemplo, ǫ ≈ 100 para o Bi2Se3, é
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posśıvel que haja grandes discrepâncias nas duas descrições. Em prinćıpio parece simples

afirmar que um dos dois está errado, contudo, Penfield e Hauss afirmaram (para isolantes

triviais) que nenhuma das duas propostas é completamente correta, nem completamente

incorreta [53], pois a descrição do momento é sempre acompanhada de uma parte do

momento do material. Como a parte material tem diferentes formas para as diferentes

formulações para meios materiais, ao considerá-la, segundo estes autores, há concordância

de ambos os casos com os dados experimentais. Contudo, na medida que novos materiais

são previstos ou descobertos, tenta-se descrever o momento da onda no meio e entender

o momento do material por uma formulação ou por outra, e a controvérsia é sempre

ressuscitada.

3.2 Comparação entre Eletrodinâmica Tipo-Axiônica

e Eletrodinâmica CPT-Par com Violação de Lo-

rentz

Grandes esforços teóricos tem sido feitos nas últimas décadas investigando as cha-

madas estensões do MP das part́ıculas elementares. Este, por sua vez descreve muito bem

todas as part́ıculas fundamentais que compõem a matéria e as suas interações (exceto a

gravitacional). Sua extensão proposta nas últimas décadas, o Modelo Padrão Estendido

(MPE) possui as mesmas propriedades do MP, como conservação da energia e momento,

microcausalidade, renormalizabilidade por contagem de potências e outras [54], exceto que

a simetrias de Lorentz pode ser violada sob uma transformação ativa de Lorentz (trans-

formação de part́ıcula) [55], que se deve à suposta existência de campos tensoriais de

fundo não-dinâmicos, remanescentes de propostas de teorias “mais fundamentais”, como

a hipótese de cordas, por exemplo [56, 57]. Estes campos não alteram as transformações

de Lorentz passivas (transformações de observador) [50].

Por meio do setor de radiação (ou setor de calibre) do MPE podemos mostrar

similaridades com o modelo axiônico da seção anterior. A lagrangiana de nosso interesse
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para comparação possui um termo CPT-par além do modelo de Maxwell (sem fontes),

que em unidades naturais 4, lê-se:

Ltotal = −1

4
FµνF

µν − 1

4
(kF )κλµνF

κλF µν , (3.13)

onde (kF )κλµν é um objeto tensorial de rank 4 que é adimensional e pode ser escrito como

um conjunto de constantes acoplando o tensor eletromagnético F µν a ele mesmo como

um tipo de correção ao termo cinético usual, 1
4
FµνF

µν . Este objeto possui as simetrias do

tensor de curvatura de Riemann, que leem-se:

(kF )
µναβ = (kF )

αβµν = −(kF )
νµαβ = (kF )

νµβα, (3.14)

além disso, obedece a identidade de Bianchi para tensores de rank 4:

(kF )
µναβ + (kF )

µβνα + (kF )
µαβν = 0, (3.15)

seu duplo-traço é nulo, (kF )µν
µ ν = 0, desta forma, do total das 256 componentes que o

constituem, apenas 19 são linearmente independentes [58]. Muitos testes experimentais

precisos tem sido feitos para impor limites para a ordem de grandeza dos parâmetros

associados a suas componentes, sendo que as melhores estimativas, obtidas de medidas

cosmológicas de birrefringência da luz impõem: | (kAF )
µναβ |6 10−32 [59].

A equação de movimento advinda da lagrangiana para este modelo é::

∂αF
α
µ + (kF )µαβγ∂

αF βγ = 0, (3.16)

com a identidade de Bianchi,

∂µF̃
µν = 0, (3.17)

4Neste seção usamos unidades naturais para que a forma das equações das referências seja mantida.

Os campos ~E, ~B, ~D e ~H, que são apresentados e comparados em ambos modelos, possuem a mesma

dimensão tanto no sistema gaussiano como no sistema natural de unidades.
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formam as equações de Maxwell modificadas pelo tensor de fundo. Devido ao valor mi-

núsculo das propostas de correções, as violações de Lorentz seriam extremamente dif́ıceis

de serem detectadas [60].

O tensor energia-momento deste modelo tem suas componentes Θ0j 6= Θj0 em razão

do termo −(kF )
αβµγF ν

γ F
α
β . A componente Θ0j tem a contribuição de 18 componentes do

objeto tensorial de fundo vindas de −(kF )
αβµγF ν

γ F
α
β que não aparecem no modelo usual

de Maxwell. Já Θj0 apresenta 6 componentes diferentes do usual também vindas do

mesmo termo. Esta diferença traz o acoplamento entre os campos elétrico e magnético.

Se estivéssemos considerando o modelo completo, apareceriam também os acoplamentos

das componentes do campo elétrico com ele mesmo. Mesmo neste caso particular, Θ0j

pode ser associado ao vetor de Poynting generalizado [61].

Em termos dos campos elétrico ~E e magnético ~B a lagrangiana 3.13, é escrita como:

L =
1

2
( ~E2 − ~B2) +

α

2
( ~E2 + ~B2) +

1

2
βjk
E EjEk +

1

2
βjk
B BjBk +

1

2
βjk
EBEjBk, (3.18)

sendo que os três últimos termos possuem traço nulo. É sabido que o campo elétrico é

impar sob paridade e o campo magnético é par. Então, as partes do tensor de fundo

podem ser agrupadas de acordo com a maneira que se transformam para que os termos

somados tenham a mesma paridade, pois a ação do modelo, S =
∫
d4xL, deve ser par

sob reversão espacial. Assim as componentes do tensor são separadas em setores pares

e ı́mpares sob esta transformação sendo posśıvel identificar as matrizes que acoplam os

campos [59,61]. Usando a representação da referência [62], estas matrizes podem redefinir

os campos ~E e ~B que aparecem nas equações de Maxwell modificadas como uma espécie

de meio homogêneo anisotrópico não dispersivo, definido por uma matriz que relaciona

estes últimos aos campos ~D e ~H:



~D

~H


 =


1 + κDE κDB

κHE 1 + κHB





~E

~B


 , (3.19)
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sendo

(κDE)
jk = −2(kF )

0j0k,

(κHB)
jk =

1

2
ǫjpqǫkrs(kF )

pqrs,

(κDB)
jk = −(κHE)

kj = (kF )
0jpqǫkpq, (3.20)

As matrizes κDE e κDB contém juntas 11 elementos e as matrizes κDB e κHE somam

juntas 8 elementos de modo que temos as 19 componentes LI do tensor kµναβ. De posse

destas informações podemos relacionar as componentes dos vetores deslocamento elétrico

efetivo ~D e o campo magnético efetivo ~H, que tem grande semelhança com as equações

da matriz (3.10) para IT’s:

Dj = Ej − 2(kF )
0j0kEk + (kF )

0jklǫklmBm, (3.21)

Hj = Bj +
1

2
(kF )

pqrsǫpqjǫrskBk − (kF )
0mklǫjklEm, (3.22)

estas equações reproduzem as equações de Maxwell num vácuo que se comporta como um

meio material parecido com um IT sem fontes, ou seja sem cargas e correntes Hall:

~∇ · ~D = 0

~∇× ~H − ∂t ~D = 0

~∇ · ~B = 0

~∇× ~E + ∂t ~B = 0





, (3.23)

Vemos nesta última equação uma grande semelhança com os campos em IT’s, con-

tudo uma onda eletromagnética neste meio apresenta uma série de propriedades exóticas

conforme nosso artigo que propõe testes para este modelo [63]. Termos extras do tensor

energia momento, por exemplo, não permitem que T µν seja simetrizado, sendo que suas

componentes Θ0j 6= Θj0 dificultam a associação entre a densidade de momento e vetor
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de Poynting da forma usual em que Θ0j = Θj0 [50, 63]. Então, definir o momento da

onda eletromagnética num meio material exige que se faça hipóteses sobre a forma de tal

meio. Particularmente neste modelo Lorentz ı́mpar, não se pode verificar com facilidade

as diferenças nas expressões entre as componentes do tensor e as formas de Abraham e

Minkowski, pois os termos diferentes seriam minúsculos.

Curiosamente, este modelo Lorentz-́ımpar é uma das propostas de estudo de v́ın-

culos entre parâmetros cosmológicos para mostrar a variação da constante de estrutura

fina α [64]. Então, temos dois modelos com acoplamento magnetoelétrico, onde um deles

pretende mostrar que α varia, e outro que esta não varia. Obviamente, a natureza e as

propostas dos modelos são muito distintas e ambas são teorias efetivas com grandes limi-

tações, não permitindo testes iguais para ambas, ou julgamentos imediatistas com base

nesta comparação.

3.3 Conclusões Preliminares e Perspectivas

Por meio do estudo de termos extras acrescentados á lagrangiana de Maxwell apre-

sentamos brevemente, revisamos e comparamos propriedades básicas dos modelos: eletro-

dinâmica axiônica efetiva para descrição de IT’s e eletrodinâmica CPT-par Lorentz-́ımpar

do Modelo Padrão Estendido. Diferentes maneiras de escrever os campos usando matrizes

permitiram que um modelo fosse comparado a outro, ainda que o primeiro não descreva

um meio material, mas um vácuo anisotrópico. A descrição do momento do campo ele-

tromagnético em IT’s segundo as expressões de Abraham e Mikowski é controversa, mas

mensurável, pois IT’s como o Bi2Se3 apresentam ı́ndices de refração grandes [65]. Já no

modelo Lorentz ı́mpar termos extras nas componentes do tensor energia momento dão

contribuições muito pequenas ao fluxo de densidade de momento, e também as expressões

de Abraham e de Minkowski calculadas pelas matrizes dos campo ~D e ~H teriam diferenças

minúsculas, mas que criam alguma possibilidade para sua existência.

O modelo Lorentz-́ımpar é uma das propostas de estudo de v́ınculos entre parâme-

tros cosmológicos para mostrar a variação da constante de estrutura fina α, enquanto o
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modelo axiônico é utilizado em FMC para calibração do valor desta constante. A natu-

reza e as propostas dos modelos é bastante distinta, mas mostramos algumas similaridades

relevantes.
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Caṕıtulo 4

Guia de Onda Retangular e

Descrição Efetiva da Atenuação no

Bulk de Isolantes Topológicos

Neste caṕıtulo apresentamos uma solução de um problema de eletrodinâmica, cujas

equações de Maxwell são advindas de um modelo efetivo para a descrição de fenômenos

eletromagnéticos em IT’s em que os campos elétricos e magnéticos aparecem acoplados.

Tal modelo é conhecido como eletrodinâmica axiônica para descrição efetiva de IT’s em

baixas energias. A ideia básica é descrever a penetração de campos e correntes por meio do

estudo do confinamento da radiação em um guia de onda de seção transversal retangular

com paredes de IT’s, que poderiam ser, por exemplo, de Se2Bi3 ou de Te2Bi3 que são

IT’s tridimensionais. A penetração no bulk do material foi descrita por distribuições

propostas para modelar cargas e correntes de acordo com resultados experimentais e

cálculos ab initio dispońıveis na literatura. Estas propostas são ideias originais desta

tese. Mostramos que as propriedades das paredes do guia de onda de IT’s são distintas

dos condutores usuais, e principalmente dos condutores perfeitos.
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4.1 Proposta de Densidades de Carga e Corrente para

a Eletrodinâmica de Áxion para Isolantes Topo-

lógicos

Em geral problemas de eletromagnetismo em IT’s são tratados de acordo com as

equações de Maxwell advindas do conjunto (3.3 - 3.6) com campos definidos pelas equações

(3.9). Por simplicidade, a polarização elétrica ~P e a magnetização ~M serão desprezadas,

além disto, consideraremos a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética como

constantes, independentes de coordenadas espaciais e do tempo 1. Uma vez que a carga

é conservada na camada superficial de um IT, na presença de um campo elétrico, esta

mesma suporta uma densidade superficial de carga Hall σH e uma densidade de corrente

Hall (por unidade de comprimento) ~KH , relacionadas por:

∂tσH = −~∇ · ~KH = ± e2θ

2π~c
n̂ · ~∇× ~E = ∓ e2θ

2π~c
n̂ · ∂t ~B, (4.1)

por conseguinte, σH = ∓ e2θ
2π~c

n̂ · ~B, ou em termos da constante de estrutura fina, σH =

∓αθ
π
(n̂ · ~B). Por meio destas relações, a densidade volumétrica de carga Hall é ρH =

∓αθ
π
(n̂· ~B)δ(rn) e a densidade de corrente Hall é ~JH = ±αθ

π
(n̂× ~E)δ(rn). Consistentemente,

as leis de Gauss e de Ampère-Maxwell apresentam modificações de natureza topológica,

e em termos dos campos elétricos e magnéticos se tornam:

~∇ · ~E = ∓αθ
π
δ(rn)n̂ · ~B, (4.2)

~∇× ~B − 1

c
∂t ~E = ∓αθµ

π
δ(rn)n̂× ~E. (4.3)

1As relações constitutivas que apresentamos são casos com resposta linear, porém há casos, em isolantes

comuns, onde o campo resposta aparece em potências. Além disso, em última análise, respostas de

qualquer meio material não são instantâneas, isto é, apresentam uma resposta não local no tempo (um

“atraso”), que visto sob o espectro de Fourier das constantes do meio, mostram dependência com a

frequência. Estes meios temporalmente dispersivos obedecem a relação de Kramers-Kronig, que são

condições para que um sistema seja causal. Existem também meios com dispersão espacial (não localidade

espacial). Para detalhes veja a referência [66].
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Nomeamos rn como uma coordenada na direção do vetor n̂ que é normal à superf́ıcie

do IT. A distribuição delta de Dirac restringe a movimentação de cargas e correntes à

superf́ıcie perfeitamente bidimensional perpendicular à rn. Estas equações são bastante

comuns no tratamento usual de problemas de eletromagnetismo em IT’s 3D [18,19,34].

Figura 4.1: Esboço da distribuição que substitúımos no lugar da delta de Dirac para estender

as cargas e correntes ao bulk do material. As unidades são arbitrárias e a linha pontilhada

representa um comprimento relacionado à maior atenuação, que é de nosso interesse, a linha

vermelha, a segunda maior e assim por diante até a atenuação quase nula, que seria a linha azul

representando um valor aproximadamente constante. Para nossos fins essa distribuição será

´´partida ao meio”́ e seu comportamento será tomado como decaimento exponencial a partir

de seu valor máximo que estaria associado à superf́ıcie do IT. As soluções que obtemos serão,

por esta razão, divididas por regiões.

Para investigar efeitos de correntes que penetram no bulk do material e os efei-

tos dentro de uma faixa finita de tamanho, apresentamos nesta tese uma proposta de

aproximação para descrever a densidade de carga e de corrente Hall como seguem:

ρH = ± αθ

4πl
e−

|rn|
2l n̂ · ~B, (4.4)

~JH = ∓αθµ
4πl

(n̂× ~E)e−
|rn|
2l , (4.5)
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em que substitúımos a distribuição delta de Dirac por uma aproximação, δ(rn) ≈ 1
2ξ
e

−|rn|
ξ ,

que é um pulso exponencial que se estende em uma espessura ξ (largura da distribuição)

na direção ~rn = rnn̂, perpendicular à superf́ıcie do IT que será definida posteriormente

de acordo com o sistema de coordenadas conveniente a cada problema. Tomamos o com-

primento de penetração de estados de borda como a metade de ξ, que é a largura da

distribuição, ou seja, ξ = 2l, conforme se observa na figura 4.1, uma vez que nossa descri-

ção deve garantir que exatamente na superf́ıcie o valor da distribuição deve ser máximo e

deve diminuir com a penetração no bulk. Com esta ideia, daremos um tratamento mais

realista aos IT’s, considerando que densidades de cargas e correntes penetram uma pe-

quena distância l, associada a planos atômicos através do bulk. Se considerássemos uma

superf́ıcie de espessura infinitesimal ou de largura despreźıvel perdeŕıamos informações f́ı-

sicas importantes sobre o comportamento nesta pequena região. Fazendo as densidades de

carga e corrente variarem exponencialmente com o comprimento l podemos manipulá-las

para aumentar ou diminuir a dissipação. De forma parecida ao caṕıtulo anterior, nesta

proposta, o bulk não é perfeitamente isolante, podendo ser um condutor ruim ou um

semicondutor. Tomando o limite em que a espessura se torna infinitesimal, l → 0, nas

equações de Maxwell, as formas conhecidas de ρH e ~JH para a superf́ıcie de um IT são re-

cuperadas2. Nosso foco com esta proposta é descrever fisicamente ondas eletromagnéticas

cuja propagação atenuada sofre efeitos associados à resposta do material, que são cargas

e correntes induzidas em um volume, não apenas restritos à superf́ıcie.

2Há muitas formas de aproximar a distribuição delta de Dirac, como a lorentziana: δ(x) ≈
lima→0

a
π(a2+x2) e o pulso gaussiano, δ(x) ≈ limη→0

e−x2/2η
√
2πη

. Optamos pelo pulso exponencial, δ(x) ≈
limξ→0

e−|x|/ξ

2ξ , por levar a um decaimento exponencial das densidades de carga e corrente Hall mais fa-

cilmente tratável nas equações de Maxwell. Além disto, esta distribuição possui expansão em série e

derivadas mais simples. Mais detalhes sobre distribuições Delta podem ser vistos na referência [67]
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Figura 4.2: Esboço art́ıstico mostrando a atenuação da densidade de corrente Hall induzida na

superf́ıcie de um IT 3D devido a incidência de uma onda eletromagnética. Nossa proposta se

diferencia das usuais por possibilitar valores da corrente através do bulk. Uma parte da onda

incidente entrará no material gerando movimentação de cargas além da superf́ıcie. Embora se

visualize o comportamento exponencial na direção y, os tamanhos dos vetores não obedecem as

soluções reais obtidas. Esta figura tem apenas caráter didático.

4.2 O Guia de Onda Retangular com Paredes de Iso-

lantes Topológicos

Ao incidir ondas eletromagnéticas em uma superf́ıcie feita de algum IT 3D (Bi2Se3

ou Bi2Se3, por exemplo), o material exibe como resposta, correntes estacionárias nesta

superf́ıcie como consequência do acoplamento entre os campos elétrico e magnético de

acordo com o modelo efetivo (3.7). É sabido que, quanto maior a condutividade superficial

σ, menor o comprimento de penetração da radiação no meio condutor [29–31]. Nos metais

comuns, correntes que aparecem nas superf́ıcies permitem uma parte complexa no vetor

de onda habilitando ondas evanescentes que diminuem a amplitude, energia, momento

e potência da onda refletida. Em um IT, com condutividade finita, aparecem também

53



4. Guia de Onda Retangular e Descrição Efetiva da Atenuação no Bulk de
Isolantes Topológicos

correntes Hall quantizadas descritas no Caṕıtulo 1, devido aos estados de superf́ıcie do

material.

O efeito Kerr magneto-ótico se manifesta em uma superf́ıcie onde ondas eletro-

magnéticas são refletidas tendo sua base de polarização modificada devido à transferência

de momento angular. Recentemente, foi demonstrado que o ângulo de Kerr é grande,

βK ≈ π/2, para baixas frequências, ω ≪ E/~, em que E é a energia do gap. O ân-

gulo de Kerr, é um deslocamento angular na polarização elétrica do feixe refletido em

um filme fino de IT. A rotação de Faraday é um efeito parecido, contudo, a mudança

na base de polarização acontece no feixe refratado. Os ângulos modificadas no efeito

Kerr e Faraday são definidos, respectivamente, pelos argumentos dos campos elétricos:

βK = 1
2
(arg{Er

+} − arg{Er
−}), βF = 1

2
(arg{Et

+} − arg{Et
−}). Onde os sinais subscritos

representam polarização (helicidade) positiva ou negativa. Os ı́ndices r e t indicam feixe

refletido e transmitido respectivamente. Ao confinar ondas eletromagnéticas entre super-

f́ıcies de IT’s, ambos os fenômenos, efeito Kerr e Faraday podem acontecer, dependendo

da frequência da onda incidente [36].

Os guias de ondas eletromagnéticas usuais são tubos metálicos ocos ou preenchidos

com material dielétrico com uma geometria que permita o confinamento e transporte de

ondas eletromagnéticas. Em um guia de onda retangular, as ondas eletromagnéticas se

propagam em seu interior atravessando seções transversais retangulares que escolhemos

como parte do plano xy. Escolhemos a direção z para o transporte destas ondas e assumi-

remos que o comprimento do guia seja infinito nesta direção, de modo que não haja efeitos

de borda. As fronteiras do guia em coordenadas cartesianas são os planos: x = 0, x = a

e y = 0, y = b, onde as ondas são refletidas conforme a Figura 4.3.

Um guia de onda ideal seria feito de paredes metálicas perfeitamente condutoras

(σ = ∞) não apresentando correntes superficiais, trazendo simplificações nas equações

de Maxwell e nas condições de contorno. Tal guia é comumente tratado em livros de

eletromagnetismo clássico e alguns resultados para este caso são tratados no Apêndice B.

Propomos um guia de onda retangular de paredes feitas de IT que pode ser constrúıdo
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utilizando, por exemplo, o telureto de bismuto (Bi2Te3), o telureto de antimônio (Sb2Te3),

ou o seleneto de bismuto (Bi2Se3), tomaremos este último como o material das paredes do

guia de onda de nossa proposta, pois há uma série de resultados via cálculos ab initio nas

referências [65, 68] que estimam valores para o comprimento de penetração por camadas

qúıntuplas de átomos deste material. O Bi2Se3 é um cristal formado pelo empilhamento de

blocos compactos de três camadas atômicas de selênio intercaladas com duas de bismuto.

As ligações interatômicas são mais frágeis nesse intervalo entre blocos de cinco átomos. Tal

material possui uma vantagem, pois permanece um IT na presença do oxigênio que poderia

ser o meio dielétrico no interior do guia de onda, garantindo que a permissividade elétrica

e permeabilidade magnética seriam próximas do vácuo, trazendo mais simplicidade para

sua posśıvel construção.

Figura 4.3: Guia de onda retangular de comprimento infinito na direção z. A seção transversal

possui dimensões a e b ao longo de x e y, respectivamente. As distribuições de carga e corrente

terão a direção de penetração (que foi definida anteriormente como rn) paralela ao eixo x ou y

e perpendiculares a cada parede. As direções estão detalhadas na tabela 4.1.

As Leis de Gauss e Ampère-Maxwell são as que figuram o parâmetro topológico θ

entre as equações de Maxwell. Em coordenadas cartesianas, tais equações lêem-se:

~∇ · ~E = − 1

µ
(n̂ · ~B)Λ(x, y), (4.6)

~∇× ~B − µǫ

c
∂t ~E = (n̂× ~E)Λ(x, y), (4.7)
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sendo n̂ é um vetor normal que assume uma direção e um sentido de acordo com as

paredes do guia de onda mostradas na figura 4.4. As densidade de carga e corrente Hall

para uma destas paredes são: ρH = −Λ
µ
(n̂ · ~B) e ~JH = Λ(n̂× ~E) onde definimos de forma

conveniente para este problema a distribuição Λ(x, y) que permite a densidade de carga e

de corrente Hall adentrar perpendicularmente através das paredes do guia atenuando-as,

como consequência das formas propostas nas equações (4.4) e (4.5). Para cada parede do

guia de onda, a forma de Λ(x, y) pode ser vista na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Tabela com informações básicas para se entender as distribuições de carga e

corrente no guia de onda retangular. Na primeira coluna temos os planos correspondentes

a cada parede do guia, na segunda figuram as direções de penetração no bulk (profundi-

dade), na coluna seguinte estão os vetores unitários n̂ com os sinais escolhidos de acordo

com o sentido da magnetização e a última coluna traz a distribuição Λ(x, y) que determina

o comportamento exponencial decrescente de densidades de cargas e correntes induzidas

em cada parede, com seus respectivos sinais.

Plano Profundidade rn Vetor normal n̂ 4πl
αθµ

Λ(x, y)

yz x ≤ 0 x̂ ex/2l

yz x ≥ a -x̂ −e−(x−a)/2l

xz y ≤ 0 ŷ ey/2l

xz y ≥ b -ŷ −e−(y−b)/2l

Tomando o rotacional das leis de Faraday (3.6) e Ampère Maxwell (4.7), obtemos

as equações de onda inomogêneas:

� ~E = ~∇(~∇ · ~E)− 1

c
∂t[(n̂× ~E)Λ(x, y)], (4.8)

� ~B = ~∇× [(~n× ~E)Λ(x, y)], (4.9)
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Figura 4.4: Seção transversal do guia de onda retangular. Há basicamente três tipos de regiões

identificadas para o problema: a região branca é o interior do guia preenchida por um dielétrico

ou o vácuo, em que ǫ = µ = 1 e θ = 0, a região azul é um IT em que θ = π e as constantes µ

e ǫ dependerão do material, particularmente para o Bi2Se3 os valores são ǫ = 100 e µ = 1. A

região cinza não é descrita pelas equações que determinamos, pois as distribuições propostas para

densidade de carga e corrente adentram o IT apenas perpendicularmente, tendo valor máximo

na superf́ıcie. Consequentemente os campos ~E e ~B que obtemos também não tem validade nesta

região. Identificamos os vetores unitários em cada parede para resolver o problema por partes. É

necessário considerar neste tipo de proposta que cada vetor unitário representa também a direção

de um campo magnético aplicado em cada parede de forma independente, onde os efeitos de uma

parede não interferem na outra, para que se tenha a abertura do gap na superf́ıcie do material.

em que � = µǫ
c2
∂2t −∇2 é o operador d’Alembertiano. Embora estas equações mantenham

a forma usual do eletromagnetismo com fontes, as formas de ρH e ~JH aqui não são as

usuais. Para obtermos as soluções para os campos ~E e ~B deve-se resolver as equações

diferencias parciais acopladas, cuja solução possui componentes acopladas nas três direções

e o método de separação de variáveis não se aplica. Ainda que a primeira equação (4.8)

esteja escrita sem a dependência em ~B, é fácil substituir ~∇ · ~E = Λn̂ · ~B/µ e obter uma

dependência expĺıcita mostrando o acoplamento e complicando a resolução consistente das

duas equações. A segunda equação, apresentada com dependência entre ~E e ~B, poderia ser
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desacoplada separando as componentes, fazendo recorrentes substituições e aumentando

a ordem das derivadas, porém é necessário implementação numérica ou métodos que

estão além da nossa proposta para obter uma solução anaĺıtica por meio de separação de

variáveis. Obteremos os campos de uma outra forma descrita adiante.

Tomando o rotacional da Leis de Gauss (3.3) e novamente da Lei de Ampère-

Maxwell (3.4), e identificando as relações: ~E = −~∇Φ − 1
c
∂t ~A e ~B = ~∇ × ~A, obtemos as

equações de onda para os potenciais escalar elétrico Φ e vetor magnético ~A:

�Φ = − 1

µǫ

(
n̂ · ~B

)
Λ(x, y), (4.10)

� ~A =
(
~n× ~E

)
Λ(x, y). (4.11)

Em que a condição de Lorenz3, 1
c
∂tΦ − ~∇ · ~A = 0, foi utilizada. Esta mesma condição

pode ser escrita na forma covariante por meio do 4-potencial (campo de calibre) e lê-se:

∂µA
µ = 0. As equações de onda (4.10) e (4.11) também podem ser escritas desta forma

mais compacta, �Aµ = ∂ν∂
νAµ = 4π

c
Jµ. Note que a quantidade Jµ = (ρH , ~JH) tem a

mesma forma daquela nas equações de Maxwell apresentada na seção anterior, a qual, via

Teorema de Noether, é uma quantidade conservada, 1
c
∂tρH − ~∇· ~JH = 0, ou, ∂µJ

µ = 0. A

carga e a corrente Hall totais são calculadas de acordo com as respectivas contribuições

de cada parede do guia, considerando espessuras infinitas.

Para encontrar os campos ou os potenciais soluções para o guia de onda, devemos

levar em conta que as paredes de IT’s levam a condições de contorno não triviais para

componentes dos campos. As condições advindas das equações Maxwell homogêneas,

(3.6) e (3.5), relacionam as soluções no interior do guia (ar ou vácuo) e dentro do IT,

estas condições para cada superf́ıcie do guia, leem-se:

3A condição de Lorenz, em honra a Ludvig V. Lorenz, erroneamente chamada de condição de Lorentz

em várias referências como [29–31], é uma condição de fixação de calibre na eletrodinâmica de Maxwell.

A invariância de calibre do modelo nos permite fazer escolhas de calibre que não alteram os campos

eletromagnéticos, a condição de Lorenz é uma destas escolhas.
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



n̂ · ( ~Bint − ~BIT ) = 0,

n̂× ( ~Eint − ~EIT ) = 0,
(4.12)

Todavia, existem as condições de contorno não-triviais advindas das equações não-homogêneas:





n̂ · ~D = −(n̂ · ~B)Λ,

n̂× ~H = (n̂× ~E)Λ.
(4.13)

Ao invés de resolvermos as equações de onda, encontraremos outras equações a

partir de considerações sobre as componentes dos campos nas equações de Maxwell. A

solução obtida por componentes separadas, deve necessariamente satisfazer as equações

onda também.

Por simplicidade, tomaremos as radiações dentro do guia como linearmente pola-

rizadas e monocromáticas. É razoável supor as formas gerais para os campos no guia

retangular, para ondas na direção z (k = kz) do guia como ondas planas:




~E = ~E0(x, y)e
i(kz−ωt)

~B = ~B0(x, y)e
i(kz−ωt),

(4.14)

sendo as amplitudes dependentes das componentes, como seguem:




~E0(x, y) = (Exx̂+ Eyŷ + Ez ẑ)

~B0(x, y) = (Bxx̂+Byŷ +Bz ẑ),
(4.15)

Os termos diferentes da eletrodinâmica usual de Maxwell estariam associados às

componentes das amplitudes transversais E0(x, y) e B0(x, y) que contém os campos trans-

versos à direção do movimento, as componentes axiais e suas derivadas. Modificações

devem aparecer explicitamente na relação de dispersão (relação entre ω e k), calculada

consistentemente com as equações diferenciais para as componentes axiais Ez e Bz.

Substituindo as soluções tipo ondas planas nas equações de Maxwell modificadas,

e por meio de manipulações algébricas, encontramos os campos transversos à direção de

propagação em função das derivadas das componentes axiais:

59



4. Guia de Onda Retangular e Descrição Efetiva da Atenuação no Bulk de
Isolantes Topológicos

Ex =
−i

µǫω2 − c2k2
(
cωΛEz − cω∂yBz − c2k∂xEz

)
, (4.16)

Ey =
i

µǫω2 − c2k2
(
cωΛEz + c2k∂yEz − cω∂xBz

)
, (4.17)

Bx =
i

µǫω2 − c2k2
(
µǫcω∂xEz + c2kΛEz − c2k∂yBz

)
, (4.18)

By =
i

µǫω2 − c2k2
(
−µǫcω∂Ez − c2kΛEz + c2k∂xBz

)
, (4.19)

Podemos observar que os termos extras devido ao acoplamento axiônico dependem de ω e

k, e alteraram a amplitude usual bem como a relação de dispersão. Estes campos devem

obedecer as condições de contorno (4.12) e (4.13) em cada parede do guia separadamente,

para que se obtenha uma solução com todas as componentes concordantes com o valor das

derivadas que aparecem nestes campos. Estas componentes foram substitúıdas novamente

nas equações de Maxwell, resultando em duas equações diferenciais parciais acopladas que

dependem apenas das componentes axiais:

∇2
TBz +

(
µǫω2

c2
− k2

)
Bz − Λ(∂x + ∂y)Ez − Ez(∂x + ∂y)Λ = 0, (4.20)

∇2
TEz+

(
µǫω2

c2
− k2

)
Ez+

1

µǫ

[
ck

ω
(∂xΛ− ∂yΛ)− Λ2

]
Ez+

2ckΛ

µǫω
∂xEz+

Λ

µǫ
(∂x + ∂y)Bz = 0,

(4.21)

onde ∇2
T = ∇2−∂2z = ∂2x+∂

2
y é o operador laplaciano transverso. Estas equações são bas-

tante distintas daquelas para um guia de onda usual, primeiramente por serem acopladas

e verifica-se também que há derivadas extras devido à contribuições do parâmetro topo-

lógico θ, impĺıcito em Λ. Diferentemente das equações de onda (4.8) e (4.9), temos agora

uma equação diferencial parcial tipo-eĺıptica, separável, sem derivadas cruzadas e que ad-

mite um ansatz tipo onda plana em que os campos tenham componentes de amplitudes

distintas:
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



Ez(x, y) = Eae
ikxx+ikyy,

Bz(x, y) = Bae
ikxx+ikyy,

(4.22)

onde kx e ky são constantes de propagação, as amplitudes Ea e Ba são determinadas pelas

condições de contorno (4.12)-(4.13). Estas amplitudes foram substitúıdas e tomadas como

distintas obtendo um sistema de equações polinomiais, cuja solução não trivial leva a uma

informação f́ısica interessante: a possibilidade de um modo h́ıbrido que não é transverso

elétrico (TE) nem transverso magnético (TM), ou seja podemos ter Ez 6= 0 e Bz 6= 0. Ao

mesmo tempo, os modos usuais TE (para apenas Ez = 0) e TM (para apenas Bz = 0)

continuam coexistindo no espaço das soluções. A relação de dispersão geral no modo

h́ıbrido obtida de forma consistente por meio de (4.21) e 4.20 lê-se:

[
k2x + k2y +

(
µǫω2

c2
− k2

)]{[
k2x + k2y +

(
µǫω2

c2
− k2

)]
− 1

µǫ

[
ck
ω
(∂xΛ− ∂yΛ)− 2ickkxΛ

ω
− Λ2

]}
=

Λ2

µǫ
(kx + ky)

2 − iΛ
µǫ
(∂xΛ + ∂yΛ) (kx + ky).

Observa-se que é uma equação de quinta ordem para a frequência ω e que há

uma dependência espacial que descreve ondas no interior e dentro das paredes do guia de

onda. Tomando θ = 0, ou seja, Λ = 0, temos a dispersão idêntica à usual dentro do guia

de onda, mas para um modo h́ıbrido. Esta expressão leva a equações consideravelmente

complicadas com muitas ráızes. Por simplicidade, algumas propriedades da radiação serão

apresentadas apenas nos modos TE e TM, mas relacionaremos com o modo h́ıbrido quando

for conveniente. Logo abaixo, apresentamos a frequência de corte, a qual não existe

propagação abaixo deste valor:

ωc =
c

µǫ

√√√√k2x + k2y −
Λ2

2µǫ
+

√
Λ4

µ2ǫ2
+

4Λ2

µǫ
(kx + ky)2. (4.23)

Esta frequência também obedece as relações usuais no limite de θ nulo e uma vez que
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as condições de contorno conectam as soluções dentro da parede de IT e no interior do

guia, verifica-se que kx e ky devem ter as formas usuais garantidas pelas condições de

onda estacionária dentro do guia de onda, ou seja kx = mπ/a e ky = nπ/b, em que m

e n são números inteiros que não podem ser simultaneamente nulos, pois anulariam os

campos. A relação entre kx, ky e k = kz, que são componentes do vetor da onda original,

se dá via dispersão do modo h́ıbrido. Interpretamos a frequência de corte (4.23) como

uma frequência mı́nima dentro da parede do guia, uma vez que temos uma dependência

que só existe no bulk, o que é algo incomum. Ao substituirmos os valores das constantes

na referida equação na superf́ıcie do IT onde a onda incide, verificamos que no valor

máximo de Λ teremos uma frequência de corte bem acima do valor no interior do guia.

Considerando as dimensões do guia: a = 4π cm e b = 5π cm. Assumindo o comprimento

de penetração dos estados de borda com valores l ∼ 1nm, sendo ǫ = 100 e µ = 1, conforme

valores das referências [65, 68], obtemos de uma forma independente, uma frequência de

corte de grande valor: ωbulk ∼ 1013Hz > ωint = 6 × 108Hz para este modo h́ıbrido.

A referência [69] traz dados experimentais e informações relacionados à condutividade e

refletividade ótica de vários materiais que podemos relacionar com as frequências obtidas.

Segundo esta fonte, a partir de um valor em torno de 800 c/cm ∼ 1011Hz, o Bi2Se3

diminui consideravelmente sua refletividade, ou seja, permite mais facilmente a propagação

de ondas que incidem em sua superf́ıcie. Porém, é interessante observar que existe um

gigantesco crescimento da condutividade ótica a partir de 1013Hz, concordando o valor

que obtivemos nesta tese. Considerando que as dimensões macroscópicas do guia pouco

interferem na ordem de grandeza da frequência de corte dentro da parede (ωc ≈ αc/4lǫ ∼

1013Hz >> 108Hz), os valores obtidos com a abordagem desta tese estão de acordo com

o que foi medido.

4.2.1 Modo Transverso Magnético

Investigaremos agora, o modo transverso magnético que permite uma solução mais

simples, com Bz = 0. As equações diferenciais (4.20) e (4.21) para a componente axial
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elétrica se tornam:

Λ(∂x + ∂y)Ez − Ez(∂x + ∂y)Λ = 0, (4.24)
(
∇2

T

µǫω2

c2
− k2

)
Ez −

1

µǫ

[
ck

ω
(∂x − ∂y)Λ− Λ2

]
Ez +

2ck

µǫω
Λ∂xEz = 0. (4.25)

Substituindo a equação (4.24) em (4.25) temos uma simplificação, que lê-se:

∇2
TEz +

(
µǫω2

c2
− k2

)
Ez −

1

µǫ

[
ck

ω
Λ∂y + Λ2

]
Ez = 0. (4.26)

Esta última, pode ser resolvida pelo método de separação de variáveis e uma das soluções é

análoga à da equação diferencial do oscilador harmônico clássico, ou seja, uma exponencial

complexa que pode ser aberta em combinações de senos e cossenos pela fórmula de Euler.

Porém manteremos a forma exponencial de uma onda estacionária com uma amplitude,

por simplicidade. Mostraremos que esta é a solução e os argumentos f́ısicos que levam a

sua escolha. A componente axial do campo magnético, lê-se:

Ez(x, y) = E0
IT eikxx+ikyy. (4.27)

Por meio da substituição desta solução na equações (4.26), obtemos a relação de

dispersão entre ω e k com os termos extras que depende de Λ e consequentemente do

parâmetro topológico θ:

µǫ

c2
ω2 − k2 − k2x − k2y = − 1

µǫ

(
ickkyΛ

ω
− Λ2

)
. (4.28)

Esta relação varia espacialmente e devido a dependência em Λ, tal como no modo h́ıbrido,

temos ondas que adentram o material, porém esta é bem mais simples por ser uma equação

do segundo grau onde as ráızes são facilmente encontradas.

Se tomarmos Λ = 0, obtemos a dispersão para um guia de onda retangular usual4.

4Veja apêndice B para soluções usuais bem como a dispersão, velocidades de fase e grupo
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Reunindo todas estas informações e substituindo nas componentes dos campos, (4.16) e

(4.17), temos a solução completa para o campo elétrico:

~E(x, y, z, t) = E0
IT

[(−icωΛ− c2kxk

µǫω2 − c2k2
eikxx+ikyy

)
x̂+

(
c2kyk

µǫω2 − c2k2
eikxx+ikyy

)
ŷ

+

(
eikxx+ikyy

)
ẑ

]
eikz−iωt, (4.29)

da mesma forma substituindo nas equações para as componentes dos campo magnético,

equações (4.18) e (4.19), obtemos:

~B(x, y, z, t) = B0
IT

[( −c2kxk
µǫω2 − c2k2

eikxx+ikyy

)
x̂+

(
c2kyk

µǫω2 − c2k2
eikxx+ikyy

)
ŷ

]
eikz−iωt.

(4.30)

Este conjunto de campos oscilantes são as ondas TM que se propagam no interior

do guia da forma usual (basta fazer θ → 0) e incidem na superf́ıcie do IT refletindo uma

parte e penetrando no bulk quando a frequência é maior que a frequência de corte com

dependência espacial ωc, que lê-se:

ωTM
mn =

c√
µǫ

√

k2x + k2y +
Λ2

µǫ
=

c√
µǫ

√(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2
+

Λ2

µǫ
. (4.31)

Que concordam com a mesma ordem de grandeza das frequências do modo h́ıbrido citadas

na seção anterior. A velocidade de fase no meio também é facilmente obtida pela dispersão,

e lê-se:

vTM
f =

ω

k
=

c√
µǫ

1√
1− 1

ω2

[(
mπ
a

)2
+
(
nπ
b

)2
+ Λ2

µǫ

] > c, (4.32)

facilmente verifica-se que esta velocidade é supraluminal para qualquer valor não nulo de

frequência. vf não é a velocidade de transporte de energia e sim a taxa com que a fase

da onda se desloca no espaço. Se a onda tem o valor da frequência de corte a velocidade
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de fase é infinita como em um guia usual. A energia das ondas é transportada com a

velocidade de grupo, que lê-se:

vTM
g =

c

µǫ

√
1− 1

ω2

[(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2
+

Λ2

µǫ

]
< c. (4.33)

4.2.2 Modo Transverso Elétrico

Neste modo, Ez = 0, e as equações diferenciais para a componente axial magnética

se tornam:

∇2
TBz +

(
µǫω2

c2
− k2

)
Bz = 0, (4.34)

∂xBz + ∂yBz = 0. (4.35)

Substituindo a equação (4.34) em (4.35), temos a simplificação:

∂2xBz +
1

2

(
µǫω2

c2
− k2

)
Bz = 0. (4.36)

Tomando o ansatz de forma análoga ao modo TM e também ao modo h́ıbrido, temos:

Bz = B0
IT eikxx+ikyy, (4.37)

Com esta solução, ao substituirmos na equação (4.36), temos a dispersão usual:

µǫω2

c2
− k2 = k2x + k2y. (4.38)

Este é um resultado inesperado, uma vez que o modo TE apresentou termos extras devido

ao parâmetro topológico θ. Desta forma a única diferença entre ondas TE dentro e fora do

guia se deve à permissividade do meio ǫ sendo que no interior ǫ = 100. A permeabilidade

µ é tomada igual à unidade tanto no vácuo como no oxigênio e no Se2Bi3. Apesar da

forma usual, a amplitude dos campos dentro e fora do condutor em todos os modos são
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completamente distintas e estão vinculadas pelas condições de contorno e pelas derivadas

das componentes axiais.

Obtemos todas as componentes dos campos substituindo nas equações (4.18) e

(4.19).

~B = B0
IT

[( −c2kxk
µǫω2 − c2k2

eikxx+ikyy

)
x̂+

(
c2kyk

µǫω2 − c2k2
eikxx+ikyy

)
ŷ +

(
eikxx+ikyy

)
ẑ

]
eikz−iωt.

(4.39)

e

~E(x, y, z, t) = E0
IT

[( −c2kxk
µǫω2 − c2k2

eikxx+ikyy

)
x̂+

(
c2kyk

µǫω2 − c2k2
eikxx+ikyy

)
ŷ

+

(
eikxx+ikyy

)
ẑ

]
eikz−iωt, (4.40)

Com a dispersão obtida, calculamos a frequência de corte ωc que lê-se:

ωTE
mn =

c√
µǫ

√

k2x + k2y +
Λ2

µǫ
=

c√
µǫ

√(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2
+

Λ2

µǫ
. (4.41)

A velocidade de fase obtida possui a forma:

vTE
f =

c√
µǫ

1√
1− 1

ω2

[(
mπ
a

)2
+
(
nπ
b

)2]
> c. (4.42)

O resultado usual é algo peculiar, pois mostra que ondas TE e TM se comportam como

se fossem ondas refratadas da mesma forma dentro do guia, (onde θ = 0) , mas no bulk

do material são permitidas apenas ondas TM, pois ondas TE não possuem dispersão com

dependência espacial. As velocidades de fase se relacionam ao ı́ndice de refração n por

vf = c
n
.

nbulk
TM =

√
1− 1

ω2

[(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2
+

Λ2

µǫ

]
> nguia

TE = nguia
TM =

√
1− 1

ω2

[(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2]
.

(4.43)
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A velocidade de grupo calculada é:

vTE
g =

c

µǫ

√
1− 1

ω2

[(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2]
< c. (4.44)

Além destes resultados para cada modo no guia retangular, podemos calcular um

efeito adicional vedando o guia de onda retangular de IT por duas paredes de metal

perfeitamente condutoras em z = 0 e em z = d, assim teremos uma cavidade ressonante

em forma de paraleleṕıpedo. Nas paredes, perpendiculares ao eixo z, os campos obedecem

condições de contorno triviais, ou seja, as correntes e densidades de carga induzidas são

nulas. Desta forma teremos o número de onda k = kz dependente de um número inteiro

s devido à condição de onda estacionária: kz = qπ/d. Teremos modos TEmns e TMmns

em que os ı́ndices mns correspondem ao número de semiciclos nas três direções espaciais

nesta situação. Assim como o guia retangular não permite que dois destes ı́ndices sejam

nulos (pois anulariam os campos), nesta cavidade, dois ı́ndices tem de ser não nulos pelo

mesmo argumento. As frequências de ressonância das ondas confinadas é obtida por meio

da dispersão com correções para kx e ky que calculamos. O modo TEmns não apresenta

dependência em θ nas suas frequências e ressonância, porém o modo TMmns por sua vez

terá as frequências:

ωmns =
c√
µǫ

√

k2x + k2y + k2z +
Λ2

µǫ
=

c√
µǫ

√(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2
+
(sπ
d

)2
+

Λ2

µǫ
. (4.45)

Que são da mesma ordem de grandeza das frequências de corte para o guia de onda

retangular, ou seja, o menor valor é ∼ 1013Hz.

4.3 Conclusões Preliminares e Perspectivas

No que se refere ao estudo dos modelos eletrodinâmicos, diferentemente do caso

usual, as equações mostram termos extras e propriedades distintas das paredes metálicas

com ordem de grandeza mensurável para um guia de onda feito de paredes de IT’s. A
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proposta traz novidades possibilitando uma análise e comparação que ainda não foi feita

na literatura. O parâmetro θ aparece em cada equação diferencial de forma bastante

distinta tanto na dependência direcional como nos produtos com os campos. Nos IT’s

aparecem correntes macroscopicamente mensuráveis e campos da superf́ıcie que modificam

as propriedades das ondas na medida em que se propagam. Uma dificuldade adicional são

as condições de contorno que são diferentes para cada campo, sendo bastante complicado

garantir a consistência das equações e encontrar uma solução ou conjunto de soluções que

seja geral com as amplitudes completamente determinadas, porém mostramos as correções

que aparecem nas dispersões em um modo h́ıbrido, e nos modos TM e TE, que respeitam

os resultados conhecidos para θ = 0 (no interior do guia de onda). O modo TE apresenta

dispersão usual e é independente do parâmetro topológico, por esta razão ondas h́ıbridas,

TE e TM são refratadas de forma diferente para determinadas frequências maiores que o

valor de corte obtido em cada caso. Os métodos que utilizamos para resolver o problema

permitiram obter informações dos campos, potenciais, e correntes que estão em acordo

com os modelos usuais e estão em acordo também com dados experimentais recentes [65].

Dentro do material as frequência posśıveis foram obtidas via dispersão ω ∼ 1013Hz para

l ≈ 1nm, valor que está em acordo com a perda da refletividade da parede do guia e o

aumento da sua condutividade ótica. Dois artigos estão em preparação com base nestes

resultados, um deles para o estudo do guia de onda retangular e outro em um guia de

onda tipo slab [70, 71]. Um estudo mais aprofundado a respeito das propriedades óticas

de um guia feito de outros materiais também é uma proposta interessante, uma vez que

assumimos os valores apenas para o Bi2Se3.

Como perspectivas para este trabalho, propomos como continuidade dos cálculos

efetuados para outras geometrias, um estudo detalhado para uma cavidade ressonante com

paredes de IT’s, ou com paredes tanto de IT’s combinadas com metais, ou até mesmo de

metamateriais. Calculando a energia armazenada pelos campos que aparecem acoplados

podeŕıamos obter uma expressão para o fator de qualidade da cavidade e comparar com

os casos conhecidos.
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Conclusões

Revisamos propriedades do modelo BHZ e propomos com base numa posśıvel de-

sigualdade entre parâmetros, A2 < 4MB, segundo tendências nos dados experimentais

da tabela 2.1, em que o poço quântico poderia ser mais largo d ≈ 950nm e apresentar

soluções distintas daquelas da literatura [19]. Elaboramos uma proposta neste regime

que é um mecanismo de filtro de spin conforme a Figura 2.6 para redirecionamento de

férmions retroespalhados para canais da borda topologicamente protegidos. Tal proposta,

permite acrescentar informações aos mecanismos de manipulação de spin em IT’s da lite-

ratura [19, 45, 46]. Apresentamos de forma simples uma maneira de avaliar diferenças de

corrente entre os canais usando uma barreira não magnética no bulk e ao mesmo tempo

propor a que exista uma quebra da reversão temporal por efeito de interação entre a

barreira e o acoplamento spin-órbita do material. Como consequência há correntes com

spin invertido num IT 2D, o que tem sido obtido para semicondutores [44]. Verificamos

que no bulk, um potencial fraco leva a resultados parecidos com os da mecânica quântica

não-relativ́ıstica, um potencial médio atenua todas as soluções para os espinores dentro

da barreira e, como caso mais peculiar, um potencial forte habilita um tipo de paradoxo

de Klein atenuado, dependente de parâmetros do modelo que figuram na transmitân-

cia. Também discutimos a possibilidade de acréscimo de uma barreira magnetostática

sobreposta à eletrostática que poderia dificultar a criação dos pares part́ıcula-buraco, au-

mentando o termo de massa que suprime o potencial forte. Um artigo em preparação com
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estes resultados será submetido em breve [47].

Estudamos propriedades básicas de dois modelos: eletrodinâmica axiônica efetiva

para descrição de IT’s e eletrodinâmica CPT-par Lorentz-́ımpar do Modelo Padrão Esten-

dido. Diferentes maneiras de escrever os campos usando matrizes permitiram compara-

ções, ainda que o primeiro não descreva um meio material, mas um vácuo anisotrópico. A

descrição do momento do campo eletromagnético em IT’s poderia ser verificada por meio

dos ı́ndices de refração grandes [65]. Já o modelo Lorentz ı́mpar apresenta termos extras

muito pequenos para correção do fluxo de densidade de momento vindo das componentes

do tensor energia-momento. O modelo Lorentz-́ımpar é uma das propostas de estudo de

v́ınculos entre parâmetros cosmológicos para mostrar a variação da constante de estrutura

fina α, enquanto o modelo axiônico é utilizado em FMC para calibração do valor desta

constante. Apesar das propostas bastante distintas entre os modelos, mostramos que as

comparações são relevantes.

No estudo da eletrodinâmica axiônica para a descrição de IT’s em baixas energias,

diferentemente do caso usual, as equações mostram termos extras de ordem de grandeza

mensurável para um guia de onda feito de Bi2Se3. O parâmetro θ aparece em cada

equação diferencial de forma bastante distinta tanto na dependência direcional como nos

produtos deste com os campos. As correntes macroscopicamente mensuráveis com base

na distribuição que propomos modificam as propriedades das ondas na medida em que

se propagam no IT. As relações de dispersão no modo h́ıbrido, e nos modos TM e TE,

respeitam os resultados conhecidos para θ = 0. O modo TE apresenta dispersão usual

e é independente do parâmetro topológico, por esta razão ondas h́ıbridas, TE e TM são

refratadas de forma diferente para determinadas frequências maiores que o valor de corte

dentro da parede de IT. Os resultados estão em acordo com os modelos usuais e também

com dados experimentais [69]. Dentro do material, as frequência de corte foram obtidas

via dispersão tendo a ordem de grandeza, ωc ∼ 1013Hz nos modos h́ıbrido e TM, valor

que está em acordo com a perda da refletividade da parede do guia e principalmente pelo

gigantesco aumento da sua condutividade ótica.

70
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Paradoxo de Klein

A Hamiltoniana e a Equação de Dirac

No ińıcio da teoria quântica, pensava-se que toda a informação sobre o elétron

estava na equação de Schrödinger, uma equação diferencial de segunda ordem no espaço

e primeira ordem no tempo dada por:

(−~
2

2m
∇2 + V

)
ψ(~r, t) = i~∂tψ(~r, t), (A.1)

onde a solução ψ(~r, t), a função de onda é uma função escalar que nos permite obter a

maior parte das informações da estrutura eletrônica dos materiais em FMC. Com o avanço

do conhecimento teórico e de experimentos cada vez mais precisos, as informações obtidas

por meio dela mostraram-se incompletas, principalmente com relação à descrição relativ́ıs-

tica do elétron. Posteriormente, Pauli postulou uma equação, também não-relativ́ıstica,

mas que leva em consideração a interação do spin com o campo eletromagnético. A

equação de Pauli lê-se:

{
1

2m

[
~σ ·
(
~p− e ~A

)]2
+ eΦ

}
ϕ = Eϕ, (A.2)

que inclúıa o spin ad hoc, por meio das matrizes ~σ. Esta equação também pode ser

comumente encontrada com um termo dependente do campo magnético ~B. Isto pode ser

feito usando a identidade de Pauli, (σ · ~a)(σ ·~b) = ~a ·~b + iσ · (~a×~b), fazendo ~a = ~b = ~π,
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logo, (~π×~π)iψ1 = i e~
c
Biψ1, em que identificamos: Bi = ǫijk ∂Ak

∂xj , ou, B
i = (~∇× ~A)i. Após

um trabalho algébrico reorganizando os termos, a equação de Pauli se torna:

i~∂tϕ =


 1

2m

(
~p− e

e ~A

c

)2

− e~

2mc
~σ · ~B + eΦ


ϕ. (A.3)

As equações (A.1) e (A.2) são casos não-relativ́ısticos da Equação de Dirac, onde as

part́ıculas em questão tem uma velocidade muito baixa para que os efeitos da relatividade

sejam mais discrepantes. Klein e Gordon apresentaram uma proposta relativ́ıstica para a

descrição de part́ıculas sem spin, por meio da equação:

(
�+

m2c2

~2

)
ψ(~r, t) = 0. (A.4)

Porém, estudos posteriores desta equação, chamada de equação de Klein-Gordon, mostra-

ram dificuldades no tratamento de uma corrente de probabilidade negativa e na inclusão

dos efeitos devido ao spin. Em 1928, Dirac apresentou sua teoria originalmente propondo

uma densidade hamiltoniana na seguinte forma matricial1:

HDΨ = (cα̂ · ~p+ β̂mc2)Ψ = EΨ. (A.5)

Uma representação mais comum das matrizes α e β̂ são:

α̂i =


 0 σi

σi 0


 ; β̂ =


 1 0

0 1


 . (A.6)

1É importante que se faça a comparação da estrutura matricial desta equação com a densidade ha-

miltoniana do modelo BHZ. Os blocos diagonais do modelo BHZ são parecidos com a de Dirac e por

esta razão alguns procedimentos para a obtenção de informações sobre spin e soluções de energia positiva

e negativa também são parecidos. Convém observar que a forma dos espinores obtidos por meio desta

equação se distingue principalmente devido às linhas nulas que são diferentes das soluções do modelo

BHZ, o que pode ser verificado no paradoxo de Klein, discutido a seguir, onde as formas expĺıcitas de Ψ

são apresentadas para a equação de Dirac.
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Onde σisão as matrizes e Pauli que se relacionam ao operador de spin por: Si = ~

2
σi 2.

σ1 =


 0 1

1 0


 ; σ2 =


 0 −i

i 0


 ; σ3 =


 1 0

0 −1


 . (A.7)

Estas matrizes satisfazem as seguintes condições:

α̂iβ̂ + β̂α̂i =


 0 −σi

σi 0


+


 0 σi

−σi 0


 = 0. (A.8)

Existem as relações com às matrizes de Dirac na representação padrão dadas por: γ0 = β̂

e γi = β̂αi, que possibilitam obter a estrutura algébrica fundamental destas matrizes:

{γµ, γν} = 2gµν1. Neste formalismo covariante a equação de Dirac se torna:

(
−iγµ∂µ +

mc

~

)
Ψ = 0. (A.9)

Esta equação descreve com sucesso part́ıculas elementares de spin-1/2 como elétrons e

neutrinos. Ao compararmos esta última com a equação de Klein-Gordon (A.4) vemos

que essa não é uma equação de segunda ordem nas derivadas temporais e espaciais. A

equação de Dirac não apresentou os problemas na definição de densidade de probabilidade

e corrente por ser uma equação de primeira ordem. Além disso, a equação de Dirac

introduziu teoricamente o conceito de antipart́ıcula, confirmado experimentalmente pela

descoberta em 1932 do pósitron, e mostrou que spin poderia ser obtido da equação de

forma natural, diferente do que era feito na equação e Pauli. A solução Ψ é um espinor,

um objeto com quatro componentes complexas que se transformam de forma espećıfica

sob Lorentz. É considerado uma representação (1/2, 0)⊕ (0, 1/2) do grupo de Lorentz.

2Estas matrizes são uma representação do grupo especial unitário SU(2) e possuem as propriedades:

(σi)2 = 1, T r[σi] = 0, Det[σi] = −1. Além disto, obedecem as seguintes regras de comutação: [σi, σj ] =

2iǫijkσk. Onde ǫijk é o tensor de Levi-Civita.
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Em analogia à teoria não relativ́ıstica, o momento canônico ~p pode ser substitúıdo

pelo momento cinético ~π = ~p − e
c
~A e podemos aumentar a energia de repouso somando

um potencial escalar eΦ. Com estas mudanças, a equação original de Dirac se torna:

{[
α̂ ·
(
~p− e ~A

)]
+ β̂mc2 + eΦ

}
Ψ = EΨ. (A.10)

No limite não-relativ́ıstico a energia de repouso mc2 é a maior das energias envolvidas.

Desta forma podemos escrever a solução na forma de um bi-espinor Ψ = e−imc2t/c


ψ1

ψ2


,

e a equação em termos das componentes pode ser escrita como as matrizes:

i~


 ∂ψ1

∂ψ2


 = c


 (~σ · π)ψ2

(~σ · π)ψ1


+ eΦ


 ψ1

ψ2


− 2mc2


 ψ1

ψ2


 . (A.11)

Os termos i~∂tψ2 e eΦψ2 podem ser desprezados se comparados a 2mc2ψ2, impli-

cando na relação: ψ2 =
~σ·~π
2mc

ψ1. Com estes resultados podemos escrever uma equação para

ψ1 simplificada:

i~∂tψ1 =

(
1

2m
(~σ · ~π)(~σ · ~π) + eΦ

)
ψ1. (A.12)

Usando novamente a identidade de Pauli: (σ ·~a)(σ ·~b) = ~a ·~b+ iσ · (~a×~b), após algumas

manipulações algébricas obtém-se a equação de Dirac na forma abaixo:

i~∂tψ1 =


 1

2m

(
~p− e

e ~A

c

)2

− e~

2mc
~σ · ~B + eΦ


ψ1. (A.13)

Podemos observar que a equação (A.12) é a equação de Pauli para a mecânica quântica

não-relativ́ıstica (A.3) cuja solução é o espinor de duas componentes Ψ1 = ϕ.

O Paradoxo de Klein para Part́ıculas de Spin 1/2

Um dos problemas com solução exata mais comuns em mecânica quântica não-

relativ́ıstica é o tunelamento de part́ıculas incidentes sobre um potencial energético tipo
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degrau, ilustrado na figura 5.1. Por meio da Equação de Schrödinger, as soluções deste

problema, mostram que se a energia da onda incidente (feixe de part́ıculas-ondas) for

menor que o valor de energia do degrau, ou seja, E < V0, a onda é refletida e penetra

na região classicamente proibida decaindo com e−κz., sendo κ =
√
2m(V0 − E). O caso

relativ́ıstico deste problema envolve algumas soluções simples da equação de Dirac.

Figura 5.1: Na região I, temos o potencial nulo, onde encontram-se as solução de onda incidente e

refletida. Na região II (classicamente proibida), temos as soluções transmitidas, onde o potencial

é constante de valor V0. As part́ıculas de spin 1/2 deste problema encontram-se em estado

estacionário e a “altura” da barreira de potencial alterá as possibilidades de tunelamento.

Assumindo que uma onda plana (ou um feixe de part́ıculas) de momento ~p = pẑ =

~kẑ, que carrega spin 1/2 viaja na direção z no sentido da esquerda para a direita em

direção a uma barreira de potencial V (z) = V0Θ(z), temos o espinor de Dirac que a

representa:

Ψi = A↑
i e

ikz




1

0

p
E+mc2

0




, (A.14)

A onda refletida na região I é representada por:

75
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Ψr = A↑
re

−ikz




1

0

−p
E+mc2

0




+A↓
re

−ikz




0

1

0

−p
E+mc2




. (A.15)

A transmitida, lê-se:

Ψt = A↑
t e

ik′z




1

p′

E−V0+mc2

0

0




+A↓
t e

ik′x




1

p′

E−V0+mc2

0

0




. (A.16)

Usando a representação padrão de Dirac das matrizes γµ citadas na seção acima,

as correntes vetoriais incidente, refletida e transmitida são calculadas por J i = Ψ̄γiΨ,

sendo Ψ̄ o conjugado de Dirac Ψ̄ = γ0Ψ†. As correntes são:

Jinc =
2|A↑

i |2ck~
E +mc2

, (A.17)

Jref =
2|A↑

r|2ck~
E +mc2

, (A.18)

Jtrans =
2|A↑

t |2ck~
E − V0 +mc2

. (A.19)

Que obedecem Jinc = Jref + Jtrans. Desta forma podemos calcular a transmitância e a

reflectância, respectivamente: T = Jtrans

Jinc
, R =

Jref
Jinc

.

Impondo as condições de fronteira ΨI(0) = ΨII(0) e considerando que o spin não é

revertido pela barreira, obtemos relações entre as amplitudes que nos permite eliminá-las

na expressões de T e R: A↑
i + A↑

r = A↑
t , A↑

i − A↑
r = ΩA↑

t onde Ω = k′

k
E+mc2

E−V0+mc2
. Com

estas informações, temos:

T =
4Ω

|1 + Ω|2 (A.20)
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R =
1− Ω

1 + Ω
(A.21)

Verifica-se que se o potencial é forte, ou seja, V0 > E + mc2, a razão Ω se torna

negativa, levando a uma transmitância T negativa, o que chamamos de paradoxo de Klein,

pois implicaria em uma quantidade de part́ıculas espalhadas que violaria a conservação

da probabilidade. O fato é que a probabilidade permanece conservada se considerarmos

as soluções de energia negativa das equação e Dirac, que não só descreve o elétron com

momento p e energia positiva, mas part́ıculas idênticas a elétrons, porém com carga posi-

tiva e energia negativa. Esta solução de energia negativa também existe para part́ıculas

livres e Dirac as chamou de“buracos” que ocupavam todos os estados de energia negativa,

o famoso “mar de Dirac”. O pósitron previsto na equação foi considerado um buraco no

mar de Dirac, antes de sua descoberta em 1932.
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Apêndice B - Guia de Onda

Retangular de Paredes

Perfeitamente Condutoras na

Eletrodinâmica de Maxwell

Apresentamos aqui alguns resultados da eletrodinâmica usual no guia de onda

retangular como o da figura 4.3, porém com paredes metálicas perfeitamente condutoras.

Tais resultados podem ser facilmente encontrados na literatura, como em [29–31].

Guia de Onda Retangular

Se tivermos ondas monocromáticas que se propagam na direção z que escolhemos

como sendo o eixo do guia no interior do guia onde há vácuo (µ = ǫ = 1). Temos campos

com a forma:

~E(x, y, z, t) = ~Eo(x, y) e
i(kz−wt)

~B(x, y, z, t) = ~Bo(x, y) e
i(kz−wt)



 . (B.1)

Sendo ~Eo(x, y) e ~Bo(x, y) as amplitudes dos campos, que só dependem de x e y. Podemos

reescrevê-las da seguinte forma:

~Eo = Ex x̂+ Ey ŷ + Ez ẑ, ~Bo = Bx x̂+By ŷ +Bz ẑ. (B.2)

Considerando a forma geral para ondas planas, equações (B.1), como soluções das
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equações de Maxwell na ausência de fontes, podemos então determinar as amplitudes

dos campos, eqs. (B.2), para essas equações e desta maneira determinaremos os campo

elétrico e magnético, dados pelas eqs. (B.1). Uma maneira de fazer isso é utilizar (B.1)

nas equações para as componentes x e y para o rotacional de ~E(x, y, z, t) e ~B(x, y, z, t),

e por conseguinte, escrever as componentes x e y das amplitudes dos campos (B.2), em

função da componentes na direção z e suas derivadas:

Ex = i
ω2−k2

(k∂xEz + cω∂yBz)

Ey =
i

ω2−k2
(k∂yEz − cω∂xBz)

Bx = i
ω2−k2

(k∂xEz − cω∂yBz)

By =
i

ω2−k2
(k∂yEz + cω∂xBz)





. (B.3)

Substituindo novamente nas equações de Maxwell restantes se obtêm as equações

diferenciais lineares e desacopladas para os campos axiais:

(
∂2x + ∂2y + ω2/c2 − k2

)
Ez = 0 (B.4)

(
∂2x + ∂2y + ω2/c2 − k2

)
Bz = 0. (B.5)

Modo Transverso Magnético (TM)

A equação que determina a forma dos campos axiais neste caso é (B.4). As solu-

ções Ez(x, y) para esta equação são bem conhecidas [29–31]. Aplicando as condições de

contorno B⊥ = 0, obtemos:

Ez = E0 sen(mπx/a) sen(nπy/b), (B.6)

em que m e n são números inteiros e E0 é uma constante com dimensão do campo elétrico.

A relação de dispersão é

ω2/c2 = k2 + (mπ/a)2 + (nπ/b)2, (B.7)
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A frequência de corte ωmn, que limita inferiormente os valores posśıveis de frequên-

cia para as ondas do guia é:

ωmn = cπ

√(
m

a

)2

+

(
n

b

)2

. (B.8)

O modo de menor frequência é ω10 = π/a. Para frequências abaixo deste valor

as ondas não se propagam no guia de onda em questão, pois isto leva um vetor de onda

imaginário, o que significa uma atenuação.

A velocidade de fase e de grupo em unidades SI são:

vfase =
ω

k
= c

1√
1− (ωmn/ω)2

> c, (B.9)

vg =
1

dk/dω
= c
√
1− (ωmn/ω)2 < c. (B.10)

Aqui vemos que a velocidade de fase é superior à velocidade da luz no vácuo. A

velocidade de grupo é mesma velocidade de transporte de energia e é inferior à c.

Modo Transverso Elétrico (TE)

No modo chamado TE em que a componente Ez do campo elétrico se anula. Temos

a seguinte solução para (B.4) dadas as condições de contorno ~E‖ = ~0.

Bz = B0 cos(mπx/a) cos(nπy/b), (B.11)

em que m e n são números inteiros e B0 é constante com dimensão de campo magnético.

A relação de dispersão, a frequência de corte, a velocidade de fase e de grupo têm

formas análogas às da seção anterior e podem ser encontradas também em [29–31].

Sobre as Soluções da Eletrodinâmica Usual

As soluções destas equações diferenciais são bem conhecidas na literatura, tanto

para o caso geral quanto para os modos TE e TM que são mais simples, usando as
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condições de contorno usuais, que impõem que o campo elétrico paralelo às paredes seja

nulo e o campo magnético perpendicular às paredes seja nulo [29–31].

Uma interpretação alternativa vinda de um tratamento de mecânica quântica re-

lativ́ıstica, permite escrever as equações de Maxwell na forma espinorial, uma equação

tipo-Dirac, cujas soluções posśıveis são bi-espinores que carregam os campos ~E e ~B. Este

tipo de análise permite interpretar fisicamente que o comportamento das ondas dentro de

um guia de onda é similar à ondas de matéria de de Broglie e os fótons guiados podem ser

tratados como part́ıculas massivas livres. Detalhes podem ser vistos na referência [72].
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