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RESUMO 

 

 

ARAUJO, Gemma Lucia Duboc de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro 
de 2012. Métodos de estimação em regressão logística com efeito aleatório: 
aplicação em germinação de sementes. Orientador: Sebastião Martins Filho. 
Coorientadores: Enrico Antônio Colosimo e Fabyano Fonseca e Silva. 
 

 

Em modelos de regressão logística a inclusão do efeito aleatório no intercepto permite 

capturar os efeitos de fontes de variação provenientes das características particulares de 

um grupo (heterogeneidade), desinflacionando o erro puro e provocando uma flutuação 

no intercepto do modelo. Esta inclusão traz complexidade nos métodos de estimação e 

também muda a interpretação dos parâmetros que, dada originalmente pela razão de 

chances, passa a ser vista sob o enfoque da razão de chances mediana. A estimação dos 

parâmetros de um modelo misto pode ser feita por muitos métodos diferentes com 

desempenho variado, como o método da aproximação de Laplace, da máxima 

verossimilhança (ML) e da máxima verossimilhança restrita (REML). Assim, o objetivo 

deste trabalho foi verificar em modelos de regressão logística com efeito aleatório no 

intercepto as consequências na interpretação dos parâmetros, na qualidade de um 

experimento e na classificação de tratamentos via razão de chances mediana, e verificar 

o desempenho dos métodos de estimação acima citados. As análises foram feitas sob 

simulação e posteriormente num conjunto de dados reais de um experimento com 

germinação de sementes de pinhão-manso (Jatropha curcas L.). Considerando o 

modelo de regressão logística com efeito aleatório no intercepto, verificou-se que o 

método de estimação REML apresentou melhor desempenho e que a variância do efeito 

aleatório afeta o desempenho de qualquer um dos métodos avaliados sendo estes 

inversamente proporcionais. Sugerem-se novos estudos para determinar com mais 

propriedade a influência dos pontos de estabilização e do nível mediano de efetividade 

na eficiência dos métodos. No experimento de avaliação de germinação de sementes de 

pinhão-manso envolvendo os substratos rolo de papel, sobre papel, sobre areia e entre 

areia, a inclusão do efeito aleatório no modelo logístico apontou considerável 

heterogeneidade na germinação de sementes em unidades diferentes de um mesmo 

substrato. A razão de chances mediana apontou a superioridade do substrato entre areia 

em relação a sobre papel na germinação de sementes de pinhão-manso, resultado 

semelhante ao obtido pelo teste de Tukey. 
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ABSTRACT 
 

 

ARAUJO, Gemma Lucia Duboc de, M.Sc. Universidade Federal de Viçosa, February, 
2012. Estimation methods in logistic regression with random effects: application in 
seed germination. Adviser: Sebastião Martins Filho. Co-Advisers: Enrico Antônio 
Colosimo and Fabyano Fonseca e Silva. 

 

 

In logistic mixed models with random effect on intercept allows capturing the effects of 

sources of variation from the particular characteristics of a group (heterogeneity), 

deflating the pure error and causing a fluctuation in the model intercept. This inclusion 

brings complexity in estimation methods and also changes the interpretation of the 

parameters that, originally given by the odds ratio, is then seen from the median odds 

ratio. The estimation parameters of a mixed model can be made by many different 

methods with varying performance, as the Laplace’s approximation method, maximum 

likelihood (ML) and restricted maximum likelihood (REML). The objective of this 

work was to verify in logistic mixed models with random effects on intercept the 

consequences in interpretation of parameters, in quality of experiment and in 

classification of treatment via the median odds ratio, and verify the performance of the 

estimation methods above cited. The analyzes were performed under simulation and 

after in set of real data from seeds germination experiment of physic nut (Jatropha 

curcas L.). Considering the logistic mixed model with random effects on intercept, it 

was verified that the REML estimation method performed better and that the variance of 

the random effect affects the performance of any of these methods being evaluated 

inversely proportional. We suggest further studies to determine more properly the 

influence of the inflexion points and the effective median level in performance methods. 

In the experiment to evaluate the seeds germination of physic nut involving roll paper, 

on paper, on sand and between sand substrates, the inclusion of random effects in 

logistic model showed considerable heterogeneity in seeds germination in different 

units of the same substrate. The median odds ratio showed the superiority of the 

substrate between sand over on paper in seeds germination of physic nut, result similar 

to that obtained by the Tukey’s test. 
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INTRODUÇÃO GERAL 

 

 

Em estudos de diversas áreas como saúde, economia, psicologia, recursos 

humanos, agronomia etc., muitas vezes a variável resposta apresenta apenas duas 

categorias que podem ser expressas por sim ou não, presença ou ausência, sucesso ou 

fracasso, e outras variações destas respostas que, por sua vez, podem ser traduzidas por 

1 ou 0. Essas variáveis são ditas dicotômicas ou binárias, e possuem distribuição de 

Bernoulli, de forma que a modelagem da relação entre estas e outras variáveis 

explicativas – que podem ser contínuas ou discretas – se faz por meio da regressão 

logística, a qual é uma classe dos modelos lineares generalizados. 

Embora o modelo logístico seja não linear, é possível linearizá-lo mediante uma 

transformação na variável resposta, chamada logito (ou logit), a qual é denominada 

função de ligação. Essa linearização permite uma interpretação simples e objetiva dos 

parâmetros regressores por meio do conceito de razão de chances (odds ratio). 

Um problema que pode ser considerado dentro do estudo de regressão logística é 

a incorporação de efeitos aleatórios ao modelo, os quais, segundo Larsen et al. (2000), 

refletem a heterogeneidade dentro dos níveis das variáveis explicativas (tratamentos). A 

inclusão dos efeitos aleatórios em experimentos com dados correlacionados é 

importante porque permite recuperar a informação entre tratamentos além de 

desinflacionar o erro puro (WEBER, 2011). Porém, a inclusão de tais efeitos 

proporciona um aumento significativo na complexidade do modelo, havendo a 

necessidade de optar por métodos de estimação adequados a tal condição. Além disso, a 

inclusão do efeito aleatório dificulta a interpretação dos resultados, uma vez que 

interfere na interpretação dos parâmetros de efeito fixo. 

Diante do exposto, objetivou-se estudar o modelo de regressão logística com 

efeito aleatório introduzido no intercepto com ênfase na comparação da eficiência de 

diferentes métodos de estimação (máxima verossimilhança, máxima verossimilhança 

restrita e aproximação de Laplace) e na interpretação da razão de chances. Para tanto, 

utilizaram-se dados simulados e dados reais provenientes de um experimento para 

avaliação de germinação de sementes de pinhão-manso (Jatropha curcas L.). 

O presente trabalho está organizado da seguinte maneira: no capítulo 1 é 

apresentada a teoria básica dos modelos lineares generalizados; no capítulo 2 são 

apresentados os conceitos, a estimação e a interpretação dos parâmetros do modelo de 

regressão logística; no capítulo 3 é apresentado o modelo logístico com efeito aleatório 
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e suas consequências na interpretação dos parâmetros; no capítulo 4 encontra-se um 

artigo contendo alguns métodos de estimação utilizados para o modelo apresentado no 

capítulo 3 bem como estratégias de comparação de tais métodos e estudos de simulação; 

finalmente, no capítulo 5 encontra-se um artigo no qual é realizada uma aplicação de 

toda metodologia abordada nos capítulos anteriores a um conjunto de dados reais 

provenientes de um experimento de germinação de sementes de pinhão-manso 

(Jatropha curcas L.), com ênfase na razão de chances mediana. 
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CAPÍTULO 1 – MODELOS LINEARES GENERALIZADOS 
 

 

Muitos métodos de estimação paramétrica assumem a normalidade dos dados. No 

entanto, nem sempre esta suposição é plausível e a utilização de tais métodos leva a um 

desempenho insatisfatório (SSI, 2011). Assim, a busca de novos métodos tornou-se 

imperativa e até o início do século XX os métodos desenvolvidos para respostas 

contínuas atendendo a outros tipos de distribuição já haviam ganhado um bom nível de 

sofisticação. O que não aconteceu com os métodos para respostas categóricas, apesar do 

importante trabalho de Pearson, por volta de 1900. A partir de então e até a década de 

60 foram desenvolvidos alguns modelos e técnicas de regressão para variáveis 

categóricas atendendo a vários tipos de dados (AGRESTI, 2002). Foi, porém, na década 

de 70 que o avanço computacional permitiu o uso de métodos iterativos, levando a 

novos progressos na estimação de parâmetros em modelos de regressão para diversas 

distribuições de variáveis (PAULA, 2004). 

Em 1972, Nelder e Wedderburn apresentaram uma proposta inovadora, 

unificando as teorias de modelagem estatística através de uma classe de modelos de 

regressão denominada de modelos lineares generalizados (GLM). Nos GLM a ideia 

básica é a adaptação da regressão linear ordinária a diferentes tipos de dados, isto é, 

abrir o leque de opções para a distribuição da variável resposta, permitindo que a 

mesma pertença à família exponencial de distribuições, bem como dar maior 

flexibilidade para a relação funcional entre o valor esperado da variável resposta e o 

preditor linear (SSI, 2011). Os modelos lineares generalizados são uma abordagem 

atrativa porque fornecem uma estrutura teórica geral para muitos dos modelos 

estatísticos comumente encontrados e também simplificam a implementação desses 

modelos em diferentes softwares estatísticos, uma vez que, essencialmente, os mesmos 

algoritmos podem ser utilizados para a estimação, inferência e avaliação da adequação 

do modelo para todos os GLM (JACKMAN, 2011). 

Neste capítulo serão abordados o conceito de família de distribuição exponencial e 

suas propriedades, a estrutura dos GLM, com estimação de parâmetros e algoritmo de 

estimação. 
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1.1 Família exponencial de distribuições uniparamétricas 

 

 

Um conceito importante no modelo logístico é o de família exponencial de 

distribuição. 

Segundo definição e notação constante em Cordeiro e Demétrio (2007), a 

distribuição da variável aleatória X pertence à família exponencial uniparamétrica se sua 

função de probabilidade ou função de densidade de probabilidade pode ser escrita na 

forma: 

݂ሺݔ; ሻߠ ൌ ݄ሺݔሻexpሼߟሺߠሻݐሺݔሻ െ ܾሺߠሻሽ																																					ሺ1.1ሻ 

em que as funções ߟሺߠሻ, ܾሺߠሻ, ݐሺݔሻ e ݄ሺݔሻ assumem valores em subconjunto dos reais, 

com suporte ܣ ൌ ሼݔ:	݂ሺݔ, ሻߠ ൐ 0ሽ não dependente de ߠ.  

As funções ߟሺߠሻ, ܾሺߠሻ e ݐሺݔሻ não são únicas. Assim, fazendo ߟሺߠሻ ൌ  e ߠ

ሻݔሺݐ ൌ  :em (1.1), obtém-se a forma canônica da família exponencial uniparamétrica ݔ

݂ሺݔ; ሻߠ ൌ ݄ሺݔሻexpሼݔߠ െ ܾሺߠሻሽ																																									ሺ1.2ሻ 

onde ߠ é chamado de parâmetro canônico. 

A expressão (1.2) ainda pode ser reescrita para: 

݂ሺݔ; ሻߠ ൌ expሼݔߠ െ ܾሺߠሻ ൅ ݈݊ሾ݄ሺݔሻሿሽ.																																	ሺ1.3ሻ 

Alguns resultados importantes da família exponencial uniparamétrica: 

 

a) logaritmo da função de verossimilhança para uma única observação: 

 

݈ሺݔ; ሻߠ ൌ ݔߠ െ ܾሺߠሻ ൅ ݈݊ሾ݄ሺݔሻሿ 

 

b) função escore: U 

 

ܷሺߠሻ ൌ
݈݀ሺݔ; ሻߠ
ߠ݀

 

ܷሺߠሻ ൌ ݔ െ ܾ′ሺߠሻ 

São propriedades da função escore: E(U) = 0 e Var(U) = –E[d2l(θ)/dθ2]. 

 

c) Informação de Fisher: IF 

 

IF(θ) = Var(U) 
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ሻߠிሺܫ ൌ െE ቈ
݀ଶ݈ሺݔ; ሻߠ

ଶߠ݀
቉ ൌ E ൥ቆ

݈݀ሺݔ; ሻߠ

ߠ݀
ቇ
ଶ

൩ 

 

d) Função geradora de cumulantes: ࢈ሺࣂሻ 

 

Os momentos consistem em uma série de medidas (média, variância, assimetria 

etc.) que caracterizam uma distribuição de uma variável aleatória, e são obtidos por 

meio da função geradora de momentos. Desta forma, a função geradora de momentos 

representa outra forma de especificar a distribuição de uma variável aleatória.  

Os cumulantes também são medidas que caracterizam uma distribuição e são 

obtidos por meio da função geradora de cumulantes. Representam uma alternativa aos 

momentos, pois se duas distribuições apresentam momentos idênticos, então terão 

cumulantes idênticos e vice-versa. O uso da função geradora de cumulantes como 

alternativa para a geradora de momentos pode simplificar alguns tratamentos teóricos. 

Especificamente, no caso da família exponencial uniparamétrica, tem-se que a 

função geradora de cumulantes é a própria ܾሺߠሻ (CORDEIRO; DEMÉTRIO, 2007) e 

 

Eሺܺሻ ൌ μ ൌ ܾ′ሺߠሻ 

Varሺܺሻ 	ൌ 	ܾ′′ሺߠሻ 

 

e) Estatística suficiente: 

 

Supondo que X1, X2, …, Xn sejam n variáveis aleatórias independentes e 

identicamente distribuídas, a distribuição conjunta de X1, …, Xn , usando (1.1), é dada 

por: 

݂ሺݔଵ, … , ;௡ݔ ሻߠ ൌෑ݂ሺݔ௜, ሻߠ

௡

௜ୀଵ

	 

݂ሺݔଵ, … , ;௡ݔ ሻߠ ൌ 	 ൥ෑ݄ሺݔ௜ሻ

௡

௜ୀଵ

൩ 	exp ൝ߟሺߠሻ෍ݐሺݔ௜ሻ

௡

௜ୀଵ

െ ܾ݊ሺߠሻൡ. 

Pelo critério da fatoração de Neyman-Fisher, tem-se que ∑ ܶሺ ௜ܺሻ
௡
௜ୀଵ  é estatística 

suficiente para ߠ. 
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1.2 Família exponencial de distribuições biparamétricas 

 

 

À família exponencial uniparamétrica, Nelder e Wedderburn incorporaram 

distribuições biparamétricas através da introdução de um parâmetro de perturbação 

߶ ൐ 0, redefinindo a família exponencial em (1.3) (CORDEIRO; DEMÉTRIO, 2007; 

(RODRÍGUEZ, 2007): 

݂ሺݔ; ,ߠ ߶ሻ ൌ exp ൜
1

ܽሺ߶ሻ
ሾߠݔ െ ܾሺߠሻሿ ൅ ܿሺݔ, ߶ሻൠ, 

sendo θ o parâmetro canônico, ߶ ൐ 0 o parâmetro de escala conhecido e b(·) e c(·) 

funções conhecidas. Em geral, ܽሺ߶ሻ ൌ ߶ ⁄݌ , sendo p o peso a priori.  

Alguns resultados importantes da família exponencial biparamétrica: 

 

a) logaritmo da função de verossimilhança para uma única observação: 

 

݈ሺݔ; ,ߠ ߶ሻ ൌ
1

ܽሺ߶ሻ
ሾߠݔ െ ܾሺߠሻሿ ൅ ܿሺݔ, ߶ሻ 

 

b) função escore: U 

 

ܷሺߠሻ ൌ
݈݀ሺݔ; ,ߠ ߶ሻ

ߠ݀
 

ܷሺߠሻ ൌ
1

ܽሺ߶ሻ
ሾݔ െ ܾ′ሺߠሻሿ 

 

c) Informação de Fisher: IF 

 

IF(θ) = Var(U) 

ሻߠிሺܫ ൌ െE ቈ
݀ଶ݈ሺݔ; ,ߠ ߶ሻ

ଶߠ݀
቉ ൌ E ൥ቆ

݈݀ሺݔ; ሻߠ

ߠ݀
ቇ
ଶ

൩ 

 

d) Função geradora de cumulantes: b(θ) 

 

Eሺܺሻ ൌ μ ൌ b′ሺߠሻ 

Varሺܺሻ ൌ ܽሺ߶ሻܾ′′ሺߠሻ 
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e) Estatística suficiente: 

 

Supondo que ଵܺ, 	ܺଶ, … , ܺ௡	sejam n variáveis aleatórias independentes e 

identicamente distribuídas. A distribuição conjunta de ଵܺ, … , ܺ௡	  é dada por: 

݂ሺݔଵ, … , ;௡ݔ ,ߠ ߶ሻ ൌ 	exp ൝෍ܿሺݔ௜, ߶ሻ

௡

௜ୀଵ

ൡ 	 ∙ exp ൝
1

ܽሺ߶ሻ
൥ߠ෍ݔ௜

௡

௜ୀଵ

െ ܾ݊ሺߠሻ൩ൡ. 

Pelo critério da fatoração de Neyman-Fisher, tem-se que ∑ ௜ܺ
௡
௜ୀଵ  é estatística 

suficiente para . 

 

 

1.3 Estrutura dos modelos lineares generalizados 

 

 

No contexto dos modelos de efeito fixo, os GLM envolvem uma única variável 

resposta Y associada a um conjunto de variáveis explicativas ݔଵ, ,ଶݔ	 … ,  ௣, e umaݔ

amostra aleatória de n observações independentes. Esses modelos apresentam três 

componentes:  

 

(i) Componente aleatório 

 

O componente aleatório é formado por um conjunto de variáveis aleatórias 

independentes ଵܻ, 	 ଶܻ, … , ௡ܻ	 provenientes de uma mesma distribuição pertencente à 

família exponencial na forma canônica, com médias ߤଵ, ,ଶߤ … ,  :௡ߤ

݂ሺݕ௜; ,௜ߠ ߶ሻ ൌ exp ൜
1

ܽሺ߶ሻ
ሾݕ௜ߠ௜ െ ܾሺߠ௜ሻሿ ൅ ܿሺݕ௜, ߶ሻൠ																							ሺ1.4ሻ 

em que Eሺ ௜ܻሻ ൌ μ୧ ൌ ܾ′ሺߠ௜ሻ e Varሺ ௜ܻሻ ൌ ܽሺ߶ሻܾ′′ሺߠ௜ሻ. 

 

(ii) Componente sistemático: 

 

O componente sistemático é formado pelas variáveis explicativas, as quais entram 

na forma de modelo linear, dando origem ao vetor de preditores lineares: 

ࣁ ൌ ,ࢼࢄ onde			ߟ௜ ൌ෍ݔ௜௥ߚ௥ ൌ ࢞௜
୘ࢼ

௣

௥ୀଵ

																																ሺ1.5ሻ 
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sendo ࢄ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ	 … , ௡ሻ୘ a matriz do modelo e β = (β1, …, βp)ݔ
T o vetor de 

parâmetros.  

 

(iii) Função de ligação:  

 

A função de ligação é a função que relaciona os componentes aleatório e 

sistemático, isto é, relaciona a média ao preditor linear: 

௜ߟ ൌ ݃ሺߤ௜ሻ 

sendo g(·) uma função monótona e diferenciável. 

Quando uma função de ligação resulta no preditor linear da mesma forma que no 

parâmetro canônico, isto é,	ߟ௜ ൌ ݃ሺߤ௜ሻ ൌ  ௜, então a ligação é dita ligação canônicaߠ

(RODRÍGUEZ, 2007). Tais ligações simplificam o algoritmo de estimação dos 

parâmetros de interesse.  

Vale ressaltar que os parâmetros θi da família exponencial de distribuição não são 

de interesse direto na especificação do modelo, mas sim um conjunto de parâmetros    

β1, …, βp cuja combinação linear é igual a alguma função do valor esperado de Yi. 

Cordeiro e Demétrio (2007), Fox (2008) e Paula (2010) concordam que a escolha 

do GLM adequado depende da definição destes três componentes. A escolha da 

distribuição do componente aleatório está vinculada à natureza dos dados e ao seu 

intervalo de variação; a matriz do modelo, X, deve ser de posto completo; e a função de 

ligação depende do problema em particular. 

Cordeiro e Demétrio (2007) observam que, ao contrário do modelo de regressão 

clássico, nos GLM a variável resposta não é obtida a partir da aditividade entre a média 

μ e o erro aleatório ε. Portanto, define-se uma distribuição para a variável resposta que 

representa os dados, e não uma distribuição para o erro aleatório. 

 

 

1.4 Estimação dos parâmetros dos GLM 

 

 

Há vários métodos para a estimação dos parâmetros dos GLM. Neste trabalho será 

apresentado o método de máxima verossimilhança, que possui propriedades ótimas 

como consistência e eficiência assintótica. 

A estimativa de máxima verossimilhança para o vetor β envolve a resolução de 

um sistema de equações normalmente não linear. Assim, métodos numéricos se fazem 
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necessários. O método aqui desenvolvido será o método numérico de Newton-Raphson, 

com uma modificação feita por Fisher. Tal modificação provém de um algoritmo 

proposto por Fisher para o modelo probito, sendo posteriormente incorporada aos 

modelos logísticos e log-linear. Usada nos GLM, essa modificação acaba por 

simplificar o método de Newton-Raphson (AGRESTI,2007). 

Cordeiro e Demétrio (2007) descrevem o método da estimativa de máxima 

verossimilhança (EMV), dado por Nelder e Wedderman (1972), de forma muito 

didática, a qual será aqui reproduzida, com acréscimo de passagens não abordadas. 

 

 

1.4.1  Método numérico de Newton-Raphson 

 

 

Originalmente, o método Newton-Raphson (MNR) foi desenvolvido para 

determinar raízes de funções por processos numéricos. Ao longo dos anos, adaptações 

foram feitas para atender a outras necessidades, como a maximização da função de 

verossimilhança, que procura determinar ݔ de tal forma que ݂′ሺݔሻ ൌ 0, isto é, procura 

determinar as raízes da primeira derivada de uma função. 

O MNR é um processo iterativo baseado numa aproximação da série de Taylor 

em torno do ponto ݔ଴: 

݂ሺݔሻ ൌ ෍
ሺݔ െ ଴ሻݔ଴ሻ௡݂ሺ௡ሻሺݔ

݊!

ஶ

௡ୀ଴

,			com	݂ሺ଴ሻሺݔ଴ሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ. 

Assim, para uma aproximação até a primeira derivada (n = 0, 1) a aproximação 

para ݂ሺݔሻ é dada por:  

݂ሺݔሻ ൎ 	݂ሺݔ଴ሻ ൅ ሺݔ െ  .଴ሻݔ଴ሻ݂′ሺݔ

Desejando-se determinar x tal que ݂ሺݔሻ ൌ 0, basta fazer: 

݂ሺݔ଴ሻ ൅ ሺݔ െ ଴ሻݔ଴ሻ݂′ሺݔ ൎ 0 

ݔ ൎ ଴ݔ െ
݂ሺݔ଴ሻ

݂′ሺݔ଴ሻ
. 

No processo iterativo, o valor de x encontrado num passo torna-se o novo ponto 

(um novo ݔ଴) em torno do qual se desenvolverá uma nova aproximação para x. E assim 

sucessivamente. De uma forma mais geral, 

ሺ௠ାଵሻݔ ൌ ሺ௠ሻݔ െ
݂൫ݔሺ௠ሻ൯

݂ᇱ൫௫ሺ೘ሻ൯
 

ሺ௠ାଵሻݔ ൌ ሺ௠ሻݔ െ ൣ݂′൫ݔሺ௠ሻ൯൧
ିଵ
∙ ݂൫ݔሺ௠ሻ൯,																																ሺ1.6ሻ 
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sendo ݔሺ௠ାଵሻ o valor de x no passo (m + 1), ݔሺ௠ሻ o valor de x no passo (m) e ݂൫ݔሺ௠ሻ൯ e 

݂′൫ݔሺ௠ሻ൯ a função ݂ሺݔሻ e sua derivada avaliadas em ݔሺ௠ሻ. Esse processo é repetido até 

que se obtenha a convergência. 

A demonstração da interpretação geométrica do MNR, encontrada em Santos 

(1982), está baseada na Figura 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 1 – Interpretação gráfica do método de Newton-Raphson  
Fonte: Santos, 1982, p.63. 

 

No triângulo retângulo ܣ ,ܲܤܣ	é a localização de ݔ௜ no eixo ܱݔሬሬሬሬሬԦ, ܲ ൌ ሺݔ௜, ݂ሺݔ௜ሻሻ e 

 .ሬሬሬሬሬԦݔܱ ௜ାଵ obtido pela interseção da reta tangente à curva no ponto ܲ comݔ é o ponto ܤ

Portanto, 

tg	ߙ ൌ
݂ሺݔ௜ሻ

௜ݔ െ ௜ାଵݔ
. 

Por definição, tg	ߙ ൌ ݂′ሺݔ௜ሻ. Portanto, 

݂ᇱሺݔ௜ሻ ൌ
݂ሺݔ௜ሻ

௜ݔ െ ௜ାଵݔ
 

௜ݔ െ ௜ାଵݔ ൌ
݂ሺݔ௜ሻ

݂ᇱሺݔ௜ሻ
 

௜ାଵݔ ൌ ௜ݔ െ
݂ሺݔ௜ሻ

݂ᇱሺݔ௜ሻ
, 

que é a fórmula de recorrência do método, onde ݔ௜ corresponde a ݔሺ௠ሻ e ݔ௜ାଵ a ݔሺ௠ାଵሻ. 

A Figura 2 mostra geometricamente o MNR para várias iterações. 
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Figura 2 – Interpretação gráfica do método de Newton-Raphson para várias iterações 
Fonte: Ruggiero e Lopes, 2006, p. 68. 

 

Um dos critérios de convergência é dado pelo erro relativo entre duas iterações 

consecutivas: 

ቤ
ሺ௠ାଵሻݔ െ ሺ௠ሻݔ

ሺ௠ሻݔ ቤ ൏  ሺ1.7ሻ																																																		,ߦ

para ߦ suficientemente pequeno. 

A convergência ocorre rapidamente, pois é quadrática. Porém algumas condições 

devem ser satisfeitas para que possa ser garantida: 

(i) é preciso que ݂ሺݔሻ, ݂′ሺݔሻ e ݂′′ሺݔሻ sejam contínuas num intervalo aberto que 

contém a raiz; 

(ii) é preciso que, em cada passo, ݂′൫ݔሺ௠ሻ൯ seja diferente de zero. 

De maneira geral, afirmam Ruggiero e Lopes (1996), o MNR converge desde que 

 .଴ seja tomado “suficientemente próximo” da raizݔ

 

 

1.4.2  Estimador de máxima verossimilhança 

 

 

Seja f uma função de distribuição de probabilidade da família exponencial, com 

parâmetro de dispersão ߶ conhecido e ܽሺ߶ሻ ൌ ߶: 

݂ሺݕ௜; ,௜ߠ ߶ሻ ൌ exp ൜
1
߶
ሾݕ௜ߠ௜ െ ܾሺߠ௜ሻሿ ൅ ܿሺݕ௜, ߶ሻൠ, 

em que 

Eሺ ௜ܻሻ ൌ ௜ߤ ൌ ܾᇱሺߠ௜ሻ																																																				ሺ1.8ሻ 

r  x 

f(x) 

x0
x2  x1 
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௜ߤ݀
௜ߠ݀

ൌ ܾᇱᇱሺߠ௜ሻ ൌ ௜ܸ ൌ ܸሺߤ௜ሻ					ሺfunção	de	variânciaሻ 

Varሺ ௜ܻሻ ൌ ߶ܾᇱᇱሺߠ௜ሻ ൌ ߶ ௜ܸ 

௜ߠ݀
௜ߤ݀

ൌ ௜ܸ
ିଵ ⟹ ௜ߠ ൌ න ௜ܸ

ିଵ݀ߤ௜ ൌ  ሺ1.9ሻ																																		௜ሻ.ߤሺݍ

Da relação entre o componente sistemático e a função de ligação dos GLM, 

deduz-se que:  

௜ߟ ൌ෍ݔ௜௥ߚ௥ ൌ ࢞௜
୘ࢼ

௣

௥ୀଵ

																																																ሺ1.10ሻ 

௜ߟ ൌ ݃ሺߤ௜ሻ ⟹ ݃ିଵሺߟ௜ሻ ൌ  ሺ1.11ሻ																																									௜.ߤ

Pode-se, então, estabelecer a seguinte sequência: 

௜ߠ ൌ ,௜ሻߤሺݍ ௜ߤ		 ൌ ݃ିଵሺߟ௜ሻ,			ߟ௜ ൌ ࢞௜
୘ࢼ.																																ሺ1.12ሻ 

Desta forma, dado o vetor y, é possível definir o logaritmo neperiano da função de 

verossimilhança, isto é, a log-verossimilhança, ℓሺࣂ; ࢟ሻ como ℓሺࢼ; ࢟ሻ ൌ ℓሺࢼሻ, a partir 

da composição de funções: 

ℓሺࢼሻ ൌ
1
߶
෍ሾݕ௜ߠ௜ െ ܾሺߠ௜ሻሿ
௡

௜ୀଵ

൅෍ܿሺݕ௜, ߶ሻ.

௡

௜ୀଵ

																												ሺ1.13ሻ 

Por consequência, o vetor escore fica definido em função das derivadas parciais 

de primeira ordem da função ℓሺࢼሻ, com dimensão p: 

ሻࢼሺࢁ ൌ
߲ℓሺࢼሻ
ࢼ߲

. 

Usando a regra da cadeia para derivadas e observando a sequência de funções dada em 

(1.12), o vetor escore possui elemento típico 

௥ܷሺࢼሻ ൌ
߲ℓሺࢼሻ

௥ߚ߲
ൌ
1
߶
෍

݀ℓ௜
௜ߠ݀

௜ߠ݀
௜ߤ݀

௜ߤ݀
௜ߟ݀

௜ߟ߲
௥ߚ߲

௡

௜ୀଵ

. 

A partir de (1.13) e (1.8), de (1.9) e de (1.10), reescreve-se ௥ܷሺࢼሻ:  

௥ܷሺࢼሻ ൌ
1
߶
෍ሺݕ௜ െ ௜ሻߤ

1

௜ܸ

௜ߤ݀
௜ߟ݀

௜௥ݔ

௡

௜ୀଵ

ݎ							, ൌ 1,… ,  ሺ1.14ሻ																					݌

O sistema de equações ௥ܷሺࢼሻ ൌ 	ݎ ,0 ൌ 	1, … ,  leva a um estimador de máxima ݌

verossimilhança do vetor de parâmetros ࢼ. Como normalmente suas equações são não 

lineares, a estimação é feita pelo método numérico de Newton-Raphson, usando a 

modificação de Fisher, chamada de método escore de Fisher. 

Para usar o MNR será preciso estabelecer algumas analogias com a expressão 

(1.6). Primeiro é preciso lembrar que o que se deseja determinar é o vetor ࢼ෡ tal que a 
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log-verossimilhança seja máxima, isto é, um vetor ࢼ෡ de tal forma que as derivadas 

parciais de primeira ordem da função log-verossimilhança sejam identicamente nulas, 

ሻࢼሺࢁ ≡ ૙. Assim, à função ݂ far-se-á corresponder a matriz de derivadas parciais de 

primeira ordem da função log-verossimilhança, ࢁ; à primeira derivada de f 

corresponderá à matriz de derivadas parciais de segunda ordem da função log-

verossimilhança; à variável ݔ, o vetor ࢼ. Assim procedendo, tem-se que 

ሺ௠ାଵሻࢼ ൌ ሺ௠ሻࢼ െ ቂെ൫۸ሺ௠ሻ൯
ିଵ
ቃ  ሺ௠ሻ܃

ሺ௠ାଵሻࢼ ൌ ሺ௠ሻࢼ ൅ ൫۸ሺ௠ሻ൯
ିଵ
 ሺ1.15ሻ																																										ሺ௠ሻ,܃

sendo ࢼሺ௠ሻ e ࢼሺ௠ାଵሻ os vetores de parâmetros estimados nos passos (m) e (m +1), ܃ሺ௠ሻ 

o vetor escore avaliado no passo (m) e ൫۸ሺ௠ሻ൯
ିଵ

 a inversa da negativa da matriz de 

derivadas parciais de segunda ordem de ℓሺࢼሻ (todas as derivadas de segunda ordem 

obtidas a partir das derivadas de primeira ordem que compõem o vetor escore U), 

avaliada no passo (m). A matriz J é a matriz de informação observada, com elemento 

típico 

J௥௦ ൌ െ
߲ଶℓሺࢼሻ
௦ߚ௥߲ߚ߲

. 

Nem sempre estas derivadas são facilmente avaliadas. No caso dos GLM usa-se o 

método escore de Fisher, que em geral é mais simples, substituindo-se a matriz de 

informação observada, J, pela matriz de informação esperada de Fisher, K, com 

elemento típico 

Κ௥௦ ൌ െE ቈ
߲ଶℓሺࢼሻ
௦ߚ௥߲ߚ߲

቉ ൌ E ቈ
߲ℓሺࢼሻ
௥ߚ߲

߲ℓሺࢼሻ
௦ߚ߲

቉ 

Κ௥௦ ൌ
1
߶ଶ෍෍Eൣሺݕ௜ െ ௝ݕ௜ሻሺߤ െ ௝ሻ൧ߤ

1

௜ܸ

1

௝ܸ

௜ߤ݀
௜ߟ݀

௝ߤ݀
௝ߟ݀

௝௦ݔ௜௥ݔ

௡

௜ୀଵ

௡

௝ୀଵ

. 

Se ݅ ് ݆, tem-se que Eൣሺݕ௜ െ ௝ݕ௜ሻሺߤ െ ௝ሻ൧ߤ ൌ Covሺ ௜ܻ, ௝ܻሻ ൌ 0, pois ௜ܻ e ௝ܻ são 

independentes. Se i = j, Eሾሺݕ௜ െ ௜ሻଶሿߤ ൌ Varሺ ௜ܻሻ ൌ ߶ ௜ܸ. Assim, Κ௥௦ fica reduzido a: 

Κ௥௦ ൌ
1
߶ଶ෍߶ ௜ܸ ൬

1

௜ܸ
൰
ଶ

൬
௜ߤ݀
௜ߟ݀

൰
ଶ

௜௦ݔ௜௥ݔ

௡

௜ୀଵ

 

ൌ
1
߶
෍

1

௜ܸ
൬
௜ߤ݀
௜ߟ݀

൰
ଶ

௜௦ݔ௜௥ݔ

௡

௜ୀଵ

 

ൌ
1
߶
෍ݓ௜ݔ௜௥ݔ௜௦

௡

௜ୀଵ

, 
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sendo	ݓ௜ ൌ
1

௜ܸ
൬
௜ߤ݀
௜ߟ݀

൰
ଶ

	denominado	peso																																																																							ሺ1.16ሻ 

Portanto, a matriz K pode ser escrita como 

۹ ൌ ߶ିଵ܆୘܆܅,																																																						ሺ1.17ሻ 

sendo W = diag{w1, w2, …, wn} uma matriz diagonal de pesos que traz a informação 

sobre a distribuição e a função de ligação usadas e poderá incluir também um termo 

para peso a priori. No caso de ligações canônicas tem-se que wi = Vi, pois                  

௜ܸ ൌ ܸሺߤ௜ሻ ൌ  .௜ߟ݀/௜ߤ݀

Voltando à expressão (1.15), com a substituição da matriz J	pela matriz	K, obtém-

se: 

ሺ௠ାଵሻࢼ ൌ ሺ௠ሻࢼ ൅ ൫۹ሺ௠ሻ൯
ିଵ
 ሺ௠ሻ܃

۹ሺ௠ሻࢼሺ௠ାଵሻ ൌ ۹ሺ௠ሻࢼሺ௠ሻ ൅  ሺ1.18ሻ																																						ሺ௠ሻ.܃

Multiplicando e dividindo por ݀ߤ௜ ⁄௜ߟ݀  a expressão de ௥ܷሺࢼሻ em (1.14) obtém-se: 

௥ܷሺࢼሻ ൌ
1
߶
෍ሺݕ௜ െ ௜ሻߤ

1

௜ܸ
൬
௜ߤ݀
௜ߟ݀

൰
ଶ ௜ߟ݀
௜ߤ݀

௜௥ݔ

௡

௜ୀଵ

.						 

Logo,  

ሻࢼሺࢁ ൌ ܃ ൌ
1
߶
۵ሺ࢟܅୘܆ െ  ,ሻࣆ

onde ۵ ൌ diagሼ݀ߟଵ/݀ߤଵ, … , ௡ሽߤ݀/௡ߟ݀ ൌ diagሼ݃ᇱሺߤଵሻ, … , ݃ᇱሺߤ௡ሻሽ, sendo g a função de 

ligação. 

Substituindo as formas matriciais de K e U em (1.18), obtém-se: 

ሺ௠ାଵሻࢼ܆ሺ௠ሻ܅୘܆ ൌ ሺ௠ሻࢼ܆ሺ௠ሻ܅୘܆ ൅ ሺ௠ሻ۵ሺ௠ሻሺ࢟܅୘܆ െ  ሻࣆ

	ൌ ሺ௠ሻࢼ܆ሺ௠ሻൣ܅୘܆ ൅ ۵ሺ௠ሻሺ࢟ െ  ሻ൧ࣆ

	ൌ ሺ௠ሻࣁሺ௠ሻൣ܅୘܆ ൅ ۵ሺ௠ሻሺ࢟ െ  .ሻ൧ࣆ

A partir daí, define-se a variável dependente ajustada ܢ ൌ ࣁ ൅ ۵ሺ࢟ െ  ,ሻ. Logoࣆ

ሺ௠ାଵሻࢼ ൌ ൫܆୘܅ሺ௠ሻ܆൯
ିଵ
 ሺ1.19ሻ																															ሺ௠ሻ.ܢሺ௠ሻ܅୘܆

Cordeiro e Demétrio (2007) resumem o resultado acima, lembrando que: 

(i) a equação matricial (1.19) é válida para qualquer GLM; 

(ii) não depende do parâmetro de dispersão ߶; 

(iii) essa equação equivale a calcular repetidamente uma regressão linear ponderada 

(IWLS) de uma variável dependente ajustada z sobre a matriz X, usando uma função de 

peso W que se modifica durante o processo iterativo; 

(iv) as funções de variância e de ligação entram no processo iterativo através de W e de 

z; 
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(v) os zi ajustados são não correlacionados, pois Cov(z) = G Cov(Y) G = ߶ିࢃଵ, que é 

uma matriz diagonal. 

 

 

1.5 Algoritmo de estimação 

 

 

(i) Estimativa inicial para z 

 

Cada observação yi pode ser considerada uma estimativa para seu valor médio ߤ௜. 

A partir de (1.10) e (1.11) e de (1.16) pode-se escrever: 

௜ሺଵሻߟ ൌ ݃൫ߤ௜ሺଵሻ൯ ൌ ݃ሺݕ௜ሻ					e 

௜ሺଵሻݓ ൌ
1

ܸሺݕ௜ሻሾ݃ᇱሺݕ௜ሻሿଶ
. 

Para	m	=	1,	faz-se ࢠሺଵሻ ൌ  ,ሺଶሻࢼ ሺଵሻ, obtendo-seࣁ

ሺଶሻࢼ ൌ ൫܆୘܅ሺଵሻ܆൯
ିଵ
 	.ሺଵሻࣁሺଵሻ܅୘܆

Se a função ݃	não for definida para alguns valores de ݕ௜, o processo não poderá 

ser iniciado sem fazer os ajustes necessários, substituindo ࢟ por ሺ࢟ ൅  ሻ tal queࢉ

Eሾ݃ሺ࢟ ൅ ܿሻሿ seja o mais próximo possível de ݃ሺࣆሻ. Detalhes a respeito podem ser 

vistos em Cordeiro e Demétrio (2007). 

 

(ii) Cálculo de ࢼሺ࢓ା૚ሻ 

 

Para m ≥ 2, utiliza-se o cálculo iterativo apresentado em (1.19), a partir dos 

passos: 

 

(1o)  Obtenção das estimativas de ࣁ e ࣆ	

	

௜ሺ௠ሻߟ ൌ෍ݔ௜௥ߚ௥
ሺ௠ሻ

௣

௥ୀଵ

, 

௜ሺ௠ሻߤ ൌ ݃ିଵ൫ߟ௜ሺ௠ሻ൯. 

 

(2o)  Obtenção de ܢ e ܅	
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z௜
ሺ௠ሻ ൌ ௜ߟ

ሺ௠ሻ ൅ ݃ᇱቀߤ௜
ሺ௠ሻቁቀݕ െ ௜ߤ

ሺ௠ሻቁ, 

௜ሺ௠ሻݓ ൌ
1

ܸቀߤ௜
ሺ௠ሻቁ ቂ݃ᇱቀߤ௜

ሺ௠ሻቁቃ
ଶ. 

 

(3o)  Obtenção da estimativa de ࢼ	

 

ሺ௠ାଵሻࢼ ൌ ൫܆୘܅ሺ௠ሻ܆൯
ିଵ
 .ሺ௠ሻܢሺ௠ሻ܅୘܆

 

(iii) Verificação de convergência 

 

Fazendo analogia com o erro relativo apresentado em (1.7), um dos critérios de 

convergência para multivariada poderia ser: 

෍൭
௥ߚ
ሺ௠ାଵሻ െ ௥ߚ

ሺ௠ሻ

௥ߚ
ሺ௠ሻ ൱

ଶ௣

௥ୀଵ

൏  ,ߦ

tomando-se para ξ um valor suficientemente pequeno. 

 

 

1.6 Interpretações subjacentes ao método de Newton-Raphson 

 

 

Para melhor compreender as consequências do resultado (1.19) é preciso entender 

o que a própria fórmula traduz e o significado do vetor escore, da matriz de pesos e da 

matriz de informação de Fisher. 

Agresti (2007) trata a EMV como uma estimativa de quadrados mínimos (EMQ): 

“cada ciclo no MNR representa um tipo de ajuste de quadrados mínimos ponderados. 

Isto é, uma generalização dos quadrados mínimos ordinários que leva em consideração 

a não constância da variância”. Esta afirmação é justificada pela sequência de 

raciocínios dada a seguir. 

Em modelos lineares ordinários de posto completo (REGAZZI, 2010) a estimativa 

de quadrados mínimos (EMQ) para o vetor β é dada por: 

෡ࢼ ൌ ሺࢄ୘ࢄሻିଵࢄ୘ࢅ																																																				ሺ1.20ሻ 

Comparando a EMV dada em (1.19) com a expressão acima, verifica-se que: 

൫܆୘܅ሺ௠ሻ܆൯
ିଵ

 corresponde a ሺࢄ୘ࢄሻିଵ, porém apresentando uma ponderação pelo 
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peso; ܆୘܅ሺ௠ሻܢሺ௠ሻ corresponde a ࢄ୘ࢅ ponderado, sendo a variável dependente Y 

substituída por z, que é a variável dependente ajustada. Logo, a estimativa de máxima 

verossimilhança para os GLM é uma estimativa de quadrados mínimos.  

O vetor escore U, por ser constituído de todas as derivadas parciais de primeira 

ordem, ao ser igualado ao vetor nulo leva à pesquisa dos pontos críticos da função de 

verossimilhança ℓሺࢼሻ. A existência de ponto crítico indica não somente um máximo 

local, mas um máximo absoluto. Mas é preciso que exista esse ponto crítico. A Figura 3 

mostra duas curvas com concavidade para baixo, sendo que a primeira tem ponto de 

máximo e a segunda não. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3 – Funções com concavidade para baixo: (a) com ponto de máximo e (b) sem 
ponto de máximo 
 

Agresti (2007) mostra que a matriz de pesos W, por sua vez, tem na composição 

de seu elemento característico o inverso da variância. Isto quer dizer que quanto menor 

a variância de uma observação, maior será seu peso na determinação da estimativa do 

vetor β. Outra observação importante é que os pesos são recalculados em cada iteração, 

levando em consideração a não constância de variâncias (ausência de 

homocedasticidade) da variável resposta. 

 

Quanto à matriz de informação de Fisher, K, esta está associada à curvatura da 

função log-verossimilhança. Quanto maior a curvatura, isto é, quanto mais fechada a 

curva, maior a informação sobre o valor do parâmetro. A matriz de informação de 

Fisher fornece o desvio padrão de ࢼ෡, através da raiz quadrada dos elementos da 

diagonal de sua inversa. Logo, quanto maior a curvatura, menor o desvio padrão. Uma 

grande curvatura implica que o logaritmo da função de verossimilhança cai rapidamente 

à medida que β se afasta de ࢼ෡ (AGRESTI, 2007). Vale observar que um dos fatores 

componentes da matriz K é a matriz de pesos W. Esta matriz diagonal é não negativa. 

Quando positiva-definida, ela garante a existência de mínimos, mas se positiva-

(a) (b) 
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semidefinida, a matriz K apresentará em sua diagonal pelo menos um elemento igual a 

zero, levando a uma variância infinita para algum componente do vetor estimado ࢼ෡. 

 

 

1.7 Covariância e intervalo de confiança 

 

 

Como dito no item anterior, a informação de Fisher está associada ao desvio 

padrão de ࢼ෡. Assim, 

Cov෢ ൫ࢼ෡൯ ൌ ߶൫ࢄ୘܅෡ࢄ൯
ିଵ
, 

onde ܅෡  é a matriz de pesos avaliada em ࢼ෡, isto é, a matriz de covariância de ࢼ෡ é o 

inverso da matriz de informação de Fisher avaliada em ࢼ෡. 

A matriz ߶൫ࢄ୘܅෡ࢄ൯
ିଵ

é também a matriz de covariância assintótica de ࢼ෡, então a 

Var(ࢼ෡௥) é o elemento (r, r) dessa matriz. O intervalo de confiança a 100(1 – α)% para βr  

pode ser obtido por: 

ICሺߚ௥ሻଵି஑ ∶ መ௥ߚ േ ܼఈ
ଶ
ൣVar൫ߚመ௥൯൧

ଵ ଶ⁄
. 
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CAPÍTULO 2 – MODELO LOGÍSTICO 

 

 

Conhecido desde os anos 50 e popularizado por Cox em 1970, o modelo logístico 

ou modelo de regressão logística constitui um tipo especial de modelo linear 

generalizado – cujos aspectos teóricos básicos foram vistos no capítulo 1 – 

desenvolvido para o caso em que a variável resposta é categórica binária. Através dele 

pode-se avaliar o impacto que as variáveis explicativas exercem sobre a variável 

resposta (GARSON, 2010). 

A facilidade de interpretação dos parâmetros fez com que o modelo logístico se 

tornasse um dos principais métodos de modelagem estatística. Isto é notado no fato de 

que até mesmo quando a resposta de interesse não é originalmente do tipo binário, 

alguns pesquisadores têm dicotomizado a resposta de modo que a probabilidade de 

sucesso possa ser modelada através de regressão logística, como acontece em análise de 

sobrevivência discreta (PAULA, 2004). 

Neste capítulo serão introduzidos os conceitos necessários à compreensão de 

modelos binários e, em especial, o modelo de regressão logística. Para este será feita a 

adaptação do algoritmo de estimação bem como dos resultados obtidos para os GLM. 

 

 

2.1 Dados binários  

 

 

Em várias situações experimentais aparece a necessidade de trabalhar com 

variáveis discretas, cujos valores são categorizados, fugindo ao padrão de continuidade. 

Como exemplo, pode-se citar: a resposta a um tratamento de cisto no ovário foi 

“excelente”, “boa”, “razoável” ou “ruim”; um experimento envolvendo vários tipos de 

solo pode ter como resposta “houve germinação” ou “não houve germinação” da 

semente; uma pessoa pode pertencer a um grupo religioso “católico”, “protestante”, 

“evangélico”, “espírita”, “ateu”, “outros”; o tempo de falha de um equipamento pode 

ser “menor que 3 anos”, “entre 3 e 5 anos”, “maior que 5 anos”, o número de acidentes 

ocorridos num determinado período de tempo pode ser “0”, “1”, “2”, “3”,… Esse tipo 

de variável é chamada de categórica. 

Segundo Agresti (2007), variável categórica é uma variável qualitativa que tem 

uma escala de medidas definida em um conjunto de categorias. Escalas categóricas são 
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muito difundidas em ciências sociais e ciências médicas, mas também aparecem em 

psicologia, epidemiologia e saúde pública, educação, zoologia, agronomia, controle de 

qualidade industrial, marketing e muitas outras áreas. Essas variáveis podem aparecer 

num experimento tanto como variáveis explicativas quanto como variáveis respostas. 

Entende-se por variáveis explicativas, explanatórias, preditoras ou covariáveis as 

variáveis independentes, normalmente chamadas de variável ܺ; e por variáveis 

respostas, as variáveis dependentes, normalmente chamadas de variável ܻ. 

Agresti (2002) fala em dois tipos primários de variáveis categóricas: a ordinal e a 

nominal. Porém, apresenta também um terceiro tipo: as variáveis intervalares.  

No presente trabalho, as variáveis respostas serão do tipo categórico binário (ou 

dicotômico) – caso especial das variáveis categóricas ordinais – as quais podem 

apresentar apenas dois valores, representados genericamente por “fracasso” ou 

“sucesso” e sendo expressos na forma ordinal por 0 ou 1. Alguns exemplos:  

a) estudo da sobrevivência de enxertos de ameixeiras sob determinadas condições 

técnicas (“sobrevive” ou “não sobrevive”); 

b) estudo da “presença” ou “ausência” de um departamento de relação industrial numa 

firma, de acordo com o seu tamanho; 

c) estudo sobre a reincidência de determinado tipo de câncer após tratamento com 

quimioterapia, num espaço de 5 anos (“houve reincidência”, “não houve reincidência”); 

d) estudo sobre a necessidade de assistência técnica a um aparelho antes do término da 

garantia (“necessária”, “não necessária”). 

 

 

2.2 Modelos para dados binários 

 

 

Agresti (2002) faz a ponderação a seguir sobre os modelos para dados binários. 

Considere-se um experimento em que a variável resposta ܻ é binária, isto é, 

ܻ ൌ 1 para “sucesso” ou ܻ ൌ 0 para “fracasso”. Seja ܺ ൌ  a variável preditora à qual ݔ

se associa um dos valores que ܻ pode assumir com as seguintes probabilidades: 

Pሺܻ ൌ 1|	ܺ ൌ ሻݔ ൌ Pሺܻ	e	ሻݔሺߨ ൌ 0|	ܺ ൌ ሻݔ ൌ 	.ሻݔሺߨ–1

Isto é, a probabilidade de Y assumir qualquer um dos valores depende do valor que X 

assumir. Tem-se também que Eሺܻሻ ൌ Varሺܻሻ	e	ሻݔሺߨ ൌ  ሻ൯. Um fatoݔሺߨ–ሻ൫1ݔሺߨ

importante a observar é a ausência de homocedasticidade, visto que a variância de ܻ não 

é constante em todo o experimento, pois depende de cada valor que ܺ pode apresentar. 
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Na regressão linear ordinária, tem-se que Eሺܻሻ ൌ ߙ ൅  Analogamente, pode-se .ݔߚ

fazer: 

πሺݔሻ ൌ 	ߙ	 ൅  ሺ2.1ሻ																																																							ݔߚ	

Esta expressão, chamada de modelo linear de probabilidade, apresenta uma relação 

linear entre a probabilidade de x levar ao sucesso e o próprio x. Ou ainda, mostra que a 

variação de uma unidade em x provoca uma variação de β unidades na probabilidade de 

sucesso. 

Sabe-se que 0 ൑ ሻݔሺߨ ൑ 1, mas a função linear dada em (2.1) pode assumir 

qualquer valor na reta real, predizendo probabilidades menores que zero e maiores que 

um para algum ݔ suficientemente pequeno ou grande. O modelo pode fazer um ajuste 

adequado apenas para um intervalo restrito de valores para ݔ, como mostrado na     

Figura 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1 – Gráfico esperado para a probabilidade de sucesso (linha grossa) e gráfico 
encontrado para π(x) = α + βx 
Fonte: Ogliari, [200-], p. 5. 
 

Além disso, a relação entre ߨሺݔሻ e ݔ usualmente é não linear. Uma alteração fixa 

em ݔ pode produzir menos impacto quando a probabilidade está mais próxima de 0 ou 

de 1, isto é, próximos aos pontos de estabilização, do que quando se encontra no meio 

desse intervalo (AGRESTI, 2002). Na prática, ߨሺݔሻ cresce continuamente ou decresce 

continuamente conforme ݔ cresce. Assim, a forma sigmoide mostrada na Figura 2 é 

normalmente mais realista para representar a relação entre ݔ e ߨሺݔሻ. A questão toda é 

determinar qual função com forma sigmoide é a mais adequada. 

 

 

 

 

 

X 

E(Y) 

0 

1 

π(x) = α + βx 
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Figura 2 – Sigmoides da função logística 
Fonte: Agresti, 2007, p.71. 

 

Cordeiro e Demétrio (2007) apresentam outra visão do problema, a qual permite 

inferir sobre a função sigmoidal mais adequada. A partir de um ensaio do tipo dose-

resposta, definem uma nova variável, conhecida como variável de tolerância ou latente 

(threshold). A dose é a intensidade de um estímulo (inseticida, medicamento, voltagem, 

força) aplicada a um indivíduo (planta, animal, pessoa, resistor, bloco de concreto); a 

resposta é binária (morreu/não morreu, melhorou/não melhorou, queimou/não queimou, 

quebrou/não quebrou). Uma variável de tolerância define um limite a partir do qual a 

dose aplicada a um indivíduo começa a produzir o efeito desejado, isto é, a 

probabilidade de sucesso passa a ser 1. Cada indivíduo tem o seu nível de tolerância ou 

de latência. Seja ܶ a variável aleatória que representa o nível de tolerância. Sua f.d.p. 

pode ser representada tanto por uma curva simétrica como assimétrica (Figura 3).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Figura 3 – Dois tipos de distribuições de tolerância: (a) simétrica e (b) assimétrica 
Fonte: Cordeiro e Demétrio, 2007, p. 19. 
 

Num ensaio do tipo dose-resposta tudo que se sabe é que a tolerância de cada 

indivíduo está acima ou abaixo da dose a ele aplicada. Nestas condições, tem-se que : 

൜ ௜ܻ ൌ 1,			sempre	que	 ௜ܶ ൑ ௜ܺ

௜ܻ ൌ 0,			sempre	que		 ௜ܶ ൐ ௜ܺ
. 

Então, para uma dada dose ௜ܺ aplicada a um indivíduo ao acaso, 

dose 

f(
do

se
) 

f(
do

se
) 

dose 

(a) (b) 
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௜ߨ ൌ Pሺ ௜ܻ ൌ 1| ௜ܺሻ ൌ Pሺ ௜ܶ ൑ ௜ܺሻ. 

A Pሺܶ ൑ ܺሻ é a distribuição de probabilidade acumulada da variável de tolerância de 

todos os indivíduos da população. A curva da função acumulada de probabilidade tem a 

forma de uma sigmoide, como mostrada na Figura 4. 

O problema passa a ser encontrar uma curva sigmoide que se ajuste bem aos 

dados. Como se trata de modelos não lineares, mas lineares nos parâmetros, a ideia é 

que essa curva se transforme numa reta para que procedimentos usuais de regressão 

possam ser usados para a estimação. As curvas de distribuição de tolerância mais 

comuns estão apresentadas na Figura 5, com suas respectivas sigmoides. Para cada uma 

dessas sigmoides há uma função de linearização. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 4 – Área sob a curva de tolerância e correspondente distribuição acumulada 
Fonte: Cordeiro e Demétrio, 2007, p.20. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5 – Distribuições de tolerância e respectivas sigmoides 
Fonte: Cordeiro e Demétrio, 2007, p.20. 
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(i) Modelo probito (“Probability unit”) 

 

No modelo probito assume-se que ܶ	~	ܰሺߤ,  :ଶሻ. Sua f.d.p. é dada porߪ

௧݂ሺݐ; ,ߤ ሻߪ ൌ
1

ଶߪߨ2√
exp ቈെ

ሺݐ െ ሻଶߤ

ଶߪ2
቉. 

Desta forma 

ܼ ൌ
ܶ െ ߤ
ߪ

∼ ܰሺ0, 1ሻ	e 

௜ߨ ൌ Pሺܶ ൑ ௜ሻݔ ൌ P ൬ܼ ൑ െ
ߤ
ߪ
൅
1
ߪ
௜൰ݔ ൌ Pሺܼ ൑ ߙ ൅  ,௜ሻݔߚ

para ߙ ൌ െߤ ⁄ߪ  e ߚ ൌ 1 ⁄ߪ . Logo, 

௜ߨ ൌ Φሺߙ ൅  ,௜ሻݔߚ

que é uma função não linear em um conjunto linear de parâmetros, onde Φ(·) representa 

a função de distribuição normal padrão. A linearização é dada por: 

probit	ሺߨ௜ሻ ൌ Φିଵሺߨ௜ሻ ൌ ߙ ൅  .௜ݔߚ

 

(ii) Modelo logito (“Logistic unit”) 

 

A distribuição logística é similar à distribuição normal, com caudas mais longas. 

Se for assumido que ܶ tem esta distribuição logística com parâmetros ߤ ∈ Թ		e	߬ ൐ 0, 

sua f.d.p. será dada por: 

௧݂ሺݐ; ,ߤ ߬ሻ ൌ
1
߬
∙

exp ቀݐ െ ߤ
߬ ቁ

ቂ1 ൅ exp ቀݐ െ ߤ
߬ ቁቃ

ଶ ൌ
1
߬
∙

exp ቀെ߬ߤ ൅
1
߬ ቁݐ

ቂ1 ൅ exp ቀെ߬ߤ ൅
1
߬ ቁቃݐ

ଶ, 

com Eሺܶሻ ൌ e Varሺܶሻ ߤ ൌ ߙ ଶ߬ଶ/3. Na expressão acima, fazendoߨ ൌ–ߤ/߬ e ߚ ൌ 1/߬, 

a f.d.p. fica dada por:  

௧݂ሺݐ; ,ߙ ሻߚ ൌ
ఈାఉ௧݁ߚ

ሾ1 ൅ ݁ఈାఉ௧ሿଶ
. 

Sendo ߨ௜ ൌ Pሺܶ ൑ ௜ሻݔ ൌ  ௜ሻ, tem-se queݔሺܨ

௜ߨ ൌ ௜ሻݔሺܨ ൌ න
ఈାఉ௧݁ߚ

ሾ1 ൅ ݁ఈାఉ௧ሿଶ

௫೔

ିஶ
 ݐ݀

ൌ െ lim
௔→ିஶ

ቆ൤
1

1 ൅ ݁ఈାఉ௧
൨
௔

௫೔

ቇ 

ൌെ
1

1 ൅ ݁ఈାఉ௫೔
൅ 1 

Logo, 
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௜ߨ ൌ
݁ఈାఉ௫೔

1 ൅ ݁ఈାఉ௫೔
, 

que é uma função não linear num conjunto linear de parâmetros, podendo ser 

linearizada por  

logitሺߨ௜ሻ ൌ ݈݊ ൬
௜ߨ

1 െ ௜ߨ
൰ ൌ ݈݊൮

݁ఈାఉ௫೔
1 ൅ ݁ఈାఉ௫೔

1 െ ݁ఈାఉ௫೔
1 ൅ ݁ఈାఉ௫೔

൲ 

logitሺߨ௜ሻ ൌ ߙ ൅  .௜ݔߚ

 

Apesar dos modelos probito e logito serem similares, o último é mais simples de 

ser interpretado. Daí a sua popularização. 

 

(iii) Modelo complemento log-log 

 

Se for assumido que a variável ܶ tem distribuição de Gumbel, que é assimétrica, 

sua f.d.p. será dada por 

௧݂ሺݐ; ,ߙ ߬ሻ ൌ
1
߬
exp ൬

ݐ െ ߙ
߬

൰ ex݌ ൤െexp ൬
ݐ െ ߙ
߬

൰൨ , ߙ ∈ Թ, ߬ ൐ 0, 

com Eሺܶሻ ൌ ߙ ൅ e Varሺܶሻ ߬ߛ ൌ ߛ ଶ߬ଶ/6, sendoߨ ൎ 0,577216 o número de Euler 

definido a partir da função digama. Fazendo ߚଵ ൌ–ߙ/߬ e ߚଶ ൌ 1/߬ na expressão acima, 

resulta que 

௧݂ሺݐ; ,ଵߚ ଶሻߚ ൌ ଵߚexpሾ	ଶߚ ൅ ሿݐଶߚ ∙ ex݌ሾെexpሺߚଵ ൅  ሻሿݐଶߚ

ൌ ଵߚexpൣ	ଶߚ ൅ ݐଶߚ െ ݁ఉభାఉమ௧൧. 

Sendo ߨ௜ ൌ Pሺܶ ൑ ௜ሻݔ ൌ  ௜ሻ, obtém-seݔሺܨ

௜ߨ ൌ ௜ሻݔሺܨ ൌ න ݁ఉభାఉమ௧ି௘	ଶߚ
ഁభశഁమ೟

௫೔

ିஶ
 ݐ݀

ൌ lim
௔→ିஶ

න
݁ఉభାఉమ௧	ଶߚ

݁௘ഁభశഁమ೟
௫೔

௔
 ݐ݀

ൌ െlim
௔→ିஶ

ቀቂ݁ି௘
ഁభశഁమ೟ቃ

௔

௫೔
ቁ 

௜ߨ ൌ1 െ ݁ି௘
ഁభశഁమೣ೔ , 

que é uma função não linear num conjunto linear de parâmetros, podendo ser assim 

linearizada: 

1 െ ௜ߨ ൌ ݁ି௘
ഁభశഁమೣ೔  

െ݈݊ሺ1 െ ௜ሻߨ ൌ 	 ݁ఉభାఉమ௫೔ 

݈݊ሾെ݈݊ሺ1 െ ௜ሻሿߨ ൌ ଵߚ	 ൅  .௜ݔଶߚ
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2.3 O modelo logístico como GLM 

 

 

Os modelos logito, probito e complemento log-log são modelos lineares 

generalizados em que o componente aleatório segue distribuição binomial, as variáveis 

explicativas entram na forma de uma soma linear de seus efeitos sistemáticos e cada um 

desses modelos possui uma função de ligação monótona e diferenciável. A 

demonstração desses fatos será feita apenas para o modelo logístico (modelo logito) ou 

modelo de regressão logística. 

 

(i) Componente aleatório 

 

Considere-se um experimento cuja realização da variável resposta ܺ seja 

dicotômica, isto é, 1 para sucesso ou 0 para fracasso. Seja π a probabilidade de sucesso 

numa única tentativa, Neste caso, ܺ ~ Bernoulliሺߨሻ, cuja função de probabilidade é 

dada por: 

Pሺܺ ൌ ሻݔ ൌ   ሻଵ–௫ߨ–௫ሺ1ߨ

Se o experimento for executado m vezes, pode-se ter 0, 1, 2, …, m sucessos. O 

número de sucessos será dado por ݕ ൌ ∑ ௜ݔ	
௠
௜ୀଵ . Desta forma, ܻ ~ Binomial(m, ߨ), cuja 

função de probabilidade é dada por: 

݂ሺݕ;݉, ሻߨ ൌ ൬
݉
ݕ
൰ߨ௬ሺ1 െ ,ሻ௠ି௬ߨ com	ߨ ∈ ሾ0, 1ሿ	e	ܣ ൌ ሼ0, 1, 2, 3, … ,݉ሽ. 

Demétrio (2002) mostra que a distribuição binomial pertence à família 

exponencial de distribuições: 

݂ሺݕ;݉, ሻߨ ൌ exp ൜݈݊ ൤൬
݉
ݕ
൰ߨ௬ሺ1 െ  ሻ௠ି௬൨ൠߨ

݂ሺݕ;݉, ሻߨ ൌ exp ൜݈݊ ൬
݉
ݕ
൰ ൅ ߨ	݈݊	ݕ ൅ ሺ݉ െ ݈݊ሺ1	ሻݕ െ  ሻൠߨ

ൌ exp ൜ݕ	݈݊
ߨ

1 െ ߨ
൅݉	݈݊ሺ1 െ ሻߨ ൅ ݈݊ ൬

݉
ݕ
൰ൠ. 

Comparando com a função de distribuição da família exponencial dada em (1.4), 

݂ሺݕ௜; ,௜ߠ ߶ሻ ൌ exp ቄ ଵ

௔ሺథሻ
ሾݕ௜ߠ௜ െ ܾሺߠ௜ሻሿ ൅ ܿሺݕ௜, ߶ሻቅ, obtém-se: 

ܽሺ߶ሻ ൌ 1 

ߠ ൌ 	݈݊
ߨ

1 െ ߨ
⟹ ߨ ൌ

݁ఏ

1 ൅ ݁ఏ
																																																				ሺ2.2ሻ 

ܾሺߠሻ ൌ െ	݉	݈݊ሺ1 െ ሻߨ ൌ ݉	݈݊ሺ1 ൅ ݁ఏሻ 
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ܿሺݕ; ߶ሻ ൌ ݈݊ ൬
݉
ݕ
൰. 

Logo, a distribuição binomial é uma distribuição da família exponencial. 

 

(ii) Componente sistemático 

 

Sendo θ o preditor canônico, isto é, η(θ) = θ, das expressões (1.5) e (2.2) deduz-se 

que o componente sistemático fica definido por: 

௜ሻߠ௜ሺߟ ൌ ௜ߠ ൌ෍ݔ௜௥ߚ௥ ൌ ࢞௜
ሺ2.3ሻ																																										ࢼ்

௣

௥ୀଵ

 

 

(iii) Função de ligação canônica 

 

A função que liga o preditor linear à Eሺ ௜ܻሻ ൌ ݉௜ߨ௜ é obtida de (2.2) e (2.3): 

logitሺߨ௜ሻ ൌ ݈݊ ൬
௜ߨ

1 െ ௜ߨ
൰ ൌ ࢞௜

 .ࢼ்

Logo, ݃ሺߨ௜ሻ ൌ ݈݊ ቀ గ೔
ଵିగ೔

ቁ – que é a função de ligação – é monótona e diferenciável 

௜ߨ∀ ∈ ሿ0, 1ሾ. 

 

A Tabela 1 apresenta os componentes das distribuições de Bernoulli, binomial e 

binomial para proporções associados à família exponencial de distribuições. 
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2.4 Características do modelo logístico 

 

 

Segundo Garson (2010) a regressão logística é uma técnica estatística que tem por 

objetivo produzir, a partir de um conjunto de observações, um modelo que permita a 

estimação de valores tomados por uma variável categórica binária, a partir de uma série 

de variáveis explicativas contínuas ou binárias. Através dela pode-se determinar o 

percentual de variação na variável dependente que é explicado pelas variáveis 

independentes, predizer a chance de ocorrêcia de sucesso a partir de um conjunto de 

variáveis explicativas, determinar o efeito das variáveis independentes sobre a 

dependente, classificar a importância relativa das variáveis independentes, avaliar 

interações e compreender o impacto das variáveis explicativas (razão de chances). 

Como a regressão linear ordinária, a regressão logística requer que as observações 

sejam independentes. Mas, diversamente, não exige linearidade na relação entre as 

variáveis independentes e a dependente, a qual só é obtida pela função de ligação; não 

requer variáveis normalmente distribuídas nem homocedasticidade (item 2.2). 

Fox (2008) ressalta outras semelhanças entre o modelo de regressão logística e o 

regressão linear ordinário: a estimativa dos parâmetros regressores é feita através do 

método da máxima verossimilhança em ambos os casos; o teste de Wald e o teste da 

razão de verossimilhança (TRV) para os coeficientes comparam-se ao teste t e ao teste 

F; a deviance do modelo logístico é análoga à soma dos resíduos de quadrados mínimos 

para o modelo linear ordinário. 

Outra característica importante do modelo logístico, lembrada por Agresti (2007) 

é sua aplicação tanto em estudos prospectivos (dados experimentais) como em estudos 

retrospectivos (dados observacionais), nos quais a razão de chances é sempre possível 

de ser obtida e interpretada. 

 

 

2.5 Interpretação dos parâmetros do modelo logístico 

 

 

Seja o modelo logístico de regressão 

Eሺ ௜ܻሻ ൌ ௜ߨ ൌ
࢏࢞݁

೅ࢼ

1 ൅ ࢏࢞݁
೅ࢼ

 

com função de ligação 



30 
 

logitሺߨ௜ሻ ൌ ݈݊
௜ߨ

1 െ ௜ߨ
ൌ ࢏࢞

 ሺ2.4ሻ																																											,ࢼ்

no qual ࢞࢏
் ൌ ௜ଶݔ			௜ଵݔ			1ൣ 		…  ௜,௣ିଵ൧ é o vetor que contém as variáveis explicativas eݔ		

்ࢼ ൌ ଵߚ			଴ߚൣ  .௣ିଵ൧ é o vetor de parâmetrosߚ		…		

Quatro interpretações importantes podem ser feitas neste modelo: o nível mediano 

de efetividade, os pontos de estabilização, a chance e a razão de chances. 

 

(i) Nível mediano de efetividade 

 

Agresti (2007) apresenta uma interpretação para a inclinação da reta tangente à 

curva do modelo logístico (Figura 6), para um único parâmetro regressor, com objetivo 

de estabelecer o nível mediano de efetividade. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6 – Aproximação linear para a curva de regressão logística 
Fonte: Agresti, 2007, p. 100. 

 

Seja 

ሻݔሺߨ ൌ
݁ఉబାఉభ௫

1 ൅ ݁ఉబାఉభ௫
,																																																		ሺ2.5ሻ 

cuja derivada primeira de ߨሺݔሻ em relação a ݔ é dada por: 

ሻݔሺ′ߨ ൌ
ఉబାఉభ௫݁ߚ

ሺ1 ൅ ݁ఉబାఉభ௫ሻଶ
 

ൌ ߚ ∙
݁ఉబାఉభ௫

1 ൅ ݁ఉబାఉభ௫
∙

1
1 ൅ ݁ఉబାఉభ௫

.																				ሺ2.6ሻ 

Mas,  

1 െ ሻݔሺߨ ൌ 1 െ
݁ఉబାఉభ௫

1 ൅ ݁ఉబାఉభ௫
ൌ

1
1 ൅ ݁ఉబାఉభ௫

.																														ሺ2.7ሻ 
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Substituindo (2.5) e (2.7) em (2.6), obtém-se que 

ሻݔᇱሺߨ ൌ ሻሾ1ݔሺߨ	ߚ െ  ,ሻሿݔሺߨ

que é a inclinação da reta tangente à curva para um dado valor de ݔ. 

Por consequência, a inclinação da reta tangente para ߨሺݔሻ ൌ 0,90 é igual à de     

ሻݔሺߨ ൌ 0,10. A maior inclinação ocorre quando ߨሺݔሻ ൌ 0,50 e, neste caso,               

ݔ ൌ െߚ଴/ߚଵ, como mostrado a seguir: 

logitሺ0,50ሻ ൌ ଴ߚ ൅ ݔଵߚ ⟺ 

	⟺
0,50

1 െ 0,50
ൌ 	 ݁ఉబାఉభ௫ 

	⟺ ln 1 ൌ ln ݁ఉబାఉభ௫ 

	⟺ 0 ൌ ଴ߚ	 ൅  ݔଵߚ

	⟺ ݔ ൌ െ
଴ߚ
ଵߚ
. 

Este valor de ݔ é o nível mediano de efetividade, EL50, e representa o nível para o 

qual cada resposta (0 ou 1) tem 50% de probabilidade de ocorrer. Reportando ao ensaio 

dose-resposta, o nível mediano de efetividade seria o valor da dose para a qual haveria a 

possibilidade de ser efetiva (sucesso) para 50% dos casos e de não ser efetiva (falha) 

para os outros 50%. No gráfico da sigmoide, o ponto gerado pelo nível mediano de 

efetividade é também o ponto de inflexão (ponto A na Figura 7). 

 

(ii) Pontos de estabilização 

 

A curva sigmoide possui características interessantes (PIRES, 2008) representadas 

pelos pontos A, B e C dados por ሺݔ୅, ,ሻ	୅ሻݔሺߨ ሺݔ୆, ,େݔሺ	e	ሻ	୆ሻݔሺߨ  ,ሻ	େሻݔሺߨ

respectivamente, como mostrado na Figura 7. No ponto A a curva muda de concavidade 

(ponto de inflexão) e nos pontos B e C a curva apresenta mudança de direção (ponto de 

deflexão). 

Na sigmoide, o ponto de deflexão está associado ao ponto de curvatura máxima e 

é também chamado de ponto de estabilização. Em termos estatísticos, os pontos de 

estabilização dividem a sigmoide em regiões nas quais a relação probabilidade ߨሺݔሻ e 

variável explicativa x é diferente: uma alteração fixa para x provoca uma variação muito 

mais acentuada na probabilidade ߨሺݔሻ	para valores de ݔ entre ݔ୆ e ݔେ do que para 

pontos fora desse intervalo.  
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Figura 7 – Esquema gráfico para cálculo do ponto de estabilização 
Fonte: baseado em Venegas, Harris e Simon, 1998, p.390. 

Os pontos de estabilização de uma sigmoide qualquer podem ser calculados a 

partir da seguinte sequência de passos (VENEGAs; HARRIS; SIMON, 1998) (Figura 

7): (i) determinação da reta tangente que passa pelo ponto de inflexão, (ii) determinação 

das assíntotas horizontais da função, (iii) determinação dos pontos de interseção entre as 

assíntotas e a reta tangente (ݔ୆ e ݔେ), e (iv) avaliação dos valores de ݔ୆ e ݔେ na função 

da sigmoide (ߨ୆ e ߨେ, no gráfico dado). 

Como no item precedente, será considerada a curva logística com um único 

parâmetro regressor ߚଵ, (expressão (2.5)), cujo ponto de inflexão é dado por 

A ൌ ൬െ
଴ߚ
ଵߚ
,
1
2
൰. 

Considerando ߚ ൐ 0 (para ߚ ൏ 0 é similar), tem-se que o coeficiente angular, m, 

da reta tangente à curva no ponto A é dado por 

݉ ൌ ᇱߨ ൬െ
଴ߚ
ଵߚ
൰ ൌ

݁ߚ
ఉబାఉభ൬ି

ఉబ
ఉభ
൰

ቆ1 ൅ ݁
ఉబାఉభ൬ି

ఉబ
ఉభ
൰
ቇ
ଶ ൌ

ଵߚ
4
, 

sendo, então a equação da reta tangente 

ݕ ൌ
ݔଵߚ
4

൅
଴ߚ ൅ 2
4

. 

No caso da função logística, as assíntotas horizontais são dadas por ݕ ൌ 0 e  
ݕ ൌ 1, cujas interseções com a reta tangente podem ser calculadas pela resolução dos 
sistemas 

 

൝
ݕ ൌ 0

ݕ ൌ
ݔଵߚ
4

൅
଴ߚ ൅ 2
4

						e						 ൝
ݕ ൌ 1

ݕ ൌ
ݔଵߚ
4

൅
଴ߚ ൅ 2
4

	, 

gerando soluções, respectivamente iguais a 

xC xB 

πC 

πB 

0,50 

π 

x 

1 

C

B

A

xA 



33 
 

୆ݔ	 ൌ
െߚ଴ െ 2

ଵߚ
				e				ݔେ ൌ

െߚ଴ ൅ 2
ଵߚ

. 

As probabilidades para esses valores de x são dadas por: 

ߨ ൬
െߚ଴ െ 2

ଵߚ
൰ ൌ

݁ିଶ

1 ൅ ݁ିଶ
					e					ߨ ൬

െߚ଴ ൅ 2
ଵߚ

൰ ൌ
݁ଶ

1 ൅ ݁ଶ
. 

Logo, 

ߨ ൬
െߚ଴ െ 2

ଵߚ
൰ ൎ 0,12					e					ߨ ൬

െߚ଴ ൅ 2
ଵߚ

൰ ൎ 0,88. 

Assim, 

B ൌ ൬
െߚ଴ െ 2

ଵߚ
,			0,12൰ 					e					C ൌ ൬

െߚ଴ ൅ 2
ଵߚ

,			0,88൰, 

que são os pontos de estabilização. 

Observa-se que as probabilidades acima independem dos valores de ߚ଴ e ߚଵ, o que 

quer dizer que em todas as curvas logísticas com um único parâmetro regressor os 

valores das probabilidades nos pontos de estabilização são sempre os mesmos. Devido à 

simetria da curva em relação ao nível mediano de efetividade, também se observa que 

ߨ ൬
െߚ଴ ൅ 2

ଵߚ
൰ ൅ ߨ ൬

െߚ଴ െ 2
ଵߚ

൰ ൌ 1. 

 

(iii) Chance (odds) 

 

Chama-se de chance ou risco de ocorrência do evento ௜ܻ ൌ 1 dado ࢄ ൌ  à razão ࢏࢞

entre a probabilidade de ocorrência e a de não ocorrência do evento: 

chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ሻ࢏࢞ ൌ
௜ߨ

1 െ ௜ߨ
.																																							ሺ2.8ሻ 

Comparando esta expressão com a expressão (2.4), verifica-se que a função de 

ligação logito nada mais é que o logaritmo neperiano da chance de ocorrência de um 

evento. Assim, usando as expressões (2.2) e (2.3) e substituindo em (2.8) deduz-se que 

em regressão logística a chance de ocorrência do evento ௜ܻ ൌ 1 dado ࢄ ൌ  :é dada por ࢏࢞

chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ሻ࢏࢞ ൌ
௜ߨ

1 െ ௜ߨ
ൌ
			 ࢏࢞݁

౐ࢼ

	1 ൅ ࢏࢞݁
౐ࢼ	
			

	 1
	1 ൅ ࢏࢞݁

౐ࢼ	
	

 

chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ሻ࢏࢞ ൌ ࢏࢞݁
౐ࢼ. 

Fazendo ࢼ ൌ ሾߚ଴ ⋯ ௥ߚ ௣ିଵሿ୘ e seߚ ൌ 0 para ݎ ൌ 1,… , ݌ െ 1, então as 
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chances serão iguais para todo ࢄ ൌ isto é, chanceሺ ,࢏࢞ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ሻ࢏࢞ ൌ ݁ఉబ,  .࢏࢞∀

Agresti (2007) ressalta que chance não é probabilidade, mas uma razão entre 

probabilidades, podendo, assim, assumir qualquer valor não negativo. Quanto mais a 

probabilidade de ocorrência de um evento se aproxima de zero, mais a sua chance de 

ocorrência se aproxima de zero também; por outro lado, quanto mais a probabilidade de 

ocorrência de um evento se aproxima de 1, maior se torna a sua chance de ocorrência, 

teoricamente tendendo ao infinito. 

Quando a chance de ocorrência de um evento é igual a 1 isto quer dizer que a 

probabilidade de ocorrência ou não de um evento são iguais, isto é, ambas iguais a 0,50, 

o que representa um equilíbrio entre sucesso e fracasso. Assim o valor 1 para a chance 

pode ser tomado como base de análise. Se a chance for menor do que 1, então a 

probabilidade de sucesso é menor que a probabilidade de fracasso; se a chance for maior 

do que 1, então a probabilidade de sucesso é maior que a probabilidade de fracasso. 

Para melhor entender o conceito de chance, considere-se o exemplo descrito a 

seguir.  

Na calçada de uma rua há um buraco que tem provocado alguns acidentes. Um 

morador local verificou que 80% dos cegos e 10% dos não cegos caem no buraco. 

Pretende-se determinar a chance que têm um cego e um não cego de caírem no buraco. 

Considerando como “sucesso” cair no buraco e os dados do problema, obtém-se:  

Pሺܻ ൌ 1|ܺ ൌ cegoሻ ൌ 0,80 e Pሺܻ ൌ 0|ܺ ൌ cegoሻ ൌ 1 െ 0,80 ൌ 0,20 

Pሺܻ ൌ 1|ܺ ൌ não	cegoሻ ൌ 0,10 e Pሺܻ ൌ 0|ܺ ൌ não	cegoሻ ൌ 1 െ 0,10 ൌ 0,90 

Portanto, 

chanceሺܻ ൌ 1|ܺ ൌ cegoሻ ൌ
0,80
0,20

ൌ
8
2
ൌ
4
1

 

chanceሺܻ ൌ 1|ܺ ൌ não	cegoሻ ൌ
0,10
0,90

ൌ
1
9
ൎ 0,11 

Interpretando as chances obtidas, verifica-se que um cego em particular tem 

chance de 4 para 1 de cair no buraco comparado a não cair, isto é, em 10 vezes que 

passar por aquela calçada é de se esperar que 8 vezes o cego caia no buraco contra 2 

para não cair. Para um não cego particular, de 10 vezes que passar por este mesmo 

lugar, a chance de cair é de 1 contra 9 de não cair. Como era previsível, a chance de um 

cego cair no buraco é bem maior que a chance de um não cego.  
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(iv) Razão de chances (odds ratio) 

 

A razão de chances é utilizada para comparar as chances de dois indivíduos, 

avaliando o quanto a chance de um indivíduo é maior ou menor que a chance de outro. 

Por definição, a razão de chances, OR, entre dois indivíduos quaisquer ݔ௜ e ݔ௝ é dada 

por: 

ܱܴ൫࢞࢏, ࢞࢐൯ ൌ
chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ሻ࢏࢞

chance൫ ௝ܻ ൌ 1หࢄ ൌ ࢞࢐൯
. 

Supondo que ܱܴ൫࢞࢏, ࢞࢐൯ ൌ ݇, ݇ ∈ Թ, então: 

chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ሻ࢏࢞

chance൫ ௝ܻ ൌ 1หࢄ ൌ ࢞࢐൯
ൌ ݇ ⟹ chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ሻ࢏࢞ ൌ ݇ ∙ chance൫ ௝ܻ ൌ 1หࢄ ൌ ࢞࢐൯. 

Isto quer dizer que a chance de ocorrência do evento ௜ܻ ൌ 1 dado ࢄ ൌ  ݇ é ࢏࢞

vezes a chance de ocorrência do evento ௝ܻ ൌ 1 dado ࢄ ൌ ࢞࢐. 

Fazendo uso do exemplo anterior, tem-se que a razão de chances de cair no buraco 

entre um cego e um não cego é dada por: 

ܱܴሺcego, não	cegoሻ ൌ
chanceሺܻ ൌ 1|ܺ ൌ cegoሻ

chanceሺܻ ൌ 1|ܺ ൌ não	cegoሻ 

	ܱܴሺcego, não	cegoሻ ൌ
4
1ൗ

1
9ൗ

 

	ܱܴሺcego, não	cegoሻ ൌ
36
1

 

Logo, a chance de um cego cair no buraco é 36 vezes maior do que a de um não 

cego. 

Na regressão logística, a razão de chances leva à interpretação das componentes 

do vetor ࢼ. Supondo que os vetores ࢞࢏ e ࢞࢐ diferem entre si de uma unidade apenas na 

componente ݏ, isto é, a componente ݏ do vetor ࢞࢐ é igual a ሺݔ௜௦ ൅ 1ሻ e as demais são 

todas iguais: ࢞࢏
் ൌ ௜ଵݔ			1ൣ ௜௦ݔ		…		 ࢐࢞ ௜,௣ିଵ൧ eݔ			…	

் ൌ ௜ଵݔ			1ൣ ௜௦ݔ		…		 ൅  .௜,௣ିଵ൧ݔ			…	1

Define-se a razão de chances, OR, entre dois vetores ࢞࢐ e ࢞࢏ por: 

ܱܴሺ࢞࢐, ሻ࢏࢞ ൌ
chanceሺ ௝ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ࢞࢐ሻ

chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ሻ࢏࢞
 

ൌ
expൣߚ଴ ൅ ଵݔଵߚ ൅ ⋯൅ ௜௦ݔ௦ሺߚ ൅ 1ሻ ൅ ௜,௣ିଵ൧ݔ௣ିଵߚ⋯

expൣߚ଴ ൅ ଵݔଵߚ ൅ ⋯൅ ௜௦ݔ௦ߚ ൅ ௜,௣ିଵ൧ݔ௣ିଵߚ⋯
				 

ൌ exp൛ൣߚ଴ ൅ ଵݔଵߚ ൅ ⋯൅ ௜௦ݔ௦ߚ ൅ ௦ߚ ൅ ௜,௣ିଵ൧ݔ௣ିଵߚ⋯ െ 

െൣߚ଴ ൅ ଵݔଵߚ ൅ ⋯൅ ௜௦ݔ௦ߚ ൅  ௜,௣ିଵ൧ൟݔ௣ିଵߚ⋯
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Logo, 

ܱܴ൫࢞࢐, ൯࢏࢞ ൌ ݁ఉೞ,																																																								ሺ2.9ሻ 

isto é, chanceሺ ௝ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ࢞࢐ሻ ൌ ݁ఉೞ ∙ 	chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ  ሻ, ficando bem clara a࢏࢞

interpretação do parâmetro ߚ௦: a chance de sucesso dado ࢄ ൌ ࢞࢐ é ݁ఉೞ vezes a chance 

de sucesso dado ࢄ ൌ  seja binária ou ࢏࢞ do vetor ݏ Ainda que a componente .࢏࢞

indicadora, a interpretação do parâmetro ߚ௦ continua sendo possível e de fácil 

compreensão, como pode ser visto no exemplo a seguir, usado por Ogliari ([200-]). 

Um estudo na área da saúde está investigando um surto epidêmico de uma doença 

transmitida por um mosquito. Indivíduos foram aleatoriamente selecionados em dois 

setores de uma cidade para determinar se a pessoa tinha recentemente contraído a 

doença em estudo. Três variáveis preditoras foram incluídas no estudo: idade, status 

socioeconômico da família e o setor da cidade. A idade ( ଵܺ) é uma variável quantitativa; 

o status socioeconômico é uma variável com 3 categorias, sendo representada pelo par 

de variáveis indicadoras ሺܺଶ, ܺଷሻ, onde (0, 0) representa a classe alta (tomada como 

referência, por se esperar menor taxa de casos da doença nesta classe), (1, 0) a classe 

média e (0, 1) a classe baixa; para o setor da cidade também foi usada uma variável 

indicadora ܺସ, onde 0 representa o setor 1 (referência, por ter apresentado menos casos 

da doença) e 1 para o setor 2. A variável resposta Y foi codificada como 1 se a doença 

estava presente, e 0 em caso contrário. O primeiro propósito da análise foi verificar a 

força de associação entre as variáveis preditoras e a probabilidade de uma pessoa ter 

contraído a doença. 

Foi ajustado o seguinte modelo logístico: 

ߨ ൌ
݁ఎ

1 ൅ ݁ఎ
 

sendo ߟ ൌ ଴ߚ ൅ ଵߚ ଵܺ ൅ ଶܺଶߚ ൅ ଷܺଷߚ ൅  .ସܺସߚ

Foram obtidas as seguintes estimativas de máxima verossimilhança da função de 

regressão logística: ߚመ଴ = -2,3129, ߚመଵ = 0,02975, ߚመଶ = 0,4088, ߚመଷ = -0,30525,                

 .መସ = 1,5747ߚ

Para fazer a interpretação dos parâmetros é preciso que apenas uma das variáveis 

sofra modificação, mantendo-se as demais fixas. 

A razão de chances entre dois indivíduos com diferença de 1 ano na idade, mas de 

mesmo status socioeconômico e morador do mesmo setor da cidade, é dada por: 

ܱ෢ܴ ൌ ݁ఉ෡భ ൌ ݁଴,଴ଶଽ଻ହ ൌ 1,03. 
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Este resultado mostra que cada ano que se adiciona à idade aumenta em 3% a chance de 

uma pessoa ter contraído a doença, mantendo-se fixos o status socioeconômico e o setor 

da moradia. 

A razão de chances entre indivíduos moradores do setor 2 e do setor 1, mas com 

mesma idade e status socioeconômico, é dada por: 

ܱ෢ܴ ൌ ݁ఉ෡ర ൌ ݁ଵ,ହ଻ସ଻ ൌ 4,83. 

O que quer dizer que a chance de um morador do setor 2 ter contraído a doença é quase 

5 vezes maior do que um morador do setor 1. 

A razão de chances entre um indivíduo da classe média e outro da classe alta, mas 

ambos da mesma idade e morando no mesmo setor da cidade, é dada por: 

ܱ෢ܴ ൌ ݁ఉ෡మ ൌ ݁଴,ସ଴଼଼ ൌ 1,51. 

Este valor indica que a chance de uma pessoa da classe média ter contraído a doença é 

50% maior que uma pessoa da classe alta. 

A razão de chances entre um indivíduo da classe baixa e outro da classe alta, mas 

ambos da mesma idade e morando no mesmo setor da cidade, é dada por: 

ܱ෢ܴ ൌ ݁ఉ෡య ൌ ݁ି଴,ଷ଴ହଶହ ൌ 0,74, 

indicando que a chance de uma pessoa da classe baixa ter contraído a doença é 26% 

menor que de uma pessoa da classe alta. É importante observar que neste percentual a 

classe alta foi tomada como base. Fazendo o contrário, ter-se-ia 36% a mais chance para 

um indivíduo da classe alta em relação à classe baixa. Este valor teria sido diretamente 

obtido se a razão de chances tivesse sido calculada do indivíduo da classe alta para o da 

classe baixa: 

ܱ෢ܴ ൌ 1/݁ఉ෡య ൌ ݁଴,ଷ଴ହଶହ ൌ 1,36. 

A observação acima representa uma das propriedades da razão de chances, que será 

vista mais adiante. 

Seria ainda possível calcular a razão de chances entre dois indivíduos tomados da 

classe baixa e da classe média, moradores do mesmo setor e com a mesma idade. 

Usando-se a definição de razão de chances obtém-se a expressão: 

ܱ෢ܴ ൌ ݁ఉ෡మିఉ෡య ൌ ݁଴,଻ଵସହ ൌ 2,04, 

a qual mostra que a chance de um indivíduo da classe média ter contraído a doença é o 

dobro (100% maior) da chance de um indivíduo da classe baixa. 

Propriedades da razão de chances (AGRESTI, 2007): 

a) A razão de chances pode assumir qualquer valor não negativo. 
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b) Se ܱܴ൫࢞࢐, ൯࢏࢞ ൌ 1, então chance൫ ௝ܻ ൌ 1หࢄ ൌ ࢞࢐൯ ൌ chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ  ,ሻ e࢏࢞

consequentemente, ߨ௝ ൌ  e ࢏࢞ ௜. Este caso representa a situação de independência entreߨ

࢞࢐. 

c) Se ܱܴ൫࢞࢐, ൯࢏࢞ ൐ 1, então ߨ௝ ൐  .௜ߨ

d) Se ܱܴ൫࢞࢐, ൯࢏࢞ ൏ 1, então ߨ௝ ൏  .௜ߨ

e) As razões de chances ܱܴ൫࢞࢐, ,࢏൯ e ܱܴ൫࢞࢏࢞ ࢞࢐൯ representam a mesma força de 

associação, porém em direções opostas, sendo ܱܴ൫࢞࢏, ࢞࢐൯ ൌ 1/ܱܴ൫࢞࢐,  .൯࢏࢞

 

 

2.6 Estimação dos parâmetros 

 

 

Considerando o modelo logístico com componente aleatório                  

௜ܻ ~ Binomialሺ݉௜,  ௜ሻ, e usando os resultados obtidos nos itens 1.4.2, 1.5 e 2.3, tem-seߨ

que: 

logitሺߨ௜ሻ ൌ ln
௜ߨ

1 െ ௜ߨ
 

Eሺ ௜ܻሻ ൌ ݉௜ߨ௜ ൌ  ௜ߤ

௜ߠ ൌ 	ln
௜ߨ

1 െ ௜ߨ
⟹ ௜ߠ ൌ 	ln

௜ߤ
݉௜ െ ௜ߤ

 

ܽሺ߶ሻ ൌ ߶ ൌ 1 

ܾሺߠ௜ሻ ൌ ݉௜ ln൫1 ൅ ݁ఏ೔൯ 

ܾᇱሺߠ௜ሻ ൌ ݉௜
݁ఏ೔

1 ൅ ݁ఏ೔
ൌ  ௜ߤ

ܾᇱᇱሺߠ௜ሻ ൌ ݉௜
݁ఏ೔

ሺ1 ൅ ݁ఏ೔ሻଶ
ൌ ௜ܸ ⟹ ௜ܸሺߤ௜ሻ ൌ

௜ߤ
݉௜

ሺ݉௜ െ  ௜ሻߤ

௜ߟ ൌ ࢞௜
୘ࢼ 

݃ሺߤ௜ሻ ൌ ௜ߟ ൌ ln
௜ߤ

݉௜ െ ௜ߤ
ൌ  canônicaሻ	ligação	de	ሺfunção				௜ߠ

݃ିଵሺߟ௜ሻ ൌ ௜ߤ ൌ
݉௜݁ఎ೔

1 ൅ ݁ఎ೔
 

݃′ሺߤ௜ሻ ൌ
݉௜

௜ሺ݉௜ߤ െ ௜ሻߤ
ൌ
1

௜ܸ
 

Os resultados apresentados acima são necessários para a construção das matrizes 

envolvidas na estimação do vetor de parâmetros β. 
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܆ ൌ ൦

ଵଵݔ ଵଶݔ ⋯ ଵ௣ݔ
ଶଵݔ ଶଶݔ ⋯ ଶ௣ݔ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
௡ଵݔ ௡ଶݔ ⋯ ௡௣ݔ

൪ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ଵ࢞ۍ

୘

࢞ଶ
୘

⋮
࢞௡୘ے
ۑ
ۑ
ې
,    ࢟ ൌ ൦

ଵݕ
ଶݕ
⋮
௡ݕ

൪,    ࢼ ൌ ൦

ଵߚ
ଶߚ
⋮
௣ߚ

൪,    ࢓ ൌ ൦

݉ଵ
݉ଶ
⋮
݉௡

൪, 

ࣁ ൌ ࢼ܆ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ଵߚଵଵݔ ൅ ଶߚଵଶݔ ൅ ⋯൅ ௣ߚଵ௣ݔ
ଵߚଶଵݔ ൅ ଶߚଶଶݔ ൅ ⋯൅ ௣ߚଶ௣ݔ

⋮
ଵߚ௡ଵݔ ൅ ଶߚ௡ଶݔ ൅ ⋯൅ ے௣ߚ௡௣ݔ

ۑ
ۑ
ې
ൌ

ۏ
ێ
ێ
ଵ࢞ۍ

୘ࢼ
࢞ଶ
୘ࢼ
⋮

࢞௡୘ےࢼ
ۑ
ۑ
ې
 

As seguintes matrizes são necessárias para o desenvolvimento do algoritmo de 

estimação: 

௜ߤ		onde									௡ൈଵ,ࣆ ൌ ݉௜
݁ఎ೔

1 ൅ ݁ఎ೔
 

,௡ൈଵࢂ onde		 ௜ܸ ൌ
௜ሺ݉௜ߤ െ ௜ሻߤ

݉௜
 

܅								,௡ൈ௡܅ ൌ diagሺ ଵܸ, ଶܸ, … , ௡ܸሻ 

۵௡ൈ௡, ۵ ൌ ଵି܅ ൌ diagሺ1/ ଵܸ, 1/ ଶܸ, … , 1/ ௡ܸሻ 

 

(i) Estimativa inicial para ܢ e ࢼ 

 

௜ߤ ൌ  ௜ݕ

z௜
ሺଵሻ ൌ ௜ߟ

ሺଵሻ ൌ ݃ሺݕ௜ሻ ൌ ln
௜ݕ

݉௜ െ ௜ݕ
																																																																														ሺ2.9ሻ 

ሺଶሻࢼ ൌ ൫܆୘܅ሺଵሻ܆൯
ିଵ
௜ݓ			sendo		ሺଵሻ,ࣁሺଵሻ܅୘܆

ሺଵሻ ൌ
௜ሺ݉௜ݕ െ ௜ሻݕ

݉௜
 

 

 

 

(ii) Cálculo de ࢼሺ࢓ା૚ሻ 

 

(1o) Obtenção das estimativas de ࣁ e ࣆ 

 

௜ሺ௠ሻߟ ൌ෍ݔ௜௥ߚ௥
ሺ௠ሻ

௣

௥ୀଵ

 

௜ሺ௠ሻߤ ൌ
݉௜݁ఎ೔

ሺ೘ሻ

1 ൅ ݁ఎ೔ሺ೘ሻ 

 

(2o) Obtenção das estimativas de ܢ e ܅ 
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z௜
ሺ௠ሻ ൌ ௜ߟ

ሺ௠ሻ ൅
݉௜

௜ሺ௠ሻሺ݉௜ߤ െ ௜ሺ௠ሻሻߤ
ቀݕ௜ െ ௜ߤ

ሺ௠ሻቁ 

	ൌ ௜ߟ
ሺ௠ሻ ൅

௜ሺ௠ሻߤ

1 ൅ ݁ఎ೔ሺ೘ሻ ቀݕ െ ௜ߤ
ሺ௠ሻቁ 

௜ሺ௠ሻݓ ൌ
௜ሺ௠ሻሺ݉௜ߤ െ ௜ሺ௠ሻሻߤ

݉௜
 

	ൌ
௜ሺ௠ሻߤ

1 ൅ ݁ఎ೔ሺ೘ሻ 

 

(3o) Obtenção da estimativa de ࢼ	

 

ሺ௠ାଵሻࢼ ൌ ൫܆୘܅ሺ௠ሻ܆൯
ିଵ
,ሺ௠ሻܢሺ௠ሻ܅୘܆ ݉ ൒ 2, até que  

෍൭
௥ߚ
ሺ௠ାଵሻ െ ௥ߚ

ሺ௠ሻ

௥ߚ
ሺ௠ሻ ൱

ଶ௣

௥ୀଵ

൏  ߦ

 

Como pode ser observado em (2.9), se para algum ݅, ݕ௜ ൌ 0 ou ݕ௜ ൌ ݉௜, não será 

possível o cálculo do valor inicial de ܢ. Esse problema é resolvido através de um ajuste 

para o valor de ࢟ chamado de penalização. 

 

 

2.7 Outras estimativas 

 

 

A partir de ࢼ෡, a estimativa do vetor de parâmetros ࢼ obtida pelo MNR, pode-se 

calcular todas as outras estimativas e realizar teste de hipóteses: 

 

a) Vetor preditor linear: 

 

௜ߟ̂ ൌ ෍ݔ௜௥ߚመ௥

௣

௥ୀଵ

 

 

b) Vetor média 
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௜ߤ̂ ൌ
݉௜݁ఎෝ೔

1 ൅ ݁ఎෝ೔
 

c) Matriz de pesos 

 

ෝ௜ݓ ൌ
௜ߤ̂

1 ൅ ݁ఎෝ೔
 

 

d) Vetor escore 

 

U෡௥ ൌ෍ݔ௜௥ሺݕ௜ െ ௜ሻߤ̂

௡

௜ୀଵ

 

 

e) Matriz de informação de Fisher 

 

Κ෡௥௦ ൌ෍ݔ௜௥ݓෝ௜ݔ௜௦

௡

௜ୀଵ

 

 

f) Chance 

 

logitሺߨො௜ሻ ൌ ݈݊
ො௜ߨ

1 െ ො௜ߨ
ൌ ࢏࢞

෡ࢼ் ൌ  ௜ߟ̂

chanceሺߨො௜ሻ ൌ ݁ఎෝ೔ 

 

g) Razão de chances 

 

ܱ෢ܴ ሺ࢞࢏, ࢞࢐ሻ ൌ ݁൫࢞࢐࢞ି࢏൯ࢼ෡,  
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CAPÍTULO 3 – REGRESSÃO LOGÍSTICA COM EFEITO ALEATÓRIO 

 

 

Dados binários correlacionados ocorrem frequentemente em muitos campos de 

estudo e podem ter diferentes delineamentos, como os dados longitudinais onde as 

respostas são mensuradas no mesmo indivíduo repetidamente ao longo do tempo, 

estudos genéticos onde membros de uma família estão intimamente relacionados, ou 

estudos em agricultura onde os agrupamentos são naturalmente definidos. Não 

importando como o estudo foi desenvolvido, é preciso incorporar a correlação no 

modelo para obter as estimativas corretas e tirar as conclusões apropriadas (LARSEN et 

al, 2000). Tal incorporação dá origem aos modelos mistos que apresentam na sua 

estrutura tanto parâmetros para os efeitos fixos como para os efeitos aleatórios.  

Pinheiro e Bates (2000) afirmam que modelos mistos, proporcionam uma 

ferramenta poderosa para análise de dados em grupo, cuja popularidade crescente é 

explicada pela flexibilidade na modelagem da correlação intragrupo.  

Porém, há muitas controvérsias sobre o conceito de efeito aleatório e, 

consequentemente sobre seu uso, modelagem, análise e inferência. Em alguns casos, 

como mostra Merlo (2003), o efeito aleatório é encarado apenas como um fator de 

perturbação que pode ser ajustado na análise e não explicitamente investigado. Outros 

problemas aparecem na modelagem multinível, onde, segundo Larsen e Merlo (2005) a 

partição da variância em diferentes níveis é condição sine qua non, mas, contrariamente 

ao que acontece com as variáveis com distribuição normal, as componentes de variância 

para as variáveis respostas dicotômicas são difíceis de investigar. Forçando a 

interpretação pelos esquemas clássicos pode-se levar à impropriedade e à perda da 

informação. 

Em regressão logística, Larsen representa um expoente no estudo do efeito 

aleatório, fazendo considerações, propondo e difundindo um método prático de 

interpretação deste tipo de modelo: a razão de chances mediana e seu intervalo 

percentílico (LARSEN et al., 2000; LARSEN; MERLO, 2005; LARSEN, 2006; 

MERLO et al., 2006). Seu objetivo é apresentar uma interpretação para modelos 

logísticos mistos com a mesma intuição e facilidade que os modelos de efeito fixo 

apresentam através da razão de chances. Detalhes desta proposta serão vistas no 

desenvolvimento deste capítulo. 

Larsen et al. (2000) apresentam três possibilidades diferentes de modelagem 

conjunta: modelos threshold (ASHFORD e SOWDEN, 1972), método GEE (ZEGER et 
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al., 1988; LINDSEY e LAMBERT, 1988) e modelos de efeito aleatório (WILLIAMS, 

1975; STIRATELLI et al., 1984). Como em seus estudos, neste também será enfocado o 

terceiro caso, através de um modelo de regressão logística com efeito aleatório.  

 

 

3.1  Efeito aleatório 

 

 

Modelos mistos de regressão logística são aqueles que apresentam na sua 

estrutura tanto efeitos fixos como efeitos aleatórios. Os efeitos fixos são parâmetros 

associados a uma população como um todo ou com certo nível de fator experimental. 

Os efeitos aleatórios estão associados com uma unidade experimental individual tomada 

aleatoriamente da população. Segundo Pinheiro e Bates (2000) modelos mistos são 

usados primariamente para descrever relações entre a variável resposta e alguma 

explicativa dos dados, os quais podem ser agrupados segundo um ou mais fatores de 

classificação. Constituem exemplos de dados agrupados os dados longitudinais, 

medidas repetidas sobre os dados, dados multinível e delineamentos em bloco. 

Pinheiro e Bates (2000) afirmam que determinar o que é efeito fixo ou efeito 

aleatório num experimento pode depender do objetivo do mesmo. Este pensamento 

coaduna com o de Littell, Freund e Spector (1991) que afirmam que uma diferença 

chave entre efeito aleatório e fixo é o tipo de informação que se quer analisar dos 

efeitos. No caso de efeitos fixos, normalmente deseja-se fazer comparações entre seus 

níveis. No caso de efeitos aleatórios, deseja-se saber o quanto este influencia a variância 

da variável dependente. 

Para elucidar tal pensamento, Pinheiro e Bates (2000) fazem uso de um exemplo 

envolvendo trilhos de uma ferrovia, cujas considerações estão resumidas nos próximos 

parágrafos.  

Seis trilhos são tomados aleatoriamente e testados três vezes cada para medir o 

tempo que certo tipo de onda ultrassônica leva para percorrer toda a extensão do trilho. 

As quantidades que os engenheiros podem estar interessados em estimar neste 

experimento são o tempo médio de travessia num trilho “típico”, a variação na média de 

travessia entre os trilhos, e a variação observada na travessia para um único trilho. Se o 

que se deseja é fazer inferências sobre aqueles particulares níveis de fatores que foram 

usados no experimento, o experimento pode ser analisado por um modelo de efeito fixo; 
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caso o interesse resida em fazer inferências sobre a população da qual se extraiu esses 

níveis, então um modelo misto deve ser utilizado.  

Ignorando a estrutura de dados em grupo, tem-se o seguinte modelo de efeito fixo: 

௜௝ݕ ൌ ߚ ൅ ߳௜௝,				݅ ൌ 1,… ݆			,ܯ, ൌ 1,… , ݊௜, 

em que ݕ௜௝ é o tempo de travessia observado na ݆-ésima observação do trilho i, ߚ é o 

tempo médio de travessia; ߳௜௝ é o erro associado à observação ݆݅, iid, com distribuição 

N(0, ߪଶ); ܯ é o número de trilhos – igual a 6, neste exemplo – e ݊௜ é o número de 

observações sobre o trilho ݅ – igual a 3 para todos os trilhos. 

Neste modelo o “efeito de grupo” está incorporado ao resíduo, com idêntico 

significado para cada trilho, levando a uma estimativa exagerada da variabilidade dentro 

do trilho. 

Ainda considerando um modelo de efeito fixo, mas incorporando o “efeito de 

trilho” para o tempo de travessia apresentando uma média separada para cada trilho:  

௜௝ݕ ൌ ௜ߚ ൅ ߳௜௝,				݅ ൌ 1,… ݆			,ܯ, ൌ 1,… , ݊௜, 

onde ߚ௜ representa a média do tempo de travessia no trilho ݅. Os erros ߳௜௝ são assumidos 

iid, com distribuição N(0, ߪଶ).  

Neste caso, os erros ficam consideravelmente menores que no modelo anterior. 

Porém, neste modelo só é possível avaliar o efeito de cada trilho, visto que não há uma 

representação para o conjunto de trilhos.  

Se o interesse reside na população de trilhos da qual foi retirada a amostra, um 

modelo com efeito aleatório contorna este problema, tratando o efeito de trilho como 

uma variação aleatória em torno da média populacional. O modelo a seguir ajuda a 

motivar o modelo de efeito aleatório para os dados dos trilhos: 

௜௝ݕ ൌ ߚ̅ ൅ ൫ߚ௜ െ ൯ߚ̅ ൅ ߳௜௝, 

onde ̅ߚ ൌ ∑ ௜/6ߚ
଺
௜ୀଵ  representa o tempo médio de travessia pelos trilhos no 

experimento.  

No modelo de efeito aleatório a média ̅ߚ é substituída pela média sobre toda a 

população de trilhos e o desvio ൫ߚ௜ െ  ൯ é substituído por variáveis aleatórias cujaߚ̅

distribuição deverá ser estimada: 

௜௝ݕ ൌ ߚ ൅ ܾ௜ ൅ ߳௜௝, 

sendo ߚ a média de travessia na população de trilhos, ܾ௜ é a variável aleatória 

representando o desvio da média de tempo do ݅-ésimo trilho em relação à média 

populacional e ߳௜௝ representa o desvio do tempo de travessia da observação ݆ no trilho ݅ 

em relação em relação ao tempo médio do trilho ݅. 
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Kreft e De Leeuw (1998) apresentam uma interpretação geométrica para o modelo 

com efeito aleatório ݕ௜௧ ൌ ܽ௜ ൅  em estudos de crescimento, no qual ܽ௜ representa o ݐܾ

efeito aleatório entre os indivíduos e ܾ é o efeito fixo do tempo. Assim, o modelo que 

apresenta intercepto ܽ௜ flutuante e inclinação fixa ܾ corresponde a linhas paralelas para 

diferentes indivíduos i (Figura 1(a)). 

Uma generalização desta interpretação pode ser feita para outros modelos mistos 

com efeito aleatório no intercepto: 

௜௝ݕ ൌ ൫ߚ଴ ൅ ௜௝൯ߜ ൅ ௜ݔଵߚ ൅ ݁௜௝, 

onde ߜ௝ representa o efeito aleatório dentro do nível j.  

Neste caso, o intercepto é dado por ൫ߚ଴ ൅  ௝൯ e a inclinação fixa da reta é dadaߜ

por ߚଵ (Figura 1(b)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1 – Efeito aleatório no intercepto: (a) ݕ௜௧ ൌ ܽ௜ ൅ ୧୨ݕ (b) ;ݐܾ ൌ ൫ߚ଴ ൅ ଵߚ୨൯൅ߜ ୧ܺ 
 

Snijders (2005) afirma que normalmente – embora não necessariamente – um 

efeito modelado como aleatório é assumido como tendo distribuição normal. Porém, 

nem sempre isto está de acordo com a realidade, levando a resultados viesados. A 

alternativa de usar distribuições não normais pode ser complicada, mas já existem 

métodos de estimação para tal, como os modelos de fragilidade gama. Finalizando, 

Weber (2011) lembra que toda heterogeneidade não modelada é incorporada ao erro 

aleatório, inflacionando-o. 

 

 

3.2  Modelo logístico com efeito aleatório no intercepto 

 

 

Neste estudo será usado o modelo logístico com efeito aleatório no intercepto. A 

notação utilizada é a constante em Larsen et al. (2000). 

Y 

଴ߚ

X 

Y 

a2 
a1 

a3 

X 

(a) (b) 
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Seja Yi uma variável aleatória com distribuição de Bernoulli, para i = 1, ..., N, 

probabilidade dada por: 

ܲሺ ௜ܻ ൌ ௜ሻߟ|1 ൌ
expሼߟ௜ሽ

1 ൅ expሼߟ௜ሽ
,						sendo		ߟ௜ ൌ ࢞௜ࢼ ൅  ሺ3.1ሻ																		,ܝ௜ࢠ

onde : 

 ,௣ൈଵ é o vetor de parâmetros dos efeitos fixosࢼ

 ,é a matriz para os efeitos fixos e ࢞௜ é a i-ésima linha dessa matriz	ேൈ௣܆

 ௥ൈଵ é o vetor que contém os efeitos aleatórios, os quais seguem distribuição normalܝ

com média 0 e matriz de variância ઱, e 

 .௜ é a i-ésima linha dessa matrizࢠ ேൈ௥ é a matriz para os efeitos aleatórios e܈

O vetor u pode ser pensado como um vetor de covariáveis não mensuráveis usado 

como meio de modelar a heterogeneidade ou modelar dados correlacionados.  

 

 

3.3  Razão de chances 

 

 

Em regressão logística com efeito aleatório, a razão de chances pode ter a mesma 

interpretação intuitiva que na regressão logística simples. Porém, o efeito aleatório não é 

observável, o que faz com que o estimador da razão de chances seja dado por uma 

fórmula mais complexa. 

Larsen et al. (2000), consideram que em presença de efeito aleatório a razão de 

chances é uma variável aleatória e propõem uma interpretação baseada na mediana, isto 

é, a razão de chances mediana (MOR), tanto para o efeito aleatório como para o efeito 

fixo, associando a este último o intervalo percentílico da razão de chances (IOR).  

Todos os cálculos e interpretações dados a seguir estão baseados na proposta de 

Larsen et al. (2000) com acréscimo de detalhes de Larsen e Merlo (2005). 

Por definição, a razão de chances entre duas medidas i1 e i2 tem a forma seguinte: 

chance൫ ௜ܻభ ൌ 1หࢄ ൌ ࢞௜భ൯ ൌ ೔భࣁ݁  

chance൫ ௜ܻమ ൌ 1หࢄ ൌ ࢞௜మ൯ ൌ ೔మࣁ݁ . 

ܱܴ ൌ exp൫ࣁ௜భ െ  ௜మ൯ࣁ

ൌ expൣ൫࢞௜భ െ ࢞௜మ൯ࢼ ൅ ൫ࢠ௜భ െ  ൧ܝ௜మ൯ࢠ

Assim, a OR pode ser escrita como: 

ܱܴ ൌ expሺߢ ൅ ߱ ∙  ሺ3.1ሻ																																																ሻݒ
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onde ߢ ൌ ൫࢞௜భ െ ࢞௜మ൯ࢼ, ߱ଶ ൌ ൫ࢠ௜భ െ ௜భࢠ௜మ൯઱൫ࢠ െ ௜మ൯ࢠ
୘
 e ݒ	~	ܰሺ0, 1ሻ. 

Desta forma, a razão de chances não é mais um parâmetro fixo, mas uma variável 

aleatória, produzindo reflexos na interpretação do modelo. Possui, também, duas partes 

distintas: uma associada aos parâmetros de efeito fixo e outra associada ao efeito 

aleatório. 

Para ilustração e esclarecimento dos conceitos será adotado o exemplo das 

pocilgas, presente em Larsen et al. (2000). 

Para investigar a ocorrência de Ascaris suum (lombriga) em porcos, amostras de 

fezes foram retiradas de 1016 porcos de abate e fêmeas na Dinamarca. Dois tipos 

diferentes de pocilgas foram incluídas no estudo, a convencional e a chamada de SPF. 

Os dados parciais obtidos a partir de 72 pocilgas convencionais e 36 SPF encontram-se 

em Larsen et al. (2000). O objetivo foi investigar se os porcos em pocilgas SPF têm um 

menor risco de serem infectados do que os porcos em pocilgas convencionais e, em caso 

afirmativo, quantificar esta diferença. Supôs-se que cada pocilga tem seu próprio nível 

de infecção. Para modelar esta heterogeneidade entre as pocilgas, foi utilizada a 

regressão logística com efeito aleatório como em (3.1), onde ܆ é uma matriz de 

dimensão 1016 ൈ 2, com elemento ݔ௜௞ ൌ 1, se o ݅-ésimo porco pertence à pocilga tipo 

݆; Z é uma matriz 1016 ൈ 108, com elemento ݖ௜௝ ൌ 1, se se o ݅-ésimo porco pertence à 

݇-ésima pocilga; e Σ é uma matriz diagonal 108 ൈ 108, com elementos ߪଶ. Os 

parâmetros foram estimados usando o SAS, macro GLIMMIX, obtendo ߚመୗ୔୊ ൌ െ3,03, 

መୡ୭୬୴ߚ ൌ െ2,14 e ߪොଶ ൌ 1,38. 

A interpretação da razão de chances entre as pocilgas convencionais e SPF sendo 

avaliada apenas por ݁ఉ෡ౙ౥౤౬ିఉ෡౏ౌూ ൌ 2,44 – como mostrado em (2.9) – não leva em 

consideração a heterogeneidade das pocilgas explicitamente na interpretação dos 

efeitos. Larsen et al. (2000) salientam que o tamanho da variância dentro das próprias 

pocilgas são releventes porque elas determinam a escala na qual os efeitos fixos podem 

ser julgados. 

 

 

3.3.1  Razão de chances envolvendo o efeito aleatório 

 

 

Ao se considerar dois indivíduos com os mesmos valores de covariáveis para os 

efeitos fixos, obtém-se ߢ ൌ 0 na fórmula (3.1), ficando a razão de chances sendo dada 
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por 

ܱܴ ൌ expሺ߱ ∙  ሻݒ

Larsen et al. (2000) apresentam algumas considerações sobre a quantificação 

desta razão de chances, que sendo uma variável aleatória, a ela pode ser atribuída 

alguma característica distribucional. Resumidamente, avaliar a OR por sua esperança 

não é um bom caminho, pois esta não captura a heterogeneidade, isto é, não permite 

medir a variação da OR; avaliá-la por sua variância também é insatisfatório, visto que 

sua distribuição é assimétrica. Assim, esses autores propõem a avaliação da OR através 

da razão de chances mediana entre a unidade de mais alto risco (maior channce) e a de 

mais baixo risco (menor chance), isto é: 

ୟ୪ୣୟ୲ܴܱܯ ൌ medሼexpሺ|߱ ∙ ሻሽൌ|ݒ exp ൜߱ ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ൠ, 

a qual possui propriedades interessantes como: 

medሼexpሺെ|߱ ∙ ሻሽ|ݒ ൌ ሾmedሼexpሺ|߱ ∙  ሻሽሿିଵ e|ݒ

medሼexpሺ|߱ ∙ ሻሽ|ݒ ൌ expሼmedሺ|߱ ∙  ሻሽ|ݒ

O estimador para a MOR fica dado por: 

෣ܴୟ୪ୣୟ୲ܱܯ ൌ exp ൜ඥ2ߪොଶ ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ൠ,	 

onde ߪොଶ é a variância estimada para o efeito aleatório. 

 

Demonstração: 

Fazendo ܴܱܯୟ୪ୣୟ୲ ൌ ܽ e ܶ ൌ expሺ|߱ ∙ ,ሺ0ܰ	~	ݒ ሻ, onde|ݒ 1ሻ, tem-se que 

ܲሺܶ ൑ ܽሻ ൌ ܲሾexpሺ|߱ ∙ ሻ|ݒ ൑ ܽሿ 

ܲሺܶ ൑ ܽሻ ൌ ܲሾ|߱ ∙ |ݒ ൑ ln ܽሿ 

ܲሺܶ ൑ ܽሻ ൌ ܲሾെ ln ܽ ൑ ߱ ∙ ݒ ൑ ln ܽሿ 

ܲሺܶ ൑ ܽሻ ൌ ܲ ൤െ
ln ܽ
߱

൑ ݒ ൑
ln ܽ
߱
൨. 

Logo, 

ሺܽሻ்ܨ ൌ Φ൬
ln ܽ
߱
൰ െ Φ൬െ

ln ܽ
߱
൰. 

Como ∃ܽ tal que ்ܨሺܽሻ ൌ 0,5, pode-se reescrever a expressão acima: 

Φ൬
ln ܽ
߱
൰ െ Φ൬െ

ln ܽ
߱
൰ ൌ 0,5																																												ሺ3.2ሻ 

Sendo ݒ	~	ܰሺ0, 1ሻ, portanto, simétrica, conclui-se que 
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Φ൬െ
ln ܽ
߱
൰ ൌ ܲ ൬ݒ ൐

ln ܽ
߱
൰ ,			isto	é 

Φ൬െ
ln ܽ
߱
൰ ൌ 1 െ ܲ ൬ݒ ൑

ln ܽ
߱
൰ 

	Φ ൬െ
ln ܽ
߱
൰ ൌ 1 െ Φ൬

ln ܽ
߱
൰. 

Substituindo esta última expressão na equação (3.2), obtém-se 

Φ൬
ln ܽ
߱
൰ െ 1 ൅ Φ൬

ln ܽ
߱
൰ ൌ 0,5. 

Logo, 

2 ∙ Φ ൬
ln ܽ
߱
൰ ൌ

3
2
			⟹ 			Φ ൬

ln ܽ
߱
൰ ൌ

3
4

 

߱ ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ ൌ ln ܽ ⟹ ܽ ൌ exp ൜߱ ∙ Φିଵ ൬

3
4
൰ൠ. 

Portanto, 

ୟ୪ୣୟ୲ܴܱܯ ൌ exp ൜߱ ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ൠ .			Como 

߱ଶ ൌ ൫ࢠ௜భ െ ௜భࢠ௜మ൯઱൫ࢠ െ ௜మ൯ࢠ
୘
			⟹ 			߱ଶ ൌ  .ଶߪ2

Tem-se, então, que 

ୟ୪ୣୟ୲ܴܱܯ ൌ medሼexpሺ|߱ ∙ ሻሽ|ݒ ൌ exp ൜߱ ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ൠ 

෣ܴୟ୪ୣୟ୲ܱܯ ൌ exp ൜ඥ2ߪොଶ ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ൠ 

Resumindo, a razão de chances mediana relativa ao efeito aleatório representa a 

razão de chances entre os indivíduos de mais alto e mais baixo riscos, envolvidos com 

os mesmos valores de covariáveis para os efeitos fixos. 

Utilizando o exemplo das pocilgas, tem-se que 

෣ܴୟ୪ୣୟ୲ܱܯ ൌ exp ൜ඥ2 ∙ 1,38 ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ൠ 

ൌ expቄඥ2 ∙ 1,38 ∙ 0,6745ቅ 

෣ܴୟ୪ୣୟ୲ܱܯ ൌ 3,06 

Interpretando este resultado, tem-se que entre pocilgas do mesmo tipo, o porco de 

mais alto risco tem três vezes mais chance de estar infectado que o porco de mais baixo 
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risco, o que, segundo Larsen et al. (2000) indica uma substancial heterogeneidade entre 

as pocilgas de mesmo tipo. 

 

 

3.3.2  Razão de chances envolvendo o efeito fixo 

 

 

Para quantificar o efeito fixo entre dois indivíduos escolhidos aleatoriamente, 

cada um dado por um padrão de variáveis explicativas, a razão de chances tem também 

a mesma forma apresentada na expressão (3.1): 

ܱܴ ൌ expሺߢ ൅ ߱ ∙  	ሻݒ

Esta razão de chances é também uma variável aleatória e pelas mesmas razões 

apresentadas no item anterior, Larsen et al. (2000) propõem quantificar esta OR pela 

razão de chances mediana acrescida de um intervalo percentílico da variável aleatória V, 

perca(V). Assim, esta razão de chances mediana representa a medida do efeito fixo entre 

duas unidades escolhidas aleatoriamente, cada uma com um determinado padrão de 

variáveis explicativas, e o intervalo percentílico reflete a variação da razão de chances 

devido ao efeito aleatório no preditor linear. 

ϐ୧୶୭ܴܱܯ ൌ medሼexpሺߢ ൅ ߱ ∙ ሻሽݒ ൌ expሺߢሻ 		e 

ܴܱܫ ൌ ൣpercሺଵି௔ሻ ଶ⁄ ሼexpሺߢ ൅ ߱ ∙ ;ሻሽݒ percሺଵା௔ሻ ଶ⁄ ሼexpሺߢ ൅ ߱ ∙  .ሻሽ൧ݒ

Esta razão de chances ܴܱܯϐ୧୶୭ refere-se ao objeto específico em estudo e o ܴܱܫ 

caracteriza ambos o tamanho e a variação deste objeto. Note-se que o IOR não é um 

intervalo de confiança, é apenas uma ilustração das estimativas pontuais conjuntas de 

parâmetros fixos e aleatórios. 

Os autores sugerem e utilizam em seus estudos um intervalo percentílico que 

abrange 80% da variação central da OR, isto é, a = 0,8. Logo, 

ܴܱܫ ൌ ൣpercሺଵି଴,଼ሻ ଶ⁄ ሼexpሺߢ ൅ ߱ ∙ ;ሻሽݒ percሺଵା଴,଼ሻ ଶ⁄ ሼexpሺߢ ൅ ߱ ∙  ሻሽ൧ݒ

	ൌ ሾexpሺߢ ൅ ߱ ∙ Φିଵሺ0,10ሻሻ ; expሺߢ ൅ ߱ ∙ Φିଵሺ0,90ሻሻሿ 

IOR෢ ൌ ቂexp ቀߢ ൅ ඥ2ߪොଶ ∙ Φିଵሺ0,10ሻቁ ; exp ቀߢ ൅ ඥ2ߪොଶ ∙ Φିଵሺ0,90ሻቁቃ. 

Voltando ao exemplo das pocilgas tem-se que  

ϐ୧୶୭ܴܱܯ ൌ ݁ఉ෡ౙ౥౤౬ିఉ෡౏ౌూ ൌ 2,44	 

IOR෢ ൌ ቂexp ቀሺെ2,14 ൅ 3,03ሻ ൅ ඥ2 ∙ 1,38 ∙ ሺെ1,2816ሻቁ ;. 

exp ቀሺെ2,14 ൅ 3,03ሻ ൅ ඥ2 ∙ 1,38 ∙ ሺ൅1,2816ሻቁቃ 
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IOR෢ ൌ ሾ0,291; 20,5ሿ 

A interpretação destes resultados é que, quando se comparam dois porcos tomados 

de duas pocilgas escolhidas aleatoriamente, a razão de chances irá, com uma 

probabilidade de 80%, encontrar-se dentro do intervalo do intervalo e, com 

probabilidade de 50%, será maior do que 2,44. Larsen et al. (2000) comentam que um 

intervalo desta amplitude sugere que seja importante melhorar a higiene nas pocilgas 

como um todo e a busca por outros fatores de risco poderia vir a ser mais frutífera. 
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CAPÍTULO 4 - COMPARAÇÃO DE MÉTODOS DE ESTIMAÇÃO E 

PREDIÇÃO EM REGRESSÃO LOGÍSTICA COM EFEITO ALEATÓRIO 

 

 

RESUMO: O objetivo deste trabalho foi comparar o desempenho de métodos de 

estimação por máxima verossimilhança para modelos de regressão logística com efeito 

aleatório introduzido no intercepto (máxima verossimilhança, máxima verossimilhança 

restrita e aproximação de Laplace), utilizando dados simulados e cenários definidos 

levando em consideração as características e a interpretação dos parâmetros. Pelo 

cálculo da porcentagem de simulações em que a variância do efeito aleatório se 

apresentou próxima de zero e da determinação do erro quadrático médio (EQM) foi 

verificada de forma indireta a acurácia de cada método para cada parâmetro envolvido 

no modelo. Concluiu-se que para a variância do efeito aleatório igual a 0,1, as 

estimativas obtidas usando aproximação de Laplace e ML consideraram que em torno 

de 35% os conjuntos de dados provinham de modelo com apenas efeito fixo, sendo 

REML mais robusto, considerando apenas 21,4%. As estimativas obtidas por Laplace 

apresentaram maior EQM para qualquer um dos parâmetros estimados, podendo ser 

considerado o pior procedimento. ML e REML se equivaleram em termos de EQM, 

porém, o último deve ser preferido por ser mais robusto em relação à variância zero. Por 

último, a variância do efeito aleatório influencia o EQM de um método, sendo 

diretamente proporcional a este. 

PALAVRAS-CHAVE: aproximação de Laplace, erro quadrático médio, máxima 

verossimilhança, máxima verossimilhança restrita, modelos lineares generalizados 

mistos. 

 

1  Introdução 

 

Na análise de dados experimentais é comum a ocorrência de respostas binárias, 

cuja normalidade ou homocedasticidade dos erros não podem ser assumidas, sendo feita 

a modelagem da relação entre estas variáveis e variáveis explicativas por meio da 

regressão logística. Porém, sob este enfoque, se as observações forem correlacionadas, 

apresentando heterogeneidade dentro de níveis das variáveis explicativas, a 

incorporação de efeitos aleatórios ao modelo se faz necessária. 

Os modelos de regressão logística com efeito aleatório pertencem à classe dos 

modelos lineares generalizados mistos (GLMM), cuja estimação de efeitos fixos e 



56 
 

componentes de variância e predição de efeitos aleatórios são realizadas 

simultaneamente, exigindo a utilização de métodos específicos para comportar tal 

complexidade. 

Há métodos de estimação baseados nos quadrados mínimos (LS) como a 

ANOVA, na máxima verossimilhança (ML) e suas generalizações, como máxima 

quasiverosimilhança, REML, aproximação de Laplace dentre outros. De forma geral, a 

identificação daqueles mais eficientes é realizada via simulação de dados, considerando 

diversos cenários envolvendo diferentes graus de desbalanceamento e diferentes valores 

para os parâmetros e componentes de variância. Porém, na maioria dos trabalhos que 

envolvem simulação (PINHEIRO e BATES, 1995; RAUDENBUSH e YANG e 

YOSEF, 2000; CUSTÓDIO e BARBIN, 2005), os valores paramétricos são assumidos 

de forma empírica, não levando em consideração aspectos teóricos da regressão 

logística com efeito aleatório. 

Tendo em vista a comparação de métodos de estimação para modelos não lineares 

mistos, como é o caso dos GLMM, Pinheiro e Bates (1995) via análise de dados reais e 

de simulação, relatam que a aproximação de Lapalace e quadratura Gaussiana 

apresentaram-se igualmente eficientes, enquanto o REML mostrou-se adequado apenas 

para parte dos modelos considerados. Com respeito ao modelo logístico com efeito 

aleatório, Raudenbush, Yang e Yosef (2000) compararam diferentes métodos baseados 

em ML e ML penalizada via simulação de dados sob diferentes cenários e concluíram 

que a aproximação de Laplace apresentou maior precisão e eficiência computacional. 

Utilizando este mesmo modelo, Custódio e Barbin (2005) também utilizaram técnicas 

de simulação e verificaram que os métodos de máxima quasiverossimilhança (QV) e 

máxima verossimilhança (LM) não apresentaram diferenças significativas entre si. 

Embora estes vários estudos tenham sido conduzidos tendo em vista a comparação de 

métodos de estimação, não há relatos de estudos que comparem especificamente os 

métodos de aproximação de Laplace, ML e REML e que apresentem aspectos 

computacionais detalhados em relação aos mesmos. 

Diante do exposto, objetivou-se avaliar por meio de técnicas de simulação o 

desempenho de diferentes abordagens de estimação (aproximação de Laplace, ML e 

REML) considerando o modelo de regressão logística com efeito aleatório introduzido 

no intercepto. Além disso, objetivou-se também apresentar de forma detalhada a 

construção dos cenários de simulação levando em consideração a interpretação dos 

parâmetros e as características da regressão logística. 
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2  Material e métodos 

 

2.1  Métodos de estimação para modelos lineares generalizados mistos 

 

O modelo de regressão logística com efeito aleatório no intercepto (LARSEN, 

2000) é dado por: 

௜௝ߨ ൌ
݁ఎ೔ೕ

1 ൅ ݁ఎ೔ೕ
,				sendo		ߟ௜௝ ൌ ൫ߚ଴ ൅ ௝൯ݑ ൅ ௜௝ߨ		e		ߚݔ ൌ ܲ൫ݕ௜௝ ൌ 1หܺ ൌ  ሺ1ሻ						൯ݔ

cuja linearização leva a: 

logit൫ߨ௜௝൯ ൌ ݈݊
௜௝ߨ

1 െ ௜௝ߨ
ൌ  .௜௝ߟ

Nestas expressões tem-se que: ߟ௜௝ é o preditor linear da i-ésima observação 

inserida na parcela j; ݔ é o tratamento associado à observação: 0 para o tratamento 

referência e 1 para o tratamento com maior probabilidade de sucesso (tratamento 1); ߚ଴ 

é o efeito associado ao tratamento referência; ߚ é o efeito associado ao tratamento 1; ݑ௝ 

é o efeito aleatório associado à j-ésima parcela, com ݑ௝	~	ܰሺ0,  ௨ଶሻ. A equação doߪ

preditor linear pode ser reescrita em termos matriciais da seguinte forma: 

ࣁ ൌ ࢼࢄ ൅  ሺ2ሻ																																																												,࢛ࢆ

em que: ࣁ௡ൈଵ é o vetor contendo os valores dos preditores lineares, ࢄ௡ൈ௣ é a 

matriz de incidência para os efeitos fixos, ࢼ௣ൈଵ é o vetor de de efeitos fixos (variáveis 

explicativas), ܈௡ൈ௥ é a matriz de incidência para os efeitos aleatórios e ܝ௥ൈଵ é o vetor de 

efeitos aleatórios, os quais seguem distribuição normal com média 0 e matriz de 

covariâncias ઱ ൌ   .௨ଶ۷ , sendo I uma matriz identidadeߪ

As estimativas dos efeitos fixos (ࢼ) e do componente de variância (࢛), bem como 

as predições dos efeitos aleatórios (ߪ௨ଶ) do modelo apresentado em (2) podem ser 

obtidas considerando a formulação geral das equação dos modelos mistos dada por 

(RESENDE e BIELE, 2002): 

൤ࢄ
୘ିࡿଵࢄ ࢆଵିࡿ୘ࢄ

ࢄଵିࡿ୘ࢆ ࢆଵିࡿ୘ࢆ ൅ ઱ିଵ
൨ ൤ࢼ
෡
෥࢛
൨ ൌ ቈ

∗ଵ࢟ିࡿ୘ࢄ

∗ଵ࢟ିࡿ୘ࢆ
቉,																														ሺ3ሻ 

em que ିࡿଵ é matriz com termos diagonais dados por ߨ௜௝ሺ1 െ ௜௝ሻߨ
ଵ

ఙ೐ಽ
మ ௘ಽߪ ;

ଶ  é variância 

residual na escala latente, igual a ߨଶ/3 para a função de ligação logito (RESENDE, 
2002); e ࢟∗ ൌ ݃ሺ࢟ሻ ൌ ݃ሺ࣊ሻ ൅ ሺ࢟ െ ࣊ሻ݃ᇱሺ࣊ሻ. 

Assim tem-se: 

௜௝ݕ
∗ ൌ ௜௝ߟ ൅

௜௝ݕ െ ௜௝ߨ
௜௝ሺ1ߨ െ ௜௝ሻߨ
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ൌ log
௜௝ߨ

1 െ ௜௝ߨ
൅

௜௝ݕ െ ௜௝ߨ
௜௝ሺ1ߨ െ ௜௝ሻߨ

. 

Uma vez que o sistema apresentado em (3) é não linear quando se assume ࣌௨ଶ  

como desconhecida, métodos de estimação baseados em processos iterativos precisam 

ser utilizados. 

O método da máxima verossimilhança (ML) consiste em maximizar a função 

densidade de probabilidade das observações em relação aos efeitos fixos e aos 

componentes de variância. O método é iterativo e fornece sempre estimativas não 

negativas das componentes de variância, desde que valores iniciais não negativos   

sejam dados. As estimativas são viesadas, pois o método não leva em conta a perda de 

graus de liberdade resultante da estimação dos efeitos fixos (PEREIRA e FERREIRA, 

2008). 

A aproximação de Laplace é usado como alternativa para determinar uma 

aproximação da função log-verossimilhança através de uma série de Taylor de segunda 

ordem, produzindo a log-verossimilhança perfilada aproximada (BATES, 2011). A 

avaliação de cada valor estimado dos parâmetros da log-verossimilhança perfilada 

requer a solução de um sistema não linear de quadrados mínimos penalizados, 

simultaneamente para ambos os parâmetros ࢛ e ࢼ do preditor linear. 

O método da máxima verossimilhança restrita (REML) é uma modificação do 

método da ML proposta por Patterson e Thompson (1971), na qual a parte da função de 

verossimilhança que é invariante a ࢼࢄ é maximizada. Os estimadores REML levam em 

conta os graus de liberdade envolvidos nas estimativas dos efeitos fixos (CAMARINHA 

FILHO, 2003), eliminando o viés quando os dados são balanceados (SEARLE, 1987). 

Para implementação computacional dos métodos citados, empregou-se o software 

R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2011) por meio dos pacotes lme4 (BATES e 

MAECHLER e BOLKER, 2011) e nlme (PINHEIRO et al., 2012). O primeiro foi 

utilizado para o método de aproximação de Laplace via função lmer; já o segundo foi 

utilizado para os métodos ML e REML.  

A porcentagem de simulações por cenário nas quais ߪ௨ଶ ൎ 0 foi considerada um 

avaliador de qualidade dos métodos, sendo que quanto menor tal porcentagem, melhor o 

método, uma vez que simulou-se sob a hipótese de modelo aleatório (ߪ௨ଶ ൐ 0). Para 

avaliar o viés e a variância dos estimadores de forma conjunta, utilizou-se o Erro 

Quadrático Médio (EQM) considerando as estimativas dos parâmetros (ߚ଴,  (௨ଶߪ	e	ߚ

proporcionadas pelos diferentes métodos. 
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EQM஘ ൌ
∑ ൫ߠ෠௜ െ ൯ߠ

ଶ௡
௜ୀଵ

݊
. 

 

2.2  Simulação 

 

O estudo de simulação foi conduzido da seguinte forma: (i) atribuição de valores 

para ߚ଴,  ;௨ଶ, segundo definição detalhada dos cenários apresentada posteriormenteߪ	e	ߚ

(ii) inclusão dos efeitos aleatórios (ݑ௝) em cada parcela gerados de uma distribuição 

normal com média 0 e variância ߪ௨ଶ; (iii) determinação dos valores de ߟ௜௝ e de ߨ௜௝ 

conforme expressão (1); (iv) geração de uma variável aleatória auxiliar 

݇௜௝	~	Uniformeሾ0, 1ሿ para determinação da observação y a partir do seguinte critério: 

se ݇௜௝ ൏  ௜௝, então y = 1, caso contrário, y = 0; (v) análise dos conjuntos de dadosߨ

gerados via funções do software R anteriormente especificadas para cada método 

utilizado, de tal forma que apenas foram consideradas análises válidas aquelas nas quais 

problemas de convergência (falsa convergência ou convergência singular) não foram 

detectados. Os códigos referentes aos itens (i) a (v) encontram-se disponibilizados no 

seguinte endereço eletrônico: http://www.det.ufv.br/~sebastiao/. 

Foram realizadas 1.000 simulações para cada um dos 33 cenários considerados. 

Cada cenário simulava um experimento com delineamento inteiramente casualizado, 

composto de 2 tratamentos, 4 repetições com 50 observações cada uma, totalizando 8 

parcelas (caracterizadas como efeitos aleatórios) (RESENDE e DUARTE, 2007) e 400 

observações por cenário. O número de repetições e de observações por repetição foi 

baseado em um experimento (OLIVEIRA, 2009) para avaliar a germinação de sementes 

de pinhão-manso (Jatropha curcas L.). 

 

2.3  Cenários 

 

Conforme relatado anteriormente, os cenários foram definidos por meio de 

combinações de valores ߚ଴,  ,௨ଶߪ ,௨ଶ. Os valores para a variância do efeito aleatórioߪ	e	ߚ

foram definidos considerando graus diferentes de heterogeneidade entre as parcelas do 

experimento, a qual pode ser avaliada através da razão de chances mediana (MORaleat) 

(LARSEN et al., 2000). Esta representa a razão de chances entre os indivíduos de mais 

alto e mais baixo riscos assumindo os mesmos valores para os efeitos fixos, e é dada 

por: 
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෣ܴୟ୪ୣୟ୲ܱܯ ൌ exp ቄඥ2ߪො௨ଶ ∙ Φିଵ ቀଷ
ସ
ቁቅ ൌ expቄඥ2ߪො௨ଶ ∙ 0,6745ቅ, sendo Φିଵ ቀଷ

ସ
ቁ o 

valor resultante da inversa da função Normal acumulada avaliada em ¾. Assim,          

lnܱܯ෣ܴୟ୪ୣୟ୲ ൌ 0,6745ඥ2ߪො௨ଶ, e ߪො௨ଶ ൌ
ሺ୪୬ெைோ෣౗ౢ౛౗౪ሻమ

଴,ଽ଴ଽଽ
. Foram considerados os seguintes 

valores para ߪ௨ଶ : 0,10, 1,00 e 2,00, correspondentes, respectivamente,  aos valores 1,35, 

2,60 e 3,85 de MORaleat. Para maior facilidade de interpretação de tais valores, 

considerando um exemplo na área de germinação de sementes, a MORaleat = 1,35 

representa que a melhor semente tem 1,35 vezes mais chance de germinação (aumento 

de 35% na chance de germinação) que a pior, dado que ambas compõem o mesmo 

tratamento, porém em parcelas diferentes. Assim, os valores escolhidos para a MORaleat 

representam diferentes graus de heterogeneidade entre as parcelas. 

Os valores de 0ߚ foram especificados de acordo com a probabilidade de 

ocorrência de sucesso do tratamento referência (ߨ଴), sendo ߚ଴ ൌ ln గబ
ଵିగబ

	 e                

଴ߨ ൌ ܲሺܻ ൌ ݔ|1 ൌ 0ሻ.	Foram considerados os seguintes valores para 0,85- ,2,20- :0ߚ e 

0,41, correspondentes, respectivamente,  aos valores 0,10, 0,30 e 0,60 de ߨ଴. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1 – Pontos relevantes da sigmoide: A é o nível mediano de efetividade, B e C são 
pontos de estabilização. 
 

Para a definição de valores de β levou-se em consideração as características da 

curva de regressão logística, a sigmoide, mostradas na Figura 1. O ponto A representa o 

nível mediano de efetividade (AGRESTI, 2002), isto é, onde as probabilidades de 

sucesso e de fracasso são iguais (πA(xA) = 0,50). Os pontos B e C são os pontos de 

estabilização ou deflexão (VENEGAS e HARRIS e SIMON, 1998), de forma que 

variações em x (variável explicativa) antes de xB e depois de xC acarretam variações 

ínfimas em relação a π(x). Uma vez que os valores de π nos pontos A, B e C são, 

respectivamente, sempre 0,50, 0,12 e 0,88, assumiu-se também valores intermediários, 

πC = 0,88 

πB = 0,12 

xA 

πA = 0,50 

π 

X 

1 
C

B
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D 

E 
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0,35 e 0,65, correspondentes aos pontos D e E. Tais valores de ߨሺݔሻ, juntamente com os 

valores já previamente estabelecidos de ߚ଴, possibilitaram a obtenção dos valores de β 

(Tabela 1), por meio da expressão: 

ߚ ൌ ln గభ
ଵିగభ

െ ,଴ߚ onde		ߨଵ ൌ ܲሺܻ ൌ ݔ|1 ൌ 1ሻ. Estes valores de ߚ refletem 

diferentes efeitos associados ao tratamento 1 (considerado como sendo aquele de maior 

probabilidade de sucesso). 

 
Tabela 1 – Valores de β dados os valores de ߨଵ e de 0ߚ 

 ଵߨ
 0ߚ

0,10 0,30 0,60 

0,12 0,20 - - 

0,35 1,58 0,23 - 

0,50 2,20 0,85 - 

0,65 2,82 1,47 0,21 

0,88 4,19 2,84 1,59 

 

Associando-se aos valores de β e 0ߚ presentes na Tabela 1 aos valores de ߪ௨ଶ 

iguais a 0,10, 1,00 e 2,00, foram obtidos os 33 cenários para simulação. 

 

3  Resultados e discussão 

 

Com o intuito de avaliar a capacidade dos métodos em produzir ߪ௨ଶ ൐ 0, foram 

calculadas as porcentagens de simulações por cenário nas quais ߪ௨ଶ ൎ 0 (Tabela 2). Os 

resultados mostraram que em média, ao simular assumindo ߪ௨ଶ ൌ 0,1, o método da 

aproximação de Laplace e o ML proporcionaram estimativas de variância ߪ௨ଶ ൎ 0 para 

35,7 e 33,5% das simulações, respectivamente; enquanto que para o REML tal 

porcentagem foi significativamente menor, sendo esta 21,4%. Para os valores de ߪ௨ଶ 

iguais a 1 e 2, em média todos os métodos apresentaram valores insignificantes para a 

referida porcentagem. Portanto, estes resultados indicam que o método REML é mais 

robusto em relação à estimação de componentes de variância iguais a zero ao se assumir 

modelos de regressão logística com efeito aleatório no intercepto. 

Tendo em vista a grande quantidade de cenários contemplados, e a redundância 

dos resultados apresentados pelos mesmos, realizou-se uma filtragem a fim de se 

explorar apenas resultados provenientes de cenários contrastantes. Os cenários 

escolhidos são apresentados na Tabela 3. 
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Tabela 2 – Percentual de variâncias do efeito aleatório estimadas menores que 10–5 

௨ଶߪ ൌ ௨ଶߪ 0,10 ൌ ௨ଶߪ 1,00 ൌ 2,00 

Cenário Laplace ML REML Cenário Laplace ML REML Cenário Laplace ML REML

C1 48,1 49,5 30,4 C2 3,1 3,7 1,9 C3 1,2 1,4 1,8 

C4 38 30,4 19,5 C5 2 2,7 1,6 C6 0,8 1,2 0,8 

C7 37,9 29,1 20,4 C8 2,2 2 0,9 C9 0,5 0,4 0,2 

C10 37 29,2 20,1 C11 1,2 2,5 1,2 C12 0,4 0,8 0,3 

C13 49,2 50,5 31,9 C14 3,5 3,6 2 C15 2,1 2,1 1,1 

C16 35,7 32 18,7 C17 0,8 0,9 0,5 C18 0,2 0,2 0,1 

C19 15,8 27,7 15,8 C20 0,6 0,8 0,3 C21 0 0,1 0 

C22 30 30,3 18,4 C23 0,7 0,9 0,5 C24 0,1 0,1 0,1 

C25 36,1 31,9 20,7 C26 1,6 1,8 0,9 C27 0,3 0,4 0,1 

C28 28 28,3 17,7 C29 0,9 1 0,3 C30 0,1 0,1 0 

C31 36,9 29,9 21,7 C32 1,5 1,8 1,1 C33 0,6 0,9 0,5 

Média 35,7 33,5 21,4 1,6 2,0 1,0 
 

0,6 0,7 0,5 

 

Tabela 3 – Cenários selecionados 

Cenários ߚ଴ β ߪ௨ଶ ߨ଴ ߨଵ 

C4 -2,20 1,58 0,10 

0,10 0,35 C5 -2,20 1,58 1,00 

C6 -2,20 1,58 2,00 

C19 -0,85 0,85 0,10 

0,30 0,50 C20 -0,85 0,85 1,00 

C21 -0,85 0,85 2,00 

C31 0,41 1,59 0,10 

0,60 0,88 C32 0,41 1,59 1,00 

C33 0,41 1,59 2,00 

 

Na Figura 2 são apresentados os valores de EQM produzidos pelos métodos 

utilizados considerando cada um dos cenários da Tabela 3. Nota-se nesta Figura que a 

eficiência da estimação dos parâmetros ߚ଴,  foi claramente influenciada pelos		௨ଶߪ	e	ߚ

valores de ߪ௨ଶ, de forma que os valores de EQM aumentaram proporcionalmente ao 

aumento dos valores de ߪ௨ଶ. De forma geral, entende-se que quanto maior o valor de ߪ௨ଶ, 

maior a heterogeneidade dentro de níveis das variáveis explicativas, e realmente menos 

precisas serão as estimativas obtidas. 

Nota-se ainda na referida Figura, que os métodos ML e REML superaram, em 

relação ao desempenho na estimação, o método de aproximação de Laplace. Esta 
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superioridade é diretamente proporcional ao aumento dos valores de 	ߪ௨ଶ, de forma que 

em situações experimentais com elevada heterogeneidade dentro de níveis das variáveis 

explicativas, o método de aproximação de Laplace deve ser evitado.  

Tendo em vista que o método REML foi mais robusto em relação à estimação de 

componentes de variância iguais a zero (Tabela 1) e sua eficiência de estimação quanto 

aos valores de EQM na Figura 2, o mesmo foi considerado como sendo o método mais 

admissível nas condições do presente trabalho. 

Até o presente momento, exaltou-se a relevância de 	ߪ௨ଶ para se avaliar a 

eficiência dos métodos, porém, também é possível verificar resultados interessantes 

fixando valores de 	ߪ௨ଶ e avaliando a relevância de combinações de ߚ଴	e		ߚ (valores de 

 ଵ na Tabela 3) na avaliação dos métodos. Dessa forma, ao se considerar o maiorߨ ଴ eߨ

valor de 	ߪ௨ଶ (2,00) nota-se, especificamente nas Figuras 2(a) e 2(c), que os menores 

valores de EQM foram observados para o cenário C21 que contempla o valor          

ଵߨ ൌ 0,50 (iguais probabilidades de sucesso e fracasso). Com relação a isto, Abdel-

Azim e Berger (1999) e Garcia (2010) relataram que a qualidade de ajuste de GLMM 

para dados binários aumenta em função da diminuição das diferenças entre as 

probabilidades de sucesso e fracasso, e fazendo ߨ ൌ 1 െ ߨ ൌ 1 2⁄  obtém-se a melhor 

aproximação para uma distribuição normal. 
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Figura 2 – EQM para comparação entre os métodos da aproximação de Laplace, ML e 
REML: (a) para o intercepto; (b) para o parâmetro regressor; e (c) para a variância do 
efeito aleatório 
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Conclusões 

 

Ao se assumir modelos de regressão logística com efeito aleatório no intercepto, 

nas simulações em que a variância do efeito aleatório foi igual a 0,1, o método da 

aproximação de Laplace e o ML tenderam a considerar que em torno de 35% dos 

conjuntos de dados possuíam apenas efeito fixo, sendo o método REML mais robusto 

em relação à estimação de componentes de variância diferentes de zero. Os métodos 

ML e REML apresentaram praticamente mesmo desempenho para todos os parâmetros 

estimados. Verificou-se que o desempenho na estimação do intercepto, do parâmetro 

regressor e da variância do efeito aleatório	foram inversamente proporcionais à 

variância do efeito aleatório paramétrica. Ao se considerar a variância do efeito 

aleatório igual a 2,00, obteve-se melhor desempenho nas estimativas do intercepto e da 

variância do efeito aleatório quando as probabilidades de sucesso e fracasso do 

tratamento alternativo (tratamento 1) eram iguais. 
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prediction methods in logistic mixed models.  
 

ABSTRACT: The objective of this work was to compare the performance of estimation 

methods by maximum likelihood for logistic mixed models with random effect on 

intercept (maximum likelihood, restricted maximum likelihood and Laplace 

approximation), using simulated data and defined scenes considering characteristics and 

interpretation parameters. By calculating the percentage of simulations in which the 

variance of the random effects were close to zero and determining the mean square error 

(MSE) was measured indirectly the accuracy of each method for each parameter 

involved in the model. It was concluded that for the variance of the random effect equal 

to 0.1, the estimates obtained using the Laplace approximation and ML considered that 

about 35% the data sets came from model with only fixed effect, being REML more 

robust, considering just 21.4%. Estimates obtained by Laplace showed higher MSE for 

any parameters estimated, can be considered the worst procedure. ML and REML were 
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equivalent in terms of MSE, however, the latter should be preferred to be more robust 

with respect to zero variance. Finally, the variance of the random influences EQM of 

method, being directly proportional to this. 

KEY WORDS: generalized linear mixed models, Laplace’s method, maximum 

likelihood, mean squared error, restricted maximum likelihood. 
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CAPÍTULO 5 – REGRESSÃO LOGÍSTICA COM EFEITO ALEATÓRIO 

APLICADA NA GERMINAÇÃO DE SEMENTES DE PINHÃO-MANSO 

 

MIXED LOGISTIC REGRESSION APPLIED ON SEED GERMINATION 

OF PHYSIC NUT 

 

RESUMO  

O objetivo deste trabalho foi ajustar um modelo de regressão logística com efeito 

aleatório no intercepto aos dados provenientes de um experimento de germinação de 

pinhão-manso (Jatropha curcas L.), envolvendo os substratos rolo de papel, sobre 

papel, entre areia e sobre areia, e classificar os substratos pela a razão de chances 

mediana, fazendo um paralelo com o resultado obtido pelo teste de Tukey para 

comparação de médias. Concluiu-se que a chance de germinação do substrato entre 

areia (EA), utilizando a razão de chances mediana, se mostrou superior ao sobre papel 

(SP), porém para outras combinações de substratos, esta se apresentou inconclusiva, 

resultado este também obtido a partir do teste de Tukey. A razão de chances para o 

efeito aleatório apontou considerável heterogeneidade de germinação de sementes em 

unidades diferentes de um mesmo substrato. Tal heterogeneidade comprometeu as 

análises inferenciais para o experimento.  

Palavras-chave: intervalo percentílico, Jatropha curcas L., máxima verossimilhança 

restrita, pinhão-manso, razão de chances mediana, teste de Tukey. 

 

ABSTRACT 

The objective of this work was to adjust a logistic mixed model with random 

effect on intercept for data from an experiment of germination of physic nut (Jatropha 

curcas L.), involving the substrate paper roll, on paper, between sand and on sand, and 
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classify the substrates by the median odds ratio, making a parallel with the result 

obtained by the Tukey’s test for comparison means. It was concluded that the chance of 

germination of between sand substrate (BS), using the odds ratio median, was 

statistically better than on paper (OP), but for other combinations of substrates, it 

appeared inconclusive, similarly result obtained from the Tukey’s test. The odds ratio 

for the random effect showed considerable heterogeneity of seed germination in 

different units of the same substrate. Such heterogeneity compromised the inferential 

analyzes for the experiment. 

Key words: Jatropha curcas L., median odds ratio, percentile interval, physic nut, 

restricted maximum likelihood, Tukey’s test. 

 

INTRODUÇÃO 

 

O pinhão-manso (Jatropha curcas L.) é uma planta da família das 

Euphorbiaceae, que se destacou por ser uma oleaginosa com características ideais para 

a obtenção do biodiesel (CARNIELLI, 2003) e na reestruturação de área degradadas. O 

cultivo em larga escala do pinhão-manso pode ser limitado pela baixa germinação das 

sementes e heterogeneidade dos genótipos (CARVALHO, 2010). Experimentos em 

laboratório envolvendo diversos substratos de germinação procuram estudar a influência 

tanto na porcentagem de germinação quanto na determinação do vigor das plântulas 

(BEWLEY & BLACK, 1994). Sob este aspecto, a análise estatística desses dados 

constitui importante ferramenta para o desenvolvimento do estudo, sendo a regressão 

logística um dos principais modelos utilizados. Considerando a heterogeneidade 

germinativa de suas sementes e de outras condições experimentais, é plausível pensar 

numa modelagem dos dados com inclusão de efeito aleatório.  
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Muitos estudos lançam mão do teste de Tukey para comparação de médias, como 

no trabalho de SILVA et al. (2009) que visa conhecer o grau de sensibilidade do 

pinhão-manso em relação a diversos tipos de salinidade; no trabalho de NUNES et al 

(2008) que avalia a influência do estado de maturação dos frutos no desenvolvimento de 

embriões de pinhão-manso; e no de VANZOLINI et al. (2010) que estudou o efeito da 

temperatura e do tempo de contagem na germinação de sementes de pinhão-manso. 

Porém, como alertam CALDAS & FERNANDES (2011), procedimentos para 

comparações múltiplas de média só são válidos sob fortes pressuposições, como o caso 

do conhecido teste de Tukey que exige normalidade dos dados. 

Dado o exposto, o objetivo deste trabalho foi ajustar um modelo de regressão 

logística com efeito aleatório no intercepto aos dados provenientes de um experimento 

de germinação de pinhão-manso (Jatropha curcas L.), para verificar o desempenho da 

razão de chances mediana na classificação dos substratos, através da comparação com o 

resultado obtido pelo teste de Tukey para comparação de médias.  

Uma característica importante da regressão logística é a possibilidade de 

interpretação de seus parâmetros por meio da razão de chances (OR), a qual permite 

estabelecer relações e fazer predições a respeito dos tratamentos. No entanto, na 

presença de efeito aleatório, os parâmetros de efeito fixo não mantêm suas 

interpretações. Partindo do princípio que a OR, em presença de efeito aleatório, é uma 

variável aleatória, LARSEN et al. (2000) propõem a razão de chances mediana (MOR). 

Considerando, então, o modelo logístico misto 

௜ߨ ൌ ܲሺ ௜ܻ ൌ ௜ሻߟ|1 ൌ
expሼߟ௜ሽ

1 ൅ expሼߟ௜ሽ
		e		logitሺߨ௜ሻ ൌ log

௜ߨ
1 െ ௜ߨ

ൌ  ሺ1ሻ																௜ߟ

tem-se 	ߟ௜ ൌ ࢞௜ࢼ ൅ ,~Nሺ0	௜࢛ , no qual ࢛ࢠ  ௨ଶ۷ሻ é o vetor de efeitos aleatórios e I umaߪ

matriz identidade. Sendo chanceሺ ௜ܻ ൌ ࢄ|1 ൌ ࢞௜ሻ ൌ
గ೔

ଵିగ೔
ൌ ݁ఎ೔, então a razão de 

chances (OR) entre duas medidas i1 e i2 é dada por OR ൌ exp൫ߟ௜భ െ  ௜మ൯, que para oߟ



71 
 

modelo com efeito aleatório assume a forma  

OR ൌ exp൛൫࢞௜భ െ ࢞௜మ൯ࢼ ൅ ൫ࢠ௜భ െ ൟܝ௜మ൯ࢠ ൌ expሺߢ ൅ ߱ ∙ ,ሻݒ 																	ሺ2ሻ 

sendo ߢ ൌ ൫࢞௜భ െ ࢞௜మ൯ࢼ, ߱ଶ ൌ ൫ࢠ௜భ െ ௨ߪ௜మ൯ሺࢠ
ଶ۷ሻ൫ࢠ௜భ െ ௜మ൯ࢠ

୘
 e ݒ	~	ܰሺ0, 1ሻ, cuja 

estimação e interpretação depende do efeito considerado, fixo ou aleatório.  

Para a razão de chances envolvendo o efeito aleatório, LARSEN et al., (2000) 

propõem o uso da razão de chances mediana. Considerando dois indivíduos com os 

mesmos valores de explicativas para os efeitos fixos, a razão de chances mediana entre 

a unidade de mais alto risco (ou chance) e a de mais baixo risco, utilizando a expressão 

em (2), é dada por: 

OR ൌ expሺ߱ ∙  ሻݒ

ୟ୪ୣୟ୲ܴܱܯ ൌ medሼexpሺ|߱ ∙ ሻሽൌ|ݒ exp ൜߱ ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ൠ, 

cujo estimador é: 

MOR෣ୟ୪ୣୟ୲ ൌ exp ൜ ඥ2ߪො௨ଶ ∙ Φିଵ ൬
3
4
൰ൠ,																																									ሺ3ሻ 

em que ߪො௨ଶ é a variância estimada para o efeito aleatório. 

Para quantificar os efeitos fixos entre dois indivíduos escolhidos aleatoriamente, 

cada um dado por um padrão de variáveis explicativas, os mesmos autores propõem o 

uso razão de chances mediana para este efeito acrescida de um intervalo percentílico 

(IOR) da variável aleatória V, perca(V), o qual reflete a variação da razão de chances 

devido ao efeito aleatório no preditor linear. Desta forma, 

MORϐ୧୶୭ ൌ medሼexpሺߢ ൅ ߱ ∙ ሻሽݒ ൌ expሺߢሻ 		e 

IOR ൌ ൣpercሺଵି௔ሻ ଶ⁄ ሼexpሺߢ ൅ ߱ ∙ ;ሻሽݒ percሺଵା௔ሻ ଶ⁄ ሼexpሺߢ ൅ ߱ ∙  ሺ4ሻ										ሻሽ൧.ݒ

O IOR não é um intervalo de confiança, é apenas uma ilustração das estimativas 

pontuais conjuntas de parâmetros fixos e aleatórios. LARSEN et al. (2000) e LARSEN 

& MERLO (2005) sugerem e utilizam em seus estudos um intervalo percentílico que 
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abrange 80% da variação central da OR, isto é, a = 0,8. Neste caso o IOR é estimado 

por  

IOR෢ ൌ ቂexp ቀߢ ൅ ඥ2ߪොଶ ∙ Φିଵሺ0,10ሻቁ ; exp ቀߢ ൅ ඥ2ߪොଶ ∙ Φିଵሺ0,90ሻቁቃ.					ሺ5ሻ 

 

MATERIAL E MÉTODOS 

Para avaliar a germinação de sementes de pinhão-manso (Jatropha curcas L.), 

foram utilizadas oito amostras de 50 sementes para cada um dos substratos: 1) rolo de 

papel (RP), no qual as sementes foram distribuídas sobre duas folhas e cobertas por uma 

folha de papel toalha umedecidas com três vezes o peso do substrato; 2) sobre papel 

(SP), onde as sementes foram colocadas sobre duas folhas de papel toalha em caixas do 

tipo gerbox e umedecidas com um volume de água referente a três vezes o peso do 

substrato seco; 3) sobre areia (SA) onde as sementes foram semeadas em caixas 

plásticas tipo gerbox, preenchidas com 118 ml de areia e sobre a qual foram depositadas 

as sementes e o substrato foi umedecido até atingir a capacidade de campo; 4) entre 

areia (EA) onde se seguiu a mesma metodologia descrita para o substrato SA, sendo que 

as sementes foram cobertas por uma camada de 1,5 cm de areia. A contagem das 

plântulas normais foi feita aos 10 dias após a instalação dos testes.  

O experimento foi conduzido em condições de laboratório na Universidade 

Federal de Viçosa, utilizando o delineamento inteiramente casualizado, com 8 

repetições de 50 sementes, procedendo-se desta forma todas as análises necessárias dos 

dados.  

Para descrever a probabilidade de germinação das sementes foi usado um modelo 

logístico na presença de efeito aleatório. As sementes de uma mesma unidade de 

substrato foram consideradas correlacionadas entre si, levando à modelagem de efeito 

aleatório para o substrato. No experimento em questão tem-se que: n = 1.600 (número 

total de observações), p = 4 (número de parâmetros para os efeitos fixos), r = 32 
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(número de parâmetros para os efitos aleatórios = número total de unidades de 

substratos (parcelas) utilizados no experimento), e ࢛	~	ܰሺ0,  ௨ଶሻ é vetor de efeitosߪ

aleatórios não mensuráveis usado para modelar a correlação entre as unidades de uma 

mesma parcela. A variável explicativa tipo de substrato, por ser qualitativa com mais de 

duas categorias, foi reparametrizada criando-se três variáveis indicadoras (variáveis 

dummy), o SP foi recodificado para Sd1, o SA para Sd2 e o EA para Sd3 e o RP como 

variável de referência. O trio ordenado (Sd1, Sd2, Sd3) indica o substrato usado:          

(0, 0, 0) refere-se ao substrato referência RP, (1, 0, 0) ao substrato SP, (0, 1, 0) ao 

substrato SA e (0, 0, 1) ao EA. Nestas condições, o modelo logístico dado pela 

expressão (1) ficou definido como 

logitሺߨ௜ሻ ൌ ௜ߟ ൌ ଴ߚ ൅ ଵሺܵ݀ଵሻߚ ൅ ଶሺܵ݀ଶሻߚ ൅ ଷሺܵ݀ଷሻߚ ൅  ሺ6ሻ																					௝,ݑ

sendo a ݅-ésima observação sujeita ao efeito aleatório da ݆-ésima parcela. 

Procedeu-se à análise do experimento fazendo uso do método da máxima 

verossimilhança restrita (REML), que produz estimativas não viesadas para dados 

balanceados (SEARLE, 1987). Para implementação computacional do método citado, 

empregou-se o software R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2011) por meio pacote 

nlme (PINHEIRO et al., 2012). Depois foram calculadas e interpretadas as razões de 

chances medianas e o intervalo percentílico. Posteriormente verificou-se a normalidade 

dos dados por meio do teste de normalidade de Shapiro-Wilk a 5% de significância e 

aplicou-se o teste de Tukey aos dados. 

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Para o modelo descrito no item anterior (expressão (6)), fazendo uso do método 

REML, foram obtidas as estimativas apresentadas na Tabela 1. 

Na comparação entre os tratamentos pela razão de chances mediana para os 

efeitos aleatório e fixos, foi utilizado o intervalo percentílico de 80%, conforme 
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sugestão de LARSEN et al. (2000) e LARSEN & MERLO (2005). Para o cálculo das 

estimativas de MORୟ୪ୣୟ୲, MORϐ୧୶୭ e IOR foram usadas, respectivamente, as expressões 

(3), (4) e (5), considerando: ߪො௨ଶ ൌ 0,246315; Φିଵሺ3/4ሻ ൌ 0,6745; Φିଵሺ0,10ሻ ൌ

െ1,2816 e Φିଵሺ0,90ሻ ൌ 1,2816. 

Os resultados estão apresentados na Tabela 2. 

A razão de chances mediana do efeito aleatório mostrou que a melhor semente 

tem em torno de 61% mais chance de germinar que a pior, considerando unidades 

diferentes do mesmo substrato. Parte desta heterogeneidade pode ser atribuída à 

heterogeneidade inerente às sementes (CARVALHO, 2010) e parte aos procedimentos 

experimentais. Para determinar essas componentes seria preciso testar um novo modelo 

de efeitos mistos. 

Quando comparados os substratos sobre papel e rolo de papel, verificou-se que 

medianamente sobre papel possui chance de germinação 55% menor que rolo de papel. 

Porém, ao ser observado o IOR, há uma probabilidade de 80% (dada pelo percentil do 

IOR) de que a chance de germinação de uma semente no substrato sobre papel possa 

ocorrer de 88% menos a 35% mais que uma outra no substrato rolo de papel. Este 

resultado mostrou que a comparação entre tais substratos é inconclusiva. Quando dois 

substratos de tipos diferentes apresentam iguais chances de germinação para suas 

sementes, a razão de chances é igual a 1. Assim, se um IOR contém o 1, este torna a 

razão de chances inconclusiva, pois a chance de germinação tanto pode diminuir como 

aumentar. Assim, pela Tabela 2, a única afirmação garantida é que a chance de 

germinação no substrato entre areia se mostrou superior ao sobre papel, podendo ser de 

1,20 a 7,26 vezes melhor, sendo, medianamente igual a 2,95 vezes. 

Percebeu-se, ainda que sendo ߪො௨ଶ ൎ 0,25, a amplitude dos IOR’s nas diversas 

comparações variou de 1,13 a 8,46 unidades como consequência da inclusão do efeito 
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aleatório no modelo, gerando repercussões na interpretação da razão de chances e 

provocando dúvidas sobre qualidade do experimento. 

A normalidade dos dados foi confirmada pelo teste de Shapiro-Wilk a 5% de 

significância, sendo, então, realizado o teste de Tukey para os dados, considerando a 

mesma significância, cujos resultados estão apresentados na Tabela 3. Os valores 

apresentados pelo teste de Tukey mostram que a 5% de significância só há diferença 

significativa entre as médias dos tratamentos entre areia e sobre papel, sendo o primeiro 

superior ao segundo. Este resultado confirma aqueles obtidos por razão de chances 

mediana. 

 

CONCLUSÃO 

A razão de chances mediana associada ao intervalo percentílico mostrou ter bom 

desempenho na classificação dos substratos (tratamentos) em relação à germinação de 

sementes de pinhão-manso, sendo semelhante à comparação feita pelo teste de Tukey. 

Por não necessitar do pressuposto de normalidade dos dados e por ser possível a 

interpretação dos parâmetros, a razão de chances mediana para modelos de regressão 

logística com efeito aleatório incidindo no intercepto se torna uma ferramenta poderosa 

de análise. 
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Tabela 1 – Estimativas obtidas pelo método da máxima verossimilhança restrita 

(REML) 

 

Parâmetro Estimativa Desvio padrão G.L. t-value p-value 

Intercepto: β0 1,466222 0,223013 28 6,574596 0 

β1 -0,60132 0,299596 28 -2,00712 0,0545 

β2 -0,15788 0,30831 28 -0,51208 0,6126 

β3 0,481481 0,336816 28 1,429506 0,1639 

Efeito Aleatório: u
2 0,246315 

    
 

Tabela 2 – Razão de chances mediana para o efeito fixo e para o efeito aleatório 

 

MÔR aleat 1,61 

Comparação MOR fixo IÔR 

SP vs RP 0,55 [0,22; 1,35] 

SA vs RP 0,85 [0,35; 2,10] 

EA vs RP 1,62 [0,66; 3,98] 

SA vs SP 1,56 [0,63; 3,83] 

EA vs SP 2,95 [1,20; 7,26] 

EA vs SA 1,90 [0,77; 4,66] 
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Tabela 3 – Comparação das médias dos tratamentos pelo teste de Tukey 

 

Tratamento Classificação Média 

EA aa 88 

RP ab 81,5 

SA ab 78,75 

SP bb 70,25 
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CONCLUSÃO GERAL 

 

 

Considerando o modelo de regressão logística com efeito aleatório no intercepto, 

os métodos da aproximação de Laplace, máxima verossimilhança (ML) e máxima 

verossimilhança restrita (REML) apresentaram desempenho diferentes em relação aos 

dados simulados, tendo o primeiro melhor desempenho na estimativa dos parâmetros. A 

variância do efeito aleatório interfere no desempenho de qualquer um dos métodos 

avaliados, sendo variância e desempenho inversamente proporcionais. No experimento 

de avaliação de germinação de sementes de pinhão-manso (Jatropha curcas L.) 

envolvendo os substratos rolo de papel, sobre papel, sobre areia e entre areia, a razão de 

chances mediana para o efeito aleatório apontou considerável heterogeneidade na 

germinação de sementes em unidades diferentes de um mesmo substrato. A razão de 

chances mediana para o efeito fixo associada ao intervalo percentílico apresentou bom 

desempenho na classificação dos substratos, levando a resultados semelhantes aos do 

teste de Tukey. O substrato entre areia foi considerado melhor que sobre papel na 

germinação de sementes por ambas as técnicas. 
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APÊNDICE A – Códigos de programação no software R, versão 2.13.2 , usados no 

capítulo 4 

 

 

# Programa para simular e ajustar modelos para dados binários com efeito aleatório 
 
 
# Experimento com efeito aleatório nas parcelas e incidindo no intercepto 
#   ntrat: número de tratamentos 
#   nrep: número de repetições 
#   nobs: número de observações por repetição 
#   tobs: total de observações por experimento 
#   nparcela: total de parcelas por experimento (= número de efeitos aleatórios) 
#   nsimul: número de simulações 
 
# Modelo: pi= exp{eta}/(1 + exp{eta}), onde eta = (beta0 + efeAle) + beta*x  
#   pi:  matriz de probabilidade  
#   eta:  matriz de efeitos fixos + efeitos aleatórios 
#   beta0: efeito fixo do tratamento referência (tratamento 0) 
#   beta: efeito fixo do tratamento 1 
#   efeAle: matriz de efeitos aleatórios 
#   varEfAle: variância do efeito aleatório 
#   u:  vetor de efeitos aleatórios nas parcelas 
#   intercp: matriz de intercepto com efeito aleatório 
#   k:  matriz de valores gerados de uma distribuição uniforme [0, 1] 
 
# Conjunto de dados 
#   dados: banco de dados 
#   simulação: vetor com o número da simulação 
#   parcela: vetor com o número da parcela 
#   rep:  vetor com o número da repetição 
#   x:  vetor com o número do tratamento 
#   y:  vetor de observações geradas por simulação 
 
# Ajuste de modelos 
 
# A) Modelo de efeito fixo 
#    fit:    ajuste do modelo 
#    result_fixo: matriz de parâmetros estimados para cada simulação: intercepto (beta0) 

e coeficiente (beta)  
 
# B) Modelo de efeito aleatório: método de Laplace 
#    fit1:    ajuste do modelo 
#    int_ale1:     vetor com o intercepto estimado (beta0) para cada simulação 
#    cor_ale1: vetor de correlação entre os efeitos aleatórios simulados e estimados 

para cada simulação 
#    x_ale1:   vetor de coeficiente (beta) estimado para cada simulação  
#    var_ale1:   variância do efeito aleatório estimada para cada simulação 
#   efeAle_est: matriz contendo os efeitos aleatórios estimados de cada parcela, para 

cada simulação 
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#    result_ale1: matriz contendo o resumo das estimativas de cada simulação 
 
# C) Modelo de efeito aleatório: método da máxima verossimilhança (ML) 
#    fit2:     ajuste do modelo 
#    int_ale2:    vetor com o intercepto estimado (beta0) para cada simulação 
#    cor_ale2: vetor de correlação entre os efeitos aleatórios simulados e estimados 

para cada simulação 
#    x_ale2:    vetor de coeficiente (beta) estimado para cada simulação  
#    var_ale2:    variância do efeito aleatório estimada para cada simulação 
#   efeAle_est:  matriz contendo os efeitos aleatórios estimados de cada parcela, para 

cada simulação 
#    result_ale2: matriz contendo o resumo das estimativas de cada simulação 
 
# D) Modelo de efeito aleatório: método da máxima verossimilhança restrita (REML) 
#    fit3:   ajuste do modelo 
#    int_ale3:   vetor com o intercepto estimado (beta0) para cada simulação 
#    cor_ale3: vetor de correlação entre os efeitos aleatórios simulados e estimados 

para cada simulação 
#    x_ale3:   vetor de coeficiente (beta) estimado para cada simulação 
#    var_ale3:   variância do efeito aleatório estimada para cada simulação 
#   efeAle_est: matriz contendo os efeitos aleatórios estimados de cada parcela, para 

cada simulação 
#    result_ale3: matriz contendo o resumo das estimativas de cada simulação 
 
# Concatenação dos dados de 100 simulações do laço 
#   rfixo: resumo das estimativas do modelo fixo 
#   rale1: resumo das estimativas do modelo misto por Laplace 
#   rale2: resumo das estimativas do modelo misto por ML 
#   rale3: resumo das estimativas do modelo misto por REML 
 
# Concatenação dos dados das 1000 simulações  
#   rfixomil: resumo das estimativas do modelo fixo 
#   rale1mil: resumo das estimativas do modelo misto por Laplace 
#   rale2mil: resumo das estimativas do modelo misto por ML 
#   rale3mil: resumo das estimativas do modelo misto por REML 
 
 
# Médias das estimativas obtidas nas simulações 
#   médias_fixo: vetor das médias obtidas no modelo de efeito fixo  
#   médias_ale1: vetor das médias obtidas no modelo misto por Laplace  
#   médias_ale2: vetor das médias obtidas no modelo misto por ML  
#   médias_ale3: vetor das médias obtidas no modelo misto por REML  
 
# Erro quadrático médio 
  
#   eqm_fixo_b0:  EQM do método de efeito fixo para o intercepto  
#   eqm_fixo_b:    EQM do método de efeito fixo para o efeito do tratamento 1 
#   eqm_ale1_b0:  EQM do método de Laplace para o intercepto  
#   eqm_ale1_b:    EQM do método de Laplace para o efeito do tratamento 1 
#   eqm_ale1_var: EQM do método de Laplace para a variância do efeito aleatório 
#   eqm_ale2_b0:  EQM do método ML para o intercepto  
#   eqm_ale2_b:    EQM do método ML para o efeito do tratamento 1 
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#   eqm_ale2_var: EQM do método ML para a variância do efeito aleatório 
#   eqm_ale3_b0:  EQM do método REML para o intercepto  
#   eqm_ale3_b:    EQM do método REML para o efeito do tratamento 1 
#   eqm_ale3_var: EQM do método REML para a variância do efeito aleatório 
 
#   percent_varzero: percentual de simulações em que a variância do efeito aleatório foi 

estimada em zero no modelo misto por Laplace 
#   resultados:            arquivo de resultados de um cenário 
 
# -------------------------------------------------------- 
 
 
# ================================================= 
# Definição de um novo cenário. 
# ================================================= 
 
 
# Entrada de dados 
 
rm(list=ls(all=TRUE)) 
 
rfixomil = NULL 
rale1mil = NULL 
rale2mil = NULL 
rale3mil = NULL 
 
# Do experimento 
ntrat =  2 
nrep =   4 
nobs =   50 
nsimul = 1000 
 
# Do modelo logístico 
beta0 =    0.41 
beta =     1.59 
varEfAle = 2.00 
 
# -------------------------------------------------------- 
 
# Parte I: Geração dos dados 
 
nparcela = ntrat * nrep 
tObs =       nparcela * nobs 
 
parcela = sort(rep(seq(1, nparcela), nobs))    
x =           rep(sort(rep(c(0, 1), nobs)), nrep) 
rep =        sort(rep(seq(1, nrep), nobs*ntrat)) 
 
 
# ==================================================== 
# Fazendo 100 simulações para um mesmo cenário. 
# ==================================================== 
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rfixo = NULL 
rale1 = NULL 
rale2 = NULL 
rale3 = NULL 
 
for (s in 1:100) 
{ 
  rm("cor_ale1", "cor_ale2", "cor_ale3", "dados", "efAle", "efeAle_est",  
        "eta", "fit", "fit1", "fit2", "fit3", "i", "int_ale1","int_ale2",  
        "int_ale3", "intcp", "j", "k", "p", "pi", "result_ale1",  
        "result_ale2", "result_ale3", "result_fixo", "u", "var_ale1",  
        "var_ale2", "var_ale3", "x_ale1", "x_ale2", "x_ale3", "y") 
 
  # inicialização das matrizes  
  efAle = matrix(0, nsimul, tObs) 
  intcp =  matrix(0 ,nsimul, tObs) 
  eta =     matrix(0 ,nsimul, tObs) 
  pi =       matrix(0 ,nsimul, tObs) 
  k =        matrix(0 ,nsimul, tObs) 
  y =        matrix(0 ,nsimul, tObs) 
 
  # simulação das observações 
  for (i in 1:nsimul) 
  {  
    u = rnorm(nparcela, 0, sqrt(varEfAle)) # geração dos efeitos aleatórios nas parcelas 
    for (j in 1:tObs) 
    { 
      p = (j - 1) %/% nobs + 1 
      efAle[i,j] = u[p] 
    } 
   intcp[i,]= beta0 + efAle[i,] 
   eta[i,]=     intcp[i,] + beta * x 
    pi[i,]=     exp(eta[i,]) / (1 + exp(eta[i,])) 
    k[i,]=      runif(tObs) 
    y[i,]=      ifelse(k[i,] < pi[i,], 1, 0) 
  } 
 
  # estruturação do conjunto de dados gerados 
  dados=data.frame(cbind(sort(rep(seq(1, nsimul), tObs)), 
                                 rep(parcela, nsimul), 
                                 rep(rep, nsimul), 
                                 rep(x, nsimul), 
                                 matrix(t(y), nsimul*tObs, 1))) 
  colnames(dados) = c("sim", "parcela", "rep",  "x", "y") 
  
  # ------------------------------------------------------ 
 
  library(lme4) 
 
  # Parte II: Ajuste de modelos: modelo de efeito fixo, modelo de efeito aleatório 
 
     #---------------------------------------------------- 
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     # A) Modelo de efeito fixo 
 
     fit= by(dados, dados$sim, function(x) glm(y ~ x , family = binomial, data = x)) 
 
     result_fixo = t(sapply(fit, coef)) 
     colnames(result_fixo) = c("int_est", "x_est") 
  
     #---------------------------------------------------- 
 
     # B) Modelo misto: por Laplace 
 
     fit1 = by(dados, dados$sim, function(x) lmer(y ~ x + ( 1 | parcela),  
                    family = binomial, data = x )) 
 
     int_ale1 =     matrix(0, nsimul, 1) 
     cor_ale1 =    matrix(0, nsimul, 1) 
     x_ale1 =       matrix(0, nsimul, 1) 
     efeAle_est = matrix(0, nsimul, nparcela) 
     for (i in 1:nsimul) 
     { 
       efeAle_est[i,] = as.matrix(unlist(sapply(fit1, ranef)[i])) 
       int_ale1[i] =      mean(as.matrix(unlist(sapply(fit1, coef)[i]))[1:nparcela] – 
                                           efeAle_est[i,]) 
       cor_ale1[i] =     cor(unique(efAle[i,]), efeAle_est[i,]) 
       x_ale1[i] =        round(as.matrix(unlist(sapply(fit1, coef)[i]))[nparcela+1], 4) 
     } 
     var_ale1 = as.matrix(unlist(sapply(fit1, VarCorr))) 
 
     result_ale1 = cbind(int_ale1, x_ale1, cor_ale1, var_ale1) 
     colnames(result_ale1) =  c("int_est", "x_est", "cor", "var") 
     rownames(result_ale1) = NULL 
 
     #---------------------------------------------------- 
 
  detach("package:lme4") 
  library(nlme) 
  #nlmeControl(maxIter=200, pnlsMaxIter=100, msMaxIter=100, tolerance=1e-3) 
 
     # C) Modelo misto: por MV 
 
     fit2 = by(dados, dados$sim, function(x) nlme(y ~ (exp(a + b*x) / (1 + exp(a + b*x))),  
                    data = x, fixed = list(a ~ 1, b ~ 1), random = a ~ 1 | parcela,  
                    start = list(fixed = c(a = beta0, b = beta)), method = "ML")) 
 
     int_ale2 =     matrix(0, nsimul, 1) 
     cor_ale2 =    matrix(0, nsimul, 1) 
     x_ale2 =       matrix(0, nsimul, 1) 
     efeAle_est = matrix(0, nsimul, nparcela) 
     for (i in 1:nsimul) 
     { 
       efeAle_est[i,] = as.matrix(unlist(lapply(fit2, ranef)[i])) 
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       int_ale2[i] =      mean(as.matrix(unlist(lapply(fit2, coef)[i]))[1:nparcela] - 
efeAle_est[i,]) 

       cor_ale2[i] =     cor(unique(efAle[i,]), efeAle_est[i,]) 
       x_ale2[i] =        round(as.matrix(unlist(lapply(fit2, coef)[i]))[nparcela + 1], 4) 
     } 
     var_ale2 = as.matrix(as.numeric(t(unlist(sapply(fit2, VarCorr)))[,1]), nsimul, 1) 
 
     result_ale2 = cbind(int_ale2, x_ale2, cor_ale2, var_ale2) 
     colnames(result_ale2) = c("int_est", "x_est", "cor", "var") 
 
     #---------------------------------------------------- 
 
     # D) Modelo misto: MV restrita 
 
     fit3 = by(dados, dados$sim, function(x) nlme(y ~ (exp(a + b*x) / (1 + exp(a + b*x))),  
                    data = x, fixed = list(a ~ 1, b ~ 1), random = a ~ 1 | parcela,  
                    start = list(fixed = c(a = beta0, b = beta)), method = "REML")) 
 
     int_ale3 =     matrix(0, nsimul, 1) 
     cor_ale3 =    matrix(0, nsimul, 1) 
     x_ale3 =       matrix(0, nsimul, 1) 
     efeAle_est = matrix(0, nsimul, nparcela) 
     for (i in 1:nsimul) 
     { 
       efeAle_est[i,] = as.matrix(unlist(lapply(fit3, ranef)[i])) 
       int_ale3[i] =      mean(as.matrix(unlist(lapply(fit3, coef)[i]))[1:nparcela] - 

efeAle_est[i,]) 
       cor_ale3[i] =    cor(unique(efAle[i,]), efeAle_est[i,]) 
       x_ale3[i] =       round(as.matrix(unlist((lapply(fit3, coef)[i])))[nparcela + 1], 4) 
     } 
     var_ale3 = as.matrix(as.numeric(t(unlist(sapply(fit3, VarCorr)))[,1]), nsimul, 1) 
 
     result_ale3 = cbind(int_ale3, x_ale3, cor_ale3, var_ale3) 
     colnames(result_ale3) = c("int_est", "x_est", "cor", "var") 
 
     #---------------------------------------------------- 
 
  detach("package:nlme") 
   
  rfixo = rbind(rfixo, result_fixo) 
  rale1 = rbind(rale1, result_ale1) 
  rale2 = rbind(rale2, result_ale2) 
  rale3 = rbind(rale3, result_ale3) 
} 
 
 
# ============================================= 
# Fim das cem simulações.  
# Verificação de erros para concatenação de dados. 
# ============================================= 
 
 



87 
 

warnings()  
dim(rfixo) 
dim(rale1) 
dim(rale2) 
dim(rale3) 
 
 
# ============================================= 
# Concatenação para armazenamento de dados, caso não haja erro de convergência. 
# ============================================= 
 
 
  rfixomil = rbind(rfixomil, rfixo) 
  rale1mil = rbind(rale1mil, rale1) 
  rale2mil = rbind(rale2mil, rale2) 
  rale3mil = rbind(rale3mil, rale3) 
 
  dim(rfixomil)   # verificação da dimensão do arquivo de dados 
 
 
# ============================================= 
# Fim do processo de simulação, análise e armazenamento de dados de um único 

cenário. 
# ============================================= 
 
 
# -------------------------------------------------------- 
 
# Parte III: Cálculo de médias e EQM 
 
média_fixo = colSums(rfixomil)/1000 
média_ale1 = colSums(rale1mil)/1000 
média_ale2 = colSums(rale2mil)/1000 
média_ale3 = colSums(rale3mil)/1000 
 
eqm_fixo_b0  = sum((rfixomil[1:1000,1]-beta0)^2)/1000 
eqm_fixo_b   =  sum((rfixomil[1:1000,2]-beta)^2)/1000 
eqm_ale1_b0  = sum((rale1mil[1:1000,1]-beta0)^2)/1000 
eqm_ale1_b   =  sum((rale1mil[1:1000,2]-beta)^2)/1000 
eqm_ale1_var = sum((rale1mil[1:1000,4] - varEfAle)^2)/1000 
eqm_ale2_b0  = sum((rale2mil[1:1000,1]-beta0)^2)/1000 
eqm_ale2_b   =  sum((rale2mil[1:1000,2]-beta)^2)/1000 
eqm_ale2_var = sum((rale2mil[1:1000,4] - varEfAle)^2)/1000 
eqm_ale3_b0  = sum((rale31mil[1:1000,1]-beta0)^2)/1000 
eqm_ale3_b   =  sum((rale3mil[1:1000,2]-beta)^2)/1000 
eqm_ale3_var = sum((rale3mil[1:1000,4] - varEfAle)^2)/1000 
 
percent_varzero = (dim(rale1mil[rale1mil[,3] == "NA",])[1])/1000 
 
resultados = data.frame(rbind(round(cbind(c(média_fixo, NA, NA), 
                                                            média_ale1, média_ale2, média_ale3), 2), 
                                             c(eqm_fixo_b0,eqm_ale1_b0, eqm_ale2_b0, eqm_ale3_b0), 
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                                             c(eqm_fixo_b,eqm_ale1_b, eqm_ale2_b, eqm_ale3_b), 
                                             c(eqm_fixo_var,eqm_ale1_var, eqm_ale2_var, 

eqm_ale3_var), 
                                             c(NA, percent_varzero,NA, NA))) 
rownames(resultados) = c("int_est", "x_est", "correl", "var_est", "eqm b0", "eqm b", 

"eqm var", "% varzero") 
colnames(resultados) = c("fixo", "ale1", "ale2", "ale3") 
 
# -------------------------------------------------------- 
 
# Parte IV: Exportação dos arquivos de resultados 
 
write.table(rfixomil, "result_fixo_c33.xls", quote = FALSE, row.names = FALSE) 
write.table(rale1mil, "result_ale1_c33.xls", quote = FALSE, row.names = FALSE) 
write.table(rale2mil, "result_ale2_c33.xls", quote = FALSE, row.names = FALSE) 
write.table(rale3mil, "result_ale3_c33.xls", quote = FALSE, row.names = FALSE) 
write.table(resultados, "resultadosc33.xls", quote = FALSE) 
 
# -------------------------------------------------------- 
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APÊNDICE B – Tabelas relativas ao capítulo 4 

 

 

Tabela B1 – Cenários para simulação 
Cenário β0 β ߪ௨ଶ π0 π1 

1 -2,20 0,20 0,10 

0,10 

0,12 2 -2,20 0,20 1,00 

3 -2,20 0,20 2,00 

4 -2,20 1,58 0,10 

0,35 5 -2,20 1,58 1,00 

6 -2,20 1,58 2,00 

7 -2,20 2,20 0,10 

0,50 8 -2,20 2,20 1,00 

9 -2,20 2,20 2,00 

10 -2,20 2,82 0,10 

0,65 11 -2,20 2,82 1,00 

12 -2,20 2,82 2,00 

13 -2,20 4,19 0,10 

0,88 14 -2,20 4,19 1,00 

15 -2,20 4,19 2,00 

16 -0,85 0,23 0,10 

0,30 

0,35 17 -0,85 0,23 1,00 

18 -0,85 0,23 2,00 

19 -0,85 0,85 0,10 

0,50 20 -0,85 0,85 1,00 

21 -0,85 0,85 2,00 

22 -0,85 1,47 0,10 

0,65 23 -0,85 1,47 1,00 

24 -0,85 1,47 2,00 

25 -0,85 2,84 0,10 

0,88 26 -0,85 2,84 1,00 

27 -0,85 2,84 2,00 

28 0,41 0,21 0,10 

0,60 

0,65 29 0,41 0,21 1,00 

30 0,41 0,21 2,00 

31 0,41 1,59 0,10 

0,88 32 0,41 1,59 1,00 

33 0,41 1,59 2,00 
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Tabela B2 – Média das estimativas e da correlação entre efeito aleatório real e estimado e percentual de variâncias do efeito aleatório estimadas como 
zero 

(continua) 
Cenário 1 Cenário 2 Cenário 3 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     0,20 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     0,20 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     0,20 = ߚ     ଴ = -2,20ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 

 መ଴  -2,20 -1,91 -1,91ߚ መ଴  -2,20 -2,01 -2,01ߚ መ଴  -2,22 -2,18 -2,18ߚ
መߚ መߚ 0,22 0,22 0,22   መߚ 0,20 0,20 0,23     0,17 0,14 0,14 
Correlação NA 0,51 0,51 Correlação NA 0,80 0,80 Correlação NA 0,83 0,83 
 ො௨ଶ  1,51 0,98 0,98ߪ ො௨ଶ  0,68 0,49 0,49ߪ ො௨ଶ  0,07 0,06 0,06ߪ
 ො௨ଶ=0(%) 0,01 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,03 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,47 NA NAߪ

Cenário 4 Cenário 5 Cenário 6 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     1,58 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     1,58 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     1,58 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 

 መ଴  -2,18 -1,90 -1,90ߚ መ଴  -2,20 -1,99 -1,99ߚ መ଴  -2,22 -2,19 -2,19ߚ
መߚ መߚ 1,57 1,57 1,60   መߚ 1,44 1,44 1,62     1,56 1,35 1,35 
Correlação NA 0,54 0,54 Correlação NA 0,81 0,81 Correlação NA 0,85 0,85 
 ො௨ଶ  1,51 1,11 1,11ߪ ො௨ଶ  0,76 0,59 0,60ߪ ො௨ଶ  0,06 0,07 0,07ߪ
 ො௨ଶ=0(%) 0,01 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,02 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,37 NA NAߪ

Cenário 7 Cenário 8 Cenário 9 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     2,20 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     2,20 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     2,20 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 

 መ଴  -2,17 -1,88 -1,88ߚ መ଴  -2,22 -2,02 -2,02ߚ መ଴  -2,21 -2,17 -2,17ߚ
መߚ መߚ 2,17 2,17 2,2   መߚ 2,03 2,03 2,24     2,13 1,84 1,84 
Correlação NA 0,54 0,54 Correlação NA 0,81 0,81 Correlação NA 0,85 0,85 
 ො௨ଶ  1,47 1,08 1,09ߪ ො௨ଶ  0,74 0,60 0,60ߪ ො௨ଶ  0,06 0,07 0,07ߪ
 ො௨ଶ=0(%) 0,01 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,02 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,37 NA NAߪ
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Tabela B2 – Média das estimativas e da correlação entre efeito aleatório real e estimado e percentual de variâncias do efeito aleatório estimadas como 
zero 

(continuação) 
Cenário 10 Cenário 11 Cenário 12 

 ௨ଶ = 2,00ߪ    2,82= ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ    2,82= ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ    2,82= ߚ     ଴  = -2,20ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 

 መ଴ -2,26 -1,94 -1,94ߚ መ଴ -2,17 -1,97 -1,97ߚ መ଴ -2,21 -2,17 -2,17ߚ

መߚ መߚ 2,77 2,77 2,82  መߚ 2,56 2,56 2,81   2,86 2,48 2,48 

Correlação NA 0,53 0,53 Correlação NA 0,82 0,82 Correlação NA 0,85 0,85 

ො௨ଶߪ ො௨ଶ 0,07 0,07 0,07ߪ ො௨ଶߪ 0,58 0,57 0,73 1,58 1,13 1,13 

 ො௨ଶ=0(%) 0,00 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,01 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,36 NA NAߪ

Cenário 13 Cenário 14 Cenário 15 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     4,19 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     4,19 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     4,19 = ߚ     ଴  = -2,20ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 

 መ଴ -2,18 -1,90 -1,90ߚ መ଴ -2,23 -2,04 -2,04ߚ መ଴ -2,23 -2,20 -2,19ߚ

መߚ መߚ 4,14 4,14 4,21  መߚ 3,87 3,87 4,23   4,17 3,64 3,64 

Correlação NA 0,51 0,51 Correlação NA 0,80 0,80 Correlação NA 0,84 0,84 

ො௨ଶߪ ො௨ଶ 0,06 0,06 0,06ߪ ො௨ଶߪ 0,53 0,52 0,74 1,46 0,95 0,96 

 ො௨ଶ=0(%) 0,01 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,03 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,47 NA NAߪ

Cenário 16 Cenário 17 Cenário 18 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     0,23 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     0,23 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     0,23 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 

 መ଴ -0,87 -0,76 -0,76ߚ መ଴ -0,84 -0,78 -0,78ߚ መ଴ -0,84 -0,83 -0,83ߚ

መߚ መߚ 0,21 0,21 0,22  መߚ 0,20 0,20 0,22   0,24 0,21 0,21 

Correlação NA 0,62 0,62 Correlação NA 0,86 0,86 Correlação NA 0,88 0,88 

 ො௨ଶ 1,59 1,22 1,23ߪ ො௨ଶ 0,74 0,62 0,62ߪ ො௨ଶ 0,06 0,06 0,06ߪ

 ො௨ଶ=0(%) 0,00 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,01 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,29 NA NAߪ
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Tabela B2 – Média das estimativas e da correlação entre efeito aleatório real e estimado e percentual de variâncias do efeito aleatório estimadas como 
zero 

(continuação) 
Cenário 19 Cenário 20 Cenário 21 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     0,85 = ߚ    ଴  = -0,85ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     0,85 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     0,85 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 
 ෠0  -0,83 -0,73 -0,73ߚ ෠0  -0,86 -0,79 -0,79ߚ ෠0  -0,84 -0,83 -0,83ߚ
෠ߚ ෠ߚ 0,83 0,83 0,84   ෠ߚ 0,81 0,81 0,88     0,83 0,74 0,74 
Correlação NA 0,65 0,65 Correlação NA 0,86 0,86 Correlação 0,88 0,88 0,88 

ݑොߪ
ݑොߪ 0,06 0,06 0,06  2

ݑොߪ 0,64 0,63 0,75  2
2  1,51 1,18 1,19 

ݑොߪ
2=0(%) 0,25 NA NA ߪොݑ

2=0(%) 0,01 NA NA ߪොݑ
2=0(%) 0,00 NA NA 

Cenário 22 Cenário 23 Cenário 24 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     1,47 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     1,47 = ߚ    ଴  = -0,85ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     1,47 =ߚ     ଴  = -0,85ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 
 ෠0  -0,87 -0,77 -0,77ߚ ෠0  -0,85 -0,78 -0,78ߚ ෠0  -0,84 -0,83 -0,83ߚ
෠ߚ ෠ߚ 1,43 1,43 1,46   ෠ߚ 1,36 1,36 1,47     1,54 1,36 1,36 
Correlação NA 0,62 0,62 Correlação NA 0,87 0,87 Correlação NA 0,89 0,89 

ݑොߪ
ݑොߪ 0,06 0,05 0,06  2

ݑොߪ 0,64 0,64 0,77  2
2  1,54 1,18 1,19 

ݑොߪ
2=0(%) 0,28 NA NA ߪොݑ

2=0(%) 0,01 NA NA ߪොݑ
2=0(%) 0,00 NA NA 

Cenário 25 Cenário 26 Cenário 27 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     2,84 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     2,84 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     2,84 = ߚ     ଴  = -0,85ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 
 ෠0  -0,85 -0,76 -0,76ߚ ෠0  -0,84 -0,78 -0,78ߚ ෠0  -0,84 -0,83 -0,83ߚ
෠ߚ ෠ߚ 2,79 2,79 2,84   ෠ߚ 2,62 2,62 2,86     2,89 2,53 2,53 
Correlação NA 0,57 0,57 Correlação NA 0,83 0,83 Correlação NA 0,85 0,85 

ݑොߪ
ݑොߪ 0,07 0,07 0,07  2

ݑොߪ 0,58 0,58 0,72  2
2  1,46 1,06 1,06 

ݑොߪ
2=0(%) 0,34 NA NA ߪොݑ

2=0(%) 0,01 NA NA ߪොݑ
2=0(%) 0,00 NA NA 
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Tabela B2 – Média das estimativas e da correlação entre efeito aleatório real e estimado e percentual de variâncias do efeito aleatório estimadas como 
zero 

(conclusão) 
Cenário 28 Cenário 29 Cenário 30 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     0,21 = ߚ    ଴  = 0,41ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     0,21 = ߚ    ଴  = 0,41ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     0,21 = ߚ    ଴  = 0,41ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 

 መ଴  0,39 0,34 0,34ߚ መ଴  0,42 0,39 0,39ߚ መ଴  0,42 0,41 0,41ߚ
መߚ መߚ 0,20 0,20 0,20   መߚ 0,17 0,17 0,19     0,24 0,22 0,22 
Correlação NA 0,66 0,66 Correlação NA 0,87 0,87 Correlação NA 0,89 0,89 
 ො௨ଶ  1,57 1,24 1,25ߪ ො௨ଶ  0,77 0,66 0,66ߪ ො௨ଶ  0,06 0,06 0,06ߪ
 ො௨ଶ=0(%) 0,00 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,01 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,25 NA NAߪ

Cenário 31 Cenário 32 Cenário 33 

 ௨ଶ = 2,00ߪ     1,59 = ߚ    ଴  = 0,41ߚ ௨ଶ = 1,00ߪ     1,59 = ߚ    ଴  = 0,41ߚ ௨ଶ = 0,10ߪ     1,59 = ߚ    ଴  = 0,41ߚ

  Laplace ML REML   Laplace ML REML   Laplace ML REML 

 መ଴  0,42 0,38 0,38ߚ መ଴  0,41 0,38 0,38ߚ መ଴  0,41 0,40 0,40ߚ
መߚ መߚ 1,57 1,57 1,60   መߚ 1,46 1,46 1,62     1,56 1,34 1,34 
Correlação NA 0,55 0,55 Correlação NA 0,83 0,83 Correlação NA 0,86 0,86 
 ො௨ଶ  1,54 1,13 1,14ߪ ො௨ଶ  0,74 0,59 0,60ߪ ො௨ଶ  0,06 0,07 0,07ߪ
 ො௨ଶ=0(%) 0,01 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,02 NA NAߪ ො௨ଶ=0(%) 0,35 NA NAߪ
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Tabela B3 – EQM na estimativa do intercepto Tabela B4 – EQM na estimativa do parâmetro regressor 

Cenário ߚ଴ Laplace ML REML Cenário ߚ Laplace ML REML 

4 -2,20 0,09 0,09 0,09 4 1,58 0,14 0,13 0,13 

5 -2,20 0,35 0,32 0,32 5 1,58 0,59 0,50 0,50 

6 -2,20 0,65 0,57 0,57 6 1,58 1,12 0,90 0,90 

19 -0,85 0,05 0,05 0,05 19 0,85 0,10 0,09 0,09 

20 -0,85 0,31 0,26 0,26 20 0,85 0,59 0,49 0,49 

21 -0,85 0,55 0,43 0,43 21 0,85 1,15 0,91 0,91 

31 0,41 0,05 0,04 0,04 31 1,59 0,13 0,12 0,12 

32 0,41 0,29 0,25 0,25 32 1,59 0,65 0,55 0,55 

33 0,41 0,58 0,46 0,46 33 1,59 1,17 0,92 0,92 

Tabela B5 – EQM na estimativa da variância do efeito aleatório  

Cenário ߪ௨ଶ Laplace ML REML 

4 0,10 0,01 0,01 0,01 

5 1,00 0,43 0,35 0,35 

6 2,00 1,62 1,35 1,34 

19 0,10 0,01 0,01 0,01 

20 1,00 0,34 0,30 0,30 

21 2,00 1,24 1,15 1,15 

31 0,10 0,01 0,01 0,01 

32 1,00 0,36 0,33 0,33 

33 2,00 1,55 1,29 1,28 

 


