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Resumo

VALENCIA, Milton Manuel Aguirre, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
fevereiro de 2019. Alguns resultados da teoria de R*-agoes sobre
variedades diferenciaveis. Orientador: Walter Teofilo Huaraca Vargas.

Na presente disertacao estudamos condigoes necessarias para garantir a existéncia
de pontos fixos para acoes de R"™ definidas sobre uma superficie compacta M.

Estes resultados foram obtidos por E. L. Lima.
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Abstract

VALENCIA, Milton Manuel Aguirre, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
February, 2019. Some results of the R*-actions theory on differentiable
manifolds. Adviser: Walter Teofilo Huaraca Vargas.

In the present dissertation we study conditions necessary to guarantee the
existence of fixed points for actions of R"” defined on a compact manifold M.

These results were obtained by E. L. Lima.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos o estudo de resultados que garantam a existéncia
de pontos singulares comuns respeito de dois ou mais campos de vetores definidos
sobre superficies conexas, compactas com ou sem fronteira.

O objetivo principal desta dissertagao ¢ estudar os seguintes resultados obtidos
por E. L. Lima em [10] e [9].

Teorema A: Qualquer agdo continua de R? sobre a esfera S? admite um ponto

fizo.

Teorema B: Qualquer acdo continua de R? sobre o plano projetivo RP? admite
um ponto fizo.

Teorema C: Qualquer acgao continua de R™ sobre uma superficie M, com
X(M) # 0, tem um ponto fizo.

Embora o Teorema C' implique o Teorema A e o Teorema B, apresentaremos
provas independentes para cada um dos teoremas.  Acreditamos que as
demonstragoes deles tem um valor individual pela riqueza das ideias.

O trabalho esta dividido como segue: No capitulo 1, apresentaremos
resultados preliminares muito conhecidos na teoria de sistemas dinamicos, teoria
de conjuntos e topologia. Todos eles sem prova, pois, as mesmas podem ser
encontradas na bibliografia do presente trabalho.

No capitulo 2, apresentaremos fatos conhecidos da Teoria de folheagoes e agoes
de grupos sobre variedades e alguns lemas preliminares que usaremos nas provas
dos teoremas.

Finalmente, no capitulo 3 apresentaremos as provas dos teoremas mencionados
acima.



Capitulo 1

Preliminares

E muito importante contextualizar alguns conceitos basicos e resultados
essenciais para o estudo dos capitulos seguintes. Dedicaremos este capitulo a
fornecer as informacoes necessarias para os proximos capitulos.

1.1 Teoria de conjuntos e espacos topolégicos

As definigoes e resultados apresentados aqui podem ser encontradas em [15],

13] e [13].

Definicao 1.1. Lembremos que uma relagao = em um conjunto </ € chamada
uma relagao de ordem parcial se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(1) a < a para todo o.
(2) Sea =0 el = a, entio o = .

(3) Sea=p el <, entio o < 7.

Se o/ ¢ uma familia de conjuntos com a relagao definida como A < B se, e
somente se, B C A é uma relagao de ordem parcial. Dizemos que A é um elemento
maximal de 7 se, e somente se, nenhum membro de &/ contém propriamente A.

Uma familia N de conjuntos é dita uma cadeia se, e somente se, sempre que
A e B sao membros da familia, entdao ou A < B ou B < A. Isto é equivalente a
dizer que N ¢ linearmente ordenada.

Agora, podemos enunciar o seguinte principio que foi formulado pela primeira
vez por Hausdorff em 1914.

Teorema 1.2. (Principio Maximal de Hausdorff) Se o/ ¢ uma familia de
conjuntos e N' é uma cadeia em <, entio existe uma cadeia mazimal M em o

tal que N' C M.
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Lembremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.3. Uma topologia sobre um conjunto X € uma colegao T de
subconjuntos de X satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) O e X estao em 7.
(2) A uniao dos elementos de alguma subcole¢ao de T estd em T.

(3) A intersecgao dos elementos de alguma subcolecdo finita de T estd em T.

Um conjunto X para o qual uma topologia T foi especificada é chamado um espago
topologico.

Corretamente falando, um espago topolégico é um par ordenado (X,7)
consistindo de um conjunto X e uma topologia 7 em X, mas, muitas vezes
omitimos mengoes especificas a 7 se nao houver confusao.

Defini¢ao 1.4. Seja (X, 7x) um espago topoldgico e Z C X um subconjunto de
X qualquer. Entao, o conjunto Z N1x = {Z N A|A € 7x} € uma topologia para
Z denominada topologia induzida por Tx em Z.

Se X é um espaco topologico com topologia 7, dizemos que um subconjunto
U de X é um conjunto aberto de X se U pertence a colecao 7. Usando esta
terminologia, podemos dizer que um espago topologico ¢ um conjunto X com
uma colecao de subconjuntos de X, chamada conjuntos abertos, tal que § e X
ambos sao abertos, e, tal que a uniao arbitraria e a intersec¢ao finita de conjuntos
abertos sao abertos.

Exemplo 1.5. Considere o espago X =R" e 7 ={U C R";Vz € U, 3B(a,r) C
U}, entao (R™, ) € um espago topoldgico satisfazendo as propriedades acima.

Exemplo 1.6. Seja S" ' = {zx € Rz + 22+ -+ 22 = a,a >0} CR" a
esfera (n — 1)-dimensional. Note que S™™1 com a topologia induzida € um espaco
topologico.

O seguinte resultado é conhecido na topologia algébrica, porém, omitiremos
a prova pois esta pode ser encontrada em [13].

Teorema 1.7. (Ponto Fixo de Lefschetz) Seja f : K — K uma aplicagio
continua, sendo K uma superficie compacta. Se x(K) # 0, entao, f admite pelo
menos um ponto fizo.

Lembremos que um espaco de recobrimento de um espago topologico X ¢é
um espaco topologico X com uma aplicacio p : X — X satisfazendo a seguinte
condigao: Existe uma cobertura aberta {U,} de X tal que para cada a, p~(U,)
¢ uniao disjunta de conjuntos abertos em X, cada um dos quais é aplicado por
p homeomorficamente em U,. Néao exigimos p~!(U,) ser ndo vazio, entdo p nio
precisa ser sobrejetiva.
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Os recobrimentos sao definidos em termos geométricos, como as aplicagoes
p: X — X que sdo homeomorfismos locais em um sentido bastante forte. Mas
do ponto de vista da topologia algébrica, a caracteristica distintiva dos espagos de
recobrimento é o seu comportamento em relagao ao levantamento das aplicacoes.
Um levantamento de uma aplicacio f : Y — X é uma aplicacio f: Y — X tal
que po f = f. Em seguida, apresentamos duas propriedades de elevacio, sem
provas, uma vez que elas podem ser encontradas em [0]

Teorema 1.8. (Existéncia) Seja (X,p) um espago de recobrimento de X,
To € X, e xg = p(Zo). Entao, para qualquer caminho f : I — X com ponto
micial xg, existe um unico caminho g : I — X com ponto inicial o tal que
pog=/.

Teorema 1.9. (Unicidade) Seja (X, p) um espaco de recobrimento de X e seja
Y um espago conexo. Dadas quaisquer duas aplicagoes fo, f1 'Y — X tal que
po fo=mpo f1, o conjunto {y €Y : fo(y) = fi1(y)} ou € vazio ou é todo Y .

1.1.1 Redes

Sabemos que as sequéncias sao adequadas para detectar pontos limite, fungoes
continuas e conjuntos compactos em espacos métricos. Existe uma generalizacao
da nocgao de sequéncia, chamada rede, que farda o mesmo para um espago
topologico arbitrario. Vamos apresentar uma série de definigbes e um teorema

que sera relevante para os proximos capitulos, estes podem ser encontradas em
[15] e [18]

Definicao 1.10. Um conjunto dirigido J € um conjunto com uma ordem parcial
=< tal que para cada par de elementos o, 5 de J, existe um elemento vy de J tendo
a propriedade que o <Xy e = 7.

Exemplo 1.11. Seja J = N, note que se a,b € N, existe um elemento
c=a+beNtalquea<ceb<ec.

Definicao 1.12. Um subconjunto K de J ¢é dito cofinal em J se para cada o € J,
existe f € K tal que o < 3.

Exemplo 1.13. Seja K = {2n:n € N} C N, entao K ¢é cofinal em N, pois, para
todo a € N, existe b € K tal que a < 'b.

Definicao 1.14. Seja X um espaco topoldgico e J um conjunto dirigido. Uma
rede em X € uma funcao f:J — X. Se a € J, usualmente denotamos f(«) por
Zo. Denotamos a propria rede f pelo simbolo (x4)acy, ou simplesmente por (z,)
se o conjunto de indices for subentendido.

Defini¢ao 1.15. A rede (x,) € dita convergente ao ponto x de X e escrevemos
como x, — T se, para cada vizinhanga U de x, existe o € J tal que

axpf=u23€U.

Defini¢ao 1.16. Seja f : J — X uma rede em X, tal que f(a) = x,. Se K €
um conjunto dirigido e g : K — J € uma funcao tal que:
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(i) i = j = g(i) = 9(j),

(i) g(K) é cofinal em J,

entao, a fungdo composta fog: K — X € chamada uma subrede de (z,,).

Exemplo 1.17. Note que uma sequéncia em R é um caso particular de uma
rede, isto €, para J = N e X = R temos que f : N — R dada por f(n) = 1/2"
¢ uma rede e 1/2" — 0 € convergente. Além disso, uma subsequéncia é um caso
particular de uma subrede.

O seguinte teorema generaliza um resultado conhecido de anélise real.
Teorema 1.18. X ¢é compacto se, e somente se, cada rede em X tem uma subrede
convergente.

Outro resultado de especial interesse neste trabalho é o seguinte.

Teorema 1.19. Sejam, f: (X, 7) — (Y, 0) uma funcao arbitrdria e xg € X. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) [ € continua em xq.

b) Se p: A— X € uma rede convergente em xq, entao, a rede fop: A —Y
¢ convergente em f(xo).

1.2 Variedades Topolbgicas e Diferenciaveis

As definigoes incluidas nesta se¢ao podem ser encontradas em [I4] e em [§].
Iniciaremos esta secao com a definicao de variedade topologica.

Definicao 1.20. Suponha que M seja um espago topologico. Dizemos que M é
uma variedade topoldgica de dimensdao n ou uma n-variedade topoldgica se tiver
as sequintes propriedades:

o M ¢é um espago Hausdorff: Para cada par de pontos p,q € M, existem
subconjuntos abertos disjuntos U,V C M tal quep e U eq e V.

o M ¢ sequndo enumerdvel: Existe uma base enumerdvel para a topologia de
M. Isto €, todo aberto da topologia pode ser escrito como uniao enumerdvel
de elementos da base.

e M € localmente euclidiana de dimensao n: Cada ponto tem uma vizinhanga
que € homeomorfa a um subconjunto aberto de R™.
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Para nossos propositos, precisaremos de uma classe de variedades topologicas,
as chamadas variedades topologicas com fronteira. Para enuciarmos formalmente
a definicao das mesmas, consideremos para cada n > 1 o espago topologico
H" = {(x1,...,2,) € R : 2; > 0} com a topologia induzida por R". Um
subconjunto U de H" é dito aberto em H" se U = H"NU’ para algum subconjunto
aberto U’ de R".

Definicao 1.21. Suponha que M seja um espago topologico. Dizemos que M
€ uma variedade topologica com fronteira de dimensao n se tiver as sequintes
propriedades:

(1) M € um espago Hausdorff: Para cada par de pontos p,q € M, existem
subconjuntos abertos disjuntos U,V C M tal quep e U eqe V.

(11) M € o sequndo enumerdvel: Eziste uma base enumerdvel para a topologia
de M. Isto é, todo aberto da topologia pode ser escrito como uniao de
elementos da base.

(11i)) M € localmente semi-euclidiana de dimensao n: Cada ponto tem uma
vizinhanga que € homeomorfa a um subconjunto aberto de H™.

\

Figura 1.1: Variedade com fronteira.

Observagao 1.22. 1. Seja (U, p) tal que U C M € aberto e p : U — ¢(U) C
R™ como no item (iii) das defini¢oes anteriores. O par (U, ) serd chamado
de carta coordenada.

2. O conjunto fronteira, OH, de H"™ em R™ € o conjunto de pontos onde x,, = 0.
Se M € uma variedade com fronteira, um ponto que € a imagem inversa de
OH por alguma carta € chamado de ponto fronteira de M os demais pontos
sao chamados de pontos interiores de M.
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Exemplo 1.23. Paran > 1 e M = RY, entao, M ¢ uma n-variedade com
fronteira, com int(M) = {(x1,...,2,) € R* : z, > 0} e OIM = {(x1,...,2,) €
R : z,, = 0}.

Exemplo 1.24. A n-bola fechada D,, = {(z1,...,7,) € R : (21)%+- -+ (2,)? <
1} € uma n-variedade com fronteira tal que int(D,,) = {(x1,...,7,) € R": (z1)?+
ot ()2 <1} €Dy = {(z1,. .., xn) ER" (@) 4 -+ + (z,)2 = 1} = S

Exemplo 1.25. O toro solido M = Dy x S* é uma 3-variedade com fronteira,
com OM = S' x S sendo o 2-toro.

Em seguida, apresentaremos a definicao de variedade diferenciavel ou suave.
Seja M uma n-variedade topologica. Se (U, ), (V,1) sdo duas cartas tal que
UNV # 0, entao, o homeomorfismo ¢ o o=t : o(UNV) — (U NV) é chamado
de aplicagao transi¢ao. Duas cartas (U, ¢), (V,1) sdo chamadas compativeis se,
ou UNV =0 ou a aplicacdo transicao ¢ o ¢! é um difeomorfismo.

Definicao 1.26. Um atlas de dimensao n sobre uma variedade topoldgica M é
uma colecao A de cartas coordenadas tal que a uniao dos dominios cobrem M.
Um atlas A € chamado de atlas de classe C" se toda aplica¢do de transicao for
um difeomorfismo de classe C.

Figura 1.2: Mudancas de coordenadas.

Agora, podemos definir o principal conceito desta secao.

Definigao 1.27. Uma estrutura diferencial de classe C" sobre uma variedade
topoldgica de dimensao n é um atlas mazimal de classe C". Uma n-variedade
diferencial de classe C" € um par (M, A), onde M ¢é uma variedade topoldgica de
dimensao n e A € uma estrutura diferencial de classe C" sobre M.

Exemplo 1.28. Sejam M = R™, U C R™ um aberto e x : U — R™ a aplicagao
de inclusao, x(p) = p. As coordenadas introduzidas em U pelo sistema x sao
denominadas coordenadas cartesianas.

Exemplo 1.29. A esfera n-dimensional S™ C R™™! definida por:

S"={z=(z1,...,Tpp1) ER" 2t 4 2 =1}
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com a topologia induzida por R" possui uma estrutura de variedade de classe
C* de dimensao n. De fato, se U7 C S", e se 0 = 1, com 1 < i < n+1,
seja U7 = {x € S™ox; > 0}. A carta local ¢f : U7 — R™ definida por
OT(X1y oo T 1, Ty Tig 1y -+ Tpg1) = (T1y e oy Tio1, Tig1y- -+, Tna1) cobre S™ e as
mudangas de coordenadas sao C*°.

Diremos que duas variedades topologicas M e N sao equivalentes se elas sao
homeomorfas. Dai o problema para classificar variedades topoldgicas vai consistir
em determinar explicitamente um representante em cada classe de equivaléncia.

As variedades conexas compactas de dimensao 2 podem ser classificadas como
se expressa em [4], isto é, demonstra-se que toda superficie compacta conexa é
homeomorfa ao quociente de um poligono plano por uma relagao de equivaléncia
que identifica as arestas do poligono duas a duas segundo as regras embaixo:

p P a D bg P a P
a a b A 4 v b
p pooa p
Esfera Toro Superficie

de género g

Figura 1.3: Superficies orientéveis.

p p a D
a a b A vb
p p a p

Plano projetivo Garrafa de Klein Superficie nao orientavel

de género g
Figura 1.4: Superficies nao orientaveis.
Nas Figuras[1.3| e [1.4] as arestas com a mesma letra sao identificadas segundo

o sentido das setas. Esta idéia ¢ muito importante para nosso capitulo 3, como
veremos no Lema 2.13

1.3 Campos de vetores em variedades

Nesta secao, apresentamos a definicao de fluxo e outros conceitos importantes
para formalizar o teorema de Poincaré-Bendixson na versao original e,
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seguidamente, a versao para a esfera com a qual finalizaremos esta segao, os
resultados aqui descritos podem ser encontrados em [16] e [I7].

Seja M™ C R¥ uma variedade diferenciavel. Um campo de vetores de classe
C™ em M é uma aplicacao de classe C", X : M — RF que a cada ponto p € M,
associa um vetor X (p) € TM, C R*. Isso corresponde a uma aplicagdo C”,
X : M — TM tal que wo X ¢é a identidade em M, onde 7 é a projecao natural
de TM em M. Denotaremos por £ (M) o conjunto dos campos de vetores de
classe C" em M.

Uma curva integravel de X € 27" (M) passando por um ponto p € M é uma
aplicacao de classe C™!, o : I — M, onde I é um intervalo contendo 0, tal que
a(0) =pe d(t) = X(at)) para todo t € I. A imagem de uma curva integral é
chamada de orbita ou trajetoria.

Se f: M — N é um difeomorfismo de classe C"' e X € 2"(M) , entao
Y = f X, definido por Y (q) = df,. X (p) com ¢ = f(p), ¢ um campo de classe
C" em N, pois, f*X =dfoX o f'. Sea:I — M éuma curva integravel
de X, entao foa : I —» N é uma curva integral de Y. Em particular, f leva
trajetorias de X em trajetorias de Y. Assim, se x : U — Uy C R™ é uma carta
local, Y = x %« X é um campo de classe C" em Upy; dizemos que Y é a expressao
de X na carta local (z,U). Com essas consideragoes, os teoremas locais sobre
existéncia, unicidade e diferenciabilidade de solucoes estende-se a campos em
variedades. Isso se traduz na proposicao dada a seguir:

Proposicao 1.30. Sejam E um espago de Banach e F : E x M — TM uma
aplicagao C™ com r > 1, tal que m o F(\,p) = p, onde m : TM — M € a
projecao natural. Para todo \g € E e pg € M, existem vizinhangas W de \g
em E, V de py em M, um nimero real ¢ > 0 e uma func¢ao de classe C", ¢ :
(—&,e) xVxW — M tais que (0,p,\) =p e (0/0t)p(t,p, \) = F(\, o(t,p, \))
para todo t € (—e,e), p eV e X € W. Além disso, se o : (—e, &) —> M ¢é uma
curva integral do campo F\ = F(X,-) com a(0) = p, entdo o = @, x = ©(-, p, A).

Proposicao 1.31. Sejam I,J intervalos abertos e o : I — M, :J — M
curvas integrais de X € X7 (M), r > 1. Se a(ty) = B(ty), para algum to € INJ,
entio a(t) = p(t) em I N J. Consequentemente existe uma curva integral
v:IUJ — M, que coincide com o, em I, e com 3, em J.

Definicao 1.32. Uma aplicagio ¢ : R x M — M de classe C" € dita ser um
fluzo se:

(Z) 90(0’ "L‘) =7,

(i1) o(t + s,x) = o(t,p(s,x)), para todo t,s € R,
O fluzo € dito linear se para cada t fizo, pi(x) = @(t,x) € uma aplicagao linear
em R"™.

Proposigao 1.33. Seja M uma variedade compacta e X € 27 (M). Existe em
M um fluzo global de classe C" para X. Isto €, uma aplicacao ¢ : R x M — M

tal que p(0,p) =p e (9/0t)(¢(t, p)) = X (p(t,p))-
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Corolario 1.34. Sejam X € Z7"(M) e p : Rx M — M o fluro associado a
X. Para cada t € R, a aplicagao X, : M — M, tal que X,(p) = ¢(t,p), é um
difeomorfismo de classe C". Além disso, Xy = identidade, X;. s = X; o X para
todo t,s € R.

Sejam X € Z"(M)e p:Rx M — M e X;, t € R o fluxo associado a X.
A orbita de X por p € M ¢é o conjunto O(p) = {Xi(p) : t € R}. Se X(p) = 0,
a oOrbita de p se reduz a p. Nesse caso, dizemos que p é uma singularidade de
X. Caso contrario, a aplicagdo o : R — M, a(t) = X;(p) é uma imersdo. Se
« nao ¢ biunivoca, existe um w > 0 tal que a(w) = «(0) = p e a(t) # p para
0 <t < w. Nesse caso, a 6rbita de p é difeomorfa ao circulo S! e dizemos que a
orbita é fechada de periodo w. Caso a orbita nao seja singular ou fechada, ela é
dita regular. Assim, uma orbita regular é a imagem de uma imersao biunivoca
da reta.

O conjunto w-limite de um ponto p € M ¢é w(p) = {¢g € M
existe t,, — 400 sen — +oo com limX,, (p) = q}. Analogamente, definimos
o conjunto a-limite de p como «a(p) = {¢g € M : existet, - —ocosen —

+oo com limX;, (p) = q}. Observamos que o a-limite de p é o w-limite de p
para o campo —X. Também, w(p) = w(p) se p pertence & érbita de p. De fato,
p = X4, (p) e, portanto, se X; (p) — ¢ com t, — oo, entao, X;, 4 (p) — q e
tn — to —> 00. Definimos , entao, o w-limite da 6rbita de p como w(p).

Exemplo 1.35. Consideremos a esfera unitdria S* C R® com centro na origem
e sejam (x,y,z) as coordenadas canénicas de R3. Chamamos py = (0,0,1) de
polo norte e ps = (0,0, —1) de polo sul de S.

DN

SQ

Figura 1.5: Exemplo de um campo de vetores na esfera.

Definimos o campo X em S? por X (x,y,2) = (—xz, —yz,2> + y*). E claro
que X € de classe C™ e € fdacil verificar que as singularidades de X sao py, ps.
Como X ¢ tangente aos meridianos de S* apontando para cima, w(p) = py e

a(p) = ps, sep € S? — {pn,ps}



1.3. CAMPOS DE VETORES EM VARIEDADES 11

Exemplo 1.36. Fluzos racionais e irracionais no toro. Seja ¢ : R? — T? C R3,
o(u,v) = ((2 + cos2mv)cos2mu, (2 + cos2mv)sen2mu, sen2mwv)

Temos que @ € um difeomorfismo local que leva retas horizontais de R* em
paralelos de T?, retas verticais em meridianos e o quadrado [0,1] x [0,1] sobre
T?%. Além disso, ¢(u,v) = o(,0) se, e somente se, u —U=m ev—0 =n, onde
m,n s$ao inteiros.

Para cada o € R, consideremos em R? o campo de vetores X°(u,v) = (1, ).
E facil ver que Y™ = @x X estd bem definido e é um campo C® em T?. As drbitas
de Y sao as imagens por ¢ das orbitas de X%, sendo estas as retas de inclinagao
a em R2. Vamos mostrar que, para o racional, toda érbita de Y € fechada e, para
a irracional, toda orbita Y € densa em T?. Para cada ¢ € R, denotamos porl, a
reta de R* que passa por (0, c)e tem inclinagdo o; I, = {(u, c+au) : u € R}. Como
jd observamos, ¢(l.) € uma drbita de Y*. Se a € racional, essa drbita é fechada
qualquer que seja ¢ € R. De fato, se a = n/m, entao, [m,c+ (n/m)m] € I.
e o(m,c+n) = ¢(0,¢). Suponhamos agora, « irracional e firtemos ¢ € R.
Afirmamos que C = {c € R: p(l.) = ¢(lz)} € denso em R. Segue-se que U.ecl,
¢ denso em R? e, portanto, ¢(lz) = ©(Ueecle) € denso em T?. Para provar que
C ¢ denso em R, basta mostrar que G = {ma +n : m,n € Z} € denso em R,
pois, ¢ € C se, e somente se, c —¢ € G. Como G é um subgrupo de R, +, temos
que G ou € denso ou € discreto. Resta assim, mostrar que G nao € discreto. De
fato, para cada m € 7, existe n € 7 tal que u,, = ma + n pertence ao intervalo
[0,1]. A sequéncia u,, tem um ponto de acumulagdo e, como « € irracional, seus
elementos sao distintos. Logo G € denso.

7

s
A,

Figura 1.6: Campo irracional no Toro.

O campo Y%, como abordado acima, é chamado de campo racional ou
irracional em 72 conforme « seja racional ou nao. Se « é racional, o w-limite de
qualquer 6rbita é ela propria. Se « é irracional, o w-limite de qualquer orbita é
todo o toro T2.

A seguir, apresentamos algumas propriedades gerais dos conjuntos w-limites
e podem ser encontradas em [17].

Proposicao 1.37. Sejam X € Z7(M), M uma variedade compacta e p € M,
temos:
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a) w(p) # 0.
b) w(p) € fechado.

c) w(p) € invariante pelo fluzo de X, isto €, w(p) € uma uniao de drbitas de
X.

d) w(p) € conexo.

Observagao 1.38. As propriedades acima também sao vdlidas para o conjunto
a-limite. Por outro lado, se a variedade nao € compacta, devemos nos restringir a
uma orbita que positivamente (ou negativamente) permanega em um subcunjunto
compacto da variedade e ainda obtemos estas propriedades.

Lembremos que uma curva simples fechada em uma variedade M é imagem
homeomorfa da circunferéncia S' em M ou, dito de outra forma, a imagem de
S por uma injecdao continua S* — M.

O seguinte teorema é conhecido na topologia e uma prova dele pode ser
encontrada em [7]

Teorema 1.39. (Curva de Jordan) Uma curva simples fechada C na esfera
S? separa a esfera em duas componentes conezas, cada uma homeomorfa a um
disco, isto é, S*\ C = Dy U Dy com Dy e Dy homeomorfos a um disco.

Seja U um subconjunto aberto de R? e X um campo vetorial de classe C", r >
1, em U. Pode-se definir a semi-6rbita positiva por p, como v, = {¢(t,p),t > 0}
e a semi-orbita negativa por p como v, = {p(t,p),t < 0}.

Teorema 1.40. (Poincaré-Bendixson) Seja p(t) = o(t,p) uma curva integral
de X, definida para todo t > 0, tal que ’y; esteja contida em um compacto
K c U c R?% U aberto. Suponha que o campo X possua um nimero finito
de singularidades em w(p). Entdo, tem-se as sequintes alternativas:

(a) Se w(p) contém somente pontos regulares, entao w(p) € wma orbita
pertodica.

(b) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entao w(p) consiste de um
congunto de orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares
quando t — Fo0.

(c) Se w(p) nao contém pontos requlares, entdo w(p) € um ponto singular.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [17].

Como j4 vimos, o w-limite de uma érbita do fluxo irracional no toro 7% é todo
o toro. Existem exemplos mais complexos de campos em 72 com um conjunto w-
limite de estrutura bastante complicada. Entretanto, para a esfera S? a situacao
é bem mais simples devido ao Teorema da Curva de Jordan. A estrutura de
um conjunto w-limite de campos em S? é descrita pelo Teorema de Poincaré-
Bendixson que mostraremos a seguir.
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U C R?

Figura 1.7: Teorema de Poincaré-Bendixson.

Corolario 1.41. (Poincaré-Bendirson na esfera) Seja X € 277 (5%), r > 2
um campo com um mimero finito de singularidades. Sejam p € S% e w(p) o
congunto w-limite de p. Entao ocorre uma das sequintes alternativas:

1) w(p) € uma singularidade,
2) w(p) € uma orbita fechada,

3) w(p) € constituido por singularidades py, ..., p, e orbitas requlares, tais que,
sey Cw(p), entdo, a(y) = pi e w(y) = p;.

Demonstragao. Seja v : S\ {pn} — R? o difeomorfismo dado pela projegao
estereografica da esfera furada (no polo norte) S* \ {pn} no plano R?, e, seja X
um campo vetorial de classe O, r > 1, consideremos a curva integral v : I — S?,
tal que, para algum to, v(tg) = p € S

PN [

N

VEN S
=

Figura 1.8: Corolério de Poincaré-Bendixson na esfera.
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Caso 1: Sepy & v{t}, entio, seja U um aberto em S? tal que py € U ey (t)NU = 0,
logo (U) € aberto, assim, M\p(U) =V € fechado e compacto. Além disso
Y(y) C V. Considerando Y = 1)(X) o campo em R? associado a 1) o qual
tem um nimero finito de singularidades, entdo, para um p = (p) € R?
temos que w(p) = tliinOOY;n(ﬁ) satisfaz as condi¢oes do Teorema |1.4()

portanto,

w(p) = ¢~ (w(p)) = ¢~ (lim ¥, (5)) = lim o~ (V,, (p))

tn,—00

= Jlim ¢~ ($(X) (@ (p) = lim X, (p)

tyn—00

satisfaz as condigoes na esfera S*\ {pn}.

Caso 2: Se py € m, entdo, eriste um p € S? tal que p ¢ m, pela pagina 3
de [?] nao existe uma unica trajetoria densa cobrindo toda a esfera, isto €,
v(t) # S, logo, existe um aberto U C S\ ~(t) comp € U e UN~(t) = 0.
Assim, por um raciocinio andlogo ao caso 1, para o ponto p concluimos

nossa prova.

Observagao 1.42. Se r = 1, o grdfico pode ser formado pela uniao finita de
singularidades e até infinitas orbitas requlares como veremos no Exemplo [1.44).

Nos exemplos dados a seguir, ilustramos alguns fatos sobre este Teorema.

Exemplo 1.43. Seja X um campo em S*. Os polos norte e sul sao singularidades
e o equador uma Orbita fechada. As outras drbitas nascem nos polos e morrem
no equador (como na Figura . Seja ¢ : S? — R uma fungcio C°° que se
anula exatamente no equador da esfera. Consideremos o campoY = ¢ - X. Todo
ponto do equador é uma singularidade de'Y e o conjunto w-limite de um ponto p
que nao esteja nos polos nem no equador € todo o equador. Este exemplo mostra
que o Teorema de Poincaré-Bendizson nao € vdlido sem a hipdtese de um nimero
finito de singularidades.

Exemplo 1.44. Seja X um campo em S*. O campo X possui duas singularidades
Ps € pn, e uma orbita fechada . As orbitas do hemisfério norte da esfera tém
como a-limite a py e como w-limite a~y. No hemisfério sul, temos a singularidade
Ps que € o centro de uma rosa com uma infinidade de pétalas limitadas por orbitas
que nascem em ps e morrem em ps. As demais orbitas do hemisfério sul tém ~y
como a-limite e a fronteira da rosa como w-limite. Portanto, o w-limite de uma
orbita pode conter uma infinidade de orbitas requlares.

Outro fato conhecido sobre campos de vetores definido em S? é o seguinte
resultado que pode ser encontrado em [12].

Teorema 1.45. (Poincaré) Todo campo continuo de vetores tangentes a esfera
S? admite uma singularidade.

A prova deste teorema pode se encontrar em [12], cap. 3, pagina 62.
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DN

Ps

Figura 1.9: Exemplo de infinitas singularidades no Corolario de Poincaré-
Bendixson.

2

Figura 1.10: Campo com infinitas pétalas em S2.

1.3.1 Colchete de Lie

Seja M uma n-variedade. Lembre-se que se X e Y sao campos de vetores
suaves em M, entao, X e Y sao operadores diferenciais de primeira ordem em
fungoes suaves M — R. Assim, para uma fungao suave f : M - R, XofeYof
sao novamente funcoes suaves M — R.

Definigao 1.46. Agora definimos um operador diferencial [X,Y], chamado
colchete de Lie ou o comutador de X e Y como:

(X, Y] :=XY -YX.
Isto €, para uma func¢ao suave f: M — R,
X,Y](f) = X(V o f) = V(X 0 ).
Pela sua definigao, [X,Y] é um operador diferencial de segunda ordem. No

entanto, verifica-se que [X, Y] é na verdade um operador diferencial de primeira
ordem e, de fato, um campo vetorial:
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Teorema 1.47. Para qualquer campo de vetores suaves X e Y em uma n-
variedade M, o colchete de Lie [X,Y]| € novamente um campo de vetores suaves
em M.

Nao daremos uma prova detalhada do teorema anterior mas, em vez disso,
apenas verifica-se que o teorema ¢é vélido para os campos de vetores basicos.

Seja ¢ = (z1,...,2,) : U — R™ um caminho de coordenadas em M. Seja
X = a(wl,...,xn)% eY = b(xl,...,xn)£ para algum 1 > 4,5 > n e para
1 J
alguma fungao suave a = a(z1,...,x,) e b=0b(z1,...,x,).

Seja f : M — R uma fungdo suave. Agora calculamos [X,Y](f). Por
definicao:

a2 0,0 0,0 0
YU =lag b 1 =g, 0 ) — Vo, 05 =

usando a regra do produto

b Of o2 f da Of 2 f
a— =" + ab —b——" —ba =
8@ @Ij ﬁxz(‘?x] al‘j 8[EZ 8$J81E2

% 0f _,000f (OO _ 000,

a@a:i al'j al'j 8951 (aal'z aiL'j 81’j 8951

Assim sendo,

0 0 ob 0 da 0
a—-,b
85(]Z‘

(X, Y] =1

Note que, se a = b =1, entao b — da _ () Agsim sendo
3 3 Ly Ox; )

2,9
al’i, 8mj

Vejamos agora algumas propriedades gerais do colchete de Lie:

(2) [Xl +X27Y] = [ley] + [XQ;Y] € [X,Yi +§/2] = [X7}/1] + [Xa 5/2]
(3) para quaisquer fungoes suaves a,b: M — R

[aX,bY] = ab[X, Y]+ a(XD)Y —b(Ya)X.

(4) (identidade de Jacobi)

[X,Y], 2] + [V, 2], X] + [[Z, X],Y] = 0.
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Note que, com a propriedade (2) acima e a férmula (|1.1)), nao é dificil calcular

Do ai(z) 52, > i1 b (z)3>] em um gréfico de coordenadas ¢ = (z1,...,2,)
U— R" em M:

0
ZGZ (9:10 Zb ZZG’ )6’x]

ob; 0 Jda; 0
_ZZ "Ow; Ox; ]0%8_:61 (1.2)

Porém, como uma questao pratica, ¢ melhor lembrar a féormula ((1.1)
juntamente com as propriedades (1), (2), (3) e (4) acima, em vez de tentar
memorizar a formula ((1.2)).

Exemplo 1.48. Seja M = R3 com coordenadas (z,y, z) e seja X = 23:2 eV 0

dy
0 0
eY = (®+y*+ )& + 55
Queremos calcular [X,Y]. Sabemos, pela propriedade (2):
0 0 g _0
X, Y] =[2z2=, (2* + y* + 2*) =] + [2r2=—, 5=
[X,Y] [xzax,(a: +y°+z )8:1:']+[ Tig 8z]+
0 0 g _0
yz _~ 2 2 2\ 7 yz 5—1.
+ [e &y’(x SR e R o 5]
Usando ,obtemos:
0 0 0 0
[2932%, (% +y° + ZQ)%] = QxZQx% — (2 +y* + ZQ)Qz%
0
= (2 2 -9 2 —9 3\ 7
(2272 = 2972 = 227) 5,
e
o _0 0 0
20z — =0 - 10z— = —102—
[ xzax’5az] 0 Yor or
e
0 0 0 0 0
yz 2 2 2_:yz2__ 2 2 2'_:y22_
le aya@ +y +z>8x] Yo, (" +y +27) an S
e
o _0 0 0 0
Yz _— 5_ — oYz 0__5 Yz _— _5 yz_'
l oy’ 82'] ‘ 0z ve ay ve dy
Assim,
[(X,Y] = (22°2 — 2y*2 — 22° — 10z + 2yeyz)% - Syeyzgy.
Teorema 1.49. Sejam X',..., X* k campos de vetores de classe C™ (r > 1

definidos em M. Suponhamos que para todo i € {1,....k}, o fluzo X} esta
definido em R x M. As sequintes afirmagoes sao equivalente:
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a) Os campos X', ..., X* sio gerados de uma agdo de classe C, o : REx M —
M.

b) Para quaisquer i,j € {i,...,k} e s,t € R, temos X} o XJ = XJ o X|.

¢) Para quaisqueri,j € {1,...,k}, temos [ X', X7] = 0.

A prova deste resultado pode ser consultada em [4]

1.3.2 Teorema do fluxo tubular

Como referéncia para os resultados nao demonstrados aqui, recomendamos ao
leitor consultar [16].

Defini¢ao 1.50. Sejam X,Y € Z7"(M) e p,q € M. Dizemos que X e Y sao
topologicamente equivalentes em p e q respectivamente, se existem vizinhangas V,,
e Wy e um homeomorfismo h : V,, — W, que leva orbitas de X em orbitas Y,
preservando a orienta¢do das orbitas e h(p) = q.

DN DN’

N

ps ps

Figura 1.11: Campos nao equivalentes.

Exemplo 1.51. Consideremos os campos X e Y em S? (dados na Figura m),
X eY nao sao equivalentes em py € pne, pois, qualquer vizinhanca de pn+ contém
orbitas fechadas de 'Y, o que nao ocorre em vizinhancgas de py.

Definigao 1.52. Sejam X € Z7 (M) e p € M. Dizemos que X € localmente
estdavel em p se existem vizinhangas Ax de X em 27" (M) e U(p) C M, tais que,
para cada Y € Nx, X em p € topologicamente equivalente a 'Y em q, para algum
qeU.

O teorema abaixo descreve o comportamento local das érbitas na vizinhanga
de um ponto regular.
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Teorema 1.53. (Fluzo Tubular) Seja X € Z7(M) e p € M um ponto reqular
de X. Sejam C = {(x1, - ,z,) € R™|x;| < 1} e Xo um campo em C
definido por Xc(x) = (1,0,---,0). Entdo, existe um difeomorfismo de classe
C", h:V, — C, onde V, € uma vizinhanca de p em M, levando trajetorias de

X em trajetorias de X¢ (ver Figura .

(p)

)

L __~_

Xc

Figura 1.12: Fluxo tubular.

Observacio 1.54. O difeomorfismo h™' : C. —s M definido por h™' = 27 0 1)
leva orbitas do campo unitdrio paralelo Xc. em orbitas do campo X preservando
o pardmetro t.

Corolario 1.55. Se X, Y € Z7"(M) e p,q € M sao pontos requlares de X eY
respectivamente, entao X € equivalente a'Y em p e q.

Corolario 1.56. Se X € 27 (M) ep € M é um ponto reqular de X, entio X é
localmente estdvel em p.

Como consequéncia do Teorema temos o seguinte resultado importante
para nosso trabalho.

Teorema 1.57. (Fluxo Tubular Longo) Suponha que ¢i(p) # ¢s(p) parat # s,
comt,s € [a,b]. Entao pode-se tomar um aberto W; C V' suficientemente pequeno
tal que T : (a,b) x W, — E é um difeomorfismo sobre sua imagem.

Wi
ws(p)

Figura 1.13: Fluxo tubular longo.



Capitulo 2

Folheacoes e Acoes de Grupos

Apresentamos neste capitulo a nocao de uma folheacao e de outras
propriedades que serao utilizadas no resto da dissertagao. Também apresentamos
véarios exemplos ilustrando os conceitos. Os resultados inseridos nesta segao
podem ser encontrados em [4], [10], [9] e [2].

2.1 Folheacao

Uma folheacao de dimensao n de uma variedade diferenciavel M™ ¢, a
grosso modo, uma decomposicao de M em subvariedades conexas de dimensao
n chamadas folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos de
R™ =R" x R™™" com a segunda coordenada constante.

O exemplo mais elementar de folheacao de dimensao n é a folheacao de
R™ = R"™ x R™" onde as folhas sdo n-planos da forma R" x {c} com ¢ € R™™™,

Rm—n Rm—?’l

= . .
= =24

Figura 2.1: Comportamento local de uma folheagao.

Os difeomorfismos locais h : U C R™ — V C R™ que preservam as folhas
desta folheagao sao aqueles que, para cada ¢ € R™™™ com U N (R" x {c}) # 0,
satisfazem h(U N (R™ x {c})) = VN (R" x {¢}), ¢ € R™". Estes difeomorfismos

20
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tém a seguinte expresao:

hz,y) = (h(z,y),ha(y)),  (z,y) € R* x R™™" (2.1)

Formalmente, temos a seguinte definicao.

Definicao 2.1. Seja M uma variedade C'*° de dimensao m. Uma C" folheagao
de dimensao n de M € um atlas mdzximo # de classe C" em M, com as sequintes
propriedades:

(a) Se (U,p) € F, entio, p(U) = Uy x Uy C R" x R™™™ onde Uy e Uy sao
discos abertos em R™ e R™™" respectivamente.

(b) Se (U,p) e (V) € F sao tais que U NV # ), entao, a aplicagio de
mudanga de coordenadas o™t 1 p(UNV) = »(UNV) € da forma (2.1)),
isto €, Yoz, y) = (hi(x,y), ha(y)). Dizemos também, que M € folheada
por F, ou ainda que F € uma estrutura folheada de dimensdo n e classe
C" em M.

Na Figura [2.2] ilustramos o aspecto local de uma variedade 2-dimensional
folheada por uma folhagao 1-dimensional.

Yoyt

N

A %zp

Figura 2.2: Folheacao.

Observacao 2.2. Quando dizemos que M ¢ uma variedade C™° que possui um
atlas F como acima, estamos implicitamente dizendo que M possui um atlas </
cujas mudanga de coordenadas sao C, porém, se (U,p) € o e (V) € F e
UNV #0, entio, potp™ epop™t sao C". A inica relagao entre os atlas F
e o/ € que as mudangas de varidveis mistas, como acima, sao C". Como € claro
da defini¢ao, o atlas F € muito especial (devido a condigdo )

Observemos também que, se A = {(U;, ;)i € I} é um atlas, nao mdzimo,
cujas cartas locais satisfazem (a) e (b), entdo, existe um unico atlas mdzximo que
contém A e satisfaz (a) e (b). FEste atlas € definido como o conjunto de todos
as cartas, ¢ : U — R", tais que, se UNU; # O para algum i € I, entao,
h =o' g;(UNU) — oUNU), é unm difeomorfismo C" da forma
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. Embora a condi¢cao do atlas ser mdrimo seja dispensdvel na defini¢ao,
ela € conveniente porque, neste caso, o conjunto de todos os dominios de cartas
locais formam uma base para a topologia de M.

De agora em diante, consideremos apenas folheacoes de classe C™, r > 1. As
cartas (U, p) € F serao chamadas também cartas trivializadoras de F .

Seja F uma folheacio de classe C" e dimensio n, 0 < n < m, de uma
variedade M™. Consideremos uma carta local (U,p) de F tal que p(U) =
U x Uy C R* x R™™.  Os conjuntos da forma ¢~ *(U; x {c}), ¢ € Uy sdo
chamadas placas de U, ou ainda placas de F. Fizando ¢ € Us, a aplica¢do
[ =0 oixgea 1 Ur x {c} = U é um mergulho de classe C", portanto, as placas
sao subvariedades conexas de dimensdao n e classe C" de M. Além disto, se « e
B sdo placas de U, entao aN B =0 ou o = B.

Um caminho de placas de .F é uma sequéncia o, . . .,qy de placas de ¥ tal
que oy Ny # O para todo j € {1,...,k—1}. Como M € recoberta pelas placas
de F, podemos definir em M a sequinte relagao de equivaléncia: “pRq se existe
um caminho de placas oy, ..., cp comp € ay eq € ay.”. As classes de equivaléncia
da relagio R sdo chamadas folhas de 7.

Da defini¢ao, seque que uma folha de F é um subconjunto de M conexo por
caminhos. De fato, se F' é uma folha de F e p,q € F, entao, existe um caminho
de placas aq, ..., tal que p € aq e q¢ € a. Como as placas «; sao conexas
por caminhos e a; Ny # 0, € imediato que a; U --- Uy, C F € conexo por
caminhos, logo, existe um caminho continuo em F' ligando p a q.

Outro fato importante é que toda folha F de ¥ possui uma estrutura de
variedade C" de dimensao n naturalmente induzida pelas cartas de % .

Exemplo 2.3. Folheagao definida por submersao. Seja f : M™ — N7"
uma submersao de classe C". Pela forma local das submersoes, dados p € M e
q = f(p) € N existem cartas locais (U, p) em M, (V1)) em N, tais que, p € U,
qc V, QD(U) =U;xU; C R™ " xR" B@ZJ(V) =V5 D U, G@Z)Ofogpfl Ui xUy — Uy

coincide com a sequnda projecao (x,y) — y.

v
\ / -
_— > q
U
(g
T2

Figura 2.3: Folheagao definida por submersao.

Dai ¢é claro que as cartas locais (U, ) definem uma estrutura de variedade
folhada de classe C" onde as folhas sio as componentes conexas das superficies
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de nivel f~Y(c), ¢ € N. Vejamos um exemplo especifico. Seja f : R* — R a
submersao definida por f(x,y,z) = a(r?)e* onder = /22 +y2 ea : R - R ¢
uma fungao C* tal que (1) =0 e a(0) =1 e set > 0, entdo, o/(t) < 0. Seja F
a folheagao de R® cujas folhas sao componentes conezas das subvariedades f~1(c),
ce R

As folhas de F no interior do cilindro sélido C = {(z,y,z)|z* + y* < 1}
sao todas homeomorfas a R* e podem ser parametrizadas por (z,y) € D?
(z,y,log(c/a(r?))), onde ¢ > 0. A fronteira de C, dada por 0C = {(z,y, z)|x* +
y> = 1} € também uma folha. Fora de C as folhas sio todas homeomorfas a
cilindros.

Figura 2.4: Exemplo de folheagao.

Exemplo 2.4. As folheagoes de S® de Reeb. O sequinte exemplo
desempenhou um papel importante no desenvolvimento da teoria de folheagoes.

Considere a submersao do ea:emplo f:D?*x R — R dado por f(x,y,z) =
a(r) - €%, onde agora a(r) € a funcio a(r) = exp(—exp(1/1 —r?)). A folheagio
definida por f tem por folhas os grdficos das fungoes z = exp(1/1—1?)+b, b € R
e se estende a uma folheacao C* de R?® cujas folhas no exterior de D* x R sdo
0s cilindros x®> +y*> = 1%, r > 1.

— ([
L—})

Figura 2.5: Folheagao de Reeb.

N

Em D? x [0,1] identificamos os pontos da fronteira da maneira sequinte:
(21,71,0) = (22,92, 1) se e somente se (x1,y1) = (x2,y2). A variedade quociente
D? x [0,1]/ = € difeomorfa a D* x S' e como a folheagdao definida em D* x R
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¢ invariante por transla¢ao ao longo do eixo z (isto €, uma translagoes destas,
leva folhas sobre folhas), ela induz uma folheagio Z de classe C* de D? x S*.
Esta é a chamada folheagdo de Reeb (orientdvel) de D?* x S. Nesta folheagaio,
a fronteira O(D? x S') = St x St ¢ uma folha. Além disso, as outras folhas sdo
homeomorfas a R? e se acumulam somente na fronteira. E fdcil ver que esta
folheagao nao € definida por uma submersao. Se no lugar da identificacao acima,
consideramos em D? x [0,1] a relagio (x1,y1,0) ~ (z2,y2,1) se, e somente se,
(x1,91) = (12, —ys), entdo, o quociente D? x [0,1]/ ~ serd uma variedade nao
orientdvel de dimensao trés, K3, cuja fronteira é difeomorfa a garrafa de Klein.
Como esta identificacao preserva a folheacio de D* xR, esta induz uma folheacdo
X de K? chamada a folheacio Reeb nao-orientdvel de K3. As folhas de # no
interior de K3 sao todas homeomorfas a R? e a fronteira de K3 € uma folha.

A partir de duas folheacoes de Reeb de D* x S podemos obter uma folheagao
C® de S* da maneira sequinte. A esfera S® = {(x1, x9, 73, 24) € RY S0, 22 =1}
pode ser considerada como a unido de dois toros sélidos Ty ~ D? x S', i = 1,2
unidos ao longo da fronteira por um difeomorfismo que leva meridianos de 0Ty
em paralelos de 0Ty e vice-versa. O toro solido Ty pode ser definido pelas equagoes
St a2 =1ea?+a3 <1/2, e o toro sélido Ty pelas equacies x3 + 23 > 1/2.

7

Uma outra maneira de ver essa decomposicio de S* em dois toros sélidos € a
sequinte. Considere a proje¢ao estereogrdfica ™ : S*—P — R? onde P = (0,0,0,1)
e w(x) € o ponto de interseccio com o plano x4y = 0 da reta que contém P e x.
Como m é um difeomorfismo, S® pode ser considerada como a uniao de R® com
o ponto P no infinito.

Consideremos agora no plano xix3 as regioes Sy limitadas pelos circulos de
raio 1 centrados em p = (2,0), ¢ = (—2,0) e S, = R?\ 5.

L3

A
SZ

Figura 2.6: R® como soma de dois toros.

Ao girar esta figura em R3 em torno do eizo x3, a regido S; gera um toro
solido S;. Seja Sy = R3\ S} e note que 7= 1(S5) U P € também um toro sdlido.
De fato considere os circulos do plano x1x3 com centro no eixo x3 e que passam
pelos pontos p e q. Seja l, a componente conexa de um destes circulos em Sy
que intersecta o eizo x3 no ponto a. Colocando Iy, = {(x1,0)|z? > 9} obtemos
uma folheagao de Ss cugjas folhas sio as curvas {l,}, a € RU {oco}. Ao girar o
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plano x1x3 em torno do eixo x3, as curvas l,(a € R) geram discos D, el gera
um cilindro Ds,. Cada D,, a € RU {oc}, intersecta o toro dS] ao longo de um
paralelo.

E claro agora que, ao acrescentarmos a R® o ponto P wia a projecdo
estereogrifica, o eixo x3 junto com P define o eixo de um toro solido Ty o qual
esta folheado por discos n=(D,), a € R mais o disco Dp = 7' (Dy,) U P.

Se denotamos por Ty o toro sélido 7(S;) obtemos que S® = Ty UT; e os
paralelos de 0T coincidem com os meridianos de 0T, e vice-versa.

Voltando a construgao da folheagdo de S3, considere a folheagio que resulta
de unir duas folheagoes de Reeb de T e Ty onde 011 = 015 € uma folha. Obtemos
assim uma folheagdo de S de codimensdao 1 chamada folheacio de Reeb de S3.
Esta folheagdo é C™ e possui uma folha homeomorfa a T?. Todas as outras folhas
s@o homeomorfas a R? e acumulam-se na folha compacta.

Exemplo 2.5. Campos de vetores sem singularidades. Seja M wuma
variedade compacta e X € ZT(M) um campo de vetores sobre M sem
singularidades, entao, existe uma decomposicao de M em orbitas associadas a
dito campo. Estas orbitas sao as folhas de uma folheagao definida em M.

A seguir apresentaremos uma definicao que generaliza o conceito de folheagao
dado acima.

Definigao 2.6. Uma C"-folheagio #, com r > 1, de uma m-variedade
diferencidvel € uma particaio de M em C"-subvariedades conexas e imersas,
chamadas folhas, tais que o mddulo X7 (F), de todos os C" campos de vetores
tangentes as folhas ¢ transitivo, isto ¢, dadop € M ev € T,L, onde L € a folha
por p, existe X € X7 (F) tais que X (v) =p

Observagao 2.7. 1. Esta definicao € equivalente a Defini¢ao sempre que
todas as folhas tenham a mesma dimensao.

2. Poderiam existir folhas de diferentes dimensoes. A dimensdo da folheacao
F éd, sed for o mdzrimo possivel das dimensodes das folhas. Se dimL < d,
entao, L € chamada de folha singular e se dimL = d a folha L serd chamada
de folha regular e Sing(.#) = {p € L; L ¢€ folha singular } é chamado de
conjunto singular de F .

3. Um campo de vetores sobre uma variedade define uma folheacdao com ou
sem singularidade.

2.2 Acoes de grupos sobre Variedades

Nesta secao, M denota uma variedade diferenciavel de classe C* e¢ G um
grupo de Lie simplesmente conexo. Como referéncia para os resultados nao
demonstrados aqui recomendamos ao leitor se referir ao capitulo VIII de [4],
[10] e [9].
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Uma acdo de classe C¥ de G em M é uma aplicacio C*, o : G x M — M,
satisfazendo as propriedades abaixo:

(1) ¢(e,x) = x para todo x € M, onde e ¢ a identidade de G.

(2) ©(g1,0(g92,%)) = p(g1 - g2, ) para quaisquer g;,g92 € G e x € M.

Denotaremos por ¢, : M — M a aplicacio ¢4(x) = (g, ). Da definicao,
segue-se que ¢, 1 = (p,)~" para todo g € G, o que mostra que ¢, : M — M é
um difeomorfismo C*.

Definicao 2.8. A drbita de um ponto v € M pela agdo ¢ € o subconjunto
O, = O.(p) = {v(g,x)|lg € G}. O grupo de isotropia de x € M pela agao
@ € o subgrupo de G definido por G, = G.(¢) = {g € Glp(g,z) = z}.

Da defini¢ao, é evidente que G, é um subgrupo fechado de GG. Consideremos
em G a relacio de equivaléncia ~ tal que g; ~ g, se, e somente se, g; ' - go € G,
Sejam G/G,. o espago quociente de G por ~ e 7 : G — G /G, a projecao definida
para cada g € G como a classe de equivaléncia 7(g).

Os seguintes dois teoremas descrevem a estrutura das érbitas de uma agao.

Teorema 2.9. Fm G /G, eziste uma unica estrutura de variedade diferencidvel
tal que m : G — G /G, define um espaco fibrado com fibra G. Em particular, se
consideramos G /G, com esta estrutura, m € uma submersao e se G, € discreto,
entao, m € uma aplicacao de recobrimento.

Teorema 2.10. Seja ¢ : G x M — M uma acdio de classe C¥, k> 1 ex € M.
Eziste uma tinica imersio biunivoca de classe C*, @, : G/G, — O, tal que
P, om = .. Caso G, seja discreto, a aplicagao p, : G — O, € uma aplicagao
de recobrimento.

Quando para todo x € M, dim(O,) = dim(G), dizemos que a agao ¢ é
localmente livre, assim uma ac¢ao localmente livre define uma folheagao e se a
acao nao for localmente livre, entao, ela define uma folheacao singular, isto é,
uma folheagao . onde o conjunto Sing(F#) # 0.

Vejamos como podem ser as 6rbitas de uma acao de R™ numa variedade M.

Proposicao 2.11. Seja H um subgrupo fechado de R™. Entdo H € isomorfo a
um dos grupos R* x Z' onde k,l sdao inteiros com 0 < k +1 < mn. Em particular,
as orbitas de uma acao de R? sdo imersoes de alguma das sequintes veriedades:
pontos, S, R, S x S, S' x R, R2.

Exemplo 2.12. Vejamos agora um exemplo de uma acao de R? em S®. Seja
D? x St = {(z,y) € R? xR? 23+ 23 < 1,y} +y3 = 1}. Consideremos os campos
de vetores

0 0
X(z1,29,y) = (p(r)as — 5$2)8_:101 + (Br1 + P(T)ﬁza—%
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y( ) 0 N 0 0 N 0

T1,T2,Y1,Y2) = —QTy— + Q1 — — Yo—— —.

1,22, Y1, Y2 2ax1 1(%2 y28y1 Y1 D12

onde r = \/x3 + 23 e p(r) € uma fun¢ao C™ nao negativa tal que p(r) = 0 se,
e somente se, v = 1, %(1) = 0 para todon > 1, e p(r) = 1 para r em uma
vizinhancga de zero.

E facil ver que os fluros X, e Y, comutam, isto é, X,0Y, = Y;0 X, (s,t € R)
em D? x S, logo, eles definem uma agdo ¢ de classe O de R? em D? x S,
possuindo duas orbitas compactas que sao {0} x S e J(D? x S'). No caso em que
a € um numero irracional, todas as outras orbitas sao planos densos em D? x S*.
Quando « € racional elas sao cilindros mergulhados.

Tomando duas copias de D? x S' e indentifando-as ao longo da fronteira
O(D? x S1) = S x S por meio de um difeomorfismo que leva paralelos de um
em meridianos do outro e vice-versa, obtemos exemplos de acoes de R? em S* em
que as orbitas de dimensao < 2 sao dois circulos entrelagados.

Figura 2.7: Exemplo de acao sobre S3.

2.3 Algumas propriedades de agoes de grupos

Nesta secao apresentaremos fatos gerais que serao usados no seguinte capitulo.

Lema 2.13. Seja G um grupo topologico simplesmente conexo e p : G X M — M
wma agio do grupo G sobre o espago M. Seja p = (M, o) — (M, xy) wm espago
de recobrimento de M. Entio existe uma tinica agio continua ¢ : G x M — M
que recobre p, isto €, o sequinte diagrama comuta.

Demonstracio. Consideremos a aplicagio po(idxp) : (Gx M, (e, i) = (M, ),
como ¢ € uma agao e p uma aplica¢do recobrimento, entio po(id X p)(e, To) = xg.
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Consideremos f = ¢ o (id x p) e f; o homeomorfismo induzido no grupo
fundamental.
M
a,f l
p
MZ—sM—M

Como G ¢ simplesmente conexo, entio, temos que fy(G x M, (e, ig)) C
pu(M 5§0) assim, pelos Teoremas E ‘ eriste uma unica aplicacao @ :
(G x M, (e, i) = (M, %) tal que o diagrama acima comuta e G(e, o) = Zo.

Agora verificaremos que ¢ € uma ag¢ao.

e Para todo X € M, temos $(e,X) =%. De fato, considere a aplicagdo
idop: (M, &) — (M x0) e as aplicacoes o, B : (M, 7o) — (M, &) definido
por a(7) = $le, ) e B(i) = 7.

»
Y M
p(a(Z)) = p(@(e, 7)) = ple,r) = v = (id o p)(T)

p(B(7)) = & = (id o p)(7)

entdo, o e 3 sao levantamentos de (id o p) tal que a(Zo) = B(Zo), logo pelo
Teorema temos que a(x) = (&) para todo T € M, isto € P(e, &) = T.

e Para todo%x € M e para todo g, h € G, temos 3(gh,X) = 3(g, #(h,X)).
De fato, considere a aplicagio v : Gx G x M — M definida por v(g, h 92’)
©o(g,0(h,p(Z))) = ¢(gh,p(Z)) e as aplicagoes \,p : G x G x M —
deﬁm’das por Ag,h, %) = (g, p(h,2)) e u(g, h,Z) = @(gh, ).

Como

M

p(Mg, h, 7)) = p(P(g, p(h, 7)) = ¢(g, p(h, x)) = v(g, h, )

p(p(g, h, 7)) = p(P(gh, 7)) = w(gh,z) = v(g, h, T)

entdo, A\ e pi sao levantamentos de v tal que \(To) = p(Zo), logo pelo
Teorema temos que A(Z) = p(&) para todo & € M, isto é p(gh,T) =
#(g,¢(h, T)).
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Observacio 2.14. Dado & € M e x = p(Z), entdo, x é um ponto fizo de ¢ se,
e somente se, T é ponto fizo de ¢. De fato, se ¢(g,%) = & para todo g € G,
assim, p(p(g,Z)) = p(Z) = x, como po @ = o (id X p), entdao, temos que
©(g,x) = x. Para provarmos a reciproca, consideremos ¢(g,x) = x, para todo
g € G e suponha por contradicio que ¢p(g,%) = § # T para algum g € G, logo
p(P(g,7)) = p(g,7) = x = p(7), mas v = p(T) = p(g) entdo, § = T,0 que € uma
contradicao, obtendo assim o desejado.

Uma consequéncia do lema anterior é que, para nosso proposito, todas as
variedades podem ser tomadas como orientaveis. De fato, se ¢ : G x M — M
¢ uma acdo sobre uma variedade ndo orientavel M, seja p : M — M seu
recobrimento duplo orientével [6]. Podemos considerar o levantamento de ¢ a
uma aciao de G sobre M (Em nosso caso, o grupo G é um espago vetorial,
por isso é sempre simplesmente conexo). M ¢é compacto se M também é, e

X(M)=2-X(M), assim, X (M) # 0 se X(M) # 0. E claro que a redugdo para
M orientavel nao é realmente essencial, mas simplifica a consideracao dos casos.
Esta orientabilidade sera assumida na prova do teorema principal, mas nao na
sua declaragao nem em nenhum dos seguintes resultados.

O seguinte resultado é um fato conhecido na teoria de sistemas dinamicos e
aqui serd apresentado em nosso contexto.

Lema 2.15. Seja ¢ : G x M — M uma ag¢ao continua de um grupo topologico G
sobre um espago M. Qualquer conjunto compacto p-invariante X C M contém
um conjunto minimal.

Demonstracao. Seja & = {S C M;S ¢é compacto p-invariente e S C X}, entdo:

1) # #£0, de fato, X € 7.

2) Sobre a familia & consideremos a rela¢ao de ordem X XY se Y C X,
com isso (&, =) € parcialmente ordenado. Seja # C & uma subfamilia
totalmente ordenada, entao, ﬂje/ J € J € uma cota superior para
pelo lema de Zorn, existe m elemento maximal de ., isto €, existe um
minimal.

O seguinte resultado ¢ consequéncia do Teorema do Fluxo Tubular [I.53] e da
observacao de que se y € M ¢é tal que o grupo de isotropia de y, G, ¢ discreto,
entao, pela Proposicao O(y) é regular, de fato ela serd homeomorfa a um
circulo ou a reta.

Lema 2.16. Seja &€ : R x M — M um fluzo sobre uma 2-variedade M e seja
y € M um ponto cujo grupo isotropico é discreto. Existe uma segao transversal
de & em y (assim y tem uma vizinhanga retangular).

De agora em diante se £ : R x M — M é um fluxo sob uma variedade M,
entao denotaremos o conjunto de pontos fixos de M pelo fluxo & como sendo
Fiz(§) = {z € M;{(t,x) = x,Vt € R}. Dito isto, consideremos o seguinte lema.
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! e(l)

Figura 2.8: Segao transversal.

Lema 2.17. Seja & : R x M — M um fluro sobre uma superficie M, tal que
X(M) # 0, entao, Fix(§) # 0.

Demonstracao. Isto € uma consequéncia do Teorema (Teorema do ponto fizo
de Lefschetz), de acordo com o qual cada aplica¢ao continua f : M — M,
homotdpica a identidade, tem um ponto firo. Dada & : R x M — M, onde
M € uma superficie, se X(M) # 0, e para n =1,2,3,... fizo, seja fr, : M — M
definida por f,(x) = £(1/2", ). O conjunto F,, = Fix(f,) # 0 é compacto e,
além disso, temos o sequinte fato:

Afirmagao 1: F,,, C F,. De fato, se x € F,1, temos foi1(x) =
£(1/2" x) = @, logo,

§(1/2" ) = €(1/2" 1 1/2" ) = £(1/2" T €(1/2" w)) = €(1/2" T 2) = =,
entao, f.(x) = x, portanto, x € F,,. Como Fy D Fy D ..., entao F = NF, # (.

Afirmacgao 2: x € F entao &(t,x) = x, para todo t € R. De fato, considere
tn, — t tal que t, =t+1/2", como x € F,, para todon € N, temos que {(t,,x) =z
por outro lado &(t,,x) = £(t + 5=, 2) = £(t,&(5, 1)) = &(t,2), logo &(t,x) = ,
assim x € um ponto fixo do fluxo &. [ |

Dizemos que um conjunto minimal de um fluxo é nao-trivial, se nao for
homeomorfo a um ponto, a um circulo ou a um toro. Para fluxos continuos, M.
Peixoto aprersenta o seguinte resultado sobre os conjuntos minimais nao triviais.

Lema 2.18. Seja £ : R x M — M um fluro sobre uma variedade M de género
finito g, entdo, o miumero de conjuntos minimais nao triviais distintos € no
mdzimo 2g — 1.

Demonstracao. Primeiramente, note que, se p, v sao conjuntos minimais, entao,
unNv #0 se e somente se, u = v. De fato, observe que existe p € uNv, isto
é,pEpepé€uw, logo, Olp) C ueO(p) Cu, entio, u C v ev C u, portanto,
i = v, reciprocamente, se = v, € claro que pNv # (.

Pelo Lema podemos supor que M ¢ orientdvel porque seu recobrimento
duplo M teria o mesmo género, e & em M admitiria pelo menos tantos conjuntos
minimais nao triviais quanto &.

Também observe que as curvas na fronteira de M sao subvariedades com a
topologia induzida e sao orbitas de &, exceto quando & tem um ponto fixo nelas,
entao, todo conjunto minimal nao trivial p estd no interior de M.
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A prova vai ser por indugio no género g.

Caso I: Consideremos g = 0. Neste caso, temos que M = S? ou M C R?
homeomorfo a um disco. Como consequéncia do Teorema de Poincaré-Bendixon
nas suas duas versoes Teorema e Coroldrio temos que nao existem
minimais nao triviais, o que prova o resultado.

Caso II: Suponha agora g > 0 e que o lema foi provado para todas
as superficies do género < g. Dado um fluxo & : R x M — M em uma
superficie M de género g, suponha, por contradi¢do, que fi1,..., s, SGO 2g
conguntos minimais nao triviais distintos de & em M.

Seja v € pog e seja QQ = uma vizinhanga tubular do ponto x (consulte a
Figura . Escolha Q) para que nao faca intersec¢ao com os conjuntos minimais
restantes p;, isto €, QNu; =0, 1 <i < 2g e, além, Q NOM = (.

O fato de que Q) nao intersecta a fronteira de M segue da sequnda observagao
acima. Provarmos que () nao intersecta os outros conjuntos minimazis.

Suponha que para cada caiza de fluro C,, de x, com diam(C,) < 1/n, eziste
um minimal p;, tal que p;, N C, # O onde i, € {1,2,...,29 — 1}, tomemos
x;, € i, N Cy, observe, além disso, que x;, — x, isso implica que x € [1;, N figg,
0 que € uma contradicao.

A orbita de x (Observe o Teorema 3,7 pag 87 de [1]) intersecta Q, e
tomemos os pontos a,a ,b,b’ como na Figura a sequir, considere o sequinte
homeomorfismo h : Q — Q. Dado pela identidade nos lados superior, inferior e
na lateral esquerda de ), e h é um homeomorfismo sobre o lado dereito tal que
h(a’) = V. No interior de Q, h € definido tal que cada segmento horizontal yy' é
levado no segmento yh(y').

Definimos um novo fluzo € : R x M — M tal que:

o Sez¢ Q, entio, £(t,2) = &(t, 2) na mesma diregao.

o Se z € Q, observe que existem tnicos v,y em Q tais que h(y) = Yy,
de onde exite y € Q tal que y,z € O(y"), a drbita de z pelo fluxo € serd
definida como O~ (y) UO™(y ) U [y, y ], onde [y, y [h([y,y]).

Sob 0 novo fluzo £, o ponto a tem wma drbita fechada v = (’)g(a). Observe

também que (i1, . .., [lag—1 ainda sao conjuntos minimais de §.

Note que a curva v nao pode separar M, pois, se isso acontecesse, entao, a
curva fechada o da Fz’gum também separaria M, assim M = My U{a} U M,,
podemos supor que x € My, e My é homeomorfa a um disco, entao, w(x) seria
um minimal nao trivial no disco, o que € uma contradicao.

Portanto, ao cortar M ao longo de v, obtemos uma variedade M, de género
g—1, na qual o fluxo é estd definido e admite pelo menos 0s conjuntos minimais
nao triviais uy, . . ., flag—1, € pela hipdtese indutiva 29 —1 <2(g—1)—1=29—3
0 que € uma contradicao. Isso conclut a prova do lema. [ ]
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Figura 2.9: Vizinhanca tubular de z.

Observagao 2.19. O lema acima afirma que, em uma variedade do género g,
hd no mdximo 2g — 1 orbitas recorrentes com fechos disjuntos dois a dois. Em
particular, nao hd orbitas recorrentes em um superficie do género zero. Observe
que esse resultado fornece informagoes também no caso diferencidvel, uma vez
que existem orbitas recorrentes mesmo para agoes C.

Lema 2.20. Seja & : R x M — M um fluxo sobre uma 2-variedade M. Suponha
que x € M € tal que v = lim x, onde cada x, tem uma orbita fechada p,, de
periodo t,,. Entao:

(a) Se o género de M ¢ finito, a drbita de x nao pode ser recorrente.

(b) Se x tem uma drbita fechada i, de periodo to, € preciso ter lim t, = a -ty
(a =1 oua =2 de acordo com p se é de dois lados ou um lado em M), e

p=Ay € M;y=1Ulimy,, Yo € pin, n =1,2,3,...}.

Demonstracao. (a) Seja Q) uma vizinhanga retangular de x.  Claramente,
nenhum ponto fronteira de M pode ter uma orbita recorrente, entao,
podemos assumir que Q N OM = ().

Caso I: Considere que para infinitos valores de n, p, separa M. Entao,
como p € uma orbita fechada, podemos assumir que Q \ p tem duas
componentes, fitemos uma delas e denotemos por A,, assim, existe
um conjunto aberto A, C M cujo conjunto de pontos fronteira 0A,
satisfaz a condi¢io 0A, N Q C p, N Q.

Suponha, entdo, que a condi¢cio acima € verdadeira e que, por
contradicao, a orbita de x seja recorrente.  Existe um wvalor tg
suficientemente grande para que a orbita de x cruze () pelo menos
3 vezes para 0 <t < ty. As drbitas de todos os pontos suficientemente
prozimos de x terdo exatamente a mesma propriedade.  Assim,
podemos escolher i, e o correspondente conjunto aberto A,, com
0A,NQ C u,NQ, tal que p, cruza @ pelo menos 3 vezes. Os segmentos
de i, NQ sao precisamente as intersecgoes de ) com 0A,. Observe a
Figura [2.10

Como hd pelo menos trés segmentos como estes, deve haver dois
consecutivos, de modo que () entre em um deles e deixe A, no outro.
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Tal coisa, no entanto, nao pode acontecer porque esses segmentos sao
igualmente orientados em Q) e p,, por outro lado, tém sua propria

orientagao (ver Figura .

Caso II: Suponha que apenas uma quantidade finita dos ., satisfacam
a condigao com respeito a (). Ignorando-os, podemos assumir que
nenhum p, satisfaz essa condi¢ao, entao p, nao separa M.

A prova agora serd feita por indugdao. Suponhamos que para uma
superficie de género g a afirmacao seja vdlida, isto €, nao € recorrente.
Seja M uma superficie de género g+1 e x € M como no enunciado do
lema, entao, existe n € N suficientemente grande tal que v, € Q € pi,
separa M, cortando ao longo de [y, obtemos uma superficie de género
g onde x € recorrente. O que contradiz a nossa hipdtese indutiva.

(b) Seja € > 0 dado. Como a drbita de x € periddica, existe to > 0 tal que
&(to, x) = x. Provaremos que t, — to, onde t,, € periddo da drbita p,.

De fato, considere () uma caixa de fluro contendo x, tal que N Q € um
segmento e tal que p leva um tempo < € ir de uma extremidade de Q) para
a outra pelo fluxo &. Tome também uma vizinhanga tubular V' da orbita
fechada p, contida em Q). escolha ng tao grande que, para n > ng, x, estd
perto o suficiente de x, de modo que §(t,x,) € V para 0 <t < 2ty, e tal que
a orbita de x,, atinge Q) para o primeiro tempo emt =1, onde |t'—to| < €/2,
e pela seqgunda vez em t = t", com |t" — to| < €/2 também, isso pode ser
feito por compacidade da orbita de x e pela continuidade do fluzxo.

Caso I: p é 2-lados. Entao, V € um cilindro. Claramente &(t', x,) deve
estar mo mesmo segmento horizontal de () como x,, jd que uma das
semi-orbitas de x, pertence a V' e p, nao seria uma orbita fechada.
Portanto,

t<t, <t +¢€/2 (2.2)

e pela hipdtese sabemos que [t' —to| < €/2, isto é, —€/2 <t/ —ty < €/2,
dat,
t'—€/2 < —tg < —t' +¢€/2 (2.3)

somando as desigualdades[2.9 e temos —e < —€/2 <t, —ty<e, e
portanto, |t, — to| < e.

Caso 1II: y € um-lado. Entao, V € uma faixa de Mobius cujo equador é
w. Entao &(t,xz,) retorna a Q) para o primeiro tempo em um ponto do
outro lado de p (relativamente a x,, em Q ), mas, no sequndo retorno,
ele deve fechar, caso contrdrio, permanece sempre aberto. Portanto,
lim t,, = 2ty neste caso.

Para concluir a prova, primeiro observamos que a inclusio p C {y €
M;y =lim Yy, Yn € pin, n =1,2,...} € dbvia. Por outro lado, seja y =lim
Yn, Yn € fn. Entdo y, = &(Sp, x,), onde 0 < s, < t,, entdo, a sequéncia
{sn} € limitada. Passando para uma subsequéncia convergente, podemos
escrever s, — s. E temos que y = lim&(s,, z,) = £(s,x) € p. |
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Figura 2.10: Vizinhanga tubular da érbita do ponto z.

(c) (d)
Figura 2.11: Esticamento de .

Q@
/\/
Tn V,u
x

Figura 2.12: Vizinhanga tubular de p contida em Q).

Para o proximo lema, consideramos o seguinte: M é uma 2-variedade e I é um
circulo fronteira de M; {pus} € uma familia de curvas fechadas simples disjuntas
em M, nenhuma delas intersectando a fronteira de M. Assumimos que para cada
a existe um cilindro compacto C,, C M, cujos circulos fronteira sao I' e ju,. Por
conveniéncia, deixamos I' C C,, mas C, N o = (), de modo que cada C,, esteja
aberto em M. O conjunto de pontos fronteira de C, em M é u, e escrevemos
0C,, = i, para denotar isso. Finalmente, Cy = Cy U ji é o fecho de C,, em M

(Observe a Figura [2.13]).

Lema 2.21. Seguindo a nota¢ao acima:
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.13: Cilindros abertos na fronteira de M.

A familia {Cy} € linearmente ordenada pela inclusio, a menos que M seja
um disco com fronteira I';

A uniao de qualquer subfamilia dada linearmente ordenada de {C,} é um
cilindro C' aberto em M, contendo I', que pode ser escrito como C' = UC),,
Cy, CcCyC ... onde, para cadan = 1,2,..., temos C, = C, para algum
Q;

Se o conjunto de pontos fronteira de C' em M é uma curva fechada simples
i, entao, ou o fecho C é um cilindro compacto com circulos limite I' e p,
ou C'= M =Faixa de Mobius.

Demonstragao. (a) Consideremos C, # Cz escolhidos arbitrariamente e

(b)

suponhamos que M ndo é um disco. Denote por h : S* x [0,1] — C,
um homeomorfismo tal que h(S* x 0) =T'. Seja h(z,t) =z € C, N Cs com
t € [0, 1] maior possivel. Jd que Co, NCy € aberto x deve pertencer a fin, ou
a p1g, mas nao a ambos. De fato, como C, N Cy € aberto, existe ¢ > 0 tal
que h((z —e,z+¢) X (t —e,t+¢)) C CyNCps 0 que implicaria que eziste
to >t com h(z,ty) € Co N Ca, 0 que contradiz a maximalidade de t.

Supanhamos que x € g mas x & i, logo v € pg N Cy. Entdo, o conjunto
conexo g € tal que pg N Cy, mas € disjunto a i, = 0Cy, assim, pg C C,,.

Observe que pg nao pode limitar um disco D em C, pois isto implicaria
Cs U D seja um disco em M, com fronteira igual ao circulo I'. O disco
Cs U D seria entao aberto e fechado em M, entao M seria um disco, ao
contrdrio da suposi¢ao.

Logo C,\ps = XUY, ¢ a unido disjunta de duas componentes conezxas, com
I'cX, po CY e0X =0Y = pg. Entao, o conjunto conexo Cy intersecta
X ao longo de I', mas nao intersecta X = pg, logo, Cg C X C C,. Se
tiwéssemos assumido x € [i,, a conclugao seria que C, C Cp.

Sem perda de generalidade, escrevamos a subfamilia dada ainda como
{C4}. Pelo teorema de Lindeldf (pagina 48 de [11]), existe uma sequéncia
enumerdvel Cy,,...,Cq, ... tal que |JC4, =JCq. Seja C,, = C,, U---U
Cy, . Jd que os Cy, sao ordenados linearmente pela inclucao, cada C,, = C,
para algum «. Claramente, C;1 C Cy C ... e|JC, =JCh=C. SeC =C,

para algum n, entao, C' é um cilindro, aberto em M.
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(c)

De outro lado, C, C C,i1 para infinitos valores de n, entao_podemos
também supor que isso acontece para cada n. Observe que cada Cyiq \ Cy,
€ um cilindro fechado.

Considere o cilindro canénico K = {(z,y,z) € R% 2> +y* = 1,2 > 0}.
Seja K, = {(z,y,2) € K;0 < z < n}, comn € N, assim K = |JK,,
K, C Kni1. Para cada n, seja k, : K, \ K,-1 — C, \ Ch_1 um
homeomorfismo tal que ky(K,—1 \ Kn_1) = Cp1 \ Ch_1.

Por conveniéncia, seja Ko = Cy = 0. Agora definamos um homeomorfismo
h: K — C, mostrando assim que C € um cilindro. Comecamos definindo
h|k, = k1 e continuando por inducdo. Supondo h : K, ~ C,, estd definido,
estendé-lo para K1 \ K,, Seja (x,y,2) € K1 \ K,, definamos,

h(l’,y, Z) = /{Zn+1{k;1(h($,y, z = 1)) + (0707 1)]

Esta definicao €, claramente, um homeomorfismo e, assim, temos que
h: K — C é um homeomofismo.

Note que, sendo C' aberto em M, CNOC =CNu =10, além dissoT' C C,
entao, ' N C C' N, assim, p nao tem pontos em comum com I

Caso I: p ¢ de dois lados, existe um anel A = S* x [0,1] em M, com
pw = St x {0}. Seja A = S* x (0,1). FEste anel existe quando p
intersecta a fronteira de M ou quando p € interior em M. No primeiro
caso, qualquer anel intersecta C', e no sequndo caso, existem anéis em
ambos lados de i, porém, sempre escolheremos A tal que AN C # (.
Claramente, podemos escolher A tao estreito que A, = St x (0,1] C C,
tal que v = S* x {1} € uma curva fechada em C, disjunta de T.

(i) Observe que v nao é homotdpico a uma constante em C. De fato,
consideremos a compactacao de um ponto de C. Isto €, um disco
C = CU{x}, contendo o disco Ay = A, U {oco} que €, também,
a compactacao de um ponto de Aj.
Como C ¢ homeomorfa a um cone e o disco definido por v em
C' contém {o0}, isso implica que o disco definido por v em C
¢ ilimitado, o que é uma contradicaio com o fato de que v €
homotopicamente nulo.

(i1) Se uNOM # (). Como A € conexo, ANC # 0 e AN =10, entao,
AccC.

(i11) Se uNOM = (). Como A € conexo, ANC # 0 e AN =10, entao,
AcC.

Entdo v e, juntos, limitam wm cilindro compacto B, tal que ANB =
v. Qualquer sequéncia de pontos de C', tendendo para um ponto em
u=C —C deve, eventualmente, ficar dentro de A, assim, C = AUB
e, portanto, C é um cilindro compacto limitado por j1 e T.

Caso II: i € de um lado, entao, pn N OM = (). Considere a vizinhanga
tubular V de , tal que VNOM = 0. Logo, V € uma Faiza de Mdbius.
Denotemos por v a fronteira de V. Observe que, V \ p é conexo,
intersecta C, porém, nao u = 0C o que implica que V C C.
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Observe que C' = C U u € fechado e como V C C, entio, ele também
¢ aberto, logo C = M é uma variedade com fronteira I', observe que v
¢ homotdpico a T', logo M € homeomorfo a V U {v x [0,1]}, isto é M
uma Faiza de Mdébius.

Ky | oo
v
K, x(,ﬁf’?’,?’,z_‘?)_,\\
7
Ky L(‘g_gly’,_’zm—;l)

Figura 2.14: Homeomorfismo com o cilindro canonico.



Capitulo 3

Campos comutativos sobre
superficies

Neste capitulo, apresentaremos as provas dos resultados principais da
dissertacao.

Teorema A: Qualquer acao continua de R? sobre a esfera S? admite um ponto

fizo.

Teorema B: Qualquer acao continua de R? sobre o plano projetivo RP? admite
um ponto fixo.

Teorema C: Qualquer acio continua de RF sobre uma superficie M, com
X(M) # 0, tem um ponto fixo.

Consideremos a acdo ¢ : R¥ x M — M sobre uma variedade M e
{e1,€9, -+ ,ex} a base canodnica de R*  entdo podemos definir para cada i €
{1,2,--- ,k} afuncao & : R x M — M como

&i(t,p) = ¢(tei, p)
Proposicao 3.1. A funcao & : R x M — M definida como
&i(t,p) = p(tei, p)

€ um fluzo sobre M.

Demonstracao. Dado uma agao @, € imediato que:
(i) &(1,p) = p(le;, p) = p.
(1i) &(t,&;(t,p)) = p(tes, p(te;, p)) = @(t(ei + €;),p) = &ii(t, D)

Observe que, se X; é o campo de vetores definido sobre M correspondente ao
fluxo &;. Se x € Sing(X;) C M, isto é, X;(x) = 0, se, e somente se, &(t,z) =z
para todo t € R, isto é,  é um ponto fixo do fluxo &;.

38
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Dados ¢;,&; fluxos como acima, entdo, ¢(ri;,z) = ¢(se; + tej, x)
o(se;, p(te;, x)) = &(s,&(t, x)) de outro lado p(se; +te;, x) = p(te;, p(se;, x)) =
&i(t,&(s,x)), assim, &(s,&(t,x)) = &(t,&(s,x)) onde r;; € RF & o tnico vetor
tal que 7;; -e; = s, ri;-e; =ter;-e =0 paral #1,j.

Ent&o, pelo Teorema ([1.49)), os campos X; e X, sdo campos comutativos.

Definigao 3.2. Um ponto x € M € chamado de ponto fizo da a¢ao ¢ se X;(z) =0
para todo i = 1,2,--- k.

3.1 Prova do Teorema A e do Teorema B

Nesta secao usaremos a notacao do inicio do capitulo quando k =2 e M = S?
ou RP2. Com base nos preliminares descritos nos capitulos 1 e 2 apresentamos a
continuacao a prova do Teorema A.

Teorema 3.3. Se ¢ : R? x S? — S% € wma acdo continua, entdo, existe p € S>
tal que @(u,p) = p para todo u € R?.

Demonstragao. Dada a agio ¢ : R* x S? — S2%, consideremos os fluzos por
£,& R x §% — 82 definidos acima.

Pelo Teorema temos que existe p € S? tal que

&(p) = &(t,p) = p para todo t € R

Considere a orbita O1(p) = {&(t,p);t € R}. Temos os sequintes fatos:

(A) O1(p) C Sing(Xs) : De fato, seja g € O1(p), entao, q = & (p) para algum
s € R, assim &3(q) = &(&5(p) = & (&(p) = & (p) = ¢-

(B) wi(p) Uay(p) C Sing(Xs) : De fato, seja q € w(p), entao, existe t,, € R tal

que t, — +0o e ¢ = lim &"(p). Por outro lado, sejat € R, entao £5(q) =
n—oo

€ lim €0()) = lim (€1(€0 (1)) = lim (€1 (€4(p))) = lim (€1 (p)) = g. Se

q € ay(p) a prova é andloga.

A prova do resultado serd apresentada estudando os dois casos sequintes:

Caso I: Sing(X1) N O1(p) # 0. Consideremos q € Sing(X1) N O1(p), entao,
&(q) = q e como q € O1(p) = O1(p) U Lim(O1(p)) e, pelos itens (A) e
(B) acima, temos que 4(q) = q. Logo, se u € R, entdo, temos que existem
t,s € R com ¢(u,q) = ¢(t(1,0) + 5(0,1),q) = &i(&(q)) = ¢, assim, o
Teorema ficaria provado.

Caso II: Sing(X;) N Oi(p) = 0. Seja q € Sing(X1), o qual é nao vazio
pelo Teorema entiao, q ¢ O1(p), assim, pelo Teorema de Poincaré-
Bendizson (Teorema existe uma drbita fechada Cy para o fluzo & tal
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que wi(p) = Cy (ou ay(p) = C1), pelo item (B), temos que Cy C Sing(&h)
ver Figura|3. 1.

Pelo Teorema da curva de Jordan a curva Cy € fronteira de um disco
D, C 5%

Como Cy € uma drbita fechada de & e, pelo item (B) acima, ela estd contida
em Sing(&L), entao, Dy € p-invariante.

Agora usaremos inducao transfinita para mostrar que existe um ponto fixo da
agao p no disco Dy.

Pelo principio maximal de Hausdorﬁ associado & cadeia nao vazia {D;},
existe uma cadeia mazximal & como sendo o conjunto de todos os discos fechados
D em S?%, tal que a fronteira C = 0D é uma orbita fechada de & e com seus
pontos todos fizados por & com a relagao de ordem parcial:

D, = D, se, e somente se Dy C D,

Afirmacgdo: Se Dy # D,, em 2, D\ C D,, se, e somente se, Dy C int(D,,).

De fato, Se Dy € int(D,,), entdo, existe y € Dy tal que y € C,,, assim, Cy e
C,, sao drbitas fechadas do fluzo & com um ponto em comum, logo Cy = C,,, de
onde Dy = D,,; portanto nossa afirmagao ¢ verdadeira.

Escrevamos Cy\ = 0D,. FEscolhamos xy € Cy e definamos a rede {x)}ren C
Dy, como Dy € compacto, pelo Teorema existe uma subrede convergente
{zs} tal que x = lim(xs), como {6} é cofinal em {\}, entdo, x € ND,.

Novamente, temos os sequintes fatos:
(4°) x € Sing(X>) : De fato, como x) € Cy, entao, &5(xy) = x) para todo t € R,

como z) — , entio, () — E(x), pelo Teorema[1.19, de onde obtemos
o resultado desejado.

(B’) O1(x )CSing(Xz): Seja y € O4(x), entao, existe t, € R tal que
y = Im € (@), assim () = §(lm &) = lim () =
Tim (6 (E()) = lim (6 (@) = y

(C’) Como O;(x) C Dy. Podemos assumir que O;(x)N Sing(X;)=0.
Caso contrdario, pelo item (B') acima, existiria um ponto singular comum
aos campos X1 e Xo, 0 que provaria o teorema.

Pelo item (C') acima e pelo Teorema de Poincaré-Bendizon podemos
assumir que, lim O1(x) = Cy U Cy (ver Figura , onde cada C; € uma orbita
fechada de &, e sio tais que seus pontos sao todos fizxos para &. Observemos
ainda que, ambos circulos topoldgicos Cy, Cy estao contidos em todos os discos

Dy com X € A (ver Figura[3.3).

Observe que, para algum g, ou C; = Cy, ou C; C int(D,) para todo A, como
na Figura[3.4, com isso temos dois casos novamente:
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Caso I: Ou = € int(D,) para todo A, neste caso, existe um disco tal que
0D = ay(z) ou 0D = wy(z), com D C int(D,) e D C Sing(Xs), isto
€, D€ P o que contradiz a maximalidade de 9.

Caso II: Ou x € 0D,,. Neste caso, temos que O1(x) = 0D,, e Os(x) = {x},

entao, pelo Coroldrio existe yo € int(D,,) tal que £ (yo) = yo para
todo t € R.

Afirmagao: &(yo) = yo para todo t € R.

Se & (yo) # yo para algum t € R e O(yo) N Sing(Xs) # 0, entao, tomando
w € Oy(yo) N Sing(Xy), e pelos mesmos argumentos dos itens (A') e (B'),
temos que p(u, w) = w.

Se & (yo) # yo para algum t € R e Oq(yo) N Sing(Xz) = (O, pelo Teorema
de Ponicaré-Bendizson, existe um disco D1 C O(D,,) tal que 0D, € orbita
fechada do campo Xo € 0Dy C Sing(X1). Novamente, pelo Teorema de
Ponicaré-Bendixson, existe zg € Dy tal que &(z0) = 2o e podemos supor
que £ (29) # 20, usando o mesmo argumento existe D C 9(Dy,) tal que D
é orbita fechada do campo X; e 0Dy C Sing(Xs), isto €, D € 2 o que,
novamente, contradiz a maximalidade de 9.

Assim, temos que p(u, o) = yo para todo u € R?, o que prova o nosso teorema.

Figura 3.1: Existéncia da ¢rbita circulo.

A seguir, apresentaremos o mesmo resultado do Teorema A para o plano
b
projetivo real, de fato provaremos:

Coroléario 3.4. Cada agdo continua do grupo aditivo R? sobre o plano projetivo
RP? admite um ponto fizo.

Demonstragao. Sejam 7 : S* — RP% um recobrimento (garantido por [7], pdgina
154) e ¢ : R? x RP2 — RP? uma agdo continua, entdo, pelo Lema temos
que existe uma tinica agdo @ : R? x §% — §?
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/ jﬂ'
R? x $? —=R? x RP? ——= RP?
idxm ®
que faz o diagrama comutar e pela observacao do Lema |2.15, sabemos que
se existe um ponto fizo p € S* (o qual existe pelo teorema anterior), entdo,

existe p € S? tal que (u,p) = p para todo u € R* de onde temos que existe
p=n(p) € RP? tal que ¢(u,p) = p para todo u € R?, o que prova o resultado.

52

Figura 3.3: Sequéncia de discos D) contendo os Cj.

Teorema 3.5. Sejam X, Y campos de vetores de classe C*, k > 1 sobre a esfera
S?, com [X,Y] = 0. Entdo, existe um ponto p € S* tal que X(p) =Y (p) = 0.

Corolario 3.6. O teorema acima também € vdlido para o plano projetivo real
RP2.

Observacao 3.7. O mesmo tipo de argumento usado para provar o Teorema
Juntamente com um procedimento simples de inducao, mostrard que cada
agdo continua do grupo aditivo R™ (m > 1) sobre S? e, consequentemente, sobre
RP? tem um ponto fixo. Assim, qualquer conjunto finito X1,--- , X,, de campos
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Dy,

Dy,

(a) (b)

Figura 3.4: Os possiveis casos dos Cj.

vetoriais comutdveis emparelhados sobre S* (ou RP?) tém uma singularidade
comum.

A prova consiste em fazer inducao sob n, considerando a a¢do continua
0 R" x S? — S% e sejam Xi,...,X,, n campos comutativos sobre S?, entao,
baseados na prova do Teorema A e pela hipdtese indutiva, vamos supor que
existe um ponto fixo p para os n — 1 campos comutativos X, ..., X,, isto €,
&p) =E&(p) =+ =& (p) = p. Pela comutatividade dos fluxos, pode-se provar

O:1(p) C Ny Sing(Xs), logo, considerando os dois casos Sing(X1)NO1(p) # 0 e
Sing(X1) N O1(p) =0 os quais sao provados com os mesmos argumentos usados
para o caso de dois campos comutativos do Teorema A.

3.2 Teorema C

Nesta segao apresentaremos a prova do seguinte Teorema.

Teorema C: Qualquer agio continua de R* sobre uma superficie M, com
X(M) # 0, tem um ponto fizo.

Inicialmente, apresentaremos alguns lemas auxiliares. Considere uma acao
continua ¢ : R" x M — M com M superficie compacta.

Lema 3.8. Seja ¢ : R® x M — M uma ag¢ao continua e suponhamos que toda
acao sobre M de R"™! tem ponto fixzo. Se .M € a colegao de todos os conjuntos
p-minimais em M e x(M) # 0, entdo, ou ¢ tem um ponto fixo, ou, M €é nao
enumerdvel, e todos, exceto um niumero finito de seus elementos, sao circulos.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que Fix(p) = (). Para cada hiperplano que contém
a origem de coordenadas H C R"™, seja oy a acao de H em M induzida pela

restri¢ao de . Pela hipotese indutiva, oy tem pelo menos um ponto fixo z em
M.

Para cada ponto fixro z € M da a¢ao pg ,denotemos K(z) como sendo o fecho
de sua p-orbita, isto é:

K(z) ={¢(u,z);u e R* e z € Fiz(py)}
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(A) Todos os pontos em K(z) sdo pontos fizos da ag¢io ¢y. De fato, seja
p € K(z), entao, existem u, € R™ tal que:

@(tn, 2) = p (3.1)

Por outro lado, seja h € H, entao, ¢(h,p(u,,2)) — @(h,p). Como
o(tn, p(h, 2)) = o(uy, ), e pela equag&o temos que o(h,p) = p.

(B) Sejam Ly, Ly C R™ retas tal que 0€e L el ¢ H para i = 1,2, logo,
O, (x) = Op,(x) para todo x € K(z). De fato, Seja y € Oy, (z), entao,
y = ¢(li,x) comly € Ly, como Ly € H, entdo, temos que (H, Ly) = R",
assim, existe ly € Lo e h € H tal que Iy = Iy + h, logo, pelo item anterior,
temos:

Yy = Sp(lhm) = SD(ZQ + hv l’) = SO(ZQa (P(h, ZL‘)) = QO(ZQ,ZE) € OLz(x)
De forma completamente andloga provamos a outra inclusao.

(C) K(z) € fechado e p-invariante e contém pelo menos um conjunto p-minimal.
Por definicao, ele € fechado. Agora, tomando v € K(z), seja a reta
Ly & H, observe que para provar que ela € p-invariante, basta provarmos
que ¢(ly,z) € K(2) para todo Iy € Ly, de fato, como xz € K(z), entao,
existe {u,} C R"™ tal que p(un,z) — x, logo o(ly + un,z) — @(li,x),
tomando v, = u, + l, temos que p(l1,x) € K(z). Observe que ele contém
um congunto minimal.

Seja

AM(H)={pnC M;u ép—minimal e p(h,w) =w para todow € p e h € H}
Pelo item anterior, 4 (H) # 0.

(D) Dado a reta 0 € L & H, todo p € A (H) é um conjunto minimal do fluzo

wr. De fato, devemos provar as sequintes afirmagoes:

o 1 € pr-invariante. Sejay € p el € L, consideremos h € H arbitrdario,
entao como | € p-invariante, temos

o(l,y) = o, p(h,y) = el +h,y) €

Isso prova este item.

o Sev C i € pp-invariante, entao, v = p. Suponhamos que v & p. Seja
y € v, como v € pp-invariante, temos que ¢(l,y) € v para todo | € L.
Seja u € R", entao, u =1+ h ondel € L e h € H assim temos que:

o(u,y) = ol o(h,y)) = ¢, y) €v

Isso prova que v € p-invariante, assim, deve conter um minimal w & p
0 que € uma contradic¢ao.



3.2. TEOREMA C 45

(E) Se Hy, Hy sao hiperplanos distintos contendo a origem, entao, . (Hy) N
A (Hy) = 0. Caso contrdrio, existiria p € #(Hy) N #(Hz), logo, para
cada ponto x € p teriamos x € Fiz(pp, )N Fix(on,). Como (Hy, Hy) = R™,
entao, para cada u € R™ existe hy € Hy e hy € Hy tal que u = hy + hy de
onde temos que p(u,x) = @(hy + ho,x) = @(hy, @(he,v)) = @(h1,2) = x,
logo, © € Fix(p), o que € uma contradi¢do com nossa suposicao inicial.

Portanto, M = U (H), onde H descreve todos os hiperplanos homogéneos
de R™ ¢ uma colecao nao enumerdvel.

(F) Além disso, A contém todos os conjuntos p-minimais. De fato,

e Dado um conjunto p-minimal [, a orbita de nenhum ponto x € u
pode conter um ponto interior. Como as orbitas sao homeomorfas a
RE X T com 0 < k+1<n, como M € superficie, entio, estas orbitas
podem ser homeomorfas a um ponto, uma reta, o toro T, o cilindro
T! x R, o plano R? ou o toro T?. Observe que este tiltimo caso nao
pode acontecer, pois, em particular, esta orbita é uma subvariedade
aberta e fechada de M, o que implica que M = T? e isso contradiz a
nossa Suposicao.

Se existissem orbitas cilindro ou plano, entdo, a fronteira dos
mesmos seriam subconjuntos invariantes e minimais o que contradiz a
mainimalidade de .

e Assim, o grupo de isotropia de x serd homeomorfa a R", Z x R*!
ou R"! se a orbita de x for wm ponto, homeomorfa ao circulo ou
homeomorfa a uma reta respectivamente. Logo, o grupo de isotropia
de x contém um hiperplano H.

e Finalmente, sejam x,y € p, como O, = O, = p, entio, G, = G,
assim, H C G, para todo x € p.

Sejam 1y, ..., 1, os eizos de R™ e escreva M; = \J{#(H); HNl; =0}. Pelo
item (D) acima, cada conjunto jn € A; é minimal em ;. Assim, pelo Lema
os conjuntos | € M; sao todos circulos, exceto, um numero finito deles. Mas,
claramente, M = M1 U --- U M,, porque um determinado hiperplano nao pode
conter todos os eizos de R™. Portanto, todos os conjuntos em .# sao circulos,
com um nimero finito de excegoes. (Observe que, se o género de M é zero, nao
ha excegoes). Isso prova o resultado.

Lema 3.9. Seja ¢ : R" x M — M uma ag¢ao continua e suponhamos que toda
agao sobre M de R"™ tem ponto fivzo e x(M) # 0. Entao, ou ¢ tem um ponto
fixo em M ou podemos encontrar uma orbita unidimensional fechada de ¢ que
€ disjunta dos circulos da fronteira de M e nao limita um cilindro junto com
nenhum deles.
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Demonstracao. Suponhamos que a a¢ao ¢ nao possua pontos firos. Seja I' um
circulo fronteira de M. Considere a cole¢io {C,} de todos os cilindros que sao
abertos em M, contendo I' como uma de suas fronteiras e tal que o conjunto
de pontos fronteira em relagao a M seja OC, = jin, uma orbita unidimensional

fechada de .

(A) A colegao {C,} € linearmente ordenada por inclusao. Se M nao é um disco,
o resultado seque do Lema[2.21; se M for um disco, entdo, aplicacando o
principio mazimal de Hausdorff e mudando de notagio, {C,} representard
uma subfamilia mazimal ordenada linearmente.

Se C' = UC, € tal que C,, = C, para alguns a e C; C Cy C .... Além disso,
podemos concluir que C' € um cilindro compacto com elementos da fronteira I' e
i, pois, = 0C € uma curva fechada.

(B) = € u se, e somente se, existe x, € C,, tais que =, € C, converge para x.
De fato, existe x,, € C tal que x,, — x, como C,, linearmente ordenado, para
n suficientemente grande, podemos tomar x, € C,,, o reciproco é evidente.

(C) p € minimal. Observe que p € fechado. Seja x € p e tal que O(z) € p,
entao, existe u € R™ tal que p(u,z) € C, para n suficientemente grande,
isto implica que existe z € p, N O(x) SZ W, o que, claramente, € uma
contradi¢ao. Assim p € fechado, invariante e nao tem singularidades de
onde temos que p € minimal.

(D) O, € um circulo. De fato, como u é unidimensional, o grupo de isotropia
de z, G, contém um hiperplano H, entdao, G, = Z x R" ™ ou G, = R 1,
porém, O, C O,, de onde temos que G, C G, e, como G,, =7 x R"1,
temos que G, = 7Z x R"™! de onde obtemos o resultado.

O cilindro compacto C' € tal que seu conjunto limite em relacio a M, pu,
¢ disjunto das outras curvas da fronteira de M (pois M nao é um cilindro) e
M\ C € uma 2-variedade compacta, homeomorfa com M. Com p substituindo T’
como um circulo fronteira, M \ C' é invariante sob ¢, e nenhuma drbita fechada
unidimensional de ¢ em M \ C pode intersectar um cilindro com T.

Fazendo a mesma construcao com todos os outros circulos de fronteira de M,
obtemos uma variedade M’ C M a qual € homeomorfa com M, invariante sob ¢
e nenhuma p-orbita unidimensional fechada em M’ pode intersectar um cilindro
com qualquer circulo fronteira de M. Mas X (M'") # 0, pelo Lema existe uma
orbita v de ¢ unidimensional fechada em M. Como .# ¢ infinito, v pode ser
escolhido disjunto dos circulos fronteira de M', assim, v prova o Lema[3.9

Prova do Teorema C
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Demonstracao. Apresentaremos uma prova usando indu¢dao em n. Paran =1,
o Teorema € o Lema [2.17. Seja n > 1 e suponha que o teorema tenha sido
provado para acgoes de R, Observe que temos que o Lema e Lema 5G40
verdadeiros.

A prova serd dada por indugao, agora, no género g da variedade M.

(A) Se g =0, consideraremos ainda as sequintes situagoes:

(A.1) M = D? Sey:R"xD? — D? nao tem ponto fixo, entdo, pelo Lema
existe uma orbita fechada de o no interior de D?, porém, qualquer

orbita destas define um cilindro com 0D?, o que é uma contradicio com
o Lemal3.3.

(A.2) Se M = S2. Dada ¢ : R" x S* — S2, pelo Lema existe uma
orbita fechada unidimensional p C S2.
Pelo Teorema da Curva de Jordan[1.39, y delimita um disco D*. Como
u € uma p-orbita, entao, D* € invariante e o resultado seque do Item
(A.1).

(A.3) Para completarmos o caso de género 0, faremos uma terceira
indugao, desta vez, sobre o numero de componentes b da fronteira de

M.

(A.3.1) Observe que se b =10, oub=1, entdao, M = S* ou M = D?,
respectivamente. F, neste caso, o resultado € verdadeiro pelos itens
(A1) e (A.2) acima.

(A.3.2) Se b =2, entao, M é homeomorfo ao cilindro o que implica
que x(M) = 0. Observe que este caso nao € estudado no Teorema.

(A.3.3) Para iniciarmos a hipdtese indutiva sobre b, consideremos
b=3c¢eaacao p:R*x M — M sem ponto fixo, entao, M ou é
o disco menos dois discos interiores ou M € a esfera S* menos 3
discos.

No primeiro caso, qualquer orbita interior a M define um cilindro
com algum elemento da fronteira o que, claramente, contradiz o
Lemal3.9.

Se M for a esfera S* menos 3 discos, wusando projecdo
estereogrdfica, podemos achar um disco D? menos 2 discos
interiores e w-invariante. Assim, esse caso reduz-se ao anterior e
temos provado o Teorema para o caso b= 3.

(A.3.4) Agora, suponha que b > 3 e considere v uma drbita fechada de

¢ fornecida pelo Lema[3.9. Pelo Lema[3.8, nao pode ser fronteira
de um cilindro de forma tal que a outra fronteira do mesmo seja
uma destas componentes da fronteira, entao, podemos assumir que
v é uma curva fechada simples contendo b circulos da fronteira no
seu iterior e b circulos da fronteira no complementar do interior
com b > 2, V'>2eb=0b+1".
Fazendo uma cirurgia em M a longo de v obtemos duas superficies
M e M" com nimero de componentes da fronteira menor que b.
Observe que estas superficies ainda tem género zero, dai
obteriamos o resultado aplicando a hipotese de inducao.
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(B) Para finalizarmos, suponhamos que M tem género g > 0 e que p : R"x M —
M ndao tem ponto fixo. Suponha que a afirmacao € vdlida para variedades
de género menor que g.

FEscolhamos uma orbita de @, v, fechada e unidimensional fornecida pelo
Lema[3.9. Fazendo uma cirugia em M ao longo de v. Obtemos:

Ou uma variedade de género inferior e a mesma caracteristica de FEuler
de M; ou um par de variedades, ambas com género menor que g e
caractectristica de FEuler diferente de zero, cuja soma coincide com a
caracteristica de Euler de M.

Em ambos casos o Teorema fica provado.
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