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�������� ������������� � ����� ��� �� ��� ������ ���� ������ ������ ��
������ � ��� �������� ��� �������� ������� �� ������ ������������� � �������
��������� ��� �������� ��� ����� ���� ��� �����

��� ���� ����� ���� � ��������� ��� ���� ����� � ���� ��� ������ ���������
� ���� ��� ����������� �� ��� � ��� ������� �� ��� ���� ������� ����
��������� � ������������� ���� ������

�������� � ����� ���� ������ ����� ������ ��� ������ ��� ������ �������
���������� ��� ���� ������� �� ���������� � ��� ������ �� ������ � ����� ��
�������� ����������� �� �����

� ����� ���� ������� ������ ���� ����� �� �������� ���� �� ���������� �����
��������� �������� ��� �� ������� � �������� �������� �� ����� � �� ������
�� ������� ������ �� �������� ���� ������������ ��� ����� ��� ��������

�� ������ ������������ �� ����������� �� ����� ������ ����� ��� ����������
������ ������� ����� ����� � ���� ��� � ����� ����� �� ������������� ����� ��
�������� ������ ����� ��� ����� ������� �� �������

��� ���� ������ � ������� �� ������ ��� �������� � ���� ��������� ���� ����
� ���������� ����� ����� �� ������ �� ������ � ����� ������������� ��� ���������

�� ��� ����������� ��������� ������� ��� ���� � ��������� � ��� ��������� ��
���� �������� ���� ��������� �� �������� � ����� ����� ������ ����� ������
���������� � ��� ���� � ����������� ��� �� �������������

� ����� �� ����������� ��� ���� ������� � ����� ���� ���������� ����� �������
������ ���������� � ����� � ����� ����� ������������ ���� ��� �� �� ��������
���� �� ��� ����� ��� ���� ��� ����� ����� � ������

� ����� ���� ����������� ������� ����������
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��� ���������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� � ������� �� ����������������� � � � � � � � � � � � � � � �
����� � ������� �� ���������������� � � � � � � � � � � � � � � �

��� ������������� ������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� � ������� �� ������������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������������ ��� ���������������� � � � � � � � � � � � � ��
����� ������������ ��� ����������������� � � � � � � � � � � � � ��
����� ������ ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������� ����� EA � DA ��
��� ���������� ���� DA � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� ���� EA � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1} ��

� � ��������� �� �������� ��

� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1} ��
��� �������� ���� �� ����� ��� ���� � ������� � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� G = Cr
3 ��� r � 3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� G = C2
n� ��� n � 7 ����� � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ���� �� ����� ���� � ������� � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���� G �� ����� 8 � 16 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���� G = C2 ⊕ C2n ��� n ∈ N � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���� G �� ����� 32 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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����� ������ ����������� �� ��������� �� ���� ����� ����������� ����
��� ����� ������� �������

����� G �� ����� �������� ����� �� �������� n � A ⊆ [1, n− 1]� ����� ��������

����������� �� ����������� ηA(G)� DA(G)� gA(G)� sA(G) � EA(G) ��� � �������
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����� ���� ���������� �� �������� ��������� �������� ������ �����
������� �������

��� G �� � ����� ������� ����� �� �������� n ��� A ⊆ [1, n − 1]� �� ���� ����

�� ���� ����� ��� ���������� ηA(G)� DA(G)� gA(G)� sA(G) ��� EA(G) �� ����� ��
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�� 1961� �� ����� ���� �������� ��� �� �������� � �� ���� ������������
�� ���������� �������� ��������� ���� � ������� �� ������������������� �
���� ����� ��� �������� ��������� �� ������� �������� �� ������� 2n−1 ������
��� ������������ �� ������� n ���� ���� ��� ���� ��������� � ���������� �
���� ������ n�

��� � ������ ����� �������� ��� ���� ����� � ������ ��� ��������� �� ���� �����
������� ��� ������ ���� ��������� ��������� ����� ���� ������ �� ����������
�� ��������� �� �� ����� G ������� �������� ����� � ������ �� ��� ��������� �
�������� �������� ��� � ���� �� ����� �� ��������� �� ��� ��������� ��� ����
��������� � �������� ������ ������ �� ����� �� �������� ������ ���� � ���������
����������� ���� ��������� ���� ��������� �� ���� �����

������ ���� ������ �� ��� ������� � ������� �� ������������������� ������
����������� ��������� ��������� ��� �������� ����� ����� ������� ����� ����
��������� ����� ���� ���� �� ���������� ��� �� ������ ��� ������� �� ���
����������� �� 1966� ���������� � ��������� �� ���������� ���� �������� ���
D(G)�

�� ����� �� �������� ����������� �� ����� �� ���������� g(G) � s(G)� ����
���������� ���� ��������� �� �������� � ��������� �� ������������������� ����
������������� ����� ����� ��������� �� �������� ���������� ������� ������ ��
g(G) ���� ������ ����������� ���� �� ���������� � ��� ����� ���� ����� �� ����
���� �� ������������������� ��� ��� ����� ��� ������������ �� ��������� ��
������ ������� ��� ��������

� �� �� ������ �� ��������� �� ���� ���� ���� ������� �������� ���������
� �������� �� ���������� ���������� �� ������������� A ⊆ Z. � �������� A
������ ���� ���� ���� ���� ��������� ��� ������ ���� ����� ����� ����������
��� ��������� �� ��� ���������� ��� ����� ������� ���������� �� ����������
��� ���� ���� �� ���� ���������� ���� A = {1}�

����� ������ � ��������� �� ������� �������� ����� �� ���������� ���������� �
���� ���������� ���������� �������������� ��� �������� ���� G = Cr

3 ��� r ∈ N�
�� �������� ������� �� ���� ���

s(Cr
3) = 2g(Cr

3)− 1

� �� ����� �� �������� �� ����� � �� ������� ��������� �� ���� ���� ����
A = {−1, 1} � r � 3�

sA(C
r
3) = gA(C

r
3) = 2ηA(C

r
3)− 1.

�������� ���� ������ ������ �� ����� �������� � �������� ��������������
��� �������� �� ����� �� �� ��� ������� �� ����� ��� ���� �������� �����

�



����������

�������� ������
E(G) = D(G) + |G|− 1

�� �� ����� �� �� ��� ������������ �� ���� ��� ���� �������� ����� ��������
����� G ��� �������� n�

s(G) = η(G) + n− 1.

��� ���� ��� ������� �������������� ���� ���� ����������� ��� ���� ���
������ ��� ����� �� ��� �����������

������ ������������ �� ������������� A� ������ ���������� ������� ���� �
���� ��� ���� ��������� ������� � ������� ���� ��� �������� � �������

EA(G) = DA(G) + |G|− 1 ���

��� ������� �� ���� ���� �������� ����� G � �������� ������������� A� �������
����� ���� ������� �� �������� �� ��� ����� ����� ���� A = {−1, 1}� � �������

sA(G) = ηA(G) + exp(G)− 1 ���

��� �� ������� ���� ������ ������ G� �������� ������������ �� �������� ��
����� ��������� ��������� ����� �� ���������� ����������� ������ ��������

����� ���������� � �������� �� �������� ��������������� ��� ��� ������� ��������
� ���� � ����� �� ��� A = {−1, 1}� ������ ���� ��� � �������� �� ��������
����������� �� ���������� ��� D±(G), E±(G), s±(G), g±(G) � η±(G)�

���� ����������� � ���������� �� �������� ������ �� �������� �� ������������
����� �� ��������� ����������� �� ����� �� �������� � ������ ���������� ��������
������������ ������ ���� ������������� �� ������� �� �������������������
��� ������ � ������� �� ����������������� � ������ ������ � ������� ��
����������������� �� �������� �� ���������� ���������� �������� ����� �� �����
������ EA(G) � DA(G) ��� � �������� �� ���������� ����� ����������� ����������
���� �� ���� ����� � ������� ��� �� �������� ������������ �� ����� � �����
�� ������� ��� ������ G = Cp ��� p ������ � �������� � � �������� �� ���
���� �� ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}� �������� ��� D±(G)�
������������ ������� ������ ���� D±(G) ���� ������ ������ � ���� ������� ���
��������� ���������� �������� � �������� ���� D±(G)� � �������� ����� ��������
� ��� ���� ��� ������� ������� �� ���� ��� �� �� ��������� �� �� �����������
� �� �� ���� �� ���� ��� ���������� ������� �������� � �������� ���� D±(G) ���
������� ���������� ���� �������� ������� ��� � ���������� ����� ��� �� �� �����
� ����� ����� ��� ���������� ���������� �� ��������� �� ���� ����� �� ������
������������ ������ ���������� ���������� � ���� �� ���� �� ������� ���������� ���
���� ����� � ���� ������������� ���������� �� �������� �� ��������� � �����
����� �� ��������� ����� �������� � � ����� �� ������ ������� �� ��������� ���
���� ���������� ���� � �������� ��������� ��� ��� ��������� � �������� � � ���
����������� �� ���������� �� ���� ��� ����������� �� ���� ���� � ���� �� ���
A = {−1, 1}� ������������ �������� �� ��� � ���������� ��� ���� A � ������
� ������ �������� ���� �� ����� ��� ��� �� ��������
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����� ��������� ������������ ��� ����� �� ���������� ������� �� ��������
��� ���� �� ������ ��� �������� ��� ��� �������� �� ����� ���� �� ���������
����������

���� �������� ����� ����������� ������� �����������
�� ����� �� ���� � ��������� � �������� ��� �������� � N = {1, 2, . . . }�

������ ��������� � ����� ������ N0 = N ∪ {0}� ����� k, l,m ∈ Z ��� l > k �
m > 0� ���������

[k, l] = {k, k + 1, . . . , l}
�

N�m = {m,m+ 1, . . . }.

����� a, b ∈ N� ��������� ��� (a, b) � ������ ������� ����� �� a � b�
���� x �� ������ ����� ��������� ��� �x� � ����� ������� ����� �� ����� �

x� ������� ���� �� x� ������������� �x� � � ����� ������� ����� �� ����� � x�
������� ���� �� x� � ����� ��� ������� �� x � � ������ {x} = x− �x��

� �������� ������� ���� ���� ���� � �������� �� ���������� ����������� ��
�������� ��

���� ���� ����� x1, x2, . . . , xt ������� ����� ���������� ������
�

t�

i=1

xi

�

≤
t�

i=1

�xi�+ t− 1.

������������� ���� ���� i ∈ [1, t] ����� xi = �xi�+ {xi}� ���� ������� ���

t�

i=1

xi =
t�

i=1

�xi�+
t�

i=1

{xi}.

��� ����� �����
t�

i=1

xi =

�
t�

i=1

xi

�

+

�
t�

i=1

xi

�

.

�
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����
t�

i=1

�xi�+
t�

i=1

{xi} =

�
t�

i=1

xi

�

+

�
t�

i=1

xi

�

⇒

�
t�

i=1

xi

�

=
t�

i=1

�xi�+
t�

i=1

{xi}−

�
t�

i=1

xi

�

<
t�

i=1

�xi�+ t

⇒

�
t�

i=1

xi

�

�

t�

i=1

�xi�+ t− 1.

��� ����� �� ������ �� ������

����� ����� ����� ����� �������������� ����� ������ ��������� �� ����� ����
�������� � � ������ ������ ����������� ���������� �� ������ �� ������ ����
������ ����� �������� ����� ���������� ������� ������� ��������� �������� �������
����� ��������� � ������������ �� ���������� ���� ������������� ��� ���� ����
�������������� ����� ��� ����������� �� ���� � �����

�������� ���� ���� G �� ����� ��� �������� ������ e� ���� a ∈ G� ��
ma = e ⇔ m = 0� ������� ��� a ��� ����� 0 � ��� � ����� G � �������� ������
�� ������ m �= 0 ��� ��� ma = e� �� ����� m ��� �������� ����� �������� �����
�� a � ��������� ��� ���(a) = m�
�� m � � ����� ��� ��� ma = e ���� ���� a ∈ G� ������� ��� m � � ��������

�� G � ���������� exp(G) = m�

������ G � ������ � ������ �� ��������� ��� � ������ �� G � ��������
��� |G|� ������� ��� ������ G � ����� ������� ������ �������� G = �g�� �����
���(g) = |G| = exp(G)�

�������� ���� ���� G �� ����� �������� ������ ��� ������� �� ��������� ���
����� {e1, . . . , es} �� G � ���� ������������ ��

s�

i−1

aiei = 0, ai ∈ Z ⇒ aiei = 0∀i ∈ [1, s].

��� ���� ������ G = �{e1, . . . , es}�� ����� {e1, . . . , es} � ������� ��� ���� �� G�

� ���������� ������������ ai ∈ Z �� �������� ������ ��� �������������� ���
���� ��� �������� ������ ����� � �������� ��� ������������ ���� ���� ������� ��
������� �� ��� �������� � �������� � �������������� ���� �����������

�� ������ �� ������� � ������� �� �������� ��������� � ����� �� �� �����
����� G ��� � ����� �� �� �������� �������� �� G �� �������� ������ ��
G � �� ����� ����� � H ≤ G� ����� |G| = |G/H||H|. �������� ������������
������������� ��� ������ ������ ����� ��� ������� ���� ���������� �� �������
�� ��������� �� ����������� �� ��������� ��� ��� ���� ���� ������� � ��� ����
��� ������ ���� ��������� �� ������� �� �������� � � ������� �� ������ � ����

�



�������� �� ��������� ��������

����� ��� aϕ(n) ≡ 1 (mod n) ������ (a, n) = 1� ���� ϕ(n) = |Z∗
n|� ϕ � ���������

���� � ������ �� ������
����� ����� �� ��������� �������� ����� ������ ��������� ���� �� �� ���� ����

�� ���� ������������� �� ������ ��� ������� ���� ����� �������� �� �� ������
��� � ���� ���� � ������� ��� ������ ��������� ������ �� ������ ������ �����
� ���� ����� �������� �� ����������� ���� ����� �� ������ �������� �� �����
����� ��� ���������� �� ������ �� ����� ������� �� ����� n � �������� ��� Cn�
������ ������� �������� G = �a� ��� ���(a) = n� ��� ��� ��������� �����
�� ������������ �� ������� Cn = {0, 1, 2, . . . , n− 1} � ���� � ���������� ������
������� ������������� ��� �� ������ ����������� ������ �������� �� �����
������� �� ����� n ������������ ���� � ����� ��� �������� ������ n� Zn�

����� ������ �� ������ ��� ��� � ������������ � � ��� �������� p�������
������������ ��� �������� � �������

�������� ���� ���� p ������ ������� ��� �� ����� G � p������ �� ���� ����
g ∈ G� ���(x) = pα ���� ����� α ∈ N� G � ���������� �� p������ ��������
��������� �� G ��� �������� � xp = 1� ���� ���� x ∈ G�

����� ������������ �� ������� ������ ����� ����� ����� ���� ���� ��� ����
���� ������������� ������� ������� �� �������� ���� ������ �� ����� ���������

������� ���� ��� � �������� �������� �� �� ����� G ����� �� �������� H
������ �� G � � ����������

ϕ : G −→ G/H

x �−→ ϕ(x) = x+H.

���� � ������
ϕ : G −→ aG

x �−→ ϕ(x) = ax

���� G � �� ����� �������� ����� � a ∈ N � �� ����������� �� �������
������ (a, exp(G)) = 1� aG = G � ϕ � �� ������������

����� ������� �� ��������� ������ ����� ������������ ��� �������� ����
�����

������� ��� ��� ������� �� ������������� ����� G � H ������ � f : G −→
H �� ������������ �����

G

N(f)
� Im(f).

�������� ���� ���� {Gi}
n
i=1 ��� ������� ��� ����� �� ������ ��������� � �������

���������� H = G1 × G2 × · · · × Gn ��� � �������� ����� �� ������ � �������
���� ������ ������� ��� ������ G1, . . . , Gn � � �� ����� ��� ���� ��������� ���
��������� H = G1 ⊕ · · ·⊕ Gn. ������ ����� �� Gi�� ��� ��������� ������� ��
�� ���� ����� G �������������

��� G = G1 +G2 + · · ·+Gn �

���� Gi ∩G1 +G2 + · · ·+Gi−1 +Gi+1 + · · ·+Gn = {0} ���� ���� i ∈ [1, n]�

�



�������� �� ��������� ��������

���� G1 +G2 + · · · +Gn = {g1 + g2 + · · · + gn | gi ∈ Gi, i ∈ [1, n]}� ������� ���
G � � ���� ������ ������� �� G1, G2, . . . , Gn �� ����� ����� G � G1 ⊕ · · ·⊕Gn.

� ������� �� ��������� �� � �������� ���������� ��� ����� �� ������ ���������
����� ��� ������ ���� ���� ������ ������� �� ������ �� ���� ��������� ��������
� �������� � ��� � � ������ ������� �� �� ��� ���� ����������� �������� ��
������ �� ������ �������� �

������� ��� �������� ����������� ��� ������ ��������� ��������� ���� �����
�������� ����� G �= {0} � � ���� ������ �� ��� ������� {Gi}

r
i=1 �� p����������

�������� ��� ��������� ���� ������ � ������ ������ ������ �������� � ���� ������
��� ������������ �� ���� ����� ���� ����� G�

���� ������������ ����� ���������� ������� �������� �� ������� ������

G ∼= Cn1
⊕ · · ·⊕ Cnr

��� ni|ni+1, i ∈ [1, r − 1] ���� Cni
� � ����� ������� �� ����� ni�

������ ������� ������ ����� exp(G) = nr � �������� r(G) = r � ����� �� G
� ���� ���� n ∈ N� rn(G) = |{i ; n|ni}| � n������ �� G�

��� ���������� ����������

���� �������� ��������������� ����������� ���� ����� �������� ����� �������
������ ����� ������ � ������� �� ����������������� � � ������� �� �������
���������� � �������� ��������� ����� ���� ����������� �� ����� ��������� ���
������������� �� ������� �� ������������������� ��� � ��������� ����� ���
���� ������ ��� ����� ���� ������ ������ ���������� ��� ��������� ��� ���������
���������� ����� ����������� �������� �� ������� �� ��������� �� ���� ���� ��
������

����� � ������� �� �����������������

� ������� �� ����������������� � ��������� �� �� ���������� �������� ��
������� � ��������� ��� ������������ ������������ ��� �� ����� �� ����� ����
�� �������� ��� ����������� ��� �� ��������� � ������� �� ���������� ��� ��
�������� ����� ����� �� �� ������

����� �� ������ � ������� �� ������������������ ����� ����� ��� ����� ���
����� ����� ������ ������� ������� ������ ������� ��� ������������ �����������
��� ������ ������ ����������� ����� ������ ����� ��� ������� �� �����

�������� ���� �� ����� � �� �������� F ������ �� ���� ���������� ��������(+)
� ���������������(·)� ������������

��� (F,+) � �� ����� �������� ��� ���������� ��������� 0�

���� (F∗, ·) � �� ����� �������� ��� ���������� ���������������� 1�

������ � �������� F � ������ ������� ��� � ����� � ������ ��������� F[x]
� ���� �� ���������� ��� ����������� �� F�

�



�������� �� ��������� ��������

���� ���� p ������ Zp � �� ����� ����� ��� p ��������� � � �������� ��� Fp

�� ������ ��� ������ ������� �� ������ Fp ��� ����������� ���� ���� ����� �����
�� �������������� p ������ �� �������� �������� � Fp � ��������� ���� ��� �����
���� ��� �������� �� Fp� ���� � � ��� ����������� �� ������ �������

�������� ����� ���� F �� ������ �������� � �������������� �� F �����(F)�
���� � ����� ������� �������� n ��� ��� n · 1 = 0� ���� ���� ������� n �������
�� ��� ������� ������ n ������������ ���� ��������� ������� ��� � ����� ���
�������������� 0�

���� ����� ���� F �� ����� ����� �������� �� �������� K ��� q ����������
����� F ������ qm ���������� ���� m = [F : K]� �� ����� m � � ���� �� ��������
F ����� K�

������� ����� ���� F �� ����� ������ ����� F ������ pn ���������� ���� p �
� �������������� �� F � n � � ���� �� F ����� Fp�

� ��������� ������ � � ��� ������� � ���������� � ��������� �� ������ ������
��� ����� pn ���� ���� ����� p � ���� ���� ������� n�

������� ����� ���� ���� ����� p � ���� ���� ������� n ������ �� ����� �����
��� pn ���������� ���� ������ ���� ����� ����� K ��� q = pn ��������� � �
����� �� ������������ �� xq − x ����� Fp� �� ����� xq − x ���� ��� ������� �� K

���� ������� �� ������� ���������

� ������ �� �������������� ���� ���� ������� ��������� ����� ������� � �����
����� �� ����� q ��� Fq� � �������� ��������� � ��� �������������� ����� ������
����� ��� ������ �������

������� ����� ���� ���� ����� ����� Fq� � ����� �������������� F
∗
q � ��������

� ������ �� ������ ������� ����� � ������ �� ������� �� ������������������

�������� ����� ���� f(x1, . . . , xn) ∈ Fq[x1, . . . , xn]� �������� � ���� �� f �
�������� ��� ∂f � ����

∂f = max

�

ti1 + · · ·+ tin | f(x1, . . . , xn) =
�

i

cix
ti1
1 · · · xtin

n

�

.

���� ����� ���� k ∈ N� �����

�

c∈Fq

ck =

�

0 �� k �≡ 0 (mod q − 1)

−1 �� k ≡ 0 (mod q − 1)
.

������������� ���� b ∈ Fq ��� ��� F
∗
q = �b�� ���� ����

�

c∈Fq

ck =

q−1
�

j=0

(bj)k = 1 +

q−2
�

j=0

(bj)k = 1 +

q−2
�

j=0

(bk)j

� ����� ���� ����� ����������

�



�������� �� ��������� ��������

���� �� �� k �≡ 0 (mod q − 1)� �����

q−2
�

j=0

(bk)j =
((bk)q−1 − 1)

bk − 1
=

1− 1

bk − 1
= 0.

���� �� �� k ≡ 0 (mod q − 1)� ����� k = m(q − 1) ���� ����� m ∈ N �

q−2
�

j=0

(bk)j =

q−2
�

j=0

(bj)m(q−1) =

q−2
�

j=0

((bk)q−1)m =

q−2
�

j=0

1 = q − 1 = −1 �� Fq.

���� ����� ���� f ∈ Fq[x1, . . . , xn] ��� ∂f < n(q − 1)� �����

�

c1,...,cn∈Fq

f(c1, . . . , cn) = 0.

������������� ��������� xk1
1 · · · xkn

n �� ������� �������� �� f � ������

���� �� �� ki = 0 ���� ����� i ∈ [1, n]� ����� ckii = 1 ���� ���� ci ∈ Fq�
������������ �� ������ �� �������� ������� ����� i = 1� ����

�

c1,...,cn∈Fq

ck11 · · · cknn =
�

c1∈Fq

1




�

c2,...,cn∈Fq

ck22 · · · cknn



 = q




�

c2,...,cn∈Fq

ck22 · · · cknn



 = 0

�� Fq.

���� �� �� ki > 0 ���� ���� i = 1, . . . , n� ����
�n

i=1 ki < n(q − 1)� ���� �������
i ∈ [1, n] ��� ��� ki < q − 1� ������� ������ ��� ����� �� ������������� ���
i = 1 � ����� k1 �≡ 0 (mod q− 1)� ����� ���� ���� �����

�

c1∈Fq
ck11 = 0 � �����

�

c1,...,cn∈Fq

ck11 · · · cknn =
�

c1∈Fq

ck11




�

c2,...,cn∈Fq

ck22 · · · cknn



 = 0.

������� ���� ���������� ���� f ∈ Fq[x1, . . . , xn] ��� ∂f < n� ����� � ������
N �� �������� �� ������� f(x1, . . . , xn) = 0 � ��� ��� N ≡ 0 (mod p) ���� p � �
�������������� �� Fq�

������������� ��������� � ��������� F = 1− f q−1 � ������� ���

F (c1, . . . , cn) = 1− f(c1, . . . , cn)
q−1 =

�

0 �� f(c1, . . . , cn) �= 0

1 �� f(c1, . . . , cn) = 0
.

����
N =

�

c1,...,cn∈Fq

F (c1, . . . , cn).

�
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������ ���� ∂f < n� ����� ∂F = ∂f(q − 1) < n(q − 1) � ���� ���� �����

�

c1,...,cn∈Fq

F (c1, . . . , cn) = 0 �� Fq,

�� ����� N ≡ 0 (mod p)�

������� ���� ������������ ���� f ∈ Fq[x1, . . . , xn] ��� f(0, . . . , 0) = 0 � ∂f <
n� ����� ������ (c1, . . . , cn) ∈ F

n
q \ {(0, . . . , 0)} ��� ��� f(c1, . . . , cn) = 0.

������������� ���� f(0 . . . , 0) = 0� � ������ �� �������� N � ����� �� �����
� 1� ��� p|N ���� ������� ����� ����� N � 2� ���� ����������

������� ���� ���������� ����� f1, . . . , fr ∈ Fq[x1, . . . , xn] ���� ���
�r

i=1 ∂fi <
n� ����� � ������ �� �������� N �� ������� fi(x1, . . . , xn) = � ��� ��� N ≡ 0
(mod p)� ���� p � � �������������� �� Fq�

������������� ��������� � ��������� F =
�r

i=1(1− f q−1
i ) � ���� ���

F (c1, . . . , cn) =

�

1 �� fi(c1, . . . , cn) = 0 ∀ i

0 ��
.

���� N =
�

c1,...,cn∈Fq
F (c1, . . . , cn)� ������ ∂F = (q − 1)

�r
i=1 ∂fi < n(q − 1)�

����� ���� ���� ����� N ≡ 0 (mod p)� ���� ����������

� ������� ���� � �� ���� ������� ���������� ������ ������������ � �������
�� ������������������

����� � ������� �� ����������������

� ������� ��� � � �������� ����� ������ ��� ������� ��� �� ��������� ��
���� ��� ����� ���� ��� ����� ����� � ��������� �� ����� ���� ����������� ���
�� �� ������� �� ����� ��� ���� ������� � ������� ������ � ���� ��� ����
������������ � ����� ��� ����� ���������� ���� � � �� �������� �� �� ���������
� ���� ��� ������ �� ����

�������� ����� ���� G �� ����� ������� �������� � A,B ������������ ������ �
��� ������ �� G� �������� � ������������� �� A � B ���� �����

A+ B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} ⊆ G.

�� ����� ������� �� �������������� ������� ������ �� ��������� ����������

��� ������������� �� n ������������� A1 + · · · + An = {a1 + · · · + an | ai ∈
Ai} ⊆ G;

���� ������������� �������� A+̂B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B, a �= b} ⊆ G;

����� ������������������� A− B = {a− b | a ∈ A, b ∈ B} ⊆ G.

�



�������� �� ��������� ��������

������� ��� � ������������� ���������� � ���� �� ������ ��� ������� ��
�������� ���� � ���������� �������� � ��������� �� ������������������ ���� �
��������� �� ���������� ���� ������ � ���� ����

A \ B = {x | x ∈ A � x �∈ B}.

�� c ∈ G � A ⊆ G� ��������� {c}+ A ������������ ��� c+ A

���� ����� ����� G �� ����� �������� ����� ��� t = r2(G) � A,B ������������
��� ������ �� G�

��� �� |A|+ |B| > |G|� ����� A+ B = G�

��� �� |A|+ |B| � |G|+ 2t + 1� ����� A+̂B = G�

������������� ��� ���� g ∈ G �� �������� �������� � ��������� � ��������
g − B = {g − b | b ∈ B}� ���� |g − B| = |B|� �����

|A|+ |g − B| > |G|.

���� ���� ����� ��� A ∩ (g − B) �= ∅� ����� ���� ���������� g − B ⊆ G \ A �
|g − B| ≤ |G \ A| = |G| − |A|� �� ����� |A| + |g − B| ≤ |G|� ������ �������
a ∈ A, b ∈ B ���� ��� a = g− b� �� ����� g = a+ b � ���� G ⊆ A+B� � ��������
��������� � ���������

��� ���� g ∈ G� ���� ���� ���� |A|+ |B| � |G|+2t+1 � |g−A| = |A|� �����

|G|+ 2t + 1 � |A|+ |B| = |(g − A)|+ |B| = |(g − A) ∪ B|+ |(g − A) ∩ B|
� |G|+ |(g − A) ∩ B|.

������ ���� ���� i ∈ [1, 1 + 2t]� ������� ai ∈ A � bi ∈ B ���� ��� g − ai = bi �
��� � ����������� ai �= aj � bi �= bj ���� ���� i �= j ∈ [1, 1 + 2t]� �� ai �= bi ����
����� i ∈ [1, 1 + 2t]� ����� g = ai + bi ∈ A+̂B�

������� ����� ��� ai = bi ���� ���� i ∈ [1, 1+2t]� �� ����� ����� g = 2ai ����
���� i ∈ [1, 1+ 2t]� ��������� � ����������� φ : G −→ G ������� ��� φ(x) =
2x � ������� ��� {a1, . . . , a2t+1} ⊆ φ−1(g)� ���� H = {y ∈ G | ���(y) � 2} ≤ G.
���� �������� �� r2(G)� ����� |H| = 2t� �� ����� ������� G = Cn1

⊕ · · ·⊕ Cnr �
���� ��� ���� ���� i ∈ [1, r]� ������

2|ni ⇒ ni = 2ki ��� k ∈ N

� �� C2ki �� ���� ��������� �� ����� 2� � ���������� � kie ���� e � �� �������
�� C2ki . ���� �� 2t ��������� �� ����� �� ������ 2 �� G � ����� ��� �� ������
���� �� 2 � ni ����� Cni

��� ���� ������ ��������� �� ����� 2�
�������� ��� φ−1(g) ⊆ x0+H ���� ����� x0 ∈ G� �� ����� ���� x0 ∈ φ−1(g)

� ���� ��� ���� �������� x ∈ φ−1(g)� x �= x0� �����

g = 2x0 = 2x ⇒ 2x− 2x0 = 0 ⇒ 2(x− x0) = 0 ⇒ x− x0 ∈ H ⇒ x ∈ x0 +H.

� ����� ��� x0 ∈ x0 +H ���� x0 = x0 + 0 � 0 ∈ H�
������ φ−1(g) ⊆ x0 + H � ���� |φ−1(g)| � |x0 + H| = |H| = 2t� ��� ���� �

���������� ����� ��� |φ−1(g)| � |[1, 1 + 2t]| = 2t + 1� ������ ��� � �������� ���
ai = bi ���� ���� i ∈ [1, 1 + 2t]�

��
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���������� ��� G ⊆ A+̂B� � �������� ��������� � ���������

� ���� ��� �� ���� ����� ���� ���� ���� � ������������ �� ������� ��
����������������� � ������� � ������� ����� ��� ��� ���� ���� �� ������ ������
������ ���� ���������� ��� �������� � ��������� �� �������� ��� �����������
�� �������� ��

������� ���� ������������������� ����� p ����� � A � B ������������ ���
������ �� Zp� �����

|A+ B| � min{p, |A|+ |B|− 1}.

������������� ����� �� ��������� A = {α1, . . . ,αm}, B = {β1, . . . , βn} �
A+B = {γ1, . . . , γl}� �� |A|+ |B|− 1 > p� ����� |A|+ |B| > p � ���� ���� �����
A + B = G� ���� |A + B| = |Zp| = p = ���{p, |A| + |B| − 1}. ��������� �����
|A|+ |B|− 1 = m+ n− 1 � p� ����� ���� ������� ����� n�

�� n = 1� ����� |A + B| = |A| = m = m + n − 1� �� n = 2� �������
β = β1 − β2 �= 0 � ������� ��� l < m + 1 ≤ p� ������� ���� ���� αi ∈ A� ��
αi + β /∈ A� ����� αi + β1 �= αj + β2 ���� �������� 1 ≤ j ≤ m � ����� l � m+ 1�
������������ � ��� �������� ��������� ���� ���� αi ∈ A� ����� αi + β ∈ A �
���� αi+µβ ∈ A ���� ���� ������� µ � 1� ���� Zp ���� ��� ������ ��� ��������
�� �� ���� ���������� �� ����������� ���� ��� ������ ��� �� �������� �� A �
���� ���� ������ �� ������� ������ p ���� ��� ������������ �� ����� αi + µβ�
���� ����� ������� µ� ���� ����� ��� A = Zp � |A| = p� ���� ��� ������ � ���
����������� �� ��� ��������� ����� m + 1 ≤ p� ������ l � m + 1 � � �������
���� ������� ���� ���� �����

������� ����� ��� n > 2 � ��� � ������� � ������ ���� ���� n� < n� �������
������ ��� l < p� ����� ������� ��� l � m + n − 1� ��������� �� ���������
A + B = {γ1, . . . , γl} � B = {β1, βn}� ���� l + 2 − 1 = l + 1 ≤ p� ��������� �
�������� �� ������� � A+B � B� ������� ���� ����� l + 1 ��������� �� Zp ���
��� �� �� ����� γi + β1 �� �� ����� γi + βn�

������� ��� ����
|(A+ B)|+ |B| � l + 1, �����

������ δ ∈ Zp ��� ��� δ − β1 ∈ A + B � δ − βn /∈ A + B� �� ����� � ����� ���
������ δ ∈ Zp ��� δ − β1 ∈ A + B� �� ��� (A + B) + B ⊆ Zp� ������ �� ����
���� δ ∈ Zp ��� ��� δ − β1 ∈ A + B �������� ������ δ − βn ∈ A + B ������
���� ���� γi ∈ A+B� ������ γj ∈ A+B ��� ��� γi + β1 = γj + βn � ����� ����� �
������������� �� (A+ B) + B ��� ���� ��� ����� ��� l� ������������� ������

������� ��������� �� β�� � γ�� � ������ r� ��� 1 ≤ r < n� ��� ���

δ − βs = γs ���� 1 ≤ s ≤ r
δ − βt = �t ���� r < t ≤ n

���� ���� r < t ≤ n� �t �= γu ���� ���� 1 ≤ u ≤ l�
�������� ��� ������� ��� ������� �� �������� γs−βt, r < t ≤ n, 1 ≤ s ≤ r

� �������� �� A� �� ����� �� � �������� ��� � ����������� ������� ��� α+ βt =
γs = δ − βs ���� ����� α ∈ A, βt, βs ∈ B� � ��� ������� ��� α + βs = δ − βt ��
��������� �t ∈ A+ B� ��� ������������ ���� ����� � ��� ���������

���� l� � ������ �� ��������� �� Zp �� ����� αi + βt� ��� 1 ≤ i ≤ m �
r < t ≤ n� �� �������� ������ ����� ��������� ������ �� ����������� ��� γ��

��
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��� �������� γ1, . . . , γr� ��������� l� ≤ l− r � ��������� � �������� �� ������� �
A � B� = {βr+1, . . . , βn}� �����

l� � m+ (n− r)− 1 ⇒ l � l� + r � m+ n− 1.

���� �������� � ����� �� ��������

��������� ����� ����� n � 2, p �� ����� � A1, A2, . . . , An ⊆ Zp� �����

|A1 + A2 + · · ·+ An| � ���

�

p,

n�

i=1

|Ai|− n+ 1

�

.

������������� ����� ���� �������� ���� n = 2� � ��������� � �������� ��
������� �� ����������������� ������� ����� ��� � ��������� ���� ������ ����
n = k� �� �����

|A1 + A2 + · · ·+ Ak| � ���

�

p,
k�

i=1

|Ai|− k + 1

�

.

���� n = k + 1� ���������� ���� ��� ��� � ������� �� �����������������
�����

|(A1 + A2 + · · ·+ Ak) + Ak+1| � ��� {p, |A1 + · · ·+ Ak|+ |Ak+1|− 1}

� ���

�

p,

k�

i=1

|Ai|− k + 1 + |Ak+1|− 1

�

� ���

�

p,

k+1�

i=1

|Ai|− k − 1 + 1

�

� ���

�

p,

k+1�

i=1

|Ai|− (k + 1) + 1

�

.

������ ���������� � ���������

�� �������� � ��������� ���� � � ��� ��������� ������ ��� ��������� �� ����
���� �� �����������������

��� ������������� ������� ���������

� ������ �� ������ ����� ������� �� ��������� �� ���� ���� ������������
������ ���� ����� ���������� ���� ������� �������� ��� �������� �� ����� ��
��������� �� �������� ��� ������ ���� ����� �� ������������ ��� �� �������
��� ��� � ��� � ���� �����

���� G �� ����� �������� ������� ����� �� �������� n� ������� ������ ������
�� ���������� ��� ��������� �� ��������� �� G� ����� ���� � ���������

S = g1 · · · gl ��� gi ∈ G.

��
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�� ������ ������ ��� ������������� ������� ��������

S =
�

g∈G

gvg(S)

���� vg(S) � 0 � � �������������� �� g �� S� �� ����� � ������ �� ����� �� ���
� �������� g �� ������ �� ��������� S� S � ���� ����� �� ��������� �� vg(S) ≤ 1
���� ���� g ∈ G�

� �������������� ������ �� S � ���� ��� h(S) = max{vg(S) | g ∈ G}�
������� ��� ��� ��������� T � ��� ������������ �� S �� vg(T ) ≤ vg(S) ����

���� g ∈ G � ���������� T |S� ����� ����� ST−1 �� T−1S ������� � ������������
�� S ������ �� ������� �� ��������� �� T � ����� �������� �� R, S ��� ����������
�� ��������� �� G� � ��������� RS � � ��������� ������ �� R �� ����������� ��
��������� �� S� ������� ������� ���� ������

R =
�

g∈G

gvg(R), S =
�

g∈G

gvg(S) ⇒ RS =
�

g∈G

gvg(R)+vg(S).

����� S, S � ���������� �� ��������� �� G� � ���������� �� S � S � � ���� ���

S ∩ S � =
�

g∈G

g���{vg(S),vg(S
�)}.

���� ��� S ∩ S �|S � S ∩ S �|S ��
��������� ��� |S| � ������� ��� � ������ �� ���������� �� S� ���� ���

|S| =
�

g∈G

vg(S).

�� |S| = 0 ������� ��� S � � ��������� ������� �� ��������� �� G�
� ������� �� S � � ��������

����(S) = {g ∈ G | vg(S) > 0}.

������ � ������� S ∈ F(G) ���� ����� ��� S � ��� ��������� �� ��������� �� G�
���� ����� ��������� ��� F(G) � � �������� �� ����� �� ���������� �� ���������
�� G �� �������� �������� F(G) � �� ������� �������� ��� � ������������� ∗
�� ���������� ���� ��� S ∗ S � = SS ��

�� S = g1 · · · gk ∈ F(G) � A ⊆ [1, n − 1]� ������ � ������� σA(S) ����
��������� � �������� �� ����� �� ��������� ����� ��� ��������� �� S ������������
�� ����� �� A� �� ������ � �������� �� ����� �� ����� A����������� �� S� � ������

σA(S) =

�
k�

i=1

aigi | ai ∈ A

�

.

������ A = {1}� σA(S) �� ����� � �� �������� ��������� ������ �����������
��� σ(S) ∈ G � ���� ��� ��������� �� S� �� ����� ���� ������ ΣA(S) � �
�������� �� ����� �� ��������� ����� ��� ��������� �� ����� �� ������������� ��

��
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S ������������ �� ����� �� A� ������ � ������������ �������� �� �����

ΣA(S) =

�
�

i∈I

aigi | ∅ �= I ⊆ [1, k], ai ∈ A

�

.

������ ��������� � ������������ �������� �������������� ���� �������������
����� �� �������� A� � ����� ���� ������ � 0� ������ � �������

Σ
0
A(S) =

�
�

i∈I

aigi | I ⊆ [1, k], ai ∈ A

�

.

�� ������ ������ ��� ���� ���� �������� ����������� � �������� ��� ����� A�
���������� �� ������������� �� �� ������� 0 < m < k ���������� ������ ������
�������� � �������

ΣA,m(S) =

�
�

i∈I

aigi | I ⊆ [1, k], |I| = m, ai ∈ A

�

.

�� 0 ∈ σA(S)� ������� ��� S � ��� ��������� �� A����� ���� � �� 0 ∈ ΣA(S)�
������� ��� S ������ ��� ������������ ��� ������� �� A����� ����� ���� ���
������ � ������� ��� Σ

0
A(S) = ΣA(S) ∪ {0}� ����� ��� ������ Σ

0
A(S) \ {0} =

ΣA(S).

���������� ����� ������ A = {a} ��� (a, n) = 1 � S = g1 · · · gk ∈ F(G)� �
������

ϕ : F(G) −→ F(G)
S �−→ ϕ(S) = ag1 · · · agk

� �� ����������� ���� ����� �� ���� �� ���� ������ (a, n) = 1� �����

f : G −→ G

g �−→ f(g) = ag

�� ����������� �� ������� ���� ������ �����

σA(S) = 0 ⇔
k�

i=1

gi = 0 ⇔ a
k�

i=1

gi =
k�

i=1

agi = 0 ⇔ σA(ϕ(S)) = 0.

�������� ����� ����� G �� ����� ������� �������� ����� ��� exp(G) = n �
A ⊆ Z \ {kn | k ∈ Z}. �������� � ��������� ��� �����������

��� EA(G) ���� ����� � ����� t ∈ N ��� ��� ���� ��������� S ∈ F(G) ��
������� ����� �� ����� � t ������ ��� ������������ �� A����� ���� ��
������� |G|�

���� DA(G) ���� ����� � ����� t ∈ N ��� ��� ���� ��������� S ∈ F(G) ��
������� ����� �� ����� � t ������ ��� ������������ ��� ������� �� A�����
�����

����� sA(G) ���� ����� � ����� t ∈ N ��� ��� ���� ��������� S ∈ F(G) ��

��



�������� �� ��������� ��������

������� ����� �� ����� � t ������ ��� ������������ �� A����� ���� ��
������� n�

���� ηA(G) ���� ����� � ����� t ∈ N ��� ��� ���� ��������� S ∈ F(G) ��
������� ����� �� ����� � t ������ ��� ������������ ��� ������� �� A�����
���� �� ������� �� ������ n�

��� gA(G) ���� ����� � ����� t ∈ N ��� ��� ���� ��������� S ∈ F(G) �����
�� ��������� � �� ������� ����� �� ����� � t� ������ ��� ������������ ��
A����� ���� �� ������� n�

���� OA(G) ���� ����� � ����� t ∈ N ��� ��� ���� ��������� S ∈ F(G) ����� ��
��������� � �� ������� ����� �� ����� � t� ������ ��� ������������ ���
������� �� A����� �����

A � ������� ������������� � ��������� ��� �������� � �������� �� �������
������ �� ���������� ���������� ���� ����� ����������� ��� �������� ��������� ��
���� �����

������� ��� ��� �� ����� �� ������������ �� ������� A ⊆ [1, n − 1]� ���
��� ��� ���� b �= kn, k ∈ Z� ������ bg = bg ��� b ≡ b (mod n) ∈ [1, n− 1]�

��� ������������� ������ A = {1}� ��������� � �������� A ��� ������� ����
������ �� ����� �� �������� ������

��� � ������� �� ������������������

�� 1961� �� ������ �� �������� � �� ���� ������������� �� ���� � ��������
������� �� ������������������� �� ���� �������� ��������� �� �����������
2n−1 �� ������� �������� ������ ��� ������������ �� ����������� n ���� ����
��� ���� ������ � ���������� � ���� ������ n� ���� ��������� ��� � ��������� ��
������ ��� ��������� �� ���� ���� ��� ����� ����������� �������������� � ��� �
��� ������������

������� ���� ��������������������� ���� ��� ��������� �� ������� ��������
��� 2n− 1 ���������� ���� n � �� ������ �������� ������ ��� ������������ ��
����������� n ���� ���� �� ���� ��������� � �� �������� �� n�

��������� ��� � ������� � ������ ���� n = p ������ ��� �������� ���� n ∈ N

���� ��� ������ ��� �� ��������� ��������� �� ����� ������� ��� � ���������
���� ������ ���� a � b ∈ N� ������� ������� ��� �������� ������ ���� ab� ����
������������ � �������

��������� n = ab ���� 1 < a � b < n� �� ��� ��������� S = a0 · · · a2n−2

�� ������� 2n − 1 > 2b − 1 ������ ��� ������������ T1 ��� ��� σ(T1) ≡ 0
(mod b)� ������� ����� ��������� �� ��������� ��������� ��� ������ (2ab−1)−b =
b(2a − 1) − 1 ��������� ���� 2a − 1 � 2� ����� b(2a − 1) − 1 � 2b − 1 � ����
������ T2|ST

−1
1 � ��� ��� σ(T2) ≡ 0 (mod b)� ������������ ��� ������ �����

b(2a − 2) − 1 ���������� ������� ������� ���� �������� 2a − 1 ����� �������
T1, . . . , T2a−1 ������������� �� S � ���� ����� � ������ ������������� ��� ������
(2ab− 1)− (2a− 1)b = b− 1 < 2b− 1 ����������

����� ������� ��� σ(T1) · · · σ(T2a−1) � ��� ��������� �� �������� ��� ���

σ(Tj) ≡ 0 (mod b) ��� j ∈ [1, 2a− 1]. �����

��



�������� �� ��������� ��������

���� ������� ��� � ������� � ������ ���� a� � ��������� ����� ������ ���
������������ σ(Ti1) · · · σ(Tia) ��� ���

a�

j=1

σ(Tij) ≡ 0 (mod a). �����

���� ���� σ(Tij) � � ���� �� b ��������� �� S� � ���� �� ����� ���� ���
����� ���� ��� ���� �� ab ��������� ��������� �� S� ������ T = T1 · · ·T2a−1 �
��� ������������ �� S �� ������� ab ���� ���� � σ(T ) =

�a
j=1 σ(Tij) � �����

σ(T ) ≡ 0 (mod b) ��� (1.2),
σ(T ) ≡ 0 (mod a) ��� (1.3).

���� ���� ����� ��� σ(T ) ≡ 0 (mod ab)� ���� T � � ������������ ���������
� ���� � ������� � ������ ���� ab = n� ���� ���� ������ ������� � �������
�� ������ � ��������� ��� � ������� � ������ ���� ���� ������� ���������� ���
���� ���� ���� n ∈ N�

���� � ���� �� ��� n � ������ ������� �������� ������������� � ����������
���� ����� ���� ���������� ����� ����� ������������� ��� ������� ���� ���������
��� �������� �� ����� ����

����� ������������ ��� ����������������

������� ���� ������������������� ���� p ������� ���� ��� ��������� �� ���
����� �������� ��� 2p− 1 ���������� ���� p � �� ������ ������� ������ ������
��� ������������ �� ����������� p ���� ���� �� ���� ��������� � �� ��������
�� p�

������������� ���� S = a0 · · · a2p−2 ��� ��������� �� �������� �� �������
2p− 1� ����� ������� ��� ������ ��� ������������ T = ai1 · · · aip ��� ���

ai1 + ai2 + · · ·+ aip ≡ 0 (mod p).

���������� ai ≡ a�i (mod p) ��� a�i ∈ [1, p − 1]� ����� ��������� �� ��������
ai �� ���� ���

0 � a�0 � · · · � a2p−2 � p− 1.

����� ���� ������

���� �� ������ i, 1 � i � p − 1 ��� ��� a�i = a�i+p−1� ����� ������ ����
����������� �� a�i

�s �� ����� ���������� ����� ��� a�i = · · · = a�i+p−1 � ����
a�i ≡ ai (mod p)� ������� ��� ai ≡ ai+1 ≡ · · · ≡ ai+p−1 (mod p)� ������� � �����
�������

ai + ai+1 + · · ·+ ai+p−1 ≡ pai ≡ 0 (mod p)

� aiai+1 · · · ai+p−1 � � ������������ ����������

���� �� a�i �= a�i+p−1 ���� ���� i ∈ [1, p − 1]� �������� �� Zp �� ���������
������������ �� ���� ����������

Ai = {a�i, a
�
i+p−1}.

��
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���� ��������� ����� �����

|A1 + A2 + · · ·+ Ap−1| � ���{p, 2(p− 1)− (p− 1) + 1} = p.

������ ���� A1 + · · · + Ap−1 ⊆ Zp� ����� ��� A1 + · · · + Ap−1 = Zp� ����
−a�0 ∈ A1 + · · ·+ Ap−1� �� �����

−a0 ≡ aj1 + · · ·+ ajp−1
(mod p) ⇒ a0 + aj1 + · · ·+ ajp−1

≡ 0 (mod p)

� a0aj1 · · · ajp−1
� � ������������ ����������

����� ������������ ��� �����������������

������� ���� ������������������� ���� p ������� ���� ��� ��������� �� ���
����� �������� ��� 2p− 1 ���������� ���� p � �� ������ ������� ������ ������
��� ������������ �� ����������� p ���� ���� �� ���� ��������� � �� ��������
�� p�

������������� ���� S = a1 · · · a2p−1 ��� ��������� �� ��������� ��������� ��
�����������

f1(x1, . . . , x2p−1) =

2p−1
�

j=1

xp−1
j

f2(x1, . . . , x2p−1) =

2p−1
�

j=1

a�jx
p−1
j

���� a�j ≡ aj (mod p) ���� ���� j ∈ [1, 2p − 1]� ������� ��� ∂f1 + ∂f2 =
2(p− 1) < 2p− 1� ����� ������� ������� � ������� �� ����������������� ���
��� ������� ��� ������ ��� (2p− 1)����� (b1, . . . , b2p−1) �= (0, . . . , 0) ��� ���

f1(b1, . . . , b2p−1) ≡ f2(b1, . . . , b2p−1) ≡ 0 (mod p).

��������� ���

bp−1
j ≡

�

0 (mod p) ⇐⇒ bj ≡ 0 (mod p)

1 (mod p) ⇐⇒ bj �≡ 0 (mod p)

����� ���� �� f1, bj �≡ 0 (mod p) ���� ���������� p ��������� bj��� ��������
bji ��� i ∈ [1, p]� ���� ����������� �� �������� �� f2 � ��������� � �������
(b1, . . . , b2p−1)� ��������

aj1b
p−1
j1

� �� �

aj1

+ · · ·+ ajpb
p−1
jp

� �� �

ajp

+ ajp+1
bp−1
jp+1

� �� �

0

+ · · ·+ aj2p−1
bp−1
j2p−1

� �� �

0

≡ 0 (mod p)

� ���� aj1 + · · ·+ ajp ≡ 0 (mod p) � aj1 · · · ajp � � ������������ ����������

����� ������ �����������

����� ���� ��� ����� �� ����� ���� � �������� ��� �������� ������ n � ��
����� ������� �������� � ������� �� ������������������ ���� ��� ��������� ��

��
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������� ����� � �� ����� ������� �� ����� n� ��� ���������� �������� ��� s(Cn) �
2n− 1�

��� ����� ����� ������� ��� � ���������

S = 0n−11n−1

��� ������� 2n − 2 � ��� ������ ������� ������������ ���� ���� ���� ��
�������� �� n� ���� ���� ����� ��� 2n− 1 ���������� ��� �� ������ �� ��������
� �� ��� � � ����� ������� ��� ��� ��������� ���� ������� ���� ��� ��������
�������� � ���������� �� ��� ������������ �� ������� n �� ���� ����� �� �����
s(Cn) � 2n− 1�

������ ������ ��� ��� ���������� �� ������� �� ������������������� � �����
������ ���� � ���������

������� ����� ���� n ∈ N� n � 2� ����� s(Cn) = 2n− 1�

���� � � ������ ����������� ����������� ��� ��������� �� ����� �� �����
� ������ ������ � ������� �� ������������������ ������ � ��� �� ��������� ��
������ ��� ��������� �� ���� ���� �� ��������������� � ��������� sA ������� �
���� ��������� �� �������������������

��
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������� ����� EA � DA

���� G �� ����� �������� ����� ��� |G| = n� ��� � ������� ��� ���� ����
A ⊆ [1, exp(G)− 1]�

EA(G) � DA(G) + n− 1. �����

�� ����� ��������� S ∈ F(G) ��� |S| = DA(G) − 1 �� ����� ��� S ��� ������
������������ �� A����� ���� � ������� ��� � ���������

S � = S0n−1

��� ������ ������������ �� A����� ���� �� ������� n� ��� ��� ��� ��� ����
��������� �� A����� ���� �� S � �� ������� n ������� �� ��� ������������ ��
A����� ���� �� S �� ����� �������� ������ �� �������� �� EA� ����� ���

EA(G) � |S �|+ 1 = |S|+ (n− 1) + 1 = DA(G) + n− 1.

� ���������

EA(G) = DA(G) + n− 1 �����

��� ������� �� ���� ��� ���� ���� ����� �� ���� �� ��� A = {1}� � ���������
���� A ⊆ [1, exp(G)−1] �������� ��� ������� �������� ���� � ���� �� ��� G = Cn

��� �� ���� � �� ���� �� ����� ����� � �� ���� ��� ������� � ���� ������
����� �������� ����� �������� ���� ������� �� ���������� DA � EA �������

�� ��� ��������� �� ���������� ��� ��� ���������� �������� � �������������
�� ���� ��������� ������ � ������ ������� �� ������� ������������ � ����� ��
������� ����� ���� � ���� �� ��� G = Cp� p ������ �� ���������� ��� �������
���� �������� ����� ������� ��� ������� ��� �� �� ��� ��� ����

����� �������� ���� � �������� � �������� ����������� ��� ���������� ��� �����
������ ��������� �� ���� ����� ���� ������ �������� �� ���������� ���� ������
���� ������� � �� ������� ����������� ���� � ������ ���������� ������ ����
������� ��������� ������ �� ���������� ��� �������������� ����� �������� �����
������� ��� ��������� ���������� �������� ����� ����� � ������� ������������ ���
� ������ ��� ��������� �� ���� ���� ����������

��



�������� �� ������� ����� EA � DA

��� ���������� ���� DA

��������� ��� �� ��������� ��� ���� ������ ������ ����� ����� �� �������
���� � �� ��������� �� �������� �� ���� ���������� �� ����

������� ���� ����� G �� ����� �������� ������ S ∈ F(G) � A = {−1, 1}�

��� �� |S| � log2 |G|+1 � G ��� � �� 2������ ���������� ����� S ������ ���
������������ ������� ��� ������� �� A����� �����

��� �� |S| > log2 |G| + 1 � G ��� � �� 2������ ��������� �� ����� ���� �����
S ������ ��� ������������ ������� ��� ������� �� A����� ���� �� �������
����

������������� ��� ���� S = g0g1 · · · gl ∈ F(G) ��� l � log2 |G|� ���� ���
|S| = l + 1 > log2 |G|. ����� S � = g−1

0 S� �� ������ ��� � ������������ �������
���� ������� 2l ������������ I ⊆ [1, l]� � ���� �� ����� �������������� � ���
������������ S �

I �� ����
S �
I =

�

i∈I

gi ∈ F(G).

������� �������� ��� ������� I, J ⊆ [1, l] ��� σ(S �
I) = σ(S �

J). ���� I \ J =
I \ (I ∩ J) � J \ I = J \ (I ∩ J)� ��������� �� ��������� ������ ����� I � J �
�����������

σ(S �
I\J) = σ(S �

I)− σ(S �
I∩J) = σ(S �

J)− σ(S �
I∩J) = σ(S �

J\I).

���� ���� ���� I �= J � ����� I \ J �= ∅ �� J \ I �= ∅� ���� �� ��� (I \ J) ∩
(J \ I) = ∅� ���� ��� ��

T = S �
(I\J)∪(J\I) = S �

I\JS
�
J\I ,

��� ������������ �� S � ��� ��������� ������� �� S� ��� ���

�

i∈I\J

(1)gi +
�

i∈J\I

(−1)gi = 0,

�� ����� T � ��� ������������ �� A����� ���� ������� �� S�
������� ����� ��� σ(S �

I) �= σ(S �
J) ���� ���� I �= J � ��������� ��� 2l � |G|�

������� ��� ����� ���� ������� ��� 2l = |G|� ����� ���� ���������� � ��������� ���
����� ��� ������ ��� ������� � ���������� �� ������������ ���������� I, J ⊆ [1, l]
������������ σ(S �

I) = σ(S �
J)� ������������ � ��� �������� ���� ��� �� |S| =

l + 1 = log2 |G|+ 1 ∈ Z� ���� ������ ���� ���� ��� ��� 2l = |G| �������������
S �
I ����� �������� ����� A����������� ��������� �� G� ���� �������� �� G �

������ ��� ��� ������������ �� S �� ����� ��� � 0 � ������ ��� � ���������
������� �������������� �� �������� ∅� �� ����������� ������� T1, T2|S

� ���� ���
σ(T1) = g0 � σ(T2) = −g0� ������ �� T1 � ������������ ������� �� S �� ����� g0T1

� ������������ ������� �� S �� A����� ���� � � ����� ������� ����� � ��������
�� g0T2� ���� T2 ���� �������� ���� �������� � ����� ��� ����� ���������� � ����
�� ��� −g0 = g0 � T1 = T2 = S�

���� ����� �� ��������� �� G ����� ��� ������� ������� �� �������������
�� S �� ������� ����� ��� G = �����(S �)�� ���� ������ ���� G ��� � 2������
���������� ������ g ∈ ����(S �) ��� ��� 2g �= 0� �� ����� −g �= g�

��
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������ ��������� ��� ������ � �������� ���� � A = {−1, 1} ������ ��
�������� ��� ��� ������� �� S ��� ���� � ���� �� ��� ������������ �� A�����
���� �� ���� ��� �� �������� �� ���������� ���� � ��� ������ ����� ���� �
��������� S0 = g−1S(−g)� ���� ��� σ(S0) = σ(S) − 2g � σ(S �

0) = σ(S �) − 2g�
���� S �

0 = g−1S �(−g)� �� ������� � ������������ ����� ���� S0� �� ���� �����
� ����� ���������� ������ � ������ ����� �� ��� σ(S �

0) = g0� ���� ������ ��
σ(S �

0) = g0� ����� 2g = σ(S �) − σ(S �
0) = g0 − g0 = 0� ��� ������������ ����

������ ��������� ��� ������������ ������� T �� S �
0 ��� σ(T ) = g0 �� −g0 ���

�� �������� ���� ��� ������� ��� ������������ ������� �� S0 �� A����� �����
���� �� ����������� ������ ��� ��� ��� S0 ������ �� S ������ ��� �� ��������
��� �������� ��� ��� �������� ����� ��� S ������ ��� ������������ ������� ��
A����� �����

��� ���� �� ���� ��������� ��������� S = g0 · · · gl ∈ F(G) ��� l � log2 |G|+1
� ���� S � = g−1

0 S� �� ����� ���� ������������ ���������� ������� 2l−1 �������
������ I ⊂ [1, l] ��� |I| ����� � ���� I ��������� ��� ������������ �� S � ��
�����

S �
I =

�

i∈I

gi.

������� ��� ������� I, J ⊆ [1, l]� I �= J ��� σ(S �
I) = σ(S �

J)� ���� ������ ��
������� �� ������ ������ ����� I � J � ������� σ(S �

I\J) = σ(S �
J\I) �

T = S �
(I\J)∪(J\I)

� ������������ �� A����� ���� �� S � ��� ��������� ������� �� S�� ���� ��� ���
|T | � ���� ����� ����� ���� ���� (I \ J) ∩ (J \ I) = ∅ ������������ ���� �� ����
��������� � |I|, |J | ��� �������� �����

|(I \ J) ∪ (J \ I)| = |I \ J |+ |J \ I| = |I|+ |J |− 2|I ∩ J |

�� ������ ����
������� ����� ��� ������������ ��������� �� [1, l] ������ �������� ����� A�

���������� ��������� ���� �� ������������� ������������ ��� ����� ���� 2l−1 �

|G|� ���� ��� ��� � ��������� ��� ����� ��� ������ ��� ���� � �������� ���
2l−1 = |G| �� ��������� ���� �������� �� G ���� ��� ������ ������� �� ���� A�
��������� �� ������ ������������ �� S � �� ������� ������ �� ����������� ��
T1, T2|S

� ���� ��� σ(T1) = g0 � σ(T2) = −g0� �� ��� ����� � ������������ �������
�� S �� ����� ������������� g0� ������� ��� ������������ ������� �� �������
��� �� A����� �����

���� � ���� �� ��� ������� ����� � �������� �� ����� ������ g0 = −g0 �
T1 = T2 = S �� ������� g ∈ ����(S �) ��� ��� 2g �= 0 ���� ������ ����� ����
�� ���� ��������� G ��� � 2������ ��������� � G = �����(S �)�� � ������������
S0 = g−1S(−g)� � �������� �� ������������ ����� �������� �� ���� ���������
����� ���������� �������� ��� �� �������� ��� ������������ ������� �� �������
����� �� S �

0� ������� ��� ������������ ������� �� ������� ��� �� S0� ����
����������

���� ������������ ������� ������������ � ��������� ������ ��� ��� ���� ����
�� �������� ��������� ���������� ��� ����� ������� �� ������� � ������� ���������

��������� ���� ���� G �� ����� �������� ������ S ∈ F(G)� A = {−1, 1}�

��
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��� �� |S| � �log2 |G|� + 1� ����� S ������ ��� ������������ ��� ������� ��
A����� ���� � �� ������� �� ������ �log2 |G|�+ 1.

��� �� |S| � �log2 |G|� + 2� ����� S ������ ��� ������������ ��� ������� ��
A����� ���� �� ������� ��� � �� ������ �log2 |G|�+ 2.

������������� ���� ������ � ���� ���� ����� ������� � ������� ��� ��� �
��� ������������ �� S �� ������� �log2 |G|� + 1. ���� � ���� ���� ��������� �
������� ��� ��� � ��� ������������ �� S �� ������� �log2 |G|�+ 2.

������� ��� ������� ��������� � ������� ��� ���� �������� � ���������� ��
��� ������������ �� A����� ����� ����� ��� ����� � �������� �� ��� G ��� �
2������ ���������� ���� ��� ������� �������� ��� � ������������ ���������� �
�������� � � ��� �������� ������ ������ ��������� � ������� ��� ���� �����
� ��������� ������� ���� �� ��������������� � �������� ���� �� ��������� ���������

��������� ���� �� G � �� ����� �������� ������ �����

D±(G) � �log2 |G|�+ 1.

������� ���� �� A = {a} ⊆ [1, n− 1] � (a, n) = 1� ����� DA(Cn) = n.

������������� ���� S = x1x2 · · · xn ∈ F(Cn)� �������������� ������� ���

m�

i=1

axi = a
m�

i=1

xi.

���� ���� (a, n) = 1� S ������ ������������ �� ���� ����� �� � ������� ��� S
������ ������������ �� A����� ����� ���� ���������� �����

��������� �� �����
S1 = x1,
S2 = x1 + x2,

���
Sn = x1 + · · ·+ xn.

���� ��� �� Si �= Sj ���� ���� i, j ∈ [1, n], i �= j ����� {Si}
n
i=1 = Cn � ���� ������

k ∈ [1, n] ��� ��� Sk = 0� �� ����� x1 · · · xk|S � ������������ �� ���� ����� ��
������� ���� ����� ������� ������� Si = Sj� ��� ����� �� ������������ �������
����� i > j � � ���������

Si(Sj)
−1 = xj+1xj+2 · · · xi

� ��� ������������ �� S �� ���� ����� ���� ������ ��� DA(Cn) � n�
��� ����� ����� � ���������

S = 1n−1

� ��� ��� ���� �������� k ∈ [1, n − 1]�
�k

i=1 a · 1 = k · a �= 0 ���� (a, n) = 1�
����������� ��������� � ����������

������� ���� �� A = {a, n − a} ⊆ [1, n − 1], (a, n) = 1� ����� DA(Cn) =
1 + �log2 n��

��
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������������� ���� (a, n) = 1� ����� DA(Cn) = D±(Cn) ���� ����������
�����

���� ��� ��� D±(Cn) � 1 + �log2 n�� ��������� � ��������� S =
�r

i=0 2
i ����

r ∈ Z � ��� ��� 2r+1 < n < 2r+2 � ������� ��� � ���������� ����� ������������
�� S �� A����� ���� �� �������� �������� �� ����� � ����� ���� ��������
������������ �� ����� −1 � 1� ������� ��� ������ ���� ����� �������� � �����
�� ����� � 2r+1 − 1 < n � ��� ���� ��� 0 ���� ���� ��������� � ��������� ��
�������� �������� ��� D±(Cn) > |S| = r + 1 � �log2 n� ����

2r+2 > n ⇒ r + 2 > log2 n ⇒ r + 2 > �log2 n� ⇒ r + 1 � �log2 n�.

� ������������ ��������� ����� �� ��������� ����

������ A = [1, n − 1]� ������� ����� � ����� �� DA(G) ���� ���� G ���
exp(G) = n� �������� � ������� � �������

������� ���� ����� A = [1, n−1] � G �� ����� �������� ����� ��� exp(G) = n�
����� DA(G) = rn(G) + 1.

������������� ���� G � �������� ������ ���� ������� ���� �����

G � Cn1
⊕ · · ·⊕ Cnq ⊕ Cn,

��� q, ni ∈ N � i ∈ [1, q]� ������� ��� �� n|n1� ����� n = n1 � ������ g ∈
Cn1

��� ��� ng = 0 ∈ Cn1
. ������� ������ ����� ���� ���� i ∈ [1, q] ��� ���

n|ni � ������� gi ∈ Cni
��� ngi = 0� ���� ��� ������� ����� �� �����������

�� G ������� ����� ��������� (0, . . . , 0, gi, 0, . . . , 0)� �� ������������� rn(G) �
������������ ���������� �� �������� �� rn(G)� ���� �� ���� �� ����� ����� �
��������� ������� ��� ����� ��������� ��� ���� ������ ��� ������������ ���
������� �� A����� ���� ���� ���� ��������� � ������������� �� ��������� ������
DA(G) � rn(G) + 1�

��� ����� ����� ���� S = g1 · · · grn(G)+1 ∈ F(G)� �� S ��� � ����� �� ����������
����� S ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 2� ������� ����� S
����� �� ���������� �� ������ i ∈ [1, rn(G)+1] ��� ��� ���(gi) = d < n� ����� d ∈ A
� dgi = 0� �� ����� gi � ��� ������������ �� A����� ���� �� S� �� ���(gi) = n
���� ���� i ∈ [1, rn(G)+1]� ����� � �������� B = {g1, . . . , grn(G)+1} ��� ���� ���

������������ ����� ���� ���������� Crn(G)+1
n ≤ G � |{i ∈ N |n|ni}| � rn(G) + 1�

������������ � �������� �� rn(G)� ������ �� �������� �� �������� �������������
������� a1, . . . , arn(G)+1 ∈ [0, n− 1]� ��� ����� ������ ���� ���

rn(G)+1
�

i=1

aigi = 0

� �� ��������� �� {gi | ai �= 0} ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� S�
���� ������� � �������������

���� ������������ ������� ����� � �������� ����������

��������� ���� ����� n, r ∈ N� ����� G = Cr
n � A = [1, n−1]� ����� DA(G) =

r(G) + 1� �� ����������� DA(Cn) = 2�

���������� ���� �� A = [1, r] ���� 1 < r < n� ����� DA(Cn) = �n
r
��

��
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������������� ���� S = s1 · · · s�n
r �

∈ F(Cn) �� �������
�
n
r

�
� ���������

S � = sr1s
r
2 · · · s

r

�n
r �
.

������� ��� |S �| � n. ���� ���� ������� ���� S ������ ��� ������������ ��
���� ����� �������� T �

����� {si1 , . . . , sik} = ����(T ) � tj = vsij (T )� ������� ��� 1 � tj � r ����
���� j ∈ [1, k]�

����� ����� T ��� ��� ��������� �� ���� ���� ������� ��

k�

j=1

tjsij = 0,

�� ����� si1 · · · sik � ��� ������������ �� S �� A����� ���� �� S� ���� ������ ���
DA(Cn) �

�
n
r

�
.

��� ����� ����� ������������

T = 1�
n
r �−1,

���� �������� ������������ ��� ����� �� T � ������� sj1 · · · sjl �����

0 <
l�

i=1

aisji < rl � r
��n

r

�

− 1
�

� n− r < n− 1

�������� ��� ���� � ����� �� �������� �� ��������� ai ∈ A� ��������� DA(Cn) ��
n
r

�
� � ��������� ������

��� ���������� ���� EA

� �������� ��������� ��� ������� �������� � �������� �� ��������� EA ���
������� ����� ����� �� � ������ ��� ��������� �� ���� ���� ��� ������������
� ������� ���� �� ������������������ ��� ������������ �� �������� ��

������� ���� �� A = {1}� ����� EA(Cn) = 2n− 1�

��������� ��� ������ G � �������� ����� |G| = exp(G) � ���� �� ���������
�� EA � sA ����������

���������� ����� �� n � ��� � A = {a, n− a} ⊆ [1, n− 1], (a, n) = 1� �����

EA(Cn) � n+ �log2 n�.

������������� ���� S = x1 · · · xN ��� N = n + �log2 n�� ����� ��������� S
�� ����� ��� xi = xi+1 ���� ���� i ∈ [1, 2t − 1]� i ����� � xi �= xj ���� ����
i, j ∈ [2t+ 1, N ]� i �= j�

������� ��� N − 2t � n ���� {x2t+1, . . . , xN} ⊆ Cn � |{x2t+1, . . . , xN}| =
N − 2t� ������ 2t � N − n = �log2 n�� ��������� B = {r1, . . . , rl} ⊆ [2t + 1, N ]

��



�������� �� ������� ����� EA � DA

�� ��� ����� ��� |B| ���� ��� � B ���� � ����� ��� � ����������� �� ��� �������
�1, . . . , �l ∈ {−1, 1} ���

l�

j=1

�jxrj = 0.

����� l + 2t � n� �� ����� �� l + 2t < n� ���� �� ������� l + 2t � n ���
����� ������ �������� l + 2t � n − 2 � � �������� C = [2t + 1, N ] \ {r1, . . . , rl}
����� ��� ���

|C| = N − 2t− l � N − n+ 2 = �log2 n�+ 2 > log2 n+ 1.

���� ���� ��������� ��� ���� ������� ∅ �= B� ⊆ C ��� |B�| ��� � �j ∈ {−1, 1}
���� ���� j ∈ B� ��� ���

�

j∈B�

�jxj = 0

� B ∪B� ��������� � ������������ �� B� ������� ����� �������� l+ 2t = n+ r
��� r � 0.

������ ���� l � n ��� ������ ����� ��� r ������ � ���� ������� r = 2r� �
���� ��� � ���������

T = x2r�+1x2r�+2 · · · x2txr1 · · · xrl

��� n ��������� �
t�

j=r�+1

(x2j − x2j−1) +
l�

j=1

�jxrj = 0.

������ T � � ������������ �� A����� ���� ����������

����������� � ������ ��� �� n � ������ � ���������� �������� ������ � �������
���� ����� ������������ �� ������ ���������� �����������

�������� ����� ����� m �� ������� �������� � S = x1 · · · xn ��� ��������� ��
������� ��������� ������� ��� S � �������� ��� �������� � m ��� ���� ���� d
������� �������� �� m ������

|{j ∈ [1, n] | xj �≡ 0 (mod d)}| � d− 1.

���� S ��� ��������� �������� ��� �������� � �� ������� �������� m� ���
����������� ���������� � ��� ������� ����� ������������� �� S ��� ������
��� ��������� ��� �������� � m� ���� � � ��� �� ����� ������ ��� ���������

���� ����� �� S = x1 · · · xn � �������� ��� �������� � m � n � m� ����� ������
j0 ∈ [1, n] ��� ��� Sx−1

j0
� �������� ��� �������� � m�

������������� ����� d1, . . . , ds �� ��������� �� m ��� ����������

|{j ∈ [1, n] | xj �≡ 0 (mod di)}| = di − 1, i ∈ [1, s].

��
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����� ��������� �� d�i� �� ���� ��� m � d1 > · · · > ds� ���������

Di = ���(d1, . . . , di)
�

Ui = {j ∈ [1, n] | xj �≡ 0 (mod di)}.

����� ������� ��� |
�s

i=1 Ui| < m� ���� � ��������� ���� ��� �������� ��������
j0 ∈ [1, n] \

�s
i=1 Ui �� ���� ��� � ��������� Sx−1

j0
������� � �������� �����

����� ���� ���� ���� ���� i ∈ [1, s]�
�i

k=1 Uk = {j ∈ [1, n] | xj �≡ 0 (mod Di)}

�
�i

k=1 Uk =
�i−1

k=1 Uk �� Di−1 = Di� ���� ���� ����� ���� �� ��������

s�

k=1

Uk = U1 ∪
�

Dk>Dk−1

Uk.

���� �� k�� ��� �������� �� ��������� ������ ����� Dk > dk−1 � ������� ���
Dk = ���(Dk−1, dk)� ���� ������� ���� ���� �� k�� > 1� Dk − Dk−1 � Dk−1 �

dk−1 > dk − 1� ���� D1 > d1 − 1� �����
�
�
�
�
�

s�

k=1

Uk

�
�
�
�
�

� |U1|+
�

Dk>Dk−1

|Uk|

= d1 − 1 +
�

Dk>Dk−1

(dk − 1)

< D1 +
s�

k=1

(Dk −Dk−1)

= Ds � m.

���� �������� � ����� �� �����

���� ����� �� S = x1 · · · xn � ��� ��������� �������� ��� �������� � m� �����
������� j1, . . . , jm−1 ∈ [1, n] ���� ��� � ��������� xj1 · · · xjm−1

� �������� ���
�������� � m�

������������� ������� ���� ���� m ������ � �� ������ ����� |{j ∈ [1, n] | xj �≡
0 (mod m)}| � m − 1� �� ����������� n � m − 1� �� n = m − 1� ���� �����
� ������ �� n � m� ��������� �������������� � ���� ���� n − (m − 1) ����� �
������� � ��������� ���������

������� ����� �� S = x1 · · · xn � �������� ��� �������� � m� ����� ���� ����
b ∈ Z� ������� �1, . . . , �n ∈ {0, 1} ���� ���

n�

j=1

�jxj ≡ b (mod m).

������������� ����� ���� ������� ����� m� �� m = 1 ����� b ≡ 0 (mod 1)
���� ���� b ∈ Z� ����� ����� �������� �j = 0 ���� ���� j ∈ [1, n]�

������� ����� ��� ���� k � 2� � ��������� ���� ������ ���� ���� m < k �
���� S = x1 · · · xn ��������� �������� ��� �������� � k� ����� ������� ��� �
��������� ���� ������ ���� m = k�

��
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�� ��������� ���� k ������ � �� ������ �����

|{j ∈ [1, n] | xj �≡ 0 (mod k)}| � k − 1,

�� ����� ������� ���� ����� k − 1 ��������� x�
j� ���� ��� k � xj� ��� ����� ��

������������� ������� ������� ��� k � x1. ���� a ∈ Z� ���� a � ������ �� �������
�� a ������ k� ���� A ⊆ Z� ���� A = {a | a ∈ A}� ��������� A1 = {0, x1} �
����� ���� ��� ��������� ��� ������ �� i1 = 1� ����� |A1| = 2� ������ ��
��������� ���������� �� ������ i2 �= i1 ��� ��� A1+{0, xi2} �= A1� �� ��� i2 �������
����� ���� A2 = A1+{0, xi2}� ����������� ���� ������������ � ������� ��� ���
������� �� At� ���� ���

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ At.

���� ������ �����

|At| � |At−1|+ 1 � · · · � t+ 1. �����

������� ���� ��� ����������� �� ��������� �� At ��� �� �����

t�

j=1

�jxij , �j ∈ {0, 1}. �����

������ ���� At ⊆ [1, k]� ����� ���������� ��� |At| � k ���� ��������� �
������ ��� ������ ����� t � k − 2� ������ ������� ��������� � ��������� S�
��������� ��� ij = j ∈ [1, t] � ��� k � xt+1� ������ ���� ��������� ��� �
������������ �� �������� ��� A�

i� ������� �� i = t� ���� ���� t + 1 � j � n�
�����

At + {0, xj} = At. �����

���� H = �xt+1�� ��� ���� ����� At + H = At. �� ����� ���� 0 ∈ H� �����
At ⊆ At + H. ��� ����� ����� ��������� ��� �� ��������� �� H ��� �� �����
qxt+1� ���� α ∈ At +H� �����

α =
t�

j=1

�jxj + qxt+1

=
t�

j=1

�jxj + xt+1

� �� �

∈At ��� (2.5)

+(q − 1)xt+1.

������� ���� q − 1 ������ ������� α ∈ At� ���� At � � ����� �� �������
������� �������� �� H� �������

At =
s�

i=1

(bi +H) �����

���� bi ∈ At ���� ���� i ∈ [1, s] � bi−bj /∈ H ���� ���� i �= j� ����� |At| = s|H|�
���� k1 = ���(xt+1, k)� ���� k � xt+1 ����� k1 < k �� ��������� ��� � ���������
x1 · · · xn � �������� ��� �������� � k1� ���� �������� �� �������� ����� ��� ����

��
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���� ������� b� ������� �1, . . . , �n ∈ {0, 1} ���� ���

n�

j=1

�jxj ≡ b (mod k1). �����

��� ����� � ������ �����
�

n�

j=1

�jxj (mod k) | �j ∈ {0, 1}

�

= At.

������ ���� k1 = (k, xt+1) � ��� ������ ������� ���������� � ��������� �����
������ k1 �� �������� ������

�
n�

j=1

�jxj (mod k1) | �j ∈ {0, 1}

�

= {b1 (mod k1), . . . , bs (mod k1)}.

��������� ��� ����� ����� s � k1� ������� ��� |H|xt+1 ≡ 0 (mod k)� ����� ���
|H| ≡ 0 (mod k/k1)� ���� |H| � 1� ����� |H| � k/k1� ��������� |At| = s|H| �
k� ���� �������� � ������

��������� ����� �� m � ����� � x1 · · · xn � ��� ��������� �������� ��� ��������
� m� ����� ���� �������� ������� b� ������� δ1, . . . , δn ∈ {−1, 1} ���� ���

n�

j=1

δjxj ≡ b (mod m).

������������� ���� b ∈ Z� ���� ������� �������� ������� �1, . . . , �n ∈ {0, 1}
���� ���

n�

j=1

�jxj ≡
b

2
+

x1 + · · ·+ xn

2
(mod m)

� ���� � ����������� �

b ≡ 2
n�

j=1

�jxj − (x1 + · · ·+ xn) =
n�

j=1

(2�j − 1)xj (mod m)

���� 2 ������ ������� �������������� ������ m� �� ��� m � ������ ���������
δj = 2�j − 1 ∈ {−1, 1} � ������� � ����������

������� ����� �� n � ����� � A = {a, n− a} ⊆ [1, n− 1], (a, n) = 1� �����

EA(Cn) � n+ �log2 n�.

������������� ���� S = x1 · · · xN ∈ F(Cn) ��� N = n + �log2 n�� ��
S � �������� ��� �������� � n� ����� ���� ���� ����� ������� n − 1 �������
j1, . . . , jn−1 ∈ [1, N ] ���� ��� xj1 · · · xjn−1

� �������� ��� �������� � n� �������
��������������� jn ∈ [1.N ]\{j1, . . . , jn−1}� ����� � ����� ��� xj1 · · · xjn ������ �
�������� ��� �������� � n � � ��������� ����� �� ��������� ����� ����� �������

��
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��� S ��� ���� �������� ��� �������� � n� ����� ������ d ������� �� n ��� ���

|{j ∈ [1, N ] | xj �≡ 0 (mod d)}| < d− 1.

���� D � ����� ������� �� n ��� ���� ������������ ���� ��� �� f |n � ��� ���
D|f � �����

|{j ∈ [1, N ] | xj ≡ 0 (mod D), xj �≡ 0 (mod f)}| �
f

D
− 1. �����

�� ����� �� f = D� ���� � ��������� �� f > D � ����� ��� �� �������� �����

|{j ∈ [1, N ] | xj �≡ 0 (mod f)}| = |{j ∈ [1, N ] | xj �≡ 0 (mod D)}|
+ |{j ∈ [1, N ] | xj ≡ 0 (mod D), xj �≡ 0 (mod f)}|

< D + f
D
− 2 � f − 1.

�����
���� ��������� � ������������ �� D� ������

I1 = {j ∈ [1, N ] | xj �≡ 0 (mod D)}

I2 = {j ∈ [1, N ] | xj ≡ 0 (mod D)}

� ���� I3 � ����� ����������� �� I1 ��� ��� ���� ������ ������� �� �����������
��j ∈ {−1, 1} �����

�

j∈I3
��jxj ≡ 0 (mod D)� ���� ���� ���� ������� ���

|I1|− |I3| � �log2 D� ������

���� ���� ���������� I1 \ I3 ������ ��� ������������ �� {−1, 1}����� ���� � ����
��������� � ������������ �� I3� ����� ��� |I3| � |I1| < D − 1 < n − 1� ����
k = n− |I3|� ��� ������� �����

k = n− |I3| = N − �log2 n� − |I3| � N − |I3|− �log2 D� � N − |I1| = |I2|.

��� ����� ����� k = n− |I3| � n− |I1| > n−D + 1 � n/D� ���������

|I2| � k � n/D. ������

������ �������
S =

�

j∈I2

xj/D =
�

j∈I2

yj,

��� ������ S � �������� ��� �������� � n/D� � ���� ���� ������� ��� ������
I � = {j1, . . . , jn/D−1} ⊆ I2 ��� ��� yj1 · · · yjn/D−1

� �������� ��� �������� � n/D�
��� ������� ������� �������� �� �������� I �1 ��� ��� I � ⊆ I �1 ⊆ I2 � |I �1| =
k� �����������

�

j∈I�
1
yj ������ � �������� ��� �������� � n/D� ��������� �

��������� ���� ������� ��� ������� �������� ���j ∈ {−1, 1}, j ∈ I �1 ���� ���

�

j∈I�
1

���jyj ≡ −
1

D

�

j∈I3

��jxj (mod n/D). ������

��
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���� ��������� � ������ � ��������� ����� I0 = I3 ∪ I �1 � ��������

�j =

�

���j �� j ∈ I �1
��j �� j ∈ I3

.

���� ��� ��
|I0| = |I3|+ |I �1| = |I3|+ k = |I3|+ n− |I3| = n.

�
I0 = I3 ∪ I �1 ⇒

�

j∈I0

�jxj =
�

j∈I3

��jxj +
�

j∈I�
1

���jxj ≡ 0 (mod n)

����� �� ������� ������ p ∈ N ��� ���

�

j∈I�
1

���jyj +
1

D

�

j∈I3

��jxj = p
� n

D

�

⇒
�

j∈I�
1

���jxj +
�

j∈I3

��jxj = pn

������� ������� � ���������� ���� � � ������� �������� �� ��������� �������

������� ����� �� A = {a, n− a} ⊆ [1, n− 1], (a, n) = 1� �����

EA(Cn) = n+ �log2 n�.

������������� ��� ����� � ���� ������� ����

EA(Cn) � n− 1 + �log2 n�+ 1 = n+ �log2 n�.

� ������������ ��������� ����� �� ���������� ���� ������ n � ��� � �� �������
���� ������ n � ������

������� ����� �� A = [1, n− 1]� ����� EA(Cn) = n+ 1�

������������� ��� ����� �� ������������� ����� ����������

Cn = Zn = {0, 1, . . . , n− 1}.

�� n = 1� ����� Cn = {0} � ���� ����� � ������ �� n = 2� ����� A = {1} � �
��������� ����� �� ������� ���� ������ n > 2� ���� S = x1 · · · xn+1 ∈ F(Cn)
�������� �� ����� ���� ���� ����� r � 0� (xj, n) = 1 ���� j � r � (xj, n) > 1
���� j > r� ����� �� ��������� ������������

��� ���� j ∈ [1, r]� ������� ����������� αj ∈ A ���� ���

r�

j=1

αjxj ≡ 0 (mod n).

�� ����� �� ���������� ���������� �� (xj, n) = 1� ����� ������ aj ∈ Zn ���
��� ajxj ≡ 1 (mod n)� ������ �� r � ���� ���� αj = (−1)jaj � �����
�r

j=1 αjxj ≡ 0 (mod n). �� r � ������ ����

��
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αj =

�

(−1)jaj �� j �= 2

2aj �� j = 2

� �����

r�

j=1

αjxj = 2a2x2 +
r�

j=1,j �=2

αjxj ≡ 2− 2 ≡ 0 (mod n).

���� ���� j > r� ������ βj ∈ A ��� ��� βjxj ≡ 0 (mod n)� �� ����� �� (xj, n) =
d > 1� ����� n = dm ��� 1 < m < n � ���� ������� �� ��������������
������� a, b ∈ Z ���� ���

axj + bn = d ⇒ amxj + bmn = dm = n ⇒ amxj ≡ 0 (mod n).

������ ����� ����� βj = am.

������ ��������� � ������������ T = x1 · · · xn � ������
�� r = 0� ���� �j = βj� j ∈ [1, n] �

n�

j=1

�jxj =
n�

j=1

βjxj ≡ 0 (mod n).

�� r = n� ���� �j = αj� j ∈ [1, n] �

n�

j=1

�jxj =
n�

j=1

αjxj ≡ 0 (mod n).

�� 0 < r < n� ���� �j = αj ���� j ∈ [1, r] � �j = βj ���� j ∈ [r + 1, n] �

n�

j=1

�jxj =
r�

j=1

αjxj +
n�

j=r+1

βjxj ≡ 0 (mod n).

�� �������� ����� �������� ��� T � ������������ �� A����� ���� �� S� ����
������ ��� EA(Cn) � n+ 1�

��� ����� ����� � ���������

S = 0n−11

��� ������� n � ��� � ��������� �� A����� ����� ����������� ��������� ���
EA(Cn) � n+ 1 � � ��������� ������

���������� ����� �� A = [1, r] ���� 1 < r < p� ����� EA(Cp) = �p
r
�+ p− 1�

������������� ��� ����� � ���� ���������� ���� ����� ��� ��������� � �����
�������� EA(Cp) � DA(Cp) + p− 1 =

�
p
r

�
+ p− 1.

���� N =
�
p
r

�
+ p − 1 � ��������� � ��������� S = s1 · · · sN �� ��������� ��

Cp� ����� ���� ������

���� �� S ������ ���� ����� p ��������� ��� ������

��
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��������� T = si1 · · · sip ��� ������������ �� S ��� sij �= 0 ���� j ∈ [1, r] �
Aj = {sij , 2sij}� ���� |Aj| = 2∀j, ���� ������� ����

|Ai + · · ·+ Ap| � p.

������ ���� A1 + · · · + Ap ⊆ Cp� ����� ��� A1 + · · · + Ap = Cp� ����
0 ∈ A1 + · · ·+Ap� �� ����� 0 = a1si1 + · · ·+ apsip ��� ai ∈ {1, 2} ⊆ A � ��������
si1 · · · sip � ������������ �� S �� A����� �����

���� �� S ������ ����� �� p ��������� ��� ������ ����� ����� ���� |S| =
p − 1 +

�
p
r

�
� ��� �� ������� �p

r
� ��������� ����� �� S� ����� ��������� S ��

��� ����� ��� s1 = s2 = · · · = st = 0 � si �= 0 ������ ��� i � t+ 1�
���� B = {r1, . . . , rl} ⊆ [t + 1, N ] �� ��� ����� ��� B ���� � ����� ��� �

����������� �� ��� ������� a1, . . . , al ∈ [1, r] ���

l�

j=1

ajsrj = 0.

����� l+ t � p� �� ����� �� l+ t < p� ����� N − (l+ t) > N − p = �p/r� − 1
� ���� ���������� ��� ������ C ⊆ [t + 1, N ] \ {r1, . . . , rl] ��� ���

�

i∈C aisi = 0
��� ai ∈ [1, r] � B ∪ C ��������� � ������������ �� B� ������ �������� �
��������� ����������� ����� ������� �� B � s1 · · · st� ����������� � ������������
�� A����� ���� ����������

�� �������� ����� ��������� ��� EA(Cp) � �p
r
�+ p− 1�

���� � ������� ���������� ������������ �� ��������

�������� ����� ���� p > 2 �� ������ ����� � a ∈ Z
∗
p� ������� ��� a � ��

������� ���������� ������ p �� ������ b ∈ Z
∗
p ��� ���

a ≡ b2 (mod p). ������

� �������� A = {x2 | x ∈ Z
∗
p} ��� �������� ����������� ������ p � �� ����

����� �� ����� �������������� Z
∗
p�

���������� ����� �� A � � �������� ��� �������� ����������� ������ p �����
EA(Cp) = p+ 2 � DA(Cp) = 3�

������������� ���� � ��������� S = s1 · · · sp+2 ��� ��������� �� Cp �� �����
��� p+ 2� ��������� � �������� ������� �� �������� �� p+ 2 ����������







f1(x1, . . . , xp+2) =

p+2
�

j=1

six
2
i = 0

f2(x1, . . . , xp+2) =

p+2
�

j=1

xp−1
i = 0

.

������� ��� p+1 < p+2 � ���� ������� ����� �� ��� ������� ��� ���� ����
� �������� �� ������� �������� �� (y1, . . . , yp+2) � ������� �� �������� �����
����� p ��������� y�is ��� ������ ��������� ���� �� �������� �������� ����� ���
�p

j=1 ajsj = 0 ���� aj = y2j ∈ A� ���� ��� ������� �������� ��� EA(Cp) � p+ 2�
���� ������ ���� ������������ ���� EA(Cp) � DA(Cp)+p−1� �� ����� DA(Cp) � 3�

��



�������� �� ������� ����� EA � DA

��� ����� ����� �� ������������ � ��������� s1(−s2) ���� s1 � �� ��������
�� Cp � s2 ��� �� ������� ��� a1s1+a2(−s2) �= 0 ∀a1, a2 ∈ A. �� ����� �� �������
a1, a2 ∈ A ���� ��� a1s1 = a2s2� ����� (a2)

−1a1s1 = s2 � ���� � ���������� ���� �
�������� ������ �� ������ ��������� � �� �������� �� Cp � � ������� �������
���� ����� DA(Cp) � 3. ���� DA(Cp) = 3 �� ���� ��� ���� ���� ������������
����

EA(Cp) � DA(Cp) + n− 1 = 3 + p− 1 = p+ 2

� � ��������� ������

��� ���������

� ����� ��� ��� �� ���������� ��� ������ ���������� ����� ������������ ���
��� ��������� ��� ������ � ������� ����� �� ������� ������ ���������� ���� ��
������ �� ���� �� ��� A = {1}� ������� �������� � ������� ��� ��� � �������
���� ������ A = {1,−1}� ����� ��� EA(Cn) = n+ �log2 n� ���� ������� ����
� DA(Cn) = �log2 n� + 1 ���� ������� ���� � ���� �� ��� A = [1, n− 1] �����
EA(Cn) = n+ 1 ������� �� ������� ���� � DA(Cn) = 2 ������ �� ��������� ����
������ A = [1, r] ��� 1 < r < p � p ������ ����� EA(Cp) = �p

r
� + p − 1 ����

���������� ���� � DA(Cn) = �p
r
� ���� ���������� ���� ��� ��� �� ����������

���� ����� ��� EA(Cp) = p + 2 � DA(Cp) = 3� �� ����� ����� ������ ����� ��
��������

���� �� ����������� �� ������� � ������� �� ��� ������� ���� �������� �����
�������� ����� � ���� �������� �������������� ����� ����� ���������� � �����
���� � ���� ���������� �� ��� G = Cp� p ������

������� ����� ���� p �� ������� �������� ������ ���� ���� A ⊆ [1, p − 1]�
������

EA(Cp) = DA(Cp) + p− 1.

������������� ����� S = s1 · · · sN ��������� �� ��������� �� Cp ��� |S| =
N = p− 1 +DA(Cp) � A = {a1, . . . , ar} ⊆ [1, p− 1]� r � 2� ����� ���� ������

���� �� S ���� �� ������� p ��������� ��� ������ ��������� T = si1 · · · sip ���
������������ �� S ��� sij �= 0 ���� ���� j ∈ [1, p] � ����� Ak = {a1sik , . . . , arsik}
���� ���� k ∈ [1, p]� ���� |Ak| � 2 ���� ���� k� ���� ��������� ����� ����� ���

|A1 + · · ·+ Ap| � min{p, |A1|+ · · ·+ |Ap|− p+ 1} = p.

������ ���� A1+· · ·+Ap ⊆ Cp� ����� ��� A1+· · ·+Ap = Cp� ��� 0 ∈ A1+· · ·+Ap�
�� ����� 0 = a1si1 + · · ·+ apsip ��� ai ∈ A� ��������� si1 · · · sip � ������������ ��
S �� ������� p � �� A����� �����

���� �� S ������ ����� �� p ��������� ��� ������ ����� ����� ���� |S| =
p− 1 +DA(Cp)� �� ������ DA(Cp) ��������� �� S ��� ������ ����� ���������
S �� ��� ����� ��� s1 = · · · = st = 0 � si �=� ������ ��� i � t + 1� ����
B = {r1, . . . , rl} ⊆ [t+ 1, N ] �� ��� ����� ��� B ���� � ����� ��� � �����������
�� ��� ������� a1, . . . , al ∈ [1, r] ���

�l
j=1 ajsij = 0� ����� l + t � p� �� �����

�� l + t < p� �����

|S|− (l + t) = p− 1 +DA(Cp)− (l + t) > DA(Cp)− 1.

��



�������� �� ������� ����� EA � DA

���� �� �������� �� DA(Cp)� ������ B� ⊆ [t+1, N ]\B ��� ���
�

j∈B� xj � ���������
�� A����� ���� � B ∪ B� ��������� � ������������ �� B�

������ �������� � ��������� ����������� ����� ������� �� B � s1 · · · st� ���
��������� � ������������ �� A����� ���� ���������

���� ������ ��� EA(Cp) � DA(Cp) + p− 1.

��



�������� �

� ��������� �� ��������� ���

���� A = {−1, 1}

������� ���������� �������� �� ����������� �� �������� ��������� �� ����
���� ������� �� ���������� �������� �� �������� ����� ��������� ���������������
��������� ��� ������� ������� �� ��������� �� ��������� ��� A = {−1, 1} ����
�������������� ����� �������� ���������� �������������� ����� �����

��������� ������������ �� ��������� ������� ��� �� �� ��������� �� ��
����������� � �� �� ��� �� ��� �� ���� ��� ���������� ������� �������� � ��������
���� D±(G) ��� ������� ���������� �� �������� ����� ������� ��� ����� ��
�������� ���� ���������� ��� ���� ��� ������� �� �� �� �������� �� ����� �
�� �� ������� ����������� �� ����� � ��������� ���� �� �������� � � �������
��� ����� ��� D±(G) = 6 ���� G = C3 ⊕ C3 ⊕ C9 ���� ������� �� �� ����
�� ��� D±(G) � ����� ��� � ������ �������� ������������ ���� ������� �� ��
�� �������� �� ����� � �� �� ������� ����� �������� ���� �� ������ �� ������
�����

������� ��� ��������������������������� ���� G � Cn1
⊕· · ·⊕Cnr ��� ni|ni+1

���� i ∈ [1, r − 1]� ���� Cni
� � ����� ������� �� ����� ni� �����

r�

i=1

�log2(ni)�+ 1 � D±(G) � �log2 |G|�+ 1. �����

���� ������

s±(G) � nr +D±(G)− 1 � exp(G) +
r�

i=1

�log2 ni�. �����

������������� ���� A = {−1, 1}� ����� ������� ������ ���� � ��������
������������� ��������� e1, . . . , er ���� �� G � ���� i ∈ [1, r]� ������

Si = (ei)(2ei) · · · (2
�log2(ni)�−1ei) ∈ F(�ei�)

� ����� S =
�r

i=1 Si ∈ F(G). ���� ��� |S| =
�r

i=1�log2(ni)�� ���� �������
��� S ��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� ����� � ��������� ��������
��� ���� Si ��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� ����� �� ��� e1, . . . , er
����� ��� ���� �� G� ��� ���� ����� �� ���� �� ���� �� ���� Si� � ����� ����

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

��������� ������������ �� ����� �� A� ������� ��� ������ ���� ����� ��������
���� ����� 1 � ni − 1� �� ����� ��� � �������� ����� ��� ������������ ��� �������
�� A����� ����� � ���� �������� ����� �� ��������� ����

������ ���� ������� ������ ���� S ∈ F(G) ��� |S| = D±(G) − 1 ��� ����
��������� ��� ������� �� A����� ����� � ����� ����� ��� � ��������� 0nr−1S ���
������ ������������ �� A����� ���� �� ������� nr � ���� ������ � ��������
������������� � ������� ������������ ����� �� ������ �������� �������

D±(G) �
r�

i=1

�log2 ni�+ 1 ⇒ nr +D±(G)− 1 � nr +
r�

i=1

�log2 ni�

⇒ nr +D±(G)− 1 � exp(G) +
r�

i=1

�log2 ni�.

�� ����� ������������ ���� G � ������� �� G � �� 2������� ��� ��������
� ������� ��� ��� �� � ����� ����� �� D±(G) �� ��� �� ������� ���������� �
���������� ���������� ����� �������� ����� � �������� ���� ����� ������� �����
��� ����������� �� ����� � ��� ������������ ���� �� ����� ����� �� D±(G)�

����� �� �� �������� �� ����� � �� �� ������ ���� �� ����� ���������
� ��������� D±(G)� ������� ��� ������� ������� ��� ��������� �� �������
���� �� ����� � ������ ���� �������� �� ���������� �� D±(G) �� ������ ����
�������������� � �������

���� ���� ���� G �� ����� �������� ����� ��� exp(G) = n� ���� A ⊆ [1, n−1]
�� ����������� ��� ����� � d �� ������� �� n� ����� DdA(G) = DA(dG).

������������� ��������� � ������ �d : G −→ G ������� ��� �d(g) = dg� �d

� �� ����������� �� ������ ���� ������ � dG� �������� � ������� ����
���� S ∈ F(dG) ��� |S| = DdA(G)� ����� ������� ��� S ������ ���

������������ ��� ������� �� A����� ���� �� dG� ��������� S � ∈ F(G) ��� ���
�d(S

�) = S� ���� |S �| = DdA(G)� ������ ��� ������������ g�1 · · · g
�
t|S

� � �������
����� a�1, . . . , a

�
t ∈ dA ���� ���

�t
i=1 a

�
ig

�
i = 0� ������ a�i ∈ dA ��� ��� ��� a�i = dai

��� ai ∈ A� ������

0 =
t�

i=1

a�ig
�
i =

t�

i=1

daig
�
i =

t�

i=1

ai�d(g
�
i).

���� �d(g
�
1) · · ·�d(g

�
t) � ��� ������������ �� S� ���������� ��� DdA(G) �

DA(dG).
��� ����� ����� ��������� S � ∈ F(G) ��� |S �| = DA(dG) � ���� ��� �d(S

�) =
S � ��� ��������� �� ��������� �� dG �� ������� DA(dG) � ���� ������ g1 · · · gk|S
� ����������� a1, . . . , ak ∈ A ���� ���

�k
i=1 aigi = 0� ���� ���� gi ∈ dG �����

gi = dg�i ��� g�i ∈ G � ����

0 =
k�

i=1

aigi =
k�

i=1

aidg
�
i =

k�

i=1

a�ig
�
i.

������ g�i · · · g
�
k � � ������������ �� S ��������� �� ��� ����� ���������� ���

DdA(G) � DA(dG) � � ��������� ������

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

��������� ���� ���� G �� ����� �������� ����� ��� exp(G) = n� ���� A ⊆
[1, n− 1] � b ������� ��� n� ����� DbA(G) = DA(G).

������������� ����� ������� ��� ���� (b, n) = 1� � ������ �b : G −→ G
������� ��� �b(g) = bg � �� ����������� �� G� � �������� �� ������������
����� �������� �� ���� ���������

���������� ���� ����� G �� ����� �������� ����� ��� exp(G) = n� A ⊆
[1, n− 1]� b ∈ Z � d = (b, exp(G))� �����

DbA(G) = DA(dG).

������������� ���� d| exp(G)� ���� ���� ���

DbA(G) = Ddb�A(G) = Db�A(dG),

������� b = db�� ������ ���� b� � ������� ��� exp(dG)� ����� Db�A(dG) =
DA(dG) ���� ��������� ���� ���� ����������

���� ���� ����� G �� ����� �������� ������ H ≤ G � A ⊆ [1, exp(G)− 1] ��
����������� ��� ������ �����

DA(G) � DA(G/H) +DA(H)− 1.

������������� ���� S ∈ F(H) ��� |S| = DA(H) − 1� ��� ��� ������ ����
��������� ��� ������� �� A����� ���� � ���� T ∈ F(G) ��� ��������� �� ����
�������� DA(G/H) − 1 ��� ��� φH(T ) ��� ������ ������������ ��� ������� ��
A����� ���� �� G/H� ���� φH � � �������� �������� �� G ����� H� ��������
��� ST ∈ F(G) ��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� ����� �� �����
�� ������ S �|ST ��� ��� 0 ∈ σA(S

�)� ������� S � = PQ ��� P = g1 · · · g|P ||S, Q =
g|P |+1 · · · g|S�||T � ������ ��� ������� �� ����� a1, a2, . . . , a|S�| ∈ A ��� ��� ��

|P |
�

i=1

aigi = −

|S�|
�

i=|P |+1

aigi ⇒

|S�|
�

i=|P |+1

aigi ∈ H ⇒

|S�|
�

i=|P |+1

aiφH(gi) = 0 ∈ G/H

� ���� φH(Q)|φH(T ) � ������������ �� A����� ���� �� G/H� �� �������� ���
����� ���������� ��� DA(G) > DA(G/H) +DA(H)− 2�

�������� ���� ����� G,H,K ������ ��������� ������� ������� ��� G � ���
������ �� H ��� K ������ G ��� �� �������� H � �������� � K ��� ��� H �
�������� � G/H ��

���� ���� ����� H1, H2 ������ ��������� ������ ���� ��� D±(Hi) = �log2 |Hi|�+
1 ��� i ∈ {1, 2} � {log2 |H1|}+{log2 |H2|} < 1� ������ ���� ���� ����� G ��������
����� ��� � ��� �������� �� H1 ��� H2� ����� D±(G) = �log2 |G|�+ 1.

������������� ���� G �������� �� H1 ��� H2� ���� ���� ��������� �����

D±(G) � D±(H1) +D±(H2)− 1 = �log2 |H1|�+ �log2 |H2|�+ 1
= �log2(|H1||H2|)� = �log2 |G|�.

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

������� ����� ���� ���� �a+b� = �a�+�b� ������ {a}+{b} < 1 � |H1||H2| =
|H1||G/H1| = |G| ���� ������� �� ��������� � ������ �������� ����� �� ���������
����

����� ������� ������� ���� ���������� � ����� �� ������� �� ��������
�������������

������� ��� ����������������������� ����� G �� ����� �������� ����� �
m1, . . . ,mt �������� ��������� ���� ��� G � Cmi

⊕ · · ·⊕ Cmt� �����

t�

i=1

�log2 mi�+ 1 � D±(G) �

�
t�

i=1

log2 mi

�

+ 1.

������������� � ������� ������������ ����� �� ��������� ���� ��������� ���
G =

�
Hi ⇒ |G| =

�
|Hi|.

���� ������� � �������� ������������� ����� ���� ������� ����� t� �� t = 1�
���� ����� � ������ �� t = 2� G = Cm1

⊕ Cm2
� G/Cm2

� Cm1
���� �������

��� ������������ � ����������� ϕ : G −→ G ���� ��� ϕ(a, b) = (0, b)� ������
���� ���� ��� � ���� ������� ����

D±(G) � D±(Cm1
) +D±(Cm2

) = �log2 m1�+ �log2 m2�+ 2− 1.

������� ����� ��� � ���� �������� ���� ������ ���� t = k ∈ N�2� �� �����

k�

i=1

�log2 mi�+ 1 � D±(G).

���� t = k + 1� �������

G �
k+1�

i=1

Cmi
�

k�

i=1

Cmi
⊕ Cmk+1

,

��������� H1 =
�k

i=1 Cmi
� ���� ��� G/H1 = Cmk+1

���� ������� ���� ���������
� ���� ��� � G � H1 � ��������� ��� D±(Ck+1) = �log2 mk+1�+1 ���� �������
���� �������

D±(G) � D±

�
k�

i=1

Cmi

�

+D±(Cmk+1
)− 1

�

k�

i=1

�log2 mi�+ 1 + (�log2 mk+1�+ 1)− 1

=
k+1�

i=1

�log2 mi�+ 1.

���� ������� � �������������

���� �������� � �������� ����� ������� ����� � ������� ���� ����� ������
����� ���� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1} �� �������� ������
�� ���������� ������������� �� ������ ������ ��� �������� �������

������� ����

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

��� ����� C3⊕C3·11·23 � C3·11⊕C3·23. ��������� � ������� ��������� � ��������
������������ ��� ������� (1 + 9) + 1 = 11 ���� ������ �������� ��������
��� � ������� ������� (5 + 6) + 1 = 12�

���� ����� C2
3·13·23 � C3·13 ⊕ C3·23 ⊕ C13·23. �� ������������� ��� ��������

(9+ 9)+ 1 = 19 � (5+ 6+ 8)+ 1 = 20 ���� ���� ��������� ����������������

���� � ������� ��� ������� � ������� ���� ����� �� ����� ������ �������� ����
�� �������� ��� ������������ ����������� ��� � ���� � ����� �� ����� � �����
������� ���� ����������� ���� ��� ������ ��� ���� �������� ������� � ��������
���������

�������� ����� ���� G �� ����� �������� ������ �����

D∗
±(G) = max

�
t�

i=1

�log2 mi�+ 1 |G �
t�

i=1

Cmi
, mi, t ∈ N

�

.

���� �������� ��� ������� �������� � ��������� �������

��������� ����� ���� G �� ����� �������� ������ ������

D∗
±(G) � D±(G) � D∗

±(G) + r(G)− 1.

������������� � �������� ������������ ����� �� �������� �� D∗
±(G) � ��

������� ���� � ������� ����� �� ������� ����������� ��� ������ ���������
� �� ���� ����

������� ��� ��������� D∗
±(G) � � ��� ���������� ���� ����� � ����� ������

�������� � ����� ������ ������� � �������� �� ������� �������� ����� � �� ���������
����������� � ���� ������ �� ������ ���� ��� � ��� ������ ������� � ���� ���
����� ���������� �� ����� �� ����� ����������� ����� ����� �������� ��� ����
���������� ��� ���� ��� ����� � ������������� ����� ����������� �� ����� ��
������� �������� �� ������� ���������� �� D±(G) ���� ������ ������ G �� ��
������ ������ ������ ����� ��� � ����� ������ � ������ ������ D∗

±(G) �����������
�� ������ �������� �log2 |G|�+ 1�

����� ������ ���� �������� �� ����� �� ������� ��� ������ ����������� ��
������� ��� � ��� �������� � ����� ����� �� D±(G).

������� ����� ����� n,m1,m2 ∈ N �������� ���� � ����� ��� {log2 mi} +
{log2 n} � 1 ���� ���� i = 1, 2 � {log2 m1}+ {log2 m2}+ 2{log2 n} < 3. �����

D∗
±(Cn ⊕ Cnm1m2

) = D±(Cn ⊕ Cnm1m2
) = �log2(n

2m1m2)�+ 1.

������������� ���� ��� Cn ⊕ Cnm1m2
� Cnm1

⊕ Cnm2
� � �log2(nm1)� +

�log2(nm2)� = �log2(n
2m1m2)� ����� ��������� ����� �� ������ ��� ��������� �

�������� ����� �� ������� ����

������� ����� ����� n1, n2, n3 ∈ N �������� ���� � ����� ��� {log2 ni} +
{log2 nj} � 1 ���� ���� i �= j � {log2 n1}+ {log2 n2}+ 2{log2 n3} < 3� ������

D∗
±(C

2
n1n2n3

) = D±(C
2
n1n2n3

) = �2 log2(n1n2n3)�+ 1.

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

������������� ���� ��� C2
n1n2n3

� Cn1n2
⊕ Cn1n3

⊕ Cn2n3
� �log2(n1n2)� +

�log2(n1n3)� + �log2(n2n3)� = �2 log2(n1n2n3)� ����� ��������� ����� �� ������
��� �������� � � ��������� ����� �� ������� ����

� ���������� ������ � ������� �� �� ���� ���� ��� �� ��� ���������������
D∗

±(G) = D±(G) ��� ��� ����������� ����� ��� ���� �������� ���� D±(G)
�������� ��� ���������� ��������� �� ��� ��������� ��� ������������ ��� �������
�� A����� �����

���������� ����� ����� m1,m2 �������� ��� m1 � 4 � m2 � 3. �����

D±(Cm1
⊕ Cm2

) � �log2(m1/3)�+ �log2(m2/3)�+ 4.

������������� ���� A = {−1, 1}� ����� ��������� ��� ��������� �� ����
������ �� G = Cm1

⊕ Cm2
�� ������� �log2(m1/3)� + �log2(m2/3)� + 3 ���

������������ ��� ������� �� A����� ����� ����� e1 � e2 �� ��������� �� Cm1
�

Cm2
���������������� ��������� k = �log2(m1/3)�, l = �log2(m2/3)� � d = m−2k

���� m � � ������� ���� ������� �� m1/6 ��� ���� �� ��� � ����� ��� ������� ��
m1/6 ��� 1/2� m � ������� ������� ��������� �� ��������� ����������

T1 =
�k−1

i=0 (2
ie1)�

T2 =
�l−1

j=0(2
j3e2) �

T3 = (de1 + e2)((d+ 2k)e1 + e2)((d+ 2k+1)e1 + e2).

����� ������� ��� T1T2T3 ���� ������� � k + l + 3 = �log2(m1/3)� +
�log2(m2/3)� + 3 ��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� ����� � �����
��� ��� T1 ��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� ���� ����� � � �����
��������� ��� ������ �� ������������ �� ������� ����� ��� �� ���������
��������� � ����� ������� ����� ���� T2� �� ����� �� �� ��� ������������
x1 · · · xr �� A����� ���� �� T2, 1 � r � l − 1� �������� xi = 2ji3e2� �����
������� αi ∈ {−1, 1}, i ∈ [1, r] ���� ���

r�

i=1

αixi = 0 ⇒ 3
r�

i=1

αi2
jie2 = 0 ⇒

r�

i=1

αi2
je2 = 0

��� j ∈ [0, l − 1] � ���� ������ ��������� � ���������� ���� �� T1� � ������
���������� ����� �� ���� ��

�
�
�
�
�

r�

i=1

αi2
ji

�
�
�
�
�

�

l−1�

i=1

2j = 2l − 1 = 2�log2(m2/3)� − 1

� m2/3− 1 < ���(e2)/3.

�� ����� ���� �������� ������� ��������

Σ±(T1) = A1 = {−(2k − 1)e1, . . . ,−e1, e1, . . . , (2
k − 1)e1} �

Σ±(T2) = A2 = {−3(2l − 1)e2, . . . ,−3e2, 3e2, 6e2, . . . , 3(2
l − 1)e2}.

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

������ �� ������ S | T1T2T3 ������������ ��� ������� �� A����� ���� ����� S
���� ������ ��������� �� T3� �� ��� e1 � e2 ��� �������������� ���� ��� �����
������� ��� �� ���� ��������� ��� ������ ������� �� �� ���� ��� ����� �����
������ ��� �� ������ ������ �� ������ � ������� ������������

������� �������������� ��� �� ���� ��������� �� T3 ��� ����� ������� ��
S � �������� x|S|−1 � x|S|� ����� ����� � ���� α|S|−1x|S|−1 +α|S|x|S| = a � ����� �
±2ke1 �� ±2k+1e1 � �� ������� ������ ������ ����� −a ∈ A1� ���� ����� ��
��������� �� T2 ������� �������� ���������� ����� � ���������� ��� S ���� ��
A����� �����

��������� ����� ��� �� ���� ��������� �� T3 ����� �� S �������� ��� �����
�� ������������� ��� �� ���� ������� ���� 1� ����� ����� � �������� ����������
�� ���� ������ ���� ���������� ������� b� �

(3d+ 2k + 2k+1)e1 = (3(m− 2k) + 2k + 2k+1)e1 = 3me1.

��������� ��� m = �m1

6
�� ����� ������� ��� ��������� ������ m1 ≡ x (mod 6)�

����� �������� m1 = 6p+ x ��� p ∈ Z��

�� �� m1 ≡ 0 (mod 6) ����� m1

6
= p � m =

�
m1

6

�
= m1

6
�

����� ����� 3m = 3m1

6
= m1

2
� −

�
m1

2

�
e1 /∈ A1� ����

2k − 1 = 2�log2
m1
3 � − 1 < 2log2

m1
3 − 1 = m1

3
− 1 < m1

2
.

�� �� m1 ≡ 1 (mod 6) ����� m1

6
= 6p+1

6
= p+ 1

6
�
�
m1

6

�
= p = m1

6
− 1

6
�

����� ����� 3m = 3
�
m1

6

�
= 3

�
m1

6
− 1

6

�
= 3(m1−1)

6
= m1−1

2
� −

�
m1−1

2

�
e1 /∈

A1� ����

2k − 1 < m1

3
− 1 = m1−3

3
< m1−1

3
< m1−1

2
.

�� �� m1 ≡ 2 (mod 6) �����
�
m1

6

�
=
�
6p+2
6

�
=
�
p+ 2

6

�
= p = m1

6
− 2

6
.

����� ����� 3m = 3�m1

6
� = 3

�
m1

6
− 2

6

�
= m1−2

2
� −

�
m1−2

2

�
e1 /∈ A1� ����

2k − 1 < m1−3
3

< m1−2
3

< m1−2
2

.

�� �� m1 ≡ 3 (mod 6) �����
�
m1

6

�
=
�
6p+3
6

�
= p+ 1 = m1

6
− 1

2
+ 1 = m1

6
+ 1

2
.

����� ����� 3m = 3
�
m1

6

�
= 3

�
m1

6
+ 1

2

�
= m1

2
+ 1

2
= m1+1

2
� −

�
m1+1

2

�
e1 /∈ A1�

����

2k − 1 < m1−3
3

< m1+1
3

< m1+1
2

.

�� �� m1 ≡ 4 (mod 6) �����
�
m1

6

�
=
�
6p+4
6

�
=
�
p+ 4

6

�
= p+1 = m1

6
− 4

6
+1 =

m1

6
+ 2

6
.

����� ����� 3m = 3
�
m1

6

�
= 3

�
m1

6
+ 2

6

�
= m1+2

2
� −

�
m1+2

2

�
e1 /∈ A1� ����

2k − 1 < m1−3
3

< m1+2
3

< m1+2
2

.

�� �� m1 ≡ 5 (mod 6) �����
�
m1

6

�
=
�
6p+5
6

�
= p+ 1 = m1

6
− 5

6
+ 1 = m1

6
+ 1

6
.

����� ����� 3m = 3
�
m1

6

�
= 3

�
m1

6
+ 1

6

�
= m1+1

2
�
�
−m1+1

2

�
e1 /∈ A1� ����

2k − 1 < m1−3
3

< m1+1
3

< m1+1
2

.

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

���������� � ���� ��� ���� ��������� �� T3 ��� ��

b =

�
m1 + �

3

�

e1 ��� � ∈ [−2, 3]

� �� ������ ������ ����� ����� −b ∈ A1. ������ ��������� � ���������� ��� S
���� �� A����� �����

� ������� ����� ����� ���������� ��� ������� ����� ���������� ����� ��������
���� � ������ �������� �� D±(G) �� ������ ������ �� ����� ������ m1 � m2 ���
�� G = Cm1

⊕ Cm2
���� � ������ ������������ �� ������ �������� �� �������

�� ��� ������ � ����� ������ �������� �������� � ������� ��� ������� m1 � m2

��� ��������� �� ������ ��� ��������� ������� �log2 m1� + �log2 m2� + 1 ����
������ ��������� �� �� ������ ��� � ���������� ������ ������� �log2(m1/3)� +
�log2(m2/3)�+ 4.

������ ������� ����� �� ��� � ���������� �� ���������� � ���� ����������
������������ ����� ������� ������������� ������ � ��������� ������ ��� ���
������ � ��������� D±(G) ���� ������� ��������� ���� ����������

���������� ����� ����� m1, . . . ,mr �������� ��������� ��� {log2 mi} � {log2 3}
� mi � 4 ���� �� ������ �r/2� ������ ��

�r
i=1{log2 mi} < �r/2�+ 1� �����

D±(G) =

�
r�

i=1

log2 mi

�

+ 1

���� G =
�r

i=1 Cmi
�

������������� �� ������� ��� ����� ��� D±(G) � �
�r

i=1 log2 mi�+1� ������
����� ������� ��� ���� ������ � � ������ ���������

��������� s = �r/2� �� ��� ����� �� ������������� ������ m1 � m2 � · · · �
mr� ���� ��� m1 � 3 ���� �������� {log2 mi} � {log2 3}� ���� ������ ����
����������� �� mi�� �� ����� ���������� ����� ��� ���� ���� i ∈ [r − s + 1, r]�
mi � 4� ���� ���� ���� i� � ���������� ���� ��� ��� ���

D±(Cmi
⊕ Cmi−s

) � �log2(mi/3)�+ �log2(mi−s/3)�+ 4
= �log2 mi − log2 3�+ �log2 mi−s − log2 3�+ 4
� �log2 mi� − �log2 3�+ �log2 mi−s� − �log2 3�+ 4
= �log2 mi�+ �log2 mi−s�+ 2.

��� ��������� ������ � ���� ��� �� �� ���� �� r ��� ����� ������ � ������
�������� �� D±(Cmi

)� ������� �� ������ �������� ��
�r

i=1�log2 mi�+ �r/2�+ 1�
������ ���� ��� ��� D±(G) � �

�r
i=1 log2 mi� + 1� ���� �������� ��� ����

����� log2 mi = �log2 mi�+ {log2 mi} ���� ���� i ∈ [1, r]� �����

r�

i=1

log2 mi =
r�

i=1

�log2 mi�+
r�

i=1

{log2 mi}. �����

������ �� ����� � �� ��������
�r

i=1{log2 mi} < �r/2�+ 1� �����

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

�
r�

i=1

log2 mi

�

=

�
r�

i=1

�log2 mi�+
r�

i=1

{log2 mi}

�

=
r�

i=1

�log2 mi�+
r�

i=1

{log2 mi}−

�
r�

i=1

�log2 mi�+
r�

i=1

{log2 mi}

�

=
r�

i=1

�log2 mi�+
r�

i=1

{log2 mi}−

�
r�

i=1

{log2 mi}

�

<
r�

i=1

�log2 mi�+ �r/2�+ 1−

�
r�

i=1

{log2 mi}

�

�

r�

i=1

�log2 mi�+ �r/2�+ 1.

���� ���������� ���
�

r�

i=1

log2 mi

�

<

r�

i=1

�log2 mi�+ �r/2�+ 1

⇒

�
r�

i=1

log2 mi

�

+ 1 <

r�

i=1

�log2 mi�+ �r/2�+ 2

�

r�

i=1

�log2 mi�+ �r/2�+ 1,

���� ����������

� ������� �������� ���� ������ �� � ��������� ����� ��� ������������ ����
r � 10� ��� �� ����� ������ ������ r � ����� ������ �� ��� ��� ������� mi��
���������� ������������ �� ��������� �� ���������� ��� ���� ��� � ����� �����
����������� ������� ���� ������� ����� � ����� ����� �� D±(G) ���� ������
����� ���������� ����� ��� �������� �� ������������ ��� �������� �������

������� ����� ���� n � 4 �� ������� ��� {log2 n} � {log2 3}� �� r ∈ Z � ���
��� {log2 n} < �r/2�+1

r
� �����

D±(C
r
n) = �r log2 n�+ 1.

������������� ���� � ��� ������������ ������ �� ���������� ��������� ��
����� D±(C

r
n) = �

�r
i=1 log2 n�+ 1 = �log2 n

r�+ 1 = �r log2 n�+ 1 � �� ���������
�������� ����� {log2 n} ��������� ��� �� ��������� �� �����������

������� ����� ���� n � 2 �� ������� ��� ��� {log2 3n} < 1 − {log2 3} ��
{log2 3n} � {log2 3}� �����

D±(C3 ⊕ C3n) = �log2 9n�+ 1.

������������� ���� ������� ���� �log2 9n� + 1 � ������ �������� �� D±(C3 ⊕
C3n) ���� ���� n� �� {log2 3n} < 1 − {log2 3}� ����� �log2 9n� = �log2 3� +
�log2 3n� � � �������� ����� ������� � ������ �������� ������ ���� ������� ����

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

�� {log2 3n} � {log2 3}� ������� ������� � ���������� ����� ��� m1 =
3, m2 = 3n ���� ����� � ������ �������� �� �log2 3� + �log2 3n� + 2 ��� � �����
� �log2 9n�+ 1�

����������� ���� �������� ������������� ��� � ������� ������� ���� �� ����
���� � ������ �������� ������ ��� � ������� ��� ������ ���� ��� ����������

������� ����� �� G � C3 ⊕ C3 ⊕ C9� ����� D±(G) = 6.

������������� ���� A = {−1, 1}� ���� ������� ��� ����� D±(G) � 6� ����
S ��� ��������� �� ��������� �� G �� ������� 6 � ������� ��� S ��� ������
������������ ��� ������� �� A����� �����

� �������� ����� ��� ���������� � ��� S ������ ������ ��������� �� ����� 9�
�� ����� ������� ��� S ������ �� �������� h �� ����� 3 � ��������� H = �h��
����� G/H � C3

3 �� C3 ⊕ C9 � �� �������� ����� ���� ������� ����

D±(C3 ⊕ C3) � �2 log2 3�+ 1 = �log2 9�+ 1 = 3 + 1 = 4 < 5 �

D±(C3 ⊕ C9) � �2 log2 27�+ 1 = 4 + 1 = 5

� ����� D±(G/H) � 5. ������ ������������ π : G −→ G/H � �������� ���������
π(h−1S) ������ ��� ������������ ��� ������� �� A����� ���� �� G/H� �� �����
Σ±(h

−1S) ∩ H �= ∅� ���� H = {−h, 0, h} ��� ��� � ������ ��� h ��� ���
����� 3�� �������� ��� ���� � �������� �� H �� Σ±(h

−1S)� ������� �����
��� ������������ ��� ������� �� A����� ���� �� S� ��� ������������ ���� ����
�������� �� S ��� ����� 9�

������� ����� f ∈ S � ��������� G = K ⊕ �f� ���� K � �� �������� �� G
�������� � C2

3 � ����� t � ������ �� ��������� �� S ��� ����� �������� �� �f��
���� �f� � C9� ����� D±(�f�) = D±(C9) = �log2 9� + 1 = 4 ���� ������� ����
���� � ������ t � �� ������ 3� ��������� �� ����� ������ �� ������ ��� � �����
�� t�

���� �� � � �� ��������� T � ������������ �� S �� ��������� �� �f�� ����
D±(C9) = 4� T � � ��������� �� ����� ����������� �� ��������� �� �f� ��� ����
��������� ��� ������� �� A����� ����� �������� ��� Σ±(T )∪{0} = �f�� �� �����
������� �f� = {f, 2f, 3f, 4f, 5f, 6f, 7f, 8f, 0} � T = a1a2a3� ���� 0 /∈ Σ±(T )� ���
��� −ai �= aj ���� ���� i, j ∈ {1, 2, 3}� ���� {a1, a2, a3,−a1,−a2,−a3} ⊂ Σ±(T )
� ����� ��� ����� �� ��������� �� ����� 9 �� �f�� ������� ������ ������� ���
������ � �������� a1 = f � a2 = 2f � a3 = 4f � ������� ����� a1 + a2 = 3f �
a2 + a3 = 6f � ����� ������������ � Σ±(T )� ���� ������ ��� �f� ⊂ Σ±(T ) ∪ {0}�
� �������� ��������� � ���������

��������� ����� � �������� �������� π : K⊕�f� −→ K � ������� ��� π(T−1S)
������ ������������ ��� ������� �� A����� ���� �� K� �� ����� Σ±(T

−1S)∩�f� �= ∅
�|T−1S| = 3 � D±(K) = 3 ���� ��������� ����� ���� a ∈ Σ±(T

−1S) ∩ �f�� ����
Σ±(T )∪{0} = �f�� ������ −a ∈ Σ±(T ) � ���� ��� ������� ����� ��� ������������
��� ������� �� A����� ���� �� S �� G� ��� ������������

���� �� � � �� ������� ����� ��� ������� 2 ��������� �� �f� �� S� ���������
��� ������� ����������� ��� ���������� �� �������� ��� ��� �������� �������
����� ��� ����� ��������� ��� f � 2f � 2f � 4f �� f � 4f �

������� ����� ��� ψ : G −→ G ������� ��� ψ(g) = 2g � �� ����������
���� ���������� ���� �� ��� (2, 9) = 1� ���� ������ ψ(f2f) = 2f4f � ���� ��

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

����� �� ��� T = f2f � T = 2f4f ��� �������� ���������� ������������� �
����� ������� ����� � �������� �� f2f � f4f ���� ψ� : G −→ G ������� ���
ψ�(g) = 5g � ���������� ��� ��� ψ�(f2f) = f(−4f) � ���� ������� �����������
��� ���������� �� �������� ��� ��� �������� �� ����� T = f2f � T = f4f ���
������ ������������ � ������� ������� ��� f � 2f ��� �� ���� ��������� �� �f�
�� S� �� ����� T = f2f �

���� ��� Σ±(T )∪{0} = {−3f,−2f,−f, 0, f, 2f, 3f}� � �������� Σ±(T
−1S)∩

�f� � �������� �� {−3f,−2f,−f, 0, f, 2f, 3f} ����� ���� ���������� S ��������� ���
������������ ��� ������� �� A����� ����� ���� Σ±(T

−1S) ∩ �f� ⊂ {−4f, 4f}�
����� R = T−1S� ��������� ���� ��� ��� � �������� �������� π : G �

K ⊕ �f� −→ K � ����� �������� ���� � ��������� �� �������� ������� �� ������
�������� �� ������ ��� � ��������� �� π(R)�

������� ���� π(R) ������ ����� �������� �� �������������� ���� ����� 3�
����� R ������ ��� ������������ �� ���� (e+f1)(e+f2)(e+f3) ��� e ∈ K� fi ∈
�f�� i ∈ {1, 2, 3}� ������������ ����� �� ����� �� ���� fi−fj ��� i, j ∈ {1, 2, 3}
���������� ���� ��� �������� ������ ���� ��� ����� ��������� �� {−4f, 4f}� ���
���� ��� f3 − f1 = (f3 − f2) + (f2 − f1) � ���� � ���������� �� ���� �� ����
��������� �� {−4f, 4f} ��� ���� ��� �� �������� ����� ����������

������� ���� π(R) ������ ���������� ���� ��������� �� �������������� ����
����� 2�

����� R ������ ��� ������������ �� ���� (e + f1)(e + f2)(e
� + f �

1)(e
� + f �

2)
��� e, e� ∈ K � f1, f2, f

�
1, f

�
2 ∈ �f�� ���� �������������� (f1 − f2), (f

�
1 − f �

2) �
(f1 − f2) + (f �

1 − f �
2) ��� ����� ��������� �� {−4f, 4f} � ���� � ������ � ����

��� ���� ���������� ���� � �����������

������� ���� π(R) ������ ���������� �� �������� �� �������������� 2� �����
π(R) = e2e�e��� ��� e, e�, e�� ∈ K� ���� ���� �� ����� ��� D±(K) = 3� �����
������� e, e� ������������� � ���� � �������� ���� ������ ��������� �� ���� ���������
�� K ����� �� A����� ���� � ���� ������ �� ai�� �� �������� �� ������������� ���
���������� ������������ ������ ���(ei)� �� ����� ����� ���� exp(K) = 3� ai ∈
{−1, 0, 1}� ������ ����� e, e� �������������� ����� ��������� �������� ��� ����
�������� ������� a1, a2 ∈ {−1, 1} ���� ��� e�� = a1e+ a2e

�� ������ �� ��� ������
A = {−1, 1}� ������ ��������� �� ��� ��������� ��� ���� �������� ��� ���� �
���� �� ��������� ��� �� A����� ���� �� ���� ������� ������� e�� = −e− e��

���������� ����� R = (e+ f1)(e+ f2)(e
� + f �)(−e− e� + f ��) ���� �� fi�� ���

��������� �� �f�� �� ���� ������� �� ��� �� ������� ����� f2− f1, f1− f �+ f ��

� f2 + f � + f �� ��� ����� ��������� �� {−4f, 4f} � � ������ � � ���� ��� ����
���������� �����������

������� ���� π(R) � ����� �� ���������� ����� π(R) = e1e2e3e4 ��� ei ∈ K�
i ∈ [1, 4]� ���� �� ���� ��������� ��������� e1, e2 ������������� � ������� e3 =
−e1−e2� e4 = e1−e2� ������� ����� R = (e1+f1)(e2+f2)(−e1−e2+f3)(e1−e2+f4)
��� fi ∈ �f�� i ∈ [1, 4]� ��� ��������� �������� �����������

h1 = f1 + f2 + f3, h2 = −f1 + f2 + f4, h3 = −f2 + f3 + f4 � h4 = f1 − f3 + f4,

����� ��������� �� {−4f, 4f}� ��� ����� �� ������������� ������� h1 = 4f �
���� ��� h1+h2+2h3 = 3(f3+f4) � �� �������� �� 4f+{−4f, 4f}+{f,−f}

��� h3 ∈ {−4f, 4f} ����� 2h3 ∈ {−8f, 8f} = {f,−f}��

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

�� h2 = −4f � ����� 2h3 = 3(f3 + f4) ∈ {f,−f}� � ��� ��� � �������� ����
3(f3 + f4) ��� ����� 3 �� 0 � f,−f ��� ��������� �� ����� 9� ����� h2 = h1 =
4f � ������ h1 − h2 + h4 = h4 = 3f1 ∈ {−4f, 4f} � ��� ������ � ���������� ��
��� −4f, 4f ��� ��������� �� ����� 9 � 3f1 ��� ����� 3 �� 0�

���� �� � � �� �������� ������ �� ���� ��������� ����� ������� � ���������
����� �� ��������� R = f−1S �� ������ ��� �� �������� ������ � �������� ��
��������� �� ������ �� R ����� � �������� �������� π : K ⊕ �f� −→ K�

������� ���� π(R) ������ ����� �������� �� �������������� �� ������ 4� �����
R = (e + f1)(e + f2)(e + f3)(e + f4)e

� ��� e, e� ∈ K� fi ∈ �f�� i ∈ [1, 4]� ����
��� ����� ������� ��� fi ∈ {f, 2f, 4f, 5f, 7f, 8f} �� ��� ��� ����� �� ����� 9� �
����� ��� ��� ����� ��������� ������ ��������� ����� ��������� � �������� �����
fi − fj = −f � ���� ��� �� ��� ������������ ��� ������� �� A����� ���� �� S�

������� ���� π(R) ������ ����� �������� �� �������������� 3� ������� R =
(e + f1)(e + f2)(e + f3)gh ��� e ∈ K, fi ∈ �f�, g, h ∈ G. ������� �������� ���
π(g) = ±π(h)� ������ �� g + h �� g − h � �� �������� �� �f�� ��� ����� ��
������������� ������� ��� g + h ∈ �f� � ������� ��� � ��������� (g + h)(gh)−1S
������ ���� ��������� �� �f�� � ���������� ���� ��������� ��� �������� �� ���������
�� ���� �������� �� ��� ������ �� �������� � ������ ��� � ��������� �� ������
������� ������ � ���� �� ����� ���� ��������� �� �f� � �� ��� �������������� 3
�� K� ����� ������� ������ ���� �������

������ ������ π(g), π(h) �������������� ������ π(g) � π(h) ����� K � ������
��� ������� �� ����� α1,α2 ∈ {−1, 1} ��� ��� α1g + α2h = −e + f � ���� �����
f � ∈ �f�� ������� S � = f(e + f1)(e + f2)(e + f3)(−e + f �) � ���� ��������� S
����� �� ������������ ��� ������� �� A����� ����� ������� ��� Σ±(f

−1S)∩ �f� ⊂
{±2f,±4f}� ���� Σ±(f) ∪ {0} = {−f, 0, f} � Σ±(f

−1S) ∩ �f� ���� ��� ��������
�� {−f, 0, f}�

���� ��� ���� ���� i ∈ {1, 2, 3}� ������� ���

f � + fi ∈ Σ±(f
−1S) ∩ �f� ⊂ {±2f,±4f}

� ���� ���� i, j ∈ {1, 2, 3}� ������� ���

(f � + fi)− (f � + fj) = fi − fj ∈ Σ±(f
−1S) ∩ �f�.

��� ���� � ����������� �� ����� ���� f � + fi � �������� � � ����� ���� ���� ��
���������� �� ���� fi − fj ���������� ��������� �������� ��� ������������ ��
A����� ������ ���� ���� ���� ��������� ��������� (f �+fi, ��� i ∈ {1, 2, 3}� fi−fj,
��� i �= j ∈ {1, 2, 3}) ��� ��� ����� ��������� ����� � {±2f,±4f} ��� ������
������ ������ ����������

������� ���� π(R) ������ ���� ��������� ��������� ��� �������������� �� �����
��� ������� ��� ����� ���� ���������� ������� e1 � e2� ��� ������������� �����
���������� ���� ����� ��������������� � ������� ����� ���� ������ � �������� ���
������ �� π(R) � ������������ ��� e1 � e2 ���� ����� ���� �� ��������� �� �������
���� ���� ����� ���� �������� �������� ���� −e1 − e2 � �������

R = (e1 + f1)(e1 + f �
1)(e2 + f2)(e2 + f �

2)(−e1 − e2 + f �).

������� ��� (f1 − f �
1)(f2 − f �

2)f ��� ������ ������������ ��� ������� �� A�����

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

����� ���� ���� ��� ������ �� S ������� �� ��������� �� ������ � ��������� ��
��������� � S ��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� ����� ������� �����
������� f �

1 − f1 = 2f � f �
2 − f2 = 4f ���� �� ����� �� ������������ �� �������

����� �� ��� ������� ����������� ��� ���������� �� �������� ��� ��� ���������
������� ����� ��� � ������ �� S ������� ����� ������ ���������� ��������

�� ���������� ������ ������ �� ���� ���������� ��� ��������

S2 = f(e1 + f �
1)(e2 + f �

2)(f1 + f2 + f �),
S3 = f(e1 + f1)(e2 + f �

2)(f
�
1 + f2 + f �),

S4 = f(e1 + f �
1)(e2 + f2)(f1 + f �

2 + f �) �
S5 = f(e1 + f1)(e2 + f2)(f

�
1 + f �

2 + f �).

������� ������ ���������� ������ ������������ ��� ������� �� A����� �����
�� �����������

f1 + f2 + f �, f �
1 + f2 + f �, f1 + f �

2 + f �, f �
1 + f �

2 + f � /∈ {−f, 0, f}.

�� ������ ��� ����� ����������� ����� ��� f1 + f2 + f � + m /∈ {−f, 0, f}
���� ���� m ∈ {0, 2f, 4f, 6f} ����� ��� ����� ����� ���������� m ��� ����� �������
� ������� ��� 2f = f �

1−f1, 4f = f �
2−f2 � 6f = 2f+4f�� ��� −{0, 2f, 4f, 6f, }+

{−f, 0, f} = �f� � ���� ���� �� �������� ������� � �������
����� f1 + f2 + f � = f ∗ ∈ �f�� ����� ���

f ∗ +m /∈ {−f, 0, f} ∀ m ∈ {0, 2f, 4f, 6f}.

���� � ����������� � ����� ��� f ∗ /∈ {−f, 0, f} − {0, 2f, 4f, 6f} ⇒ f ∗ /∈ �f�� ��
��������

������� ���� π(R) ������ ������� �� �������� �� �������������� 2 �� �� ������
��������� ��� �������������� 1��

������ � ����� ��������� ��� �������� ����������� �������

π(R) = e1(−e1)e2(e1 + e2)(−e1 + e2)

� �����

R = (e1 + f+)(−e1 + f−)(e1 + e2 + a1)(e2 + a2)(−e1 + e2 + a3)

��� �� f �� � ai�� �� �f��
���� ��� S � = f(f+ + f−)(a1 + a2 + a3) ��� ������ ������������ ��� �������

�� A����� ���� �� ��� ���� ��� ������ �� S ���� � ����� �� ���� ����� �� ��������
������� ��������� ����� ���� ��������� [���� ��������� � �������� �� ����� 3e2
�� ������ �������� �� S �� ��������� ��� 3e2 = 0 ���� exp(K) = 3]� ���� �������
������� ��� ����� �� ������������ ���

{f+ + f−, a1 + a2 + a3} = {2f, 4f} �����

�������� ������ ������� �������� �� π(R) ��� �������� �� ���� �� π(G) = K
� �� ����������� �������� ����������� �� G ������ ��� ������������ � ��������
π�

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

�������� A����������� ����� �� π(R) �������� ����������� �� G
(e1 + e2)− (e2)− (e1) a1 − a2 − f+
(e1 + e2)− (e2) + (−e1) a1 − a2 + f−

(e1 + e2)− (e2) + (e1)− (−e1) a1 − a2 + f+ − f−
(e2)− (−e1 + e2)− (e1) a2 − a3 − f+
(e2)− (−e1 + e2) + (−e1) a2 − a3 + f−

(e2)− (−e1 + e2) + (e1)− (−e1) a2 − a3 + f+ − f−
(−e1 + e2)− (e1 + e2)− (e1) a3 − a1 − f+
(−e1 + e2)− (e1 + e2) + (−e1) a3 − a1 + f−

(−e1 + e2)− (e1 + e2) + (e1)− (−e1) a3 − a1 + f+ − f−

���� ������� ��� S ��� ��� ������������ ��� ������� �� A����� ����� ���
����� ��� �������� �� R ����� �� ������� ������ �� ������ ����� ���� ����
������ � {−f, 0, f}� ������������

A = {a1 − a2, a2 − a3, a3 − a1}
�

F = {−f+, f−, f+ − f−},

������� ������� � ������ ������ ����� ���� (F +A)∩ {−f, 0, f} = ∅� �� �����

A ∩ (−F + {−f, 0, f}) = ∅.

������� ����� F = f++f− � A = a1+a2+a3� ������� ��� −F = {f+,−F +
f+, F − 2f+} � ������ ��� F = 2f �� F = 4f ��� ������

�� F = 2f � ����� �� ��������� �������������� ���� −F �

{f,−f, 0}, {4f, 2f, 3f} � {−2f,−4f,−3f}. �����

���� −F + {−f, 0, f}� ������ ����������������

{−2f,−f, 0, f, 2f}, {−4f, f, 2f, 3f, 4f} � {−4f,−3f,−2f,−f,−4f}. �����

����������� ����� ��������� ���������� �� ������� ��� f+ ���� �������� ����
������ ��� f+ � �� �������� �� ����� 9 �� �f� � f+ + f− = F �

�� F = 4f � ������� �� ��������� �������������� ���� −F �

{2f,−2f, 0}, {−4f, f, 3f} � {−f, 4f,−3f}. �����

������ ���� −F + {−f, 0, f} �����

{−3f,−2f,−f, 0, f, 2f, 3f}, {−4f,−3f, 0, f, 2f, 3f, 4f}
�

{−4f,−3f,−2f,−f, 0, 3f, 4f}
�����

���������������� ����� �������� ����� � �������� �� � �������� ���

A ∩ (−F + {−f, 0, f}) = ∅ �����

���� �� ��������� ��� �������� ������

��



�������� �� � ��������� �� ��������� ��� ���� A = {−1, 1}

������� ���� �� A� �����

a3 − a1 = A− 2a1 − a2 � a2 − a3 = ((a3 − a1) + (a1 − a2))

� ������� �������� A = {a,−(a+ b), b} ��� a = a1 − a2 � b = A− 2a1 − a2�
������ ����� ��� � ���������� ��� F = 4f � �� ��� � ������������ �� ����

�� ��� ���� ��������� �������� �� ����� ��� ������ ������ �� �������� ��� �
����� ���������� �� ��������� ��� A� ����� ������� ����� � ���� �� ���
F = 2f �

���� ��� ���� ���������� �� ��������� �� A� ���� ���

a = a1 − a2 � b = A− 2a1 − a2 ⇔ a1 − a2 = a � − 3a2 = 2a+ b− A.

������ ������� ��� 2a+ b− A �� �������� �� ����� 0 �� 3�
��������� ��� a, b, A ∈ �f�� ������� a = a�f, b = b�f � A = A�f � ���� ���

�������� ������ ������� ��� 2a� + b� − A� ≡ 0 (mod 3) ��� �����������������
b� ≡ a� + A� (mod 3)�

������������ ����� ���� �� ��� ���� ��������� �������� �� ����� ���������
������ �� ����� ������ ��������� ������ ��� �������� ��������� a, b ���������
b� ≡ a�+A�(mod 3) ���� ��� {a, b,−(a+ b)} ��� ���������� � ���������� ���������

���� {−2f,−f, 0, f, 2f} ������ �� a = 3f ����� b = 4f � �� a = 4f �����
b = −4f � �� a = −3f ����� b = 4f � �� a = −4f ����� b = ±3f � �� ��������
����� −(a+ b) ���� �� ���������

���� {−4f, f, 2f, 3f, 4f} ������ �� a = −3f ����� b = −2f � �� a = −2f, b =
−f �� a = −f ����� b = 0 �� 3f � �� a = 0, b = −2f. �� �������� ����� −(a+ b)
���� �� ���������

���� {−4f,−3f,−2f,−f,−4f} ������ �� a = 0 ����� b = f � �� a = f �����
b = 2f � �� a = 2f ����� b = 3f �� b = 0 � �� a = 3f ����� b = f � �� ��������
����� −(a+ b) ���� �� ���������

������ ��� ����������� ����� a � b �� ����� ��� A ��������� ������ ����
���������� � ����������� �� ��� ��������� �� ������ �� ������������� � ������
��� S ��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� �����

���� ������� ��� D±(C
2
3 ⊕ C9) � 6 � � ��������� ������

��



�������� �

� ��������� �� ��������

�� ����� �� �������� ����������� �� ����� � ��������� g(G)� ��� ���� ���� �
��� ���� � ��� � � ������ �� ������ ����� ��������� ����� ����� ��������� ��
�������� ���������� ������� ������ ����� ��������� ���� ������ ����������� ����
�� ���������� � ��� ����� ���� ����� �� ������� �� ������������������� ��� ���
����� ��� ������ �� ��������� �� ������ ������� ��� ��������

� ������ ��� ���� {−1, 1} �� ��������� �� ��������� �������� ��� g±(G)� ���
��������� ������ ������� ��� �� �� ������� �� ���� �� ����� ����� �������� ����
� � ����� �� �� �� ���� ����������� � ������ � ������� ���� ��� ���� ����������
���� ������ ��� ���������� ��� �������������� �� �������� ��

����� ���������� � ����� �� ��� ����� �� ���������� ����� g±(G) ���� ������
������ G� ��� ������� ������� ����������� ���� � ������������ �� ������� ��� �
� ����� ��������� ���� �� ������������ ����� �������� ���� �� ������ �� ������
���� �� ������� �� ���

���� ���� �� G � �� 2������ ���������� ����� g±(G) = g(G) = |G|+ 1�

������������� ���� A = {−1, 1}� �� G � 2������ ���������� ����� ���(g) = 2�
�� ����� g = −g ���� ���� g ∈ G� ���� ���� ����� ��� �� ��� ��������� ��
��������� �� G� � ������� ��� ������ � ����������� ������ ����� �������� � �������
� ���������� �� ������������ �� A����� ���� �� S� ���� g±(G) = g(G)� ���� ���
��� g(G) = |G|+1� �������� ������� ��� ��� ������ S ∈ F(G) ����� �� ���������
��� |S| � |G| + 1� ������ ����� ������������� ��� g(G) � |G| + 1� ��� �����
����� ���� S ∈ F(G) ������� ��� ����� �� ��������� �� G� ����� |S| = |G| �
�� T |S �� ������� exp(G) = 2� �������� T = ab� �����

σ(T ) = a+ b = 0 ⇒ a = −b = b,

� ��� � ����������� �� ��� T � ����� �� ���������� ������ g(G) = |G| + 1� ����
����������

���� ���� ���� n ∈ N� �����

g(Cn) =

�

n+ 1 �� n � ���

n �� n � �����
.

������������� �� ��������� g(Cn) � n ���� ���� n ∈ N� ������� n �����
� ������� Cn = �a�� ���� S ∈ F(Cn) ����� �� ��������� ��� |S| = n� � �����

��



�������� �� � ��������� �� ��������

��������� ��� ���� ����������� � S = 0a · · · (n− 1)a �

σ(S) = 0 + · · ·+ (n− 1)a =
na(n− 1)

2
= 0

���� ���(a) = n � 2 | n−1� ���� ������ ��� g(Cn) = n ������ n � ������ ������
�� n � ���� S ���� �������� �� ���� n ������ � ��� ���

σ(S) =
na(n− 1)

2
= −

na

2
�= 0

�� ��� ���(a) = n� ���� g(Cn) > n�
� ��������� g(Cn) = n + 1 ����� ��� ���������� ��� ��� ��� ��� ������ S

��������� ����� Cn ����� �� ��������� ��� |S| � n+ 1�

���� ���� ����� G �� ����� �������� ����� � S ∈ F(G)� �����

σ±(S) = −σ(S) + 2 · Σ0(S),

���� 2·Σ0(S) = {2a | a ∈ Σ
0(S)}� �� ����������� �� |G| � ������ ����� |σ±(S)| =

|Σ0(S)| � 1 + |����(S) \ {0}|.

������������� ���� S = g1 · · · gk ∈ F(G)� ��� ��������� ����� g ∈ σ±(S) ���
� ������� ��� g =

�k
i=1 �igi ��� �i ∈ {−1, 1}� ���� � ����������� �

g = −
k�

i=1

gi +
k�

i=1

δigi = −σ(S) +
k�

i=1

δigi ��� δi ∈ {0, 2}.

����� ���� ��� h =
�k

i=1 δigi ��� δi ∈ {0, 2} � ����������� � h ∈ 2 · Σ0(S)�
������ σ±(S) = −σ(S) + 2 · Σ0(S)� �� ����������� ������ |G| � ����� �����
|2 · Σ0(S)| = |Σ0(S)| � � ��������� ������

���� ���� ����� G �� ����� �������� ����� � A ⊆ [1, exp(G)−1]� �� G = H⊕K
��� exp(H)| exp(K)� �����

gA(G) � OA(H) + gA(K)− 1.

������������� ���� S ∈ F(K) ����� �� ��������� ��� |S| = gA(K) − 1 ���
������������ �� A����� ���� �� ������� exp(K) � T ∈ F(H) ������ ����� ��
��������� ��� |T | = OA(H) − 1 ��� ������������ ��� ������� �� A����� �����
���� exp(H)| exp(K)� ����� exp(K) = exp(G)� �������� ��� � ���������
ST ∈ F(G) ��� ������ ������������ �� A����� ���� � ������� exp(G)� �� �����
������� ��� ������ S �|ST ��� |S �| = exp(G) � �� A����� ����� S � ��� ���� ���
������������ �� S ���� ���� ��������� � ���� �� S ��� ������� ������������ ��
A����� ���� �� ������� exp(K)� ���� S � ���� ������ ��������� �� T � �� �����
������ ��� ������������ �� A����� ���� �� T � � ��� � ���������� ���� �����
��� ������� T � ���� ������ ��� gA(G) � |ST |+ 1 = OA(H) + gA(K)− 1.

������� ���� ���� n ∈ N� �����

g±(Cn) =

�

n+ 1 �� n ≡ 2 (mod 4)

n �� n �≡ 2 (mod 4)
.

��



�������� �� � ��������� �� ��������

������������� �������������� ���� ���� �� ��������� g±(Cn) � n� �� n �
������ ����� ��� g±(Cn) � g(Cn) = n ���� ���� ���� ������ ����� n ��� �
������� T =

�n−1
i=0 ia ���� a � �� ������� �� Cn� ������� ��� ���� � � �����

��������� ����� �� ��������� �� Cn �� ������� n� ���� �����

n/2
�

i=0

i−
n−1�

i=n/2+1

i =
n

4

�n

2
+ 1
�

−
1

1

�

(n− 1)−
n

2

��n

2
+ 1 + (n− 1)

�

=
n

4

�n

2
+ 1
�

−
3n

4

�n

2
− 1
�

=
−2n2 + 8n

8
= n

�

1−
n

4

�

.

������ ���� n ≡ 0 (mod 4) � ���� ����� � �� �������� �� n � ����� 0 ∈ σ±(T )�
������ ����� ������� ��� ������ n ≡ 2 (mod 4)� 0 /∈ σ±(T )� ���� ���

−σ(T ) = −
n−1�

i=0

ia = −
n

2
(n− 1)a =

n

2
a = a+

n− 2

4
2a.

���� ���� ���� ����� σ±(T ) = −σ(T )+2·Σ0(T ). ���� n ≡ 2 (mod 4)� (n−2)/2
� ���� ������

−σ(T ) + 2 · Σ0(T ) =

�

a+
n− 2

4
2a

�

+ 2 · Σ0(T ) ⊆ a+ 2�a�.

���� 2�a� = �2a� � −a /∈ �2a�� ����� ��� 0 /∈ σ±(T )� ���� ����������

� �������� ������������ � �������� �� ���� ��� � �� ������� ����

g±(C2 ⊕ C2n) �

�

2n+ 2 �� n � �����

2n+ 1 �� n � ���
. �����

���� ���� ���� n ∈ N�3� ����� g±(C2 ⊕ C2n) � 2n+ 2�

������������� �� n � ������ � ��������� ����� �� ������ ������ ����� n ����
������� C2⊕C2n = �e1�⊕�e2� ��� ���(e1) = 2 � ���(e2) = 2n� ����� ����������
� ��������� S = TR ���� T =

�2n−2
i=1 ie2 � R = e1(e1 + 2e2)(e1 + 4e2)� T � R

��� ��������� S� ��� ������ �� ���������� ���� ���(e2) = 2n � ���� n � 3� �����
2n � 6� ����� ������� ��� 0 /∈ σ±(S)� ������� ���

σ(T ) =
(2n− 2)(2n− 1)

2
e2 = (n− 1)(−e2) = (1− n)e2.

�� ��������� ������ �� ���� ��� � ��������� ��� ��������� n ���� �� �����
n = 2k ��� k ∈ N� ����� 2ke2 ∈ 2�e2� � ����� ���

σ±(T ) = −σ(T ) + 2 · Σ0(T ) = (1− n)e2 + 2�e2�
= e2 − ne2 + 2�e2� = e2 − 2ke2 + 2�e2� ⊆ e2 + 2�e2�.

���� S �|S ��� |S �| = 2n� ���� |T | = 2n − 2� S � ��� � ������������ �� T �
���� ���� ����� ��� S � ������ ��������� �� R� ���� R� = S � ∩ R � ������� ���
�� 0 ∈ σ±(S

�)� ����� |R�| = 2� ��� ��� ���� ���� ���(e1) = 2� ���� � � �����
����� �� ����� 0 �� �������� ����������� ������� ��� ����� S � = R�T � ����

��



�������� �� � ��������� �� ��������

���� ��������� ��� ����� �� ���� ��������� �� R�� ����� σ±(R
�) ⊆ 2�e2�� ����

σ±(T ) ⊆ e2 + 2�e2�� �����

σ±(S
�) = σ±(R

�) + σ±(T ) ⊆ 2�e2�+ e2 + 2�e2� = e2 + 2�e2�.

����� ���� ���

0 ∈ e2 + 2�e2� ⇒ 0 = e2 + 2ke2 ⇒ (1 + 2k)e2 = 0 ⇒ 2n|(1 + 2k) ⇒ n|(1 + 2k)

���� ����� k ∈ [1, 2n] � ��� � ����������� ��� ��� ��� n � ���� ������ �����
0 /∈ σ±(S

�)� ���� ����������

���������� ���� ���� n ∈ N �� ������ ���� ����� g(C2 ⊕ C2n) � 2n+ 2�

������������� ������� G = C2⊕C2n = �e1�⊕�e2� ��� ���(e1) = 2 � ���(e2) =
2n� ��������� π1, π2 �� ��������� �� G �� �e1� � �e2�� ����������������

���� S ∈ F(G) ����� �� ��������� �� ������� 2n + 2 � ������� S = S0S1

���� π1(g) = 0 ���� g|S0 � π1(g) = e1 ���� g|S1� ����� ���������� �� ���� �����
���������� π1(σ(S)) �= 0 � π1(σ(S)) = 0�

������ �������� ��� π1(σ(S)) �= 0� ���� � π1(σ(S)) = e1� ������� ���
π2(S0), π2(S1) ����� ��� ������ �� ��������� ���� �������� ��� S ������ � �����
��� ��� ��� π1(S0), π1(S1) ��� ���������� ���������� � ����� �� ������� ���������
��������� �� π2(Si)� ����� ���� �� ������� ������ �� Si� ��� i ∈ {1, 2}� ���
����� �����

|π2(S0)|+ |π2(S1)| = |S0|+ |S1| = |S| = 2n+ 2 > 2n.

��������� ����� �� ���� ���� ��� ����(π2(S0)) + ����(π2(S1)) = �e2�� ���� ��
���� �������� �� �e2� � � ���� �� �� �������� �� π2(S0) � �� �������� ��
π2(S1)� �� ����������� ������� g0|S0, g1|S1 ���� ��� π2(g0) + π2(g1) = π2(σ(S))�
��������� S � = S(g0g1)

−1� �����

π2(σ(S
�)) = π2(σ(S))− (π2(g0) + π2(g1)) = 0.

���� ������

π1(σ(S
�)) = π1(σ(S)− (π1(g0) + π1(g1)) = e1 − e1 = 0.

������ σ(S �) = 0 � ���� |S| = (2n + 2) − 2 = 2n� S � � � ������������ �� S
����������

��������� ����� ��� π1(σ(S)) = 0� ��������� {x, y} = {0, 1} ��� ��� |Sx| �
|Sy|� �����

|Sx| �
2n+ 2

2
= n+ 1.

���� ������ ���� ��� �� |Sx| = n + 1� ����� ������ |Sy| = n + 1 � ����
|S1| = n + 1� ���� ���� n + 1 � ������ π1(σ(S)) = |S1|e1 = (n + 1)e1 �= 0�
������������ � ��� ���������� ������� ���� ��������� |Sx| � n + 2� ��� �����
2|π2(Sx)| = 2|Sx| � 2n + 4 > |�e2�| + 2r2(�e2�) + 1 ���������� ��� r2(�e2�) = 1)�
���� ������� ������� � ���� ���� � �����

����(π2(Sx)) +̂ ����(π2(Sx)) = �e2�.

��



�������� �� � ��������� �� ��������

�� ����������� ������ gh|Sx ��� ��� π2(g) + π2(h) = π2(σ(S))� ���� S � =
S(gh)−1 � ������� ��� π2(σ(S

�)) = π2(σ(S))− (π2(g) + π2(h)) = 0� ���� |S �| =
(2n + 2) − 2 = 2n� S � � � ������������ �� S ��� ���������� � ���� ������� �
������

���������� ���� ���� n ∈ N� ���� S ∈ F(C2
2 ⊕ Cn) ����� �� ��������� ��

������� 2n+2� �� σ(π1(S)) �= 0� ���� π1 � �������� �� C2
2 ⊕Cn ����� C2

2 � �����
S ������ ��� ������������ �� ���� ���� �� ������� 2n�

������������� ���� n = 1� ��� �� � ��� ����� ���� � ����� ��������� ����� ��
��������� �� ������� 4 �� C2

2 ⊕ C1 �

S = (0, 0, 0)(1, 0, 0)(0, 1, 0)(1, 1, 0)

� σ(π1(S)) = 0� ������������ ������ n �= 1� �������

C2
2 ⊕ Cn = �f1� ⊕ �f2� ⊕ �e�

��� ���(f1) = ���(f2) = 2 � ���(e) = n� ������ π2 � �������� �� C2
2 ⊕ Cn �����

�e�� ��� ������������� ���������� �f1� ⊕ �f2� = {0, a, b, c} ���� 0 � � ��������
������� ���� ���� �� �������� ����� b + c = a� ������ ������� S = S0SaSbSc

���� π1(g) = x ���� g|Sx� ��� �������� σ(π1(S)) = a �= 0�
���� (B1, B2) ����� � (S0, Sa) �� (Sb, Sc) �� ��� ����� ���

|B1|+ |B2| = max(|S0|+ |Sa|, |Sb|+ |Sc|).

����� |B1| + |B2| � (2n + 2)/2 = n + 1� ���� ��� π2(B1), π2(B2) ��� ������ ��
��������� � ������ |����(π2(Bi))| = |Bi| ��� i ∈ {1, 2}� ������ ���� ���� �����
����(π2(B1))+ ����(π2(B2)) = �e�. ���� g1|B1, g2|B2 ���� ��� π2(g1)+π2(g2) =
π2(σ(S))� ����� π2(σ(S(g1g2)

−1)) = 0 � ������ π1(σ(S(g1g2)
−1)) = 0 �� ���

(π1(g1), π1(g2)) = (0, a) �� (b, c) ���� ����� ���� ���������� B1 � B2�
������ S(g1g2)−1 � ��� ������������ �� ���� ���� �� S ��� |S| = 2n� ����

����������

���� ���� �� G = C2 ⊕ C4� ����� g±(G) = 5�

������������� ���� A = {−1, 1}� ����� g±(C2 ⊕ C4) � 5 ��� ������ �������
C2⊕C4 = �e1�⊕�e2�� ��� ���(e1) = 2 � ���(e2) = 4� ���� π1 � π2 �� ��������� ��
C2⊕C4 �� �e1� � �e2�� ���������������� ���� S ∈ F(C2⊕C4) ����� �� ���������
��� |S| = 5 � ������� S = S0S1 ���� π1(g) = 0 ���� g|S0 � π1(g) = e1 ����
g|S1� ���� {x, y} = {0, 1} ��� ��� |Sx| � |Sy|� �� �������� |Sx| � 4� ����� ����
������� ��� ������� ��� π2(Sx)� ��� � ��� ��������� ����� �� ��������� �����
C4� ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 4� ���� ���� ����
������������ T �� ������� 4 �� Sx� π1(σ±(T )) = {0}� �� ��� � �������� ��� π1

������� �� ���������� ���������� 04 �� e41� ����� ��� ���� A���������� �����
� ���� ����������������� �� ������� �� ������ ���������� ��� ���(e1) = 2�� ��
������������� �� A����� ���� �� ������� 4 �� π2(Sx) ��������� �� ����� ���
������������ �� A����� ���� �� ������� 4 �� Sx �� ��������� �� S�

������ ����� ���������� |Sx| = 3� |Sy| = 2� ���� ���� ����� ����� π2(σ±(Sy))
������ �� �������� ��� ���� �� �e2�� ��� ��� ��� S ��� ��������� Sy� � �����

��



�������� �� � ��������� �� ��������

�� ���������� �������� a ∈ π2(σ±(Sy)) ∩ (�e2� \ {0})� ���� ������ π2(Σ±,2(Sx))
������ �e2�\{0}� ���� ��� ����� ������� ��� π2(Sx) � �� ��� ��������� ����������

{0, e2, 2e2}, {0, 2e2, 3e2}, {0, e2, 3e2} �� {e2, 2e2, 3e2}

� � ����� ��� ��� ���� �������� �� ��� ��������� ����������� Σ±,2(π2(Sx)) ������
�e2� \ {0}� �� ����������� a ∈ Σ±,2(π2(Sx)) � ������ ������� � ������������ ��
A����� ���� �� ������� 4 ���������

������� ����� ���� n ∈ N� �����

g±(C2 ⊕ C2n) =

�

5, �� n = 1, 2

2n+ 2 �� n � 3
.

������������� ���� n = 1� ����� g±(C2⊕C2) = 5 ���� ���� ��� � ���� n = 2�
� ��������� ����� �� ���� ���� ������ n � 3� ����� g±(C2⊕C2n) � 2n+2 ����
���� ��� �� �� ���� ����� n ��� ���� g±(C2 ⊕ C2n) � 2n+ 2 ���� ���������� ����
������ ����� ������� ��� g±(C2 ⊕ C2n) � 2n+ 2 ������ n � 3 � n � ������

���� A = {−1, 1} � ������ n � 3 ������ ����� ����� ������� ��������
C2 ⊕ C2n = �f1� ⊕ �f2� ⊕ �e� ��� �(f1) = �(f2) = 2 � �(e) = n� ����� π1

� π2 �� ��������� �� C2 ⊕ C2n ����� �f1� ⊕ �f2� � �e�� ���������������� ����
S ∈ F(C2 ⊕ C2n) ����� �� ��������� �� ������� 2n + 2� ������ �f1� ⊕ �f2� =
{0, a, b, c} � ���� ��� b + c = a� ����� ������� S = S0SaSbSc ���� π1(g) = x
���� g|Sx� ����� ���� ����� � ����������� � ������ π1(σ(S)) �= 0 � π1(σ(S)) = 0.
�� π1(σ(S)) �= 0� � ���������� �� ��� ������������ �� A����� ���� �� S �����
����������� �� ���������� ����

������� ����� ��� π1(σ(S)) = 0 � ���� x ∈ {0, a, b, c} ��� ��� |Sx| � � �����
��������� ���� ���� ����� �����

|Sx| �
2n+ 2

4
=

n+ 1

2
.

�� ������ gh|Sx ��� ��� π2(g)+π2(h) = π2(σ(S))� ����� S(gh)−1 ������������
�� ���� ���� �� ������� 2n� ��� ��� ��� σ(π2(S(gh)

−1)) = 0 ��� ���������� �
���� π1(g) = π1(h) = x ∈ �f1� ⊕ �f2� ����� �(π1(g)) = �(π1(h)) = 2� �����

σ(π1(S(gh)
−1)) = σ(π1(S))− π1(g)− π1(h) = 0− 2π1(g) = 0.

�� gh ��� � ����������� ���� ����� ��� ������� ���� ���� ���� ������� ���
|Sx| = (n + 1)/2 � ����� |Sy| = (n + 1)/2 ���� ���� y ∈ {0, a, b, c}� �� ����� ��
|Sx| > (n+ 1)/2 ����� |π2(Sx)| > (n+ 1)/2 � ����

|π2(Sx)|+ |π2(Sx)| > n+ 1 > n = |�e�|.

������ ���� ���� ��� �� ���� ����� ����� π2(Sx)+π2(Sx) = �e� � ���� π2(σ(S)) ∈
�e�� ����� ������� π2(g), π2(h) ∈ π2(Sx) ��� π2(g)+π2(h) = π2(σ(S))� � ��� �����
��� ��������� ��� ��� �������� ���������� ��� ��� �� �������� �� ����������
Sx �� ��������� �� ��� S � ����� �� �����������

������� ��� π1(σ±(S(gh)
−1)) = {0} �������� ��� ���� � ��������� �� ���� ����

������ gh|S0� ����� ������� ��� π2(σ±(S(gh)
−1)) = �e� � ���� �������� � ������

��



�������� �� � ��������� �� ��������

���� 0 ∈ �e� � ���� ������� 0 ∈ σ±(S(gh)
−1)� �� ����� S(gh)−1 � ������������ ��

A����� ���� �� S �� ������� 2n� ������� ���� ���� SaSb|S(gh)
−1� �����

|σ±(π2(S(gh)
−1))| � |σ±(π2(SaSb))| = |σ±(π2(Sa)) + σ±(π2(Sb))|.

���� ������ ���� ���� ����

|σ±(π2(Sa))| = |Σ0(π2(Sa))| � |π2(Sa)| = |Sa| = (n+ 1)/2

�
|σ±(π2(Sb))| = |Σ0(π2(Sb))| � |π2(Sb)| = |Sb| = (n+ 1)/2.

��� ����� ������� ������� � ���� ���� � σ±(π2(Sa)) � σ±(π2(Sb)) � �������

σ±(π2(Sa)) + σ±(π2(Sb)) = �e�.

����� |σ±(π2(S(gh)
−1))| = n � ���� ������ ��� π2(σ±(S(gh)

−1)) = �e��

��



�������� �

������� ����� sA � ηA ���

A = {−1, 1}

���� G �� ����� �������� ����� ��� exp(G) = n� �� ����� �� �� ���
������������ �� ���� ���

s(G) = η(G) + n− 1

� ������ ��� � ������� ���� ������ ��� n ∈ {2, 3, 4}� ��� ���� ��� �������
�������������� ��� ��������� � ����������� ��� ���� ��� ������ ��� ����� ��
��� �����������

���� A ⊆ [1, n − 1]� �� �������� �� ηA(G)� ������ ��� ��������� S ∈ F(G)
��� |S| = ηA(G) − 1 ��� ��� S ��� ������ ������������ ��� ������� �� A�����
���� � �� ������� �� ������ n� ����

S � = S0n−1

� ��� ��� S � ��� ������ ������������ �� A����� ���� �� ������� n� ��� ���
��� ��� ������������ �� A����� ���� �� S � �� ������� n ������� �� ���
������������ �� A����� ���� �� S �� ����� ������� ����� �� ����� � n� ����
��� ��� ���

sA(G) � ηA(G) + exp(G)− 1. �����

����� ��������� ��� �������� � ������� � �������������

sA(G) = ηA(G) + exp(G)− 1 �����

��� A = {−1, 1}� ����� ��������� �������� � �������� � ���������� �� �����������
��� ���� ����� �� ������ ��������� �� ����� 8� 16 � 32� ��� ���� ���� ������
�� ����� G = C2 ⊕ C2n� ��� n ∈ N� ����� ������ ������������ � ����� �� ���
���� ������������� ��� � ������ ������ G = Cr

3 ��� r � 3 � G = C2
n ���� n > 7

������ ����� �������� ���� �� ������ ��� ����������� ��� ��� ��� ����

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

��� �������� ���� �� ����� ��� ���� � �������

����� ���� G = Cr
3
��� r � 3

�� ������� ���� � ���� ����� ��� �� �������� ��� ����������� ��� �� ��������
�� ����� � �� �������� �� ����� ������ G = Cr

3 ���� r � 2 = 3� ���� �������
� �������

������� ���� ���� n �� ������� �������� ������ ����� s±(C
2
n) = 2n− 1�

������������� �������������� ����� ���������� � ������� ���� � ���� n = p
������

����� m = 2p− 1 � S = v1v2 · · · vm ∈ F(C2
p)� �� �����

vi = (ai, bi), ai, bi ∈ Cp ∀ i ∈ [1,m].

��������� � ������� �������






2p−1
�

i=1

aix
p−1

2

i = 0

2p−1
�

i=1

bix
p−1

2

i = 0

2p−1
�

i=1

xp−1
i = 0

.

������� ��� 2(p−1) = 2p−2 < 2p−1� ��� ����� � ������� ���� ��� �������
��� ������ ��� ������� ��� ���� ���� � ��������

���� (c1, . . . , cm) � ������� ��� ������� � ���� J ∈ [1, m] � �������� ��� �������
��� �������� ��� ����� �� ��������

��������� ���� ������� ��� ���� ��������� ��������� ��������
�

i∈J

qivi ≡ (0, 0) (mod p) qi ∈ {1,−1}

����
�

x
p−1

2

i

�2

≡ xp−1
i ≡ 1 (mod p)� ���� ������� �� �������������

������ �� �������� ������� ������� ��� |J | = p� ���� ���������� �����
�������� ��������

p
�

i=1

qivi ≡ (0, 0) (mod p)

� ����������� � ������������ ���������� ���� ������ ��� s±(C
2
p) � 2p− 1�

��� ����� ����� �� ������������� ��� ��������� ��� 2p− 2 ��������� �� C2
p

���� ���� �� ��� ��������� (0, 1) � (1, 0) � �������� p− 1 ������ � ����� ��� ���
� ���������� ����� ��� ������������ �� p ��������� ���� ���� � (0, 0) ������ p
� ���� ����� � ������� ������ p � ������

������ ������ n > 1 � �� ������� ��������� ������ � ����� ���������
������������ �� ������������ �� ������� �����

���� ���� ���� G = Cr
3 � ���� r ∈ N� �����

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

��� �� r = 1� ����� η±(G) = 2� g±(G) = 3 � s±(G) = 4;

��� η±(G) � r + 1�

������������� ���� A = {−1, 1}� ���� � ���� ���� ����� g±(C3) = 3 ����
������� ��� � s±(C3) = 3 + �log2 3� = 3 + 1 = 4 ���� ������� ����� ���� ���
��� η±(G) = 2� ������� C3 = �f� � ��������� S = a1a2 ∈ F(C3)� �� 0 ∈ ����(S)�
����� S ������ ��� ������������ �� A����� ����� �� 0 /∈ ����(S)� ����� S =
f(2f) � σ(S) = 3f = 0� �� ����� S � ��� ��������� �� A����� ���� � ���� ������
��� η±(C3) � 2� � ��������� � ������ ������������� ��� � ��������� ��������
S = f ��� � �� A����� �����

� ���� ��� ����� �� ���� �� ��� � ��������� S = e1e2 · · · er ��� ej =
(0, . . . , 1, . . . , 0) ��� � 1 ���������� �� j������ ���������� ��� ������ ����������
��� ��� ������� �� A����� �����

���������� ���� ���� r ∈ N� ����� g±(Cr
3) = 2η±(C

r
3)− 1�

������������� ���� A = {−1, 1}� �� r = 1� ����� ���� ���� ��� g±(C3) = 3 =
2 · 2 − 1 = 2η±(C3) − 1� ������ ����� r � 2 � ���� S = g1 · · · gm ∈ F(Cr

3) ���
m = η±(C

r
3)− 1 � ��� ��� S ��� ������ ������������ �� A����� ���� �� ������

�������� �� ����������� S � ����� �� ��������� � 0 /∈ ����(S)� ���������

S∗ =
m�

i=1

gi

m�

i=1

(−gi)

� ������� ��� |S∗| = 2m� S∗ � ����� �� ��������� � ��� ������ ������������
�� A����� ���� �� ������� exp(Cr

3) = 3� ��� ��� ��� ��� ������������ ��
A����� ���� �� S∗ ��� ������� ��� ������������ �� A����� ���� �� S �� ���
0 ∈ ����(S)� ����� ���������� ���������� �� ��� �������� ���� ������ ���
g±(C

r
3) � 2m+ 1 = 2η±(C

r
3)− 1�

���� ����� � ���������� ��������� S = g1 · · · gm ∈ F(Cr
3) ����� �� ���������

��� m = 2η±(C
r
3)− 1 � �������� �� ��������� �� S �� ����� ���

S =
t�

i=1

gi

t�

i=1

(−gi)
m�

i=2t+1

gi

���� gi �= gj ���� 2t+1 � i < j � m� �� t = 0� ����� S ��� ������ ������������
�� A����� ���� �� ������� 2� ���� S∗|S ������� ��� ����� �� ��������� ��������
��� �� 0 �� S� ���� S � ����� �� ���������� |S∗| � m−1 = 2η±(C

r
3)−2 > η±(C

r
3)

������ r � 2 ���� ���� ��� ���� ������ S∗ ������ ��� ������������ �� A�����
���� �� ������� 3� �� ��� 0 /∈ ����(S∗) � �� T |S∗ ����� T |S � S ��� ������
������������ �� A����� ���� �� ������� 2� ���� ������ ��� S ������ ��� ����
��������� �� A����� ���� �� ������� 3�

�� t � 1 � gj = 0 ���� ����� j ∈ [2t+1,m]� ����� gt(−gt)gj � ��� ����������
��� �� A����� ���� �� S� ����� ������� ����� gj �= 0 ���� ���� j ∈ [2t+ 1,m]�
�� t � η±(C

r
3)� �����

�t
i=1 gi ������ ��� ������������ T �� A����� ���� � ����

S � ����� �� ���������� |T | = 3� �� t < η±(C
r
3)� ����� m − t � η±(C

r
3) �

�t
i=1(−gi)

�m
i=2t+1 gi ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 3�

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

�� �������� ����� ������� ��� ������������ �� S �� A����� ���� �� �����
��� 3 � ���� ������ ��� g±(C

r
3) = 2η±(C

r
3)− 1�

�� �������� �� sA � gA� �����

sA(G) � gA(G) �����

���� ���� G ������� �������� ����� � ���� ���� A ⊆ [1, exp(G)−1]� � ����������
� ������ ��� �� �� ������� �� ������ � ��������� � �����������

���������� ���� �� r � 2� ����� g±(C
r
3) = s±(C

r
3)�

������������� ���� A = {−1, 1}� ��� ������ ����� ������� ��� g±(C
r
3) �

s±(C
r
3)� �� r = 2� ����� s±(C

2
3) = 5 ���� ������� ���� ��� ����� ����� � ���������

(1, 0)(0, 1)(2, 0)(0, 2) ∈ F(C2
3) � ����� �� ��������� � ��� ������ ������������ ��

A����� ���� �� ������� 3� ���� ������ ��� 5 = s±(C
r
3) � g±(C

r
3) � 5�

������� ����� r � 3 � ���� S = g1 · · · gm ∈ F(Cr
3) ��� m = s±(C

r
3) − 1� ���

��� S ��� ������ ������������ �� A����� ���� �� ������� 3� �� �����������
S ��� ���� ������ ���� ��������� ������ �� ��� exp(Cr

3) = 3� �� S � ����� ��
��������� ����� g±(C

r
3) > m� �� ����� g±(Cr

3) � s±(C
r
3)�

������� ����� ��� S ��� � ����� �� ��������� � ����� ��������� � ���������
�� ����� ���

S =
t�

i=1

g2i

m�

j=2t+1

gj

���� g1, . . . , gt, g2t+1, . . . , gm ��� ����� ���������� ������� ��� �� gj = 0 ����
����� j ∈ [1, m]� ����� � ������������ S∗ ������� ��� ����� �� ��������� ���
����� �� S � ��� ���

|S∗| � s±(C
r
3)− 3 = 2η±(C

r
3)− 4 � η±(C

r
3)

������ r � 3 ���� ���������� ��� � ���� ���� ��� ���� ���� ���� ����� ��� S∗

������ ��� ������������ T �� A����� ���� �� ������� 2 �� 3� �� |T | = 2�
����� gjT � ������������ �� A����� ���� �� S �� ������� 3� ������������ � ���
��������� ����� S� ������� ���� ��������� gj �= 0 ���� ���� j ∈ [1,m]. ����
���� ����� ����� �� ������� i ∈ [1, t], j ∈ [2t+1,m] ���� ��� gj = −gi� ����� g2i gj �
������������ �� A����� ���� �� S (gi+ gi− gj = 3gi = 0)� ��������� � ���������

R =
t�

i=1

gi

t�

i=1

(−gi)
m�

i=2t+1

gi

� ����� �� ��������� ��� |R| = s±(C
r
3) − 1 � R ��� ������ ������������ �� A�

���� ���� ��� ����������� ���� ������ ��� g±(C
r
3) � s±(C

r
3)�

����� ����������� ��� � ��� � ���� ���� ���� ������ r � 3

s±(C
r
3) = g±(C

r
3) = 2η±(C

r
3)− 1

= η±(C
r
3) + η±(C

r
3)− 1

� η±(C
r
3) + r + 1− 1

> η±(C
r
3) + exp(Cr

3)− 1

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

� � ������� ����� ��� �� ������� ���� G = Cr
3 �

����� ���� G = C2

n� ��� n � 7 �����

���� ������� � �� ��� ���������� �� �������� �� �� ������� �� �����

������� ���� ���� n �� ������� �������� ������ ����� η±(C
2
n) � n.

������������� ���� G = C2
n� ������� n = p ����� � ���� S = (a1, b1) · · · (ap, bp)

��������� �� ��������� �� G �� ������� p� ��������� � ������� �������






p
�

i=1

aix
p−1

2

i = 0

p
�

i=1

bix
p−1

2

i = 0

.

���� �� �������� �� ������� ��� ������� ����� ������������� ����� ���
(0, 0, . . . , 0) ∈ Cp

p � ������� �� �������� ���� ������ ���� 2
�
p−1
2

�
= p − 1 < p�

������� ������� � ������� ���� ��� ��� ������� ��� ������ ��� ������� ���
���� ���� ���� �������� ���� ������� �� ������� ���� ������� ��� ������� ���
������������ �� ���� ���� �� ������� ����� �� ����� � p �� S � � ���������
���� ��������

�� n > 1 � �� ������� ����� ��������� ������ �� ��������� �� �������
����� n ������� �� ��� ������ �� ������������ �� ������� ����

���������� ���� ����� log2 n
2 + 1 < n ���� ���� n ∈ N�7� ���� ���� ���

����� ������������ ������������� � � ������������� ��� ������� f(x) = x �
g(x) = log2 x

2 + 1� �������� � ������ � �������

x

y

� � � � � � �

f

g

������ ���� A = {−1, 1} � ��������� G = C2
n ��� n ������� ��������� ����

��� exp(G) = n � ���� ��������� ��� ���� ���� ��������� �� ��������� �� G ��
������� ����� �� ����� � �log2 |G|�+1 = �log2 n

2�+1 ������ ��� ������������
�� A����� ����� ��� �������� �� ������� �� ������ �log2 |G|�+1� ������ n � 7�
�� ������ ��� � ������ ������ ����� �log2 n

2�+ 1 � n � ����

n±(G) � �log2 |G|�+ 1 = �log2 n
2�+ 1 � log2 n

2 + 1 < n.

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

����� ���� ������� ���� s±(G) = 2n− 1 ������ ��� n � ������ �����

η±(G) + exp(G)− 1 < 2n− 1 = s±(G)

� ����� � ������� ����� ��� �� ������� ���� G = C2
n ��� n ����� ����� �� �����

� 7�

�� �������� ������ n = 3, 5� ����� � ����������� �� ����� ������ G = C2
3 � �

������� �������� ��� ��� ��� η±(G) � 3 � � ��������� (1, 0)(0, 1) � �� �������
�� ��������� ��� ��� ������ ������������ �� ���� ����� ��� ���������� ��������
��� η±(G) = 3 �

η±(G) + exp(G)− 1 = 6− 1 = 5 = s±(G)

���� ������� ���� ���� G = C2
5 � ����� η±(G) � 5 ���� ������� �������� � �

��������� (1, 0)(2, 0)(0, 1)(0, 2) ��� ������ ������������ �� ���� ����� � ��� ���
���� � �������� ��� η±(G) = 5 � η±(G) + exp(G) − 1 = 9 = s±(G)� �� �������
������ ����� �������� ���� �������� ���� �� ����� ����� � �����������

��� �������� ���� �� ����� ���� � �������

����� ���� G �� ����� 8 � 16

������ �� ���������� �������� ���� �������� �� ���� ���������� � ����� ��� ���

D±(G) � η±(G) � s±(G). �����

� ���� ������ ��� �� ��� �������� ���� ��� �������� ����� � ���������
D±(G) = η±(G)�

���� ���� �� |G| � �������� �� 2 � log2 |G| � exp(G)� ����� D±(G) = η±(G)�
�� ����������� �� G = Cr

2l
��� l > 1 ������������ rl � 2l� �����

D±(G) = η±(G) = rl + 1. �����

������������� ���� A = {−1, 1}� ���� ���������� ���� ���� � ������������
�� ������� ���� ������ |G| � �������� �� 2� ����� D±(G) = log2 |G|+1� ������
���� ������� ���� � ����� ��� �� S � ��������� �� G �� ������� D±(G)� �����
S ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� ������������ ����� ���
D±(G) � exp(G) + 1� �� ����� D±(G) � η±(G)� � ������������ ��������� �����
�� ������

�� ����������� �� G = Cr
2l

��� l > 1 ��� ��� rl � 2l� ����� |G| = 2rl ��������
�� 2 �

log2 |G|+ 1 = log2 2
rl + 1 = rl + 1 � 2l + 1 = exp(G) + 1.

������
D±(G) = η±(G) = rl + 1.

���� ��� ���� ���� �� ������������ �� ������� ��� ������

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

� ���� ������ ������ ������� ������������ ��� ������� �������� ��� ����
����� �� ������������ ������� ��������

���� ���� ����� l, n �������� ���������� n � 2� ������

��� 2l � 2l�

��� l + 1 � 2l−1n�

��� 2l + 1 � 2l+1�

��� 2l + 1 � 2l−1n ������ n > 2�

��� 3l + 1 � 2l+1�

�������������

��� ������� ����� l� �� l� ����� 2l = 2 = 2 · l�

������� ��� ���� l = k � 1 ���� ������� ��� 2k � 2k� ���� l = k + 1�
����� 2k+1 = 2 · 2k � 2 · 2k = 2k + 2k � 2k + 2 = 2(k + 1)� ������ ����
��������� �� ������� ������� 2l � 2l ���� �������� l ������� ���������

��� ���� ��� l + 1 � l + l = 2l� ���� ���� ��������� l + 1 � 2l � 2l � 2l =
2 · 2l−1 � 2l−1n �� ��� n � 2� ���� ������ ��� l + 1 � 2l−1n�

��� ����� 2l + 1 � 2l + 2 = 2(l + 1) � 2l+1 ���� ���� ����

��� ���� n > 2� ����� ���� ������� ����� l� �� l� ����� 2l + 1 = 3 � 2l−1n =
n � 3�

������� ��� ���� l = k � 1 ���� ������� ��� 2k+1 � 2k−1n� ���� l = k+1�
����� 2(k+1)+1 = 2k+1+2 � 2k−1n+2 < 2k−1n+2k−1n = 2kn� ������
���� ��������� �� ������� ������� 2l + 1 � 2l−1n ���� �������� l �������
�������� � n > 2�

��� ����� ���� ������� ����� l� �� l� ����� 3l + 1 = 4 = 2l+1�

������� ��� ���� l = k � 1 ���� ������� ��� 3k+1 � 2k+1n� ���� l = k+1�
����� 3(k+1)+1 = 2k+1+3 � 2k+1+3 < 2k+1+2k+1 = 2k+2 = 2(k+1)+1�
������ ���� ��������� �� ������� ������� 3l + 1 � 2l+1 ���� �������� l
������� ���������

������� ���� ����� l, n �������� ���������� ����� �� ��������� �����������

��� �� 2ln � 4� ����� η±(C2l ⊕ C2ln) = D±(C2l ⊕ C2ln) = �log2 2
ln�+ l + 1�

��� �� n � 2� ����� η±(C2l ⊕C2l ⊕C2ln) = D±(C2l ⊕C2l ⊕C2ln) = �log2 2
ln�+

2l + 1�

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

������������� ��� ���� G = C2l ⊕ C2ln� �� n = 1� ����� G = C2l ⊕ C2l ���
����� �������� �� 2 �

�log2 |G|�+ 1 = �log2 2
2l�+ 1 = 2l + 1 � 2l + 1

���� ���� ��� ���� ���� ���� ���� ���� D±(G) = η±(G) = 2l+1 = �log2 2
l�+l+1.

�� n = 2� ����� G = C2l ⊕C2l+1 � ���������� G � �������� �� 2 � �log2 |G|�+
1 = �log2 2

2l+1�+ 1 = 2l + 2 � 2l+1 + 1 ���� ���� ��� ��� � � ��������� ����� ��
���� ����

������� ����� n > 2� ���� ������� ���� D±(G) = �log2 2
ln� + l + 1. ���

������� �������� � �������� ��������� ����� ������ ������ ���� ���� ���� �����
������� ��� �log2 |G|�+ 1 � 2ln�

������� k = �log2 2
ln�� ���������� ���� ���� ��� �� ���� ���� ����� 2ln =

2 · 2l−1n � 22
l−1n �� �������� k = �log2 2

ln� � log2 2
ln � log2 2

2l−1n = 2l−1n� �
l + 1 � 2l−1n� ���������������� ������

�log2 |G|�+ 1 = �log2 2
ln�+ l + 1

= k + l + 1 � 2l−1n+ 2l−1n
= 2ln

���� ���������� � ������ ������������ ����� �� ���� ��� ����

��� ���� G = C2l ⊕C2l ⊕C2ln� �� n = 2� ����� G � �������� �� 2 � �log2 |G|�+
1 = �log2 2

ln�+ 2l + 1 = 3l + 2 � 2l+1 + 1 ���� ���� ��� ���� ���� ���� ����

D±(G) = η±(G) = �log2 |G|�+ 1 = �log2 2
ln�+ 2l + 1.

������� ����� n > 2 � ������� k = �log2 2
ln�� ����� ����� � ������� ��� ���

������� ��� D±(G) = �log2 |G|�+1 = �log2 2
ln�+2l+1 = k+2l+1� ������ �����

������� ��� k+2l+1 < 2ln � � ��������� ������� �� ���� ���� �� ������������
�� ���� ��������� k � 2l−1n � ���� n > 2� ����� 2l + 1 � 2l−1n ����� ���� ����
����� ������ k + 2l + 1 � 2l−1n+ 2l−1n = 2ln� ���� ����������

���� ����� �� G � 2������ ���������� ����� s(G) = |G|+ 1 � η(G) = |G|�

������������� ���� ������� ��� s(G) = |G|+ 1� ���� exp(G) = 2� ���� S ∈
F(G)� �������� �������� � ���������� �� ��� ������������ �� ���� ���� �� S ��
������� 2� ������� ��� � ������������ ��������� ���� ������� ����������������
��������� ���������� � ����� ������� �� S ���� � ���� ������� �������� ����
� |G|+ 1�

������ ���� S ∈ F(G)� �� �������� ��� ������������ �� ������� �� ���
���� 2� ���� ���� ����� ��� 0 ∈ S �� ����� �������� �� G ������� �� S ����
������ � ����� ������� �� S ���� � ���� ������� �������� ���� � |G| � ����
������ ��� η(G) = |G|�

��������������� ������ � ����� �� ��������� ������� �� ������ ��� ������� �
������� ����� ���� ����� �� ������ ��������� ������ �� ����� 8 � 16�

������� ����� �� ��������� ��������� ��� ������������

��� η±(C2 ⊕ C4) = 4 � s±(C2 ⊕ C4) = η±(C2 ⊕ C4) + 4 − 1 = 7� �����
s±(G) = η±(G) + exp(G)− 1 ���� ���� ����� �������� G �� ����� 8�

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

��� �� G � �� ����� �������� �� ����� 16 ��� exp(G) � 4� ����� η±(G) = 5
� s±(G) = 12 �� 8� ���������� �� exp(G) = 8 �� 4� ���������� ���
s±(G) = η±(G) + exp(G)− 1 ���� ���� ����� �������� �� ����� 16�

������������� ��� ����� A = {−1, 1} � G = C2 ⊕C4� ���� �log2 |G|�+ 1 =
4 = exp(G)� ���� ������� ���� η±(G) � �log2 |G|� + 1 = 4 � (0, 1)(0, 2)(1, 0) �
�� ������� �� ��������� �� ��������� �� G ��� ������������ �� A����� ����
�� ������� ����� �� ����� � 4� ���� ������ ��� η±(G) = 4�

����� ������� ��� s±(G) = 7� ���� S =
�7

i=1 xi ��� ��������� �� ���������
�� G �� ������� 7� �� h(S) = 1� ��� ����� � ��� ������ �� ����� ���� ���
���� |G| = 8� ����� �� ��������� �� G �������� �� S� ������ ��� ���� ���
������ ���� ���������� ��� ������� � ������������ �� S� (1, 3)(1, 1)(0, 3)(0, 1) ��
(0, 0)(0, 2)(1, 0)(1, 2)� ����� �� A����� �����

�� h(S) � 2� ������ xi ∈ S ��� ������� ���� �� ��� ��� �� S � x2
i � ���

������������ �� ���� ���� �� S �� ������� 2� ����������� �� ��������� ��
S� ����� i = 1 � ������� S = x2

1x2 · · · x6� ���� � ������ �� ������������
�� {2, 3, 4, 5, 6} �� ���� ��������� � 10 > 8� ������� ��� xi + xj = xj + xk ��
xi + xj = xk + xl ���� ��������� ��������� i, j, k, l ∈ {2, 3, 4, 5, 6}� �� ��������
����� ����� xi = xj � ��� ��� �� ��� ������������ x2

1xixj �� A����� ���� ��
S �� ������� 4 ����������� ������ A = {−1, 1}� ��������� ��� �� ������� ��
S �������� ������������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 2�� ��
������� ����� xixjxkxl � ��� ������������ �� A����� ���� �� S �� ������� 4�
������ �� �������� ����� ������� ��� ������������ �� A����� ���� �� S ��
������� 4� ���� ��� ������� �������� ��� s±(G) � 7�

������ �� ������ �����

7 � s±(G) � η±(G) + exp(G)− 1 = 4 + 4− 1 = 7

� ������� � ��������� ����������
�� G = C8� ����� s±(G) = 8 + �log2 8� = 8 + 3 = 11 ���� ������� �����

n±(G) = 4 ���� ���� ��� � ���� s±(G) = 11 = 4 + 8− 1 = η±(G) + exp(G)− 1.
���� G = C3

2 � ����� exp(G) = 2 � ����� ���� ���� �������� � ����� �� ���
�������� ���� ����� �� �������� ��������� �� ��� ��������� ��� ��� ��������� �
� ��������� �� ������ � s(G) = η(G) + exp(G)− 1 ��� �� ������� �� �����������
s(G) � η(G) �������� � ���� ����� ���� ������� � ����� �� ���� ����

��� ����� A = {−1, 1} � G �� ����� �������� ����� �� ����� 16 � exp(G) �
4� ����� G � �������� � �� ��� ��������� ������� C2

4 , C2 ⊕ C8, C
2
2 ⊕ C4 �� C16�

������ G = C2
4 �� G = C2 ⊕ C8� � ��������� η±(G) = 5 ����� �� �������

��� ��� ���� l = 2, n = 1 � l = 1, n = 4 �����������������
������ G = C2

2 ⊕ C4� � ���� ��� �� ������� ��� ���� l = 1, n = 2 ��� ��
η±(G) = �log2(2 · 2)�+2+1 = 5 � ������ G = C16� ����� n±(G) = 5 ���� ����
��� ���� ����� � �������� ����� �� ���� ����

����� ������� ����� ��� s±(G) = 12 ������ exp(G) = 8 � s±(G) = 8 ��
exp(G) = 4� �������������� ������� ��� S =

�12
i=1 xi � ��������� �� ���������

�� G ��� ��� ������ ������������ �� A����� ���� �� ������� �� ��������� �
�������� ��������

B =

�

AI =
�

i∈I

xi | I ⊂ [1, 12], |I| = 2

�

.

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

���� � ������ �� ������������ �� [1, 12] ��� ���� ��������� � 66 � |G| =
16� ���� ��������� ��� ����� ��� ������� ������� I1, I2, I3, I4 ��������� ���� ���
AI1 = AI2 = AI3 = AI4 ��� ����� �� AI �� ������ � � � ���������� ���������� ��� ��
������ 3×16+15 = 63 < 66 ����� ����������� ���� S ��� ������ ������������
�� A����� ���� �� ������� 2� ������� ��� Ii∩ Ij = ∅ ������ ��� i �= j� �� �����
�� ���� ����� i �= j ���������� Ii ∩ Ij �= ∅� �������� a ∈ Ii ∩ Ij� ��������

xk + xa = xl + xa ⇒ xk = xl

���� ����� k, l ∈ [1, 12] � ��������� ��������� ��� �������� ������������ ��
A����� ���� �� ������� 2�

����� �������� AI1 + AI2 − AI3 − AI4 = 0 � ���� ���� AIj � ���� �� ����
��������� �� G� ���� ��� �� ��� ������������ �� ������� 8 �� A����� ���� ��
S�

������� ��� exp(G) = 8� ���� S ��������� �� ��������� �� G �� �������
12� �� S ��� ������ ������������ �� A����� ���� �� ����������� 2� ���� ���
������ ����� S ������ ������������ �� ������� 8 �� A����� ���� � ��� �� ����
���� � ������ ������ �� S ������ ������������ �� A����� ���� �� ������� 2�
������� S1|S� ����� |SS−1

1 | = 10 > log2 16+1 = 5� ���� ���� ����� ��� ��������
������������ �� SS−1

1 �� ������� 6 > 5 ������ ��� ������������ ������� ��
A����� ���� �� ������� ���� ���� ������� ��� ���� �� ����� ������ S2|SS

−1
1 ��

A����� ���� ��� |S2| = 2 �� 4� ���� ����� ���������� SS−1
1 S−1

2 ������ S3

������������ �� A����� ���� �� ������� 2 �� 4� �� |S2| = 4 �� |S3| = 4� �����
������� � ������������ �� A����� ���� �� ������� 8 ��� ��������� |S1S2S3| =
8 � S1S2S3 � �� A����� ���� �������� ��� � ���������� ��� |S2| = |S3| = 4�� ��
����� S2 � S3 ��� ������� �� 2 ����� SS−1

1 S−1
2 S−1

3 ��� ������� 6 � ������
������������ ������� �� A����� ���� � �� ������� ��� ���� ������� ��� ����
�������� S4� ����� ����� �� |S4| = 2� S1S2S3S4 ��� ������� 8 � �� |S4| = 4�
S1S2S4 � ��� ��� |S1S2S4| = 8� ���� ������ ��� s±(G) � 12� ��� ����� ����� ���
������

s±(G) � η±(G) + exp(G)− 1 = 5 + 8− 1 = 12.

����� ������ ��� exp(G) = 4� ����� ������� ��� s±(G) = 8� �������
G = C2

4 � ���� ������� ���� ����� s±(G) � 4 + 2 · 2 = 8� ���� S ��� ���������
�� ��������� �� G ��� |S| = 8� ���� log2 |G| + 1 = 5� ��������� � �������
��� ��� � ��� ������������ �������� �� S �� ������� 6� ������ T |S �� A�����
���� ��� |T | ∈ {2, 4}� �� |T | = 4, T � � ������������ ���������� �� |T | = 2�
����� |ST−1| = 6 � ���� ����� ��������� ������ T �|ST−1 �� A����� ���� ���
|T �| ∈ {2, 4}� �� |T �| = 4, T � � � ������������ ��������� � �� |T �| = 2� ����� TT �

� � ������������ ���������� �� �������� ����� ������� s±(G) � 8 � � ���������
������

�� G = C2
2 ⊕C4� ����� ��� ����� s±(G) � η±(G)+exp(G)−1 = 5+4−1 = 8�

���� 6 > 5 = log2 |G|+ 1� ���� ������� ��� ��� ���� S ��������� �� ���������
�� G �� ������� 8� �������� ������������ �� S �� ������� 6 ������ ��� �����
������������ �� ������� 4 �� 2 �� A����� ����� �������� S1� �� |S1| = 4� S1

� � ������������ ���������� |S1| = 2� ����� |SS−1
1 | = 6 � ���� ��� ��� ����

������� ��� ���� ������ S2|SS
−1
1 ������������ �� A����� ���� ��� |S2| = 4 �� 2�

�� |S2| = 4� S2 � � ������������ ���������� �� |S2| = 2� ����� |S1S2| = 4 � S1S2 �
� ������������ ���������� ������ s±(G) � 8 � ���������� ��� s±(C

2
2 ⊕C4) = 8�

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

��������� ��� s±(C16) = E±(C16) = 16 + �log2 16� = 16 + 4 = 20 ����
������� ����� ���������� ��� s±(G) = η±(G)+exp(G)−1 ������ ��� exp(G) � 4
�� �������� �������������� s±(G) � η±(G)� ���� exp(G) = 2� ����� G = C4

2 � �
��������� ����� ������� �� ��� ������ ���� G = C3

2 �� ���� �� ������������
�� ���� ��������� ������ ��������� s±(G) = η±(G)+exp(G)−1 ���� ���� �����
�������� G ��� |G| = 16.

����� ���� G = C2 ⊕ C2n ��� n ∈ N

������ �� ���������� �� ����� �������� � � ������� ����� ������� �����������
��� ���������� ���� �������� � ����� ����� �� s±(G) ���� G = C2 ⊕ C2n, n � 2�
���� ��������� � ����� �� �������� �� �� �� ������� �� ���� �� �����

������� ����� ���� G = C2 ⊕ C2n, n � 2. �����

s±(G) = 2n+ �log2 2n�+ 1.

������������� ���� ������� ��� ��� ���� l = 1� ����� η±(G) = �log2 2n�+2�
���� exp(G) = 2n� ����� η±(G) + exp(G)− 1 = �log2 2n�+ 2n+ 1.

��� ������ ����� s±(G) � exp(G) + η±(G) − 1. ��������� ����� ������� ���
s±(G) � exp(G) + η±(G)− 1�

����� �������� ��� ��� � ���� η±(G) = D±(G) = �log2 |G|� + 1 ��� �������
�������� � �������� �� D±(G) ����� �� ������� ��� ��������� � ��� ������ �
�log2 |G|�+ 1��

����� A = {−1, 1} � S ��� ��������� �� ��������� �� G ��� |S| = exp(G)+
η±(G) − 1 = exp(G) + �log2 |G|� � ������� ��� ����������� ��� S ��� ������
������������ �� A����� ���� �� ������� exp(G)�

����� ������� ������������ ��� ��������� ��������� ���� M |S ��� ��� |M |
� � ����� �������� ��� � M ������ ������������ �� A����� ���� �� ������� m
���� ���� m � |M |, m ���� ���� ��� ���� �������� ���������� ��� ������� ����
� ��������� ������� ������ ���� ��������� � ������������ �� ������� �� �������
��������� � ������� ��� |M | � exp(G)�

��������� �������� ��� |M | > 0� ���� ���� ���� ������� ����� |S| �

g±(G) = 2n + 2� ����� ������� ������� ��� S ��� � ����� �� ��������� ����
�� ����� ������ ���� �������� �� g±(G)� S ����� ��� ������������ �� A����� ����
�� ������� exp(G)� � ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� ������ ������
g ∈ G ��� g2|S � g2 � ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� � ���������
��� |M | � |g2| = 2�

�������� ��� M−1S ��� ���� ��� ������������ �� A����� ���� �� �������
��� ����� �� ����� � |M |+2� �� ����� �� ������ N |M−1S ������������ �� A�����
���� ��� |N | = 2k < |M |+2� ����� MN ������ ������������ �� A����� ���� ��
������� r ���� ���� r ���� r � |MN |� ���� n < |M | ���� � ����� ���� ����������
�� ��������� M � ���� n � |M |+2� ������� �������� N ��� ������������� ��
M �� ������� n− |N | ����� ��� |N | � |M |+ 2 � n � |M |+ |N |�� ��� |M | � �
����� ��� �������� �����

���� ������� ����� ��� M−1S ��� ������ ������������ �� A����� ����
�� ����������� 2� ����� ��� M−1S � ����� �� ��������� �� �����������������
|M−1S| < g±(G) = 2n + 2� ��� |M−1S| � g±(G)� ����� ������ P |M−1S ���

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

|P | = exp(G) = 2n �� A����� ����� ��� P |M−1S|S� ������������� � ���
������� ����� S ��� ������� ������������ �� ���� ���� �� ������� exp(G)��

����� ���� ��� ���� |M−1S| = |S| − |M | < 2n + 2 � |S| = 2n + �log2 |G|��
����� |M | � |S|−2n−1 = �log2 |G|�−1� � ������� ����� ������� ���� ���� ���
����� |M | � �log2 |G|�� ������� ��� ���� ��� ������� ����� |M | = �log2 |G|� − 1
� |M−1S| = |S|− |M | = 2n+ 1� ��������� H ≤ G, H = C2n � ���� e � ��������
�� ����� 2 ��� ��� G = �e� ⊕ H� ������� M−1S = T0(e + Te) ���� T0, Te ���
���������� ����� H� ���� ��� ����� ��� ������ �� ���������� ��������� Tx �
����� ��� ���� � ����� |Tx| � n+ 1� ���� �log2 2n� � n− 1 ���� n � 3� �����
|Tx| � �log2 |H|�+2 � ����� �� ��������� ��� ��� ��� Tx ������ ��� ������������
�� A����� ���� �� ����������� ��� � �� ������ �log2 |H|�+2� ���� ��� ���� ���
������� � ���������� �� ��� ������������ �� A����� ���� �� ����� ������� ��
M−1S� ���� � ����� �� x = 0 � ���� x = e� ���� ����� �� ���� �� ��� � ������� ��
��� ������������ � ��� � �(e) = 2� ����� �log2 |H|�+2 = �log2 |G|�+1 = |M |+2�
������������� � ��� �������� ����� M−1S ��� ������� ������������ �� A�����
���� ��� ����������� ��� � �� ������ |M |+ 2�

������������� ����� ��� |M | � �log2 |G|�� ��� ��� ������ |M | � exp(G)−2�
����� |M−1S| � �log2 |G|� + 2� �� ����� ���� ��������� ���� ����� ��� ����
��������� �� M−1S ��� ��������� ������������ �� S� �� A����� ���� � �������
��� ����� �� ����� � �log2 |G|�+2 � |M |+2� ��� ������������ ���������� ����
����� ��� |M | � exp(G)� ��� ��� ��� |M | � ��� � ���� ������� � ������������
�� ��������

���������� ����� ���� G = C2 ⊕ C2n� �� n = 1� ����� s±(G) = 5 � η±(G) = 4
���� ���� ����� ������ �����

s±(G) = 5 = 4 + 1− 1 = η±(G) + exp(G)− 1.

�� n � 2� ���� ������� ���� ����� s±(G) = 2n+�log2 2n�+1 � ���� �������
���� ����� D±(G) = η±(G) = �log2 2n�+ 2� ������ �����

s±(G) = 2n+ �log2 2n�+ 1 = �log2 2n�+ 2 + 2n− 1 = η±(G) + exp(G)− 1.

����������� ��������� ��� � ������� ����� �� ������� ���� G = C2 ⊕C2n ����
���� n ∈ N�

����� ���� G �� ����� 32

���� ���� ��� �������� �� ����� ��� �� �� ��������� �� �������� � �� ��
������� �� ����

���� ����� ����� r, n ∈ N� �����

η±(C
r
2 ⊕ C2n) � max

�

�log2 2n�+ r +

�
r

2n− 1

�

, r + A(r, n)

�

+ 1

���� A(r, n) =

�

1 �� r � n

�r/n� �� r > n
.

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

������������� �� n = 1� ����� Cr+1
2 �� 2������ ��������� � ���� η±(C

r+1
2 ) =

|Cr+1
2 | = 2r+1 ���� ���� ����� ��� ����� �����

�log2 2n�+ r +

�
r

2n− 1

�

= r + 1 + r = 2r + 1 �

r + A(r, n) =

�

1 + 1 = 2 �� r = 1

r + r = 2r �� r > 1
= 2r.

������

max

�

�log2 2n�+ r +

�
r

2n− 1

�

, r + A(r, n)

�

+1 = max{2r+1, 2r}+1 = 2r+2

� ���� ���� ��� �� ���� ���� η±(C
r+1
2 ) = 2r+1 � (2r+1)+1 = 2r+2� ���� �����

� ���� ������ n = 1�
������� ����� n > 1� ���� A = {−1, 1} � ��������� � ���������

S =
r�

i=1

ei

s�

t=0

ft

k�

j=1

gj,

���� s = �log2 2n� − 1� k =
�

r
2n−1

�
� ei, ft, gj ��� �������� ���� �������

ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

��� 1 �� i������ ������� ���� 1 � i � r,

ft = (0, 0, . . . , 0, 2t), ���� 0 � t � s,

gj+1 = (0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1),

��� 1 �� (r+1)������ ������� � ��� �������� (2n−1)j+1, (2n−1)j+2, . . . , (2n−
1)j + 2n− 1, ���� 0 � j � k − 1.

����� ������� ��� S ��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� �����
�������������� ���� ���������� �� S� � �������� ���

�r
i=1 ei

�s
t=0 ft ��� ������

������������ ��� ������� �� A����� ����� ������ ��� ������������ �� A�����
���� �� S ���� ������ ���� ����� �� �������� ��

�k
j=1 gj� ��� ����� ����� �� T |S

� �� A����� ���� ��� ������ �� ��� g�j�� ����� T ���� ������� �� ������� 2n−1
��������� ����� �� e�i� � �� ����� �� f �

t�� �� ����� |T | � 2n+1 > 2n = exp(Cr
2⊕C2n)

� T ��� �������� � �������� ��� � ��������� η±(C
r
2 ⊕C2n) ������ ���� ������ ���

η±(C
r
2 ⊕ C2n) � |S| = r + (s+ 1) + k = r + �log2 2n�+

�
r

2n− 1

�

.

���� ��� ��� η±(Cr
2⊕C2n) � r+A(r, n)+1� ������� ��� �� r � n ����� � ���������

S1 = f1
�r

i=1 ei � ��� ��� |S1| = r + 1 = r +A(r, n) � S1 ��� ������ ������������
��� ������� �� A����� ����� �� r > n� � ��������� S2 =

�r
i=1 ei

�u
j=1 hj ����

u = �r/n� �
hj+1 = (0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 1)

��� 1 �� (r+1)������ ������� � ��� �������� nj +1, nj +2, . . . , nj + n ��� 0 �

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

j � u−1 � ��� ��� |S2| = r+�r/n� = r+A(r, n) � S2 ��� ������ ������������ ���
������� �� A����� ����� �� ����� �� ����� ����� ���� ������ ������������� ����
S�
�r

i=1 ei ��� ������ ������������ �� A����� ����� ������ ��� ������������ ��
A����� ���� �� S2 ���� ������ ���� ����� �� �������� ��

�u
j=1 hj� ��� �����

����� ���� T ������������ �� A����� ���� �� S2 ��� �������� �� ��� h�
j�� �����

T ���� ������� �� ������� ���� h�
j� ���� ��� ���� �������� ����� � ���� �� (r+1)�

����� ������� � ���� T ���� ������� �� ������� 2n ��������� ��
�r

i=1 ei� �� �����
|T | � 2n+ 2 > 2n = exp(Cr

2 ⊕ C2n) � ���� ������ ���

η±(C
r
2 ⊕ C2n) � |S2|+ 1 = r + A(r, n) + 1.

���� ������� � ������������ �� �����

���������� ����� ����� G �� ����� ������� ��������� A = {−1, 1} � S =
g1, . . . , gn ∈ F(G)�

��� �� S � ����� �� ��������� � M = {gj + gj | 1 � i < j � n} � ��� ���
�
n
2

�

> |M |� ����� ���� ����� ���� ��� ����� ��� ������ M ��� ������� ��
����� gi + gj = gk + gl ���� i, j, k, l ∈ [1, n] ��� {i, j} �= {k, l} � � ���� �� S
��� ����� �� ��������� ������� ��� {i, j} ∩ {k, l} = ∅� ���� S ������ ���
������������ �� A����� ���� �� ������� 4�

��� �� n � 4 � g1 = g2 ����� g1g2 � ��� ������������ �� A����� ���� �� S ��
������� 2� ������ �� T = (g1g2)

−1S ��� � ����� �� ���������� ������ T1|T
�� A����� ���� �� ������� 2 � ���� g1g2T1 � ��� ������������ �� A�����
���� �� S �� ������� 4�

���� ����� �����

s±(C
3
2 ⊕ C4) = 10 � η±(C

3
2 ⊕ C4) = 7.

������������� ����� A = {−1, 1}� G = C3
2 ⊕ C4 � S = g1 · · · g10 ∈ F(G)�

�� S � ����� �� ���������� ����
�
10
2

�
= 45 > 32 = |G|� ����� S ������ ���

������������ �� A����� ���� �� ������� 4 ���� ���� ��� �� ���������� �����
������� ����� ��� S ��� � ����� �� ��������� �� ��� ����� �� �������������
��������� g1 = g2� ���� ���������� ���� ���� �� T = (g1g2)

−1S ��� � ����� ��
���������� S ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 4� �����
������� ����� T ����� �� ����������

�� T ��� �� ������ �� �������� �� ����� 4� ����� ���� ����� ���� ����
������ �� T ��� ����� ����� �� ������ 2� ���� � ���� �� ���� ���������
��������� �� C3

2 ⊕C4 �� ����� �� ������ 2 ��� ����� 2� G ������ 15 ���������
�� ����� 2 �

�
7
2

�
= 21 > 15� ���� ���������� ���� ���� T ��� ��������� S� ������

��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 4�
�� T ������ ���� ����� ���� ��������� �� ����� 4� ��������� � �������� ������

D = {gi ± gj, 3 � i < j � 10, �(gi) = �(gj) = 4}

∪ {gr + gs, 3 � r < s � 10, �(gr) = �(gs) = 2} .

����� D ⊆ {g ∈ C3
2 ⊕ C4 | �(g) � 2}� �� ����� ���� �������� ������ � ���� ��

���� ��������� ��������� �� ����� �� ������ 2 ��� ����� 2 �� ��������� ���

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

�� ��������� �� ����� 4 ����� ����� ��� �� ��� ��� ������ ���������� ����� � 1
�� 3 � �� C4� 1 + 1 = 2� 3 + 3 = 2 � 1 + 3 = 0� � ���� �� ��������� �� ����� 4
�� C3

2 ⊕ C4 ������ ������� ��������� �� ����� �� ������ 2�
���� N = 2

�
c
2

�
+
�
d
2

�
���� c � d ��� ������� ��� g�i� ��� ����� 4 � 2�

��������������� � ������� ��� c + d = 8� ������� 16 ��������� �� ����� 4 ��
C3

2 ⊕ C4� ��� ���� |T | = 8 � ������� ��� ���� ����� ���� ����� ��� �����
4� ����� c ∈ [2, 8]� ������������ �� ������� �� c �� N ����� ��� N � 16 ����
�������� c ∈ [2, 8]� ��� ���� |D| � |{g ∈ C3

2 ⊕ C4 | �(g) � 2}| = 15� ����� ���
���� ��� ����� A����������� �� D ����� ��� ������� ���� ���� ��������� ���
��������� ���������

���� �� �� ��� ��� ����� A����������� gi ± gj ��� �(gi), �(gj) = 4 � ����� �
��� ��� ����� gr + gs ��� �(gr), �(gs) = 2� ����� gigjgrgs � ��� ������������
�� T �� A����� �����

���� �� �� gr+gs = gu+gv� ����� ���� ���������� ��������� grgsgugv ����� ���
������������ �� T �� A����� �����

���� �� �� ���� ����� A����������� gi±gj � gp±gq ��� gi, gj, gp, gq ���������
�� ����� 4� ��� ������ � {i, j}∩ {p, q} = ∅� ����� gigjgpgq � ��� ������������ ��
T �� A����� ����� �� {i, j}∩ {p, q} �= ∅� ����� |{i, j}∩ {p, q}| = 1 � ������� ���
���� �(gj) = 4� gi + gj �= gi − gj� ������ �� �������������� ���� � ��������� ���
����� A����������� ���� �� �������

gi + �gj = gp + δgq,

���� i, j, p, q ∈ [3, 10] ��� i < j, p < q, |{i, j} ∩ {p, q}| = 1 � �, δ ∈ {1,−1}�
����� ������� ���� ��� ������

�� i = p� ����� gjgq � ��� ������������ �� A����� ���� �� �� T �� �������
2�

�� i = q � δ = 1� ����� gjgp � ��� ������������ �� A����� ���� �� �� T ��
������� 2�

�� j = p � � = 1� ����� gigq � ��� ������������ �� A����� ���� �� �� T ��
������� 2�

�� i = q � δ = −1� ������� ��� ��������� �� �����

gs + λgt = 2gu, ���� {s, t, u} = {i, j} ∪ {p, q}, λ ∈ {1,−1}. �����

�� j = q� ����� i �= p � ���� T � ����� �� ���������� gi �= gp� ���� δ �= � �
������� ����� ���� ��� ��������� ���� ������

������ ������� 2gt �� ���� ���� �� ������ ����� gs+(λ+2)gt = 2(gu+gt) = 0�
�� ��� �(gu + gt) = 2� ���� λ + 2 ∈ {1, 3} � 3gt = −gt� ����� gsgt ���
������������ �� A����� ���� �� T �� ������� 2�

���������� ��������� ��� s±(C
3
2 ⊕ C4) � 10. ������ ���� ���� �����

η±
�
C3

2 ⊕ C4

�
� �log2 4�+ 3 +

�
3

4− 1

�

+ 1 = 7

�� ���������� �����

10 � s±
�
C3

2 ⊕ C4

�
� η±

�
C3

2 ⊕ C4

�
+ 3 = 10.

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

���� �������� � ������������ �� �����

���� ����� ���� ���� k > 1 � ���� ��� ��������� �� Ck
2 � � ���� �� Ck

2 �

������������� ����� �������� ��� ������� ����� k� �� k = 2� ����� Ck
2 =

{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} �

(0, 0) + (0, 1) + (1, 0) + (1, 1) = (0, 0).

������� ��� ���� k = t ∈ N�2 ���� ������� ���
�

a∈Ct
2
a = 0� ���� k = t+1�

����� Ct+1
2 = Ct

2 ⊕ C2 �

�

(a,b)∈Ct+1

2

(a, b) =
�

a∈Ct
2

(a, 0) +
�

a∈Ct
2

(a, 1) = (0, 0) + (0, 2t · 1) = (0, 0).

���� ������� � �������������

���� ����� �����

s±(C2 ⊕ C2
4) = 9 � η±(C2 ⊕ C2

4) = 6.

������������� ����� A = {−1, 1}� G = C2 ⊕ C2
4 � S = g1 · · · g9 ∈ F(G).

����� ������� ��� S ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 4�
�� S � ����� �� ���������� ����

�
9
2

�
= 36 > 32 = |G|� ���� ���������� ����

���� S ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 4� ������ ������
��� ����� �� ������������� ��� g1 = g2 � ���� ���������� �������� �������
����� T = (g1g2)

−1S ����� �� ����������
����� ������� ��� T ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� �������

4 �� 2� ������� ��� G � ������� ���� �������� ������� ���� ��������� �� �����
2 � 24 ��������� �� ����� 4�

����� ������������ �� ��������� �� ����� 4 �� G� ���� g = (x, y, z) ∈ G
��� ����� 4� �� ������� y �� ������� z �� ����� 4 �� C4� ����� ����� ��� g �
�� ���� 1 �� 2� ���������������� �� ����� y � z ��� ����� 4 �� C4� ����� �����
��� g � �� ���� 3� ��� ���������� � ��� � ���� �� ���� ��������� �� ����������
����� ��� ����� 4� � ���� �� ���� ��������� �� ����� ���� ��� ����� 2 � �
���� �� ���� ���������� �� �� ���� ����� ��� ����� 2� ���� ������ ��� � ���
�������� �� ��������� � ����� ��� ��� �� gi, gj � gk ��� �� ����� ����������� �����
�� ������ ����� A����������� gi ± gj ± gk ��� ��������� � �� ����� �� ������
2�

� ������� ����� ���������� ������ ����� �� ������ ��� � ���������� �� ����
������ �� ����� 4 �� T �

���� �� �� T ��� �� ������ ���� ��������� �� ����� 4� ����� T ������ ����
����� ����� ��������� �� ����� �� ������ 2 � ����

�
5
2

�
= 10 > 8� ���� ������

����� ���� ���� T ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 4�

���� �� �� T ���������� ���� ��������� �� ����� 4� ������� g7, g8, g9� �����
g3, g4, g5, g6 ��� ����� �� ������ 2� � ������ �� ������������� �� ������� 2
�� g3g4g5g6 �

�
4
2

�
= 6 � ���� ���� ������������ gigj� ������� ����� ������������

��� ���� gi + gj�

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

������� ��� ������ �� ��������� g7, g8, g9 ���� ����� ���� ����� ��� �� �����
����� ������� g7 � g8� ���� �(g8) = 4� ����� g7 + g8 �= g7 − g8� ��������� �
��������

B = {gi + gj | 3 � i < j � 6} ∪ {g7 + g8, g7 − g8}

� ������� ��� B ⊆ {g ∈ G | �(g) � 2}� �� ����� |B| � 8� �� ������� ���
����� A����������� ��� ������ B � ����� ����� ���� ��� ����� gi + gj ���
3 � i < j � 6 ����� ��� ������� �� ��� ���� gi + gj 3 � i < j � 6 ���� ��� �����
� g7+ g8 �� g7− g8 � �� �������� ����� ����� ��� ������������ �� A����� ����
�� T �� ������� 4�

�� �� ���� ��������� g7, g8, g9 ��� ���� �� �� �� ����� ����� ���� ��� ������
����� ������ �� ������ ����� A����������� g7±g8±g9 ��� ��������� � ��� �����
�� ����� �� ������ 2� �� ����� ��� ��������� g3, g4, g5, g6 � ����� � ��� ���
����� A����������� g7 ± g8 ± g9� ����� ������� ��� ������������ �� A�����
���� �� T �� ������� 4� ���� ���������� �� ��������� g3, g4, g5, g6 ����������
��� �� ������ ����� g7±g8±g9 ��� ��� ����� �� ��������� �� ����� �� ������
2 �� G� �� ����� ������ � �������� �� G �������� � C3

2 � ����� ���� ���� k > 1
� ���� �� ����� �� ��������� �� Ck

2 � ���� ���� ���� ����� �����

0 = g3 + g4 + g5 + g6 + (g7 + g8 + g9) + (g7 + g8 − g9)
+ (g7 − g8 + g9) + (g7 − g8 − g9)

= g3 + g4 + g5 + g6 + 4g7
= g3 + g4 + g5 + g6

�� ����� g3g4g5g6 � ��� ������������ �� T �� A����� �����

���� �� �� T ������ ������ ��������� �� ����� 4� ������� g6, g7, g8, g9� �����
g3, g4, g5 ��� ����� �� ������ 2�

������ �� ����� g6, g7, g8, g9 ���� ����� ���� ��������� ��� �� ����� �����
������� g6, g7, g8� ��������� ��� � ���� �� ��������� �� ����� 4 �� �����
���� ��� ����� 2� ����� �� ����� A����������� g6 ± g7, g6 ± g8, g7 ± g8 � �� ����
����� gi + gj, 3 � i < j � 5� ����� ������� ���� ������ � ���� ��� ������ ��
����� �� ���� ����� ���� ������� ��� T ������ ��� ������������ �� A����� ����
�� ������� 4�

�� ����� g6, g7, g8, g9 �� ���� ��������� �� �� ����� ������� g6, g7 � �� ������
���� ��� �� �� ����� ����� ������������ �� ��������� g6± g7� g8± g9 ����������
��� �� ����� gi+gj, 3 � i, j � 5� �� ���� ������ ����� A����������� ��� �������
����� T ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 4� �� ������ �����
� 0� ����� T ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 2� �� �����
���� ��� ��������� � ��� ������ ����� ���� ��� ����� �� ��������� ��� ����� ��
����� 2 �� G � ���� ����� �� ���� ��������� � ���� ����� � 0� ������ �� �����
����� �� ��������� ������� 2(g6+g8) � ���� (g6+g8) ��� ����� 4� � ����������
��� �������� ���� ��������� �� ����� 4 �� �� ���� � ���� �� ����� �����

����������� �� ���� ��������� �������� g6, g7 ��� �� ����� ���� � �� ������
���� ��� ���� �� �� �� ��� ������ ������ ��������� �� ����� A�����������

g5 + g6 ± g8 ± g9, g6 + g7, g6 + g7 + g3 + g5, g6 + g7 + g4 + g5.

���� �������������� �� ���� ������ ����� ��� ������ �� ��� ����� � 0� �����
��� ��� ������������ �� A����� ���� �� T �� ������� 4 �� 2� ����������������

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

���� ���������� � ���� ����� ����� � 3g6 +3g7 + g3 + g4 = −g6 − g7 + g3 + g4 = 0
� ���� ��� ������� ��� ������������ �� A����� ���� �� T �� ������� 4�

���� �� T ������ ���� ����� ���� ��������� �� ����� 4� �������� g4, g5, g6, g7�
g8 � g9� �� ������ ������ ��������� ��� �� ����� ����� �������� g4, g5, g6, g7�
����� ���������

g4 ± gj, j ∈ {5, 6, 7}, � g5 ± g6.

�� ����� �� ����� A����������� ����� ��� ���������� ����� ��� ����� � 0 �
������� ��� ������������ �� T �� A����� ���� �� ������� 2� �� ���� �����
��� ������� ����� ������� ��� ������������ �� T �� A����� ���� �� ������� 4
���� ����� ��������� ����� �� ���� �����

�� �� ������ ���� ��������� ��� �� ����� ����� ����� ����� �� ���������
��������������� �� �� ���� ��������� �� �� ����� ����� ����� ���� ����� ����
��� ��������� ��������� ��� �� �� ����� ����� ������� g4, g5, g6 �� �� ���� �
g7, g8 �� ������ ������������ �� ����� A����������� g4 ± g5, g4 ± g6, g5 ± g6 �
g7 ± g8� ������� ��� ���� ����� ����� ��� ������ � ���� ��� �� ��� ������������
�� A����� ���� �� T �� ������� 4�

�� �� ���� ��������� �� ���� ����� �������� g4g5 �� ���� �� g6, g7 �� ����
� � g8, g9 �� ���� �� ���� �������� �� ������ �� ������������� �� ���������
g4 ± g6 ± g8 ��� ����� ��������� �� �� ����� ������ g4 ± g7 ± g9 ��� ����������

�� ����� �� �������� ����� ��� ����� � ����� �� �������� ������� ���
������������ �� A����� ���� �� T �� ������� 4� ���� ���������� ����� ���
����� �������� ��� ��������� �� ����� 2 �� G� �� �(g3) = 2� ����� g3 � �����
� �� ����� � ���� ��� �� � ������������ ���������� �� �(g3) = 4� ����� �� ����
��������� �� �� ���� � ���� �� ����� � �������� �� ���� ���������

���� �� T ������ ����� ��������� �� ����� 4� ������� g5, g6, g7, g8, g9� � ����
��������� �� ����� 2� ������� g3, g4�

�� ����� �� ��������� �� ����� 4 �� ������ ��������� �� ����� ���� �� ����
��������� �� �� ���� � ���� �� ������ �������� ����� � ���� ��

�� ���� ����� ��������� ����� ������� ��� ��������� �� ����� 4 �� ����� ��
���� ������ ����� ����� �� ���� ��������� ������ ��� ����������
������� ���� �� �� ��������� ������� g5 �� �� ����� ���� ���������� �������
g6, g7 �� ����� ���� � g8, g9 �� ������ ����� ����� ��������� �� �� ����� �� ������
��������� ��������� g5 ± g7 ± g9 � ����� � ����� ��� ��������� g5 ± g6 ± g8 �����
����� ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 4� �� ��� ����� ����������
����� ����� ����� � ����� � g3 � ���� ��� ������� ��� ��� ������������ �� A�����
���� �� T �� ������� 4�
������� ���� �� ���� ��������� �� �� ����� ������� g5, g6, g7 � �� ������ ����
��������� ��� �� �� ���� �� ��� ������ ���� ������ ��������� �� ���������

g5 ± g8 ± g9, g5 ± g6 + g3, g5 ± g7 + g3.

���� ����� ������ � ��������� �� ���� ������ ��������� ��� �� � ������������
���������� �� ����� ��� ���������� ����� ��� ����� �� ��������� �� ����� 2 �� G
� g4 � ����� � ����� ������ ��� ����� ������� � ������������ ����������

����������� ��������� ��� s±(G) � 9�
���� � ��������� (1, 0, 0)(0, 1, 0)(0, 2, 0)(0, 0, 1)(0, 0, 2) ��� ������ ����������

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

��� ��� ������� �� A����� ����� ����� η±(G) � 6 � ��� ��

9 � s±(G) � η±(G) + exp(G)− 1 � 5 + 4− 1 = 9.

���� �������� � ����� �� �����

���� ����� �� G � �� ����� �������� ��� |G| = 32 � exp(G) = 8� �����

s±(G) = 13 � η±(G) = 6.

������������� ����� A = {−1, 1} � S = g1 · · · g13 ∈ F(G)� ����� �������
��� S ������ ��� ������������ �� A����� ���� �� ������� 8�

�� S � ����� �� ���������� ������� ���
�
13
2

�
= 78 > 32 = |G|� ���� ����������

���� ���� ������� S1|S �� A����� ���� � �� ������� 4� ����
�
9
2

�
= 36 > 32

����� � ��������� SS−1
1 ������ ������ ��� ������������ �� A����� ���� ��

������� 4� ������� S2� ����� S1S2|S � �� A����� ���� �� ������� 8�
������� ����� ��� S ��� � ����� �� ���������� ������� g1 = g2� �����

T = g1g2 � ��� ������������ �� A����� ���� �� S �� ������� 2�
�� ST−1 � ����� �� ���������� ���������� ���

�
11
2

�
> 32� ������ T1|ST

−1 ��
A����� ���� �� ������� 4 ���� ���������� ���� ���� ���� |ST−1T−1

1 | = 7 =
�log2 |G|� + 2� ���� ��������� ��� ���� ������ T2|ST

−1T−1
1 �� A����� ���� ���

|T2| ∈ {2, 4, 6}�
�� |T2| = 2� ����� TT1T2 � ��� ������������ �� A����� ���� �� S �� �������

8� �� |T2| = 4� ����� T1T2 � ��� ������������ �� A����� ���� �� S �� �������
8 � �� |T2| = 6 ����� TT2 � ��� ������������ �� A����� ���� �� S �� �������
8�

�� ST−1 ��� � ����� �� ���������� ������� g3 = g4� ����� U1 = g3g4 � ���
������������ �� A����� ���� �� S �� ������� 2� ���� |ST−1U−1

1 | = 9� ����
��������� ��� ���� ������ U2|ST

−1U−1
1 �� A����� ���� ��� |U2| ∈ {2, 4, 6}. ��

|U2| = 6� ����� U2T � ��� ������������ �� A����� ���� �� S �� ������� 8� ��
|U2| = 4� ����� U2T1 � ��� ������������ �� A����� ���� �� S �� ������� 8 �
�� |U2| = 2� ����� |ST−1U−1

1 U−1
2 | = 7 � �� ���� ���� ��������� ��� ���� ������

U3|ST
−1U−1

1 U−1
2 ��� |U3| ∈ {2, 4, 6} � ���� ���� ����� �� |U3|� ����� ��� ���

������������ �� A����� ���� �� S �� ������� 8� �� |U3| = 2� ����� U2U3T1� ��
|U3| = 4� ����� U3U2T � �� |U3| = 6 ����� U3T � �� �������� ����� ����������
��� s±(G) � 13�

������ G = C4 ⊕ C8 �� G = C2
2 ⊕ C8� �� G = C4 ⊕ C8� ����� � ���������

(0, 1)(0, 2)(0, 4)(1, 0)(2, 0)

��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� ���� � �� G = C2
2 ⊕ C8� ����� �

���������
(0, 0, 1)(0, 0, 2)(0, 0, 4)(0, 1, 0)(1, 0, 0)

��� ������ ������������ ��� ������� �� A����� ����� �� �������� ����� �����
η±(G) � 6�

�� ������ ��� �� ����������� ������� ������ �����

13 � s±(G) � η±(G) + exp(G)− 1 � 6 + 8− 1 = 13

� ���� ������� � ����� �� �����

��



�������� �� ������� ����� sA � ηA ��� A = {−1, 1}

������� ����� �� G � �� ����� �������� ��� |G| = 32� ����� s±(G) = η±(G)+
exp(G)− 1.

������������� �� G � �� 2������ ���������� ����� s±(G) = 33 � η±(G) = 32
���� ���� ���� � �����

η±(G) + exp(G)− 1 = 32 + 2− 1 = 33 = s±(G).

�� exp(G) = 4� ����� G = C3
2 ⊕ C4 �� G = C2 ⊕ C2

4 � ���� � �������� �����
���� ���� ���� �����

η±(G) + exp(G)− 1 = 7 + 4− 1 = 10 = s±(G)

� ���� � ������� ����� � ���� ���� ��� �� ���

η±(G) + exp(G)− 1 = 6 + 4− 1 = 9 = s±(G).

�� exp(G) = 8� ����� ���� ���� �����

η±(G) + exp(G)− 1 = 6 + 8− 1 = 13 = s±(G).

�� exp(G) = 16� ����� G = C2 ⊕C16 � � ��������� ����� �� ���������� �����
��� ��� �� G = C32� ����� s±(G) = 32+�log2 32� = 32+5 = 37 ���� �������

���� � D±(G) = η±(G) = 1 · 5 + 1 = 6 ���� ���� ���� ����

η±(G) + exp(G)− 1 = 6 + 32− 1 = 37 = s±(G).

��



����������� �������������

��� �� �� ��������� �� �� ����������� �� ����� ��� �� �� ������� �������
��������� �������� ������� ������ ��� ���� ����� ���������������� ���
����������� �������� �� ��� �� �������� �����

��� �� �� ��������� �� �� ����������� ��� �� �� ���� �� �������� ��������
���������� ���� ����� ������ ��� �� �������� �����

��� �� �� ��������� �� �� ����� �� �� ������������ �� �� �������� ��� ��
����������� ������������� �� �������� ��������� �������� ����� ���� ��
����� �����

��� �� �� �������� ��� �� ����� ��������� �������� ���� ������� ��� ����
������� ���������� ��������� �� �� �� ���� �����

��� �� �� ��������� �� �������� ��� �� �� ������� �������� ������� ���
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