BRUNA MARIA FRUTUOSO

SOBRE ALGUNS INVARIANTES EM PROBLEMAS DE SOMA
ZERO

Dissertacao apresentada a Universidade
Federal de Vicosa, como parte das exi-
géncias do Programa de Poés-Graduacao
em Matematica, para obtencao do titulo
de Magister Scientiae.

VICOSA
MINAS GERAIS - BRASIL
2019



Ficha catalografica preparada pela Biblioteca Central da Universidade
Federal de Vicosa - Campus Vicosa

Frutuoso, Bruna Maria, 1997-

F945s Sobre alguns invariantes em problemas de soma zero /
2019 Bruna Maria Frutuoso. — Vigcosa, MG, 2019.
vii, 78 f. :1l. ; 29 cm.

Orientador: Abilio Lemos Cardoso Junior.
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Vigosa.
Inclui bibliografia.

1. Grupos abelianos. 2. Teorema. 3. Teoria dos nimeros.
I. Universidade Federal de Vigosa. Departamento de
Matematica. Programa de P6s-Graduagdao em Matematica.
II. Titulo.

CDD 22.ed. 512.2




BRUNA MARIA FRUTUOSO

SOBRE ALGUNS INVARIANTES EM PROBLEMAS DE SOMA
ZERO

Dissertacao apresentada & Universidade
Federal de Vigosa, como parte das exi-
géncias do Programa de Pos-Graduagao
em Matematica, para obtencao do titulo
de Magister Scientiae.

APROVADA: 10 de julho de 2019.

W
5a/@ Rao

Bhavinkumar Kishor Sinh Moriya Savio Ribas

([l 0s Cardoso Junior
(Orientador)



i

Aos meus pais Joao e Custidia
e minhas 1rmas Paula e Jilia.



"Ninguém pode crescer se nao aceitar que € pequeno.”
Papa Francisco

il



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, por me dar forcas para seguir sempre em
frente e por abencoar meu caminho, através de tantas oportunidades e pessoas
incriveis que passaram por minha vida até hoje.

Aos meus pais, Joao e Custodia, por todo apoio e amor que sempre dedicaram
a mim. Por acreditarem em mim e por estarem ao meu lado sempre. Essa
conquista é especialmente para voceés.

Agradeco a minha irma Paula, pelas noites que passou (ou tentou passar)
assistindo aos meus ensaios de semindarios e por sempre me ajudar a tomar as
decisoes importantes da vida.

A minha irma cagula, Jilia, pela ajuda no trabalho duro de elaboracao desse
trabalho. Obrigada por se dedicar a aprender comandos do LaTex e me ajudar
na extensa tarefa de escrever essa dissertacao. Sua ajuda foi cruciall

As minhas companheiras de apartamento ao longo desses anos, nos divertimos
muito! Aprendi muito sobre a vida com a nossa troca de experiéncias, vocés me
ajudaram tanto! Vocés sao minha familia de Vigosa.

Aos meus amigos e colegas de curso, por tornarem a vida académica mais leve
e agradavel, pelas horas de estudo em equipe e pelos conhecimentos que trocamos.

Ao meu orientador, Professor Abilio, por toda a dedicacao e por acreditar em
mim. Obrigada pela paciéncia em explicar a mesma coisa varias vezes quando
necessario e por todo o aprendizado que me proporcionou.

A todos os professores que tive durante a minha vida académica, pelos ensina-
mentos académicos e sobre a vida. Vocés contribuiram para que eu me tornasse
quem eu sou hoje, por isso sou muito grata a voceés!

A CAPES pelo fundamental auxilio financeiro.

Por fim, muito obrigada a todos que direta ou indiretamente contribuiram
com a realizacao deste trabalho.

iv



Sumario

Resumo

Abstract

Introducao

1 Conceitos Iniciais

1.1
1.2

1.3
1.4

Fatos da Teoria de Grupos . . . . . . . . . . ... ... .. ....
Resultados Auxiliares . . . . . . . . .. . . ... ...
1.2.1 O Teorema de Chevalley-Warning . . . . . . ... ... ..
1.2.2 O Teorema de Cauchy-Davenport . . . . . ... ... ...
Estabelecendo Algumas Definicées . . . . . . . . . . .. ... ...
O Teorema de Erdgs-Ginzburg-Ziv . . . ... ... .. ... ...
1.4.1 Demonstracao via Cauchy-Davenport . . . . . . . ... ..
1.4.2  Demonstracao via Chevalley-Warning . . . . . . . . .. ..
1.4.3 Versao Formalizada . . . . . . .. .. .. ... ... ...

2 Relacao entre F4 e Dy

2.1
2.2
2.3

Resultados para D . . . . . . . . . .. ...
Resultados para 4 . . . . . . . . . . ... o
Conclusao . . . . . . . e

3 A Constante de Davenport com Peso A = {—1,1}

4 A Constante de Harborth

5 Relagao entre s4 e ny com A= {-1,1}

2.1

5.2

Exemplos para os quais nao vale a relacao . . . . . ... ... ..
511 CasoG=Cicomr >3 . ... ... ... ........
5.1.2 Caso G=C2 comn>T7Timpar . .. ... .........
Exemplos para os quais vale a relacao . . . . . . ... ... ...
52.1 CasoGdeordem8e 16 . ... ... .. ... .......
522 CasoG=0CypCy,comneN .. ... .. ... .....
523 CasoGdeordem 32 . ... .. ... ... .........

Referéncias Bibliograficas

vi

vii

19
20
24
33

35

50

57
28
o8
61
62
62
67
68

77



Resumo

FRUTUOSO, Bruna Maria, M.Sc, Universidade Federal de Vicosa, julho de 2019.
Sobre Alguns Invariantes em Problemas de Soma Zero. Orientador: Abi-
lio Lemos Cardoso Junior.

Sejam G um grupo abeliano finito de expoente n e A C [1,n — 1]. Neste trabalho
estudaremos os invariantes n4(G), Da(G), ga(G), sa(G) e E4(G) com o intuito

de apresentar limitantes e valores exatos para eles.
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Abstract

FRUTUOSO, Bruna Maria, M.Sc, Universidade Federal de Vigosa, July, 2019.
About Some Invariants in Zero-Sum Problems. Adviser: Abilio Lemos
Cardoso Junior.

Let G be a finite abelian group of exponent n and A C [1,n — 1]. In this work
we will study the invariants n4(G), Da(G), ga(G), sa(G) and E4(G) in order to

present bounds and exact values for them.
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Introducao

Em 1961, P. Erd6s numa parceria com A. Ginzburg e A. Ziv, demonstraram
um importante teorema, conhecido como o Teorema de Erdgs-Ginzburg-Ziv, o
qual afirma que qualquer sequéncia de ntimeros inteiros de tamanho 2n — 1 possui
uma subsequéncia de tamanho n cuja soma dos seus elementos é congruente a
zero modulo n.

Foi a partir deste teorema, que teve incio o estudo dos problemas de soma zero,
assunto que compoe este trabalho. Problemas desse tipo tratam de sequéncias
de elementos de um grupo G aditivo abeliano finito e estuda em que condicoes é
possivel garantir que a soma de todos os elementos de uma sequéncia tem como
resultado o elemento neutro (zero) do grupo em questao. Quando isso é possivel,
denominamos esta sequéncia como sequéncia de soma zero.

Alguns anos depois de ser provado o Teorema de Erdés-Ginzburg-Ziv, outros
matematicos mostraram interesse por questoes desse tipo, fazendo novas des-
cobertas. Entre eles estd H. Davenport, que ao propor uma questao em uma
conferéncia em 1966, introduziu a constante de Davenport, hoje denotada por
D(G).

Em 1973, H. Harborth introduziu, em [14], as constantes g(G) e s(G), hoje
conhecidas como constante de Harborth e constante de Erdds-Ginzburg-Ziv, res-
pectivamente. Neste mesmo trabalho, H. Harborth apresentou valores exatos de
g(G) para grupos especificos, além de formalizar o que havia sido feito no Teo-
rema de Erd6s-Ginzburg-Ziv, que até entao era simplesmente um resultado em
Teoria Aditiva dos Niumeros.

A fim de tornar os problemas de soma zero mais gerais, surgiram perguntas
a respeito de resultados envolvendo um conjunto-peso A C Z. O conjunto A
recebe esse nome pois seus elementos sao usados para criar somas ponderadas
dos elementos de uma sequéncia. Com isso, podemos considerar as constantes
sem peso como um caso particular onde A = {1}.

Havia também o interesse em estudar relacoes entre as constantes conhecidas e
logo apareceram resultados interessantes. Por exemplo, para G = C§ com r € N,
H. Harborth mostrou em [14] que

s(C3) = 29(C5) — 1

e em 2013, H. Godinho, A. Lemos e D. Marques mostraram em [10] que, para
A={-1,1} er >3,

54(C3) = ga(Cy) = 2na(Cy) — 1.

Relagbes mais gerais também ja foram provadas e algumas, conjecturadas.
Por exemplo, em 1990, W. D. Gao provou, em [23], que para qualquer grupo



Introducao

abeliano finito,
E(G)=D(G)+ |G| -1

e, em 2003, W. D. Gao conjecturou, em [8], que para qualquer grupo abeliano
finito G com expoente n,

s(G) =n(G) +n— 1.

Até hoje nao existem contraexemplos para essa conjectura, bem como nao
existe uma prova de sua veracidade.

Quando consideramos um conjunto-peso A, alguns resultados obtidos para o
caso sem peso continuam validos e outros, nao. Por exemplo, a relacao

E4(G) =D4(G)+ |G| -1 (1)

foi provada em [12] para qualquer grupo G e qualquer conjunto-peso A. Aborda-
remos essa relagdo no Capitulo 2. Por outro lado, para A = {—1,1}, a relagao

sa(G) = na(G) +exp(G) — 1 (2)

nao se verifica para certos grupos G, conforme discutiremos no Capitulo 5.

Neste trabalho, estudamos todas as constantes mencionadas acima. Apresen-
tamos resultados a respeito de diversos conjuntos-peso, mas uma atencao especial
¢ dada a casos em que A = {—1,1}. Quando esse for o conjunto em questao,
denotaremos as constantes por Di(G), E+(G), s+(G), g+(G) e n+(G).

Essa dissertagao é organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos
todas as defini¢oes importantes ao longo do trabalho e alguns resultados béasicos.
Apresentamos também duas demonstragoes do Teorema de Erd&s-Ginzburg-Ziv.
Uma usando o Teorema de Chevalley-Warning e outra, usando o Teorema de
Cauchy-Davenport. No Capitulo 2, exploramos resultados diversos sobre as cons-
tantes E4(G) e Da(G) com o objetivo de relacionar esses resultados, observando
que, em cada caso, a relagdo (1) se verifica. Apresentamos ao final, a prova
da relacao (1) quando G = C, com p primo. O Capitulo 3 é dedicado ao es-
tudo da constante de Davenport com peso A = {—1,1}, denotada por D.(G).
Apresentamos valores exatos para Dy (G) para varios grupos e para outros, en-
contramos limitantes inferior e superior para Dy (G). O trabalho deste capitulo
é com base num teorema provado em 2012 por S. D. Adhikari, D. J. Grynkiewicz
e Z. W. Sun, em [2|, que estabelece limites inferior e superior para Dy (G) sob
algumas condicoes. Este capitulo ilustra bem a dificuldade geral que ha em obter
o valor exato das constantes envolvidas em problemas de soma zero. Em geral,
encontram-se apenas intervalos limitantes e isso se deve ao carater particular que
cada grupo e cada conjunto-peso apresenta. No Capitulo 4, estudamos a cons-
tante de Harborth. Nosso objetivo ¢ a prova do 1ltimo teorema do capitulo, que
serd ferramenta para o capitulo seguinte. Por fim, dedicamos o Capitulo 5 a ge-
neralizagao da conjectura de Gao, que mencionamos em (2), para o caso em que
A ={—-1,1}. Apresentamos exemplos em que a conjectura com peso A é valida
e outros exemplos para os quais ela nao se verifica.



Capitulo 1

Conceitos Iniciais

Neste capitulo, apresentamos uma série de resultados basicos da Algebra,
bem como da Teoria dos Niumeros, que nos servirao de apoio para os capitulos

seguintes.
Para comecar, vamos estabelecer algumas convencoes.
Ao longo de todo o trabalho, o conjunto dos naturais ¢ N = {1,2,...}.

Quando incluimos o zero, usamos Ng = N U {0}. Dados k,l,m € Z com [ > k e
m > 0, denotamos
k] ={k,k+1,...,1}
e
Nep ={m,m+1,...}.

Dados a,b € N, denotamos por (a,b) o mdzimo divisor comum de a e b.

Para  um namero real, denotamos por |x] o maior inteiro menor ou igual a
x, chamado piso de x. Analogamente, [x]| é o menor inteiro maior ou igual a z,
chamado teto de x. A parte nao inteira de x é o numero {z} =z — |z].

A seguinte relacao sera util para a obtencdo de resultados importantes no
Capitulo 3.

Lema 1.1. Dados x1, 2o, ..., T; numeros reais quaisquer, tem-se

\‘Z%J < ZLxZJ +t—1.

Demonstragao: Para cada i € [1,¢] temos x; = | ;| + {x;}. Isso implica que

t

Zl’i =D lwl+ Z{»’Ci}-

=1

Por outro lado,
t

e |3+ {50

=1
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Dai,

e
;{ZxJ = ZWHZ{“}_{Z‘“}

=1
i=1
t

< 3 il +t

=1
t

ﬁ\‘szJ < ZLCL’J—{—t—l.

1=1

1.1 Fatos da Teoria de Grupos

Nesta secao vamos falar especificamente sobre grupos aditivos, ou seja, cuja
operacao é a adicao usual. Admitiremos conhecidas as nocoes de grupo, sub-
grupo, grupo ciclico, grupo finitamente gerado, classes laterais, subgrupo normal,
grupo quociente e isomorfismos. Os resultados aqui apresentados, bem como suas
demonstragoes, podem ser encontrados em [11] e [24].

Definicao 1.2. Seja G um grupo com elemento neutro e. Dado a € G, se
ma =e < m =0, dizemos que a tem ordem 0 e que o grupo G € infinito. Agora,
se existe m # 0 tal que ma = e, ao menor m que satisfaz isso, chamamos ordem
de a e denotamos por ord(a) = m.

Sem € o menor tal que ma = e para todo a € G, dizemos que m € o expoente
de G e escrevemos exp(G) = m.

Quando G ¢é finito, o namero de elementos (ou a ordem) de G & denotada

por |G|. Observe que quando G é grupo ciclico finito, digamos, G = (g), temos
ord(g) = |G| = exp(G).

Definicao 1.3. Dado G um grupo abeliano finito, uma familia de elementos nao
nulos {ey,...,es} de G € dita independente se

Zaiei =0,a; €Z = aje; =0Vi € [1,s].

i1
Se, além disso, G = ({ey,...,es}), entao {e1,...,es} € chamada uma base de G.

A principio, consideramos a; € Z na definicado acima, nao estabelecendo, as-
sim, uma condicao global sobre o conjunto dos coeficientes, pois isso depende da
ocasiao em que usaremos a definicao e especificaremos isso localmente.

Na Teoria de Grupos, o Teorema de Lagrange relaciona a ordem de um grupo
finito G com a ordem de um subgrupo qualquer de G da seguinte forma: Se
G é um grupo finito e H < G, entdo |G| = |G/H||H|. Diversas propriedades
interessantes dos grupos finitos podem ser obtidas como corolarios do Teorema
de Lagrange. Em particular, um resultado que nos seré tutil adiante e que pode
ser obtido como corolario do Teorema de Lagrange é o Teorema de Euler, o qual

4



Capitulo 1. Conceitos Iniciais

afirma que a®*™ =1 (mod n) quando (a,n) = 1, onde (n) = |Z*|. ¢ é conhecida
como a funcao de Euler.

Aqui, temos um interesse especial pelos grupos ciclicos. Isso se da pelo fato
de que, especialmente os grupos que possuem como ordem poténcia de um primo,
sao a base para o estudos dos grupos abelianos finitos em geral, objeto sobre
o qual nosso trabalho se desenvolve. Como todos os grupos ciclicos de mesma
ordem sao isomorfos, em geral, um grupo ciclico de ordem n é denotado por C,,.
Também podemos escrever G = (a) com ord(a) = n. Nao ha, portanto, perda
de generalidade em assumir C,, = {0,1,2,...,n — 1} e isso é importante porque
algumas demonstracoes sao de melhor compreensao quando tratamos um grupo
ciclico de ordem n simplesmente como o grupo dos inteiros médulo n, Z,.

Outra classe de grupos que nos ¢ interessante ¢ a dos chamados p-grupos
elementares, que definimos a seguir.

Definicao 1.4. Dado p primo, dizemos que um grupo G € p-grupo se para todo
g € G, ord(x) = p* para algum o € N. G € denominado um p-grupo abeliano
elementar se G for abeliano e x? = 1, para todo x € G.

Sobre homomorfismos de grupos, alguns serao muito tteis para nés, bem como
suas propriedades. Abaixo, citamos os exemplos mais usados em nosso trabalho.

Exemplo 1.5. (i) A projecdo canonica de um grupo G sobre um subgrupo H
normal de G é o epimorfismo

v:G— G/H
r— p(r)=x+H.

(17) A funcao
p: G —aG
r— p(r) = ax
onde G é um grupo abeliano finito e @ € N ¢ um homomorfismo de grupos.
Quando (a,exp(G)) =1, aG = G e ¢ é um automorfismo.

Aqui, citamos um resultado bésico sobre homomorfismos que usaremos adi-
ante.

Teorema 1.6 (1° Teorema de homomorfismo). Sejam G e H grupose f : G —
H um homomorfismo. Entao

G
N ~ Im(f).

Defini¢ao 1.7. Dada {G;}, uma familia nao vazia de grupos aditivos, o produto
cartesiano H = G1 X Gy X --- X G, com a operacao usual da adi¢cao é chamado
soma direta externa dos grupos Gi,...,G, e é um grupo com essa operacao, que
denotamos H = G1 @ --- ® G,,. Quando todos os G;’s sao subgrupos normais de
um dado grupo G satisfazendo:

(Z) G:G1+G2+"'+Gn6

(i) GiNG1+Go+ -+ Gi1 + Gy + -+ + G, = {0} para todo i € [1,n],
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onde Gy +Go+ -+ G ={g1+ g2+ -+ gnl|lg € Gy, i €[l,nl]}, dizemos que
G € a soma direta interna de G1,Gs,...,G, e, neste caso, G ~G1 & --- D G,,.

E natural se perguntar se é possivel identificar que tipos de grupos abelianos
podem ser vistos como soma direta interna de alguns de seus subgrupos normais.
A resposta é sim e é obtida através de um dos mais importantes teoremas da
Teoria de Grupos Finitos, o

Teorema 1.8 (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos). Todo grupo
abeliano finito G # {0} € a soma direta de uma familia {G;}_, de p-subgrupos
ciclicos nao triviats. Além disso, o numero destes grupos ciclicos e suas ordens
sao determinados de modo unico pelo grupo G.

Como consequéncia desse resultado, podemos escrever de maneira tinica,
GgCnl@...@CnT

com n;|n;y1, @ € [1,7 — 1] onde C,,, é o grupo ciclico de ordem n;.
Quando escrito assim, temos exp(G) = n, e definimos r(G) = r o posto de G
e para cada n € N, r,(G) = |[{i; n|n;}| o n-posto de G.

1.2 Resultados Auxiliares

Dois teoremas particularmente importantes para nosso trabalho serao demons-
trados nessa secao. O Teorema de Chevalley-Warning e o Teorema de Cauchy-
Davenport. A primeira aplicacao deles serd apresentada na secdo seguinte, nas
demonstracoes do Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv. Mas a utilidade deles vai
além disso. Sao bases para varios outros resultados que citaremos nos capitulos
seguintes, sendo ferramentas valiosas na solucao de problemas de soma zero em
geral.

1.2.1 O Teorema de Chevalley-Warning

O Teorema de Chevalley-Warning é resultado de um verdadeiro trabalho em
equipe. O resultado foi inicialmente conjecturado por E. Artin em 1935. Logo
em seguida, foi demonstrado por C. Chevalley e recebeu um refinamento por E.
Warning, entao aluno de E. Artin.

Antes de provar o Teorema de Chevalley-Warning, vamos fazer uma breve re-
visao sobre corpos finitos. Abaixo, seguem algumas das propriedades importantes
dos corpos finitos enunciadas, cujas provas podem ser obtidas em [17].

Definigao 1.9. Um corpo é um conjunto F munido de duas operagoes, "adi¢ao"(+)
e "multiplicacao(-), satisfazendo

(1) (F,4) é um grupo abeliano com identidade (aditiva) 0;
(i7) (F*,-) € um grupo abeliano com identidade (multiplicativa) 1.

Quando o conjunto F é finito, dizemos que o corpo é finito. Denotamos F|x]
o anel de polindémios com coeficientes de F.
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Para todo p primo, Z, é um corpo finito com p elementos e é denotado por F,
na teoria dos corpos finitos. Os corpos I, sao importantes pois todo corpo finito
de caracteristica p possui um subcorpo isomorfo a I, e portanto, pode ser visto
como uma extensao de ). Isso é o que caracteriza os corpos finitos.

Definicdo 1.10. Seja F um corpo. Definimos a caracteristica de F (char(F))
como o menor inteiro positivo n tal que n -1 = 0, caso esse inteiro n erista.
Se nao existir nenhum n satisfazendo essa condicdo, dizemos que o corpo tem
caracteristica 0.

Lema 1.11. Seja F um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos.
Entao F possui ¢™ elementos, onde m = [F : K|, ou seja, m é o grau da extensao
F sobre K.

Teorema 1.12. Seja F um corpo finito. Entao F possui p" elementos, onde p €
a caracteristica de F en € o grau de I sobre IF,,.

O resultado abaixo é o que garante a existéncia e unicidade de corpos finitos
com ordem p" para todo primo p e para todo natural n.

Teorema 1.13. Para todo primo p e para todo natural n existe um corpo finito
com p" elementos. Além disso, todo corpo finito K com q = p™ elementos é o
corpo de decomposi¢ao de x? — x sobre IF,, ou seja, v? — x pode ser escrito em K
como produto de fatores lineares.

A partir da caracterizacao dada pelo teorema anterior, vamos denotar o corpo
finito de ordem ¢ por [F,. O seguinte resultado é uma caracteristica muito impor-
tante dos corpos finitos.

Teorema 1.14. Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo ¥}, é ciclico.
A partir de agora, estamos aptos a tratar do teorema de Chevalley-Warning.

Definigao 1.15. Seja f(x1,...,2,) € Fylz1,...,x,]. Definimos o grau de f,
denotado por Of, como

8f = max {t“ 4+ 4+ tin

t; )
f(xy, ..., x,) = Zcﬂfl xf,bn}

Lema 1.16. Seja k € N. Entao

ch: 0 sek#0 (modg—1)
—1sek=0 (modgqg—1)

c€l,
Demonstragao: Seja b € F, tal que F; = (b). Note que,
q—1
SN F=N W =14 W) =14 ()
ceF, =0 j j

e temos dois casos possiveis:
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Caso 1. Se k # 0 (mod ¢ — 1), entdo

Caso 2. Se k=0 (mod ¢ — 1), entdo k = m(q — 1) para algum m € N e

q—2 q—2 q—2 q—2
BF) =D @)y =3 (@) =) 1=g—1=-1lemF,
5=0 5=0 §=0 5=0
]
Lema 1.17. Seja f € Flxy,...,2,] com Of <n(q—1). Entao
Z fler, o oyen) =0.
c1,...,cn€Fq
Demonstragdo: Considere z' - - - 2F» um monémio qualquer de f. Temos:
Caso 1. Se k; = 0 para algum ¢ € [1,n], entdo cf = 1 para todo ¢; € F,.

Rearranjando os termos do monoémio, podemos supor ¢ = 1. Dali,

§ k1 k _E § ko k o E ko k _
cl...cnn_ ]_ 02...Cn" _q 02...Cn" _0

C1yeCn€Fg c1€F, c2,...,cn€Fq c2,...,cn€Fq

em ;.

Caso 2. Se k; > 0 para todo i = 1,...,n, como Y " | k; < n(q— 1), deve existir
i € [1,n] tal que k; < g — 1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
i =1etemos k; #0 (mod ¢ —1). Logo, pelo Lema 1.16, 3 .y ' =0 e temos

Y ded- Y| X bl ) o

c1,...,cn€Fg c1€Fy c2,....,cn€Fq

Teorema 1.18 (Warning). Seja f € Fy[z1,..., 2, com Of <n. Entido o nimero
N de solugoes da equacao f(xy,...,2,) =0 € tal que N =0 (mod p) onde p € a
caracteristica de .

Demonstracao: Considere o polinémio F' = 1 — f9=! e observe que

0se f(ery...,c) #0

-1 — 1 =
F(Cl,...,cn)—l f(Cl,...,Cn) {1S€f(01;---7cn):0

Dali,
N = Z F(er, ..., cn).

Clv--'vcnqu
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Agora, como Jf < n, temos OF = 0f(q—1) <n(qg—1) e pelo Lema 1.17,

Z F(er,...,c,) =0em F,,

c1,...,cn€Fg

ou seja, N =0 (mod p). [ ]

Teorema 1.19 (Chevalley). Seja f € Fylzy,...,z,] com f(0,...,0) =0 e df <
n. Entao existe (c1,...,c,) € FP\{(0,...,0)} tal que f(c1,...,¢c0) =0

Demonstragao: Como f(0...,0) =0, o nimero de solugoes N é maior ou igual
a 1. Mas p|N pelo Teorema 1.18. Logo, N > 2, como queriamos. [

Teorema 1.20 (Warning). Sejam fi, ..., f, € Fylzy, ..., 2] tais que )", 0f; <
n. Entao o nimero de solugoes N do sistema fi(xy1,...,2,) = € tal que N =0
(mod p), onde p € a caracteristica de F,.

Demonstragdo: Considere o polinomio F = [[_,(1 — f7') e note que

1 se fi(Cl,...,Cn) =0Vi
0 ce

F(cl,...,cn):{

Dai, N = ch,...,cnqu F(c1,...,¢,). Agora, OF = (¢ —1)>"_,0f; < n(qg—1).
Logo, pelo Lema 1.17, N =0 (mod p), como queriamos. |

O Teorema 1.20 é ao qual faremos referéncia quando mencionarmos o Teorema
de Chevalley-Warning.

1.2.2 O Teorema de Cauchy-Davenport

O teorema que é o objetivo desta secao, foi provado por H. Davenport em
1935 sem saber que, bem antes dele, o resultado ja havia sido demonstrado por
A. L. Cauchy, em 1813. Por esse motivo, o teorema recebe o nome dos dois
matematicos. A prova que vamos apresentar aqui é a do trabalho de H. Davenport
e pode ser obtida em [1].

Definicao 1.21. Seja G um grupo aditivo abeliano e A, B subconjuntos finitos e
nao vazios de G. Definimos o conjunto-soma de A e B como sendo

A+B={a+blac A, be B} CG.
No mesmo sentido do conjunto-soma, podemos definir os seguintes conjuntos.

(i) Conjunto-soma de n subconjuntos: A; +---+ A, = {a1 + -+ a,|a; €
A} C G

(ii) Conjunto-soma estrita: A+B ={a+bla€ A, be B, a# b} CG;

(iii) Conjunto-diferenca: A— B ={a—blac A, be B} CG.
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Observe que o conjunto-soma generaliza a soma de grupos que aparece na
Definicao 1.7. E importante destacar a diferenca do conjunto-diferenca para a
diferenca de conjuntos. Esta tltima é dada por:

A\B={z|x € Aex & B}.

Se c € G e AC (G, denotamos {c} + A simplesmente por ¢ + A

Lema 1.22. Sejam G um grupo abeliano finito comt = ro(G) e A, B subconjuntos
nao vazios de G.

(a) Se |A| +|B| > |G|, entdio A+ B =G.
(b) Se |Al+|B| > |G| + 2!+ 1, entdo A+B =G.

Demonstragao: (a) Fixe g € G um elemento qualquer e considere o conjunto
g—B=1{g—b|be B}. Como |g— B| = |B|, temos

Al + g — Bl > |G].

Isso quer dizer que AN (g — B) # (), pois, caso contrario, g — B C G\ A e
lg — Bl < |G\ A|] = |G| — |A|, ou seja, |A| + |¢g — B| < |G|. Assim, existem
a€ A, be Btaisquea=g—b,ouseja,g=a+belogo G C A+ B. A inclusao
contréaria é imediata.

(b) Seja g € G. Note que, como |A|+|B| > |G| +2"'+1 e |g— A| = |A], temos
Gl +2'+ 1< |A|+[B] = [(g—A|+|B[=[(g—A)UB|+|(g—A)N DB
< |G+ (g —A)Nn Bl

Assim, para cada i € [1,1 + 2], existem a; € A e b; € B tais que g —a; = b; e
com a propriedade a; # a; e b; # b; para todo i # j € [1,1+ 2. Se a; # b; para
algum i € [1,1+ 2!, entdo g = a; + b; € A+B.

Suponha entéo que a; = b; para todo i € [1,1+2'], ou seja, temos g = 2a; para
todo i € [1,1+ 2. Considere o homomorfismo ¢ : G — G definido por ¢(z) =
2z e observe que {ay,... a1} C ¢ '(g). Seja H ={y € G|ord(y) < 2} < G.
Pela defini¢ao de r5(G), temos |H| = 2!. De fato, escreva G = C,,, @& --- B C,,, e
note que para cada i € [1,r], tem-se

2’nz:>nz:2kz com k € N

e em (o, ha dois elementos de ordem 2: a identidade e k;e onde e é um gerador
de Coy,. Dai, ha 2! elementos de ordem no maximo 2 em G e esses sdo 0s (nicos
pois se 21 n; entdo C,, ndo pode conter elementos de ordem 2.

Afirmamos que ¢~*(g) C zo+ H para algum xy € G. De fato, seja o € ¢~ '(g)
e note que para qualquer x € ¢~1(g), x # o, temos

g=2r0=2r=2r—200=0=>2x—20)=0=>2—20€ H=>0€ 20+ H.
E claro que zo € 2o+ H pois 19 =x0+0e 0 € H.
Assim, ¢~1(g) C xo + H e logo |¢7(g)| < |z + H| = |H| = 2'. Mas isso é

impossivel visto que |¢'(g)| = |[1,1+ 2']] = 2! + 1. Assim, ndo é possivel que
a; = b; para todo i € [1,1 4 2f].

10
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Concluimos que G C A+B. A inclusdo contréria é imediata. [}

O item (a) do lema acima sera 1til para a demonstracdo do Teorema de
Cauchy-Davenport, a seguir. O segundo item, por sua vez, serd de grande impor-
tancia para resultados que envolvem a constante de Harborth que estudaremos
no Capitulo 4.

Teorema 1.23 (Cauchy-Davenport). Sejam p primo e A e B subconjuntos nao
vazios de Z,. Entao

A+ B| > min{p, |4] + |B| - 1}.

Demonstragao: Sejam os conjuntos A = {aq,...,an}, B = {f1,...,0.} ¢
A+B={v,...,}. Se |A|+|B|—1 > p, entdo |A| + |B| > p e pelo Lema 1.22,
A+ B =G. Dai, |[A+ B| = |Z,| = p=min{p, |A| + |B| — 1}. Considere agora
|A| 4+ |B| —1=m+n—1< p. Vamos usar indugao sobre n.

Sen =1, entdo |[A+ B| = |Al = m = m+n—1. Sen = 2, escreva
B = p1— P2 # 0 esuponha que I < m+ 1 < p. Observe que, dado a; € A, se
a; + B ¢ A, entdo a; + B1 # o + 2 para qualquer 1 < j < m e logo, [ > m + 1,
contrariando o que supomos. Portanto, para todo o; € A, temos «a; + 5 € A e
logo a; + 8 € A para todo inteiro 1 > 1. Como Z, pode ser gerado por qualquer
um de seus elementos, em particular, pode ser gerado por um elemento de A e
logo toda classe de residuo médulo p pode ser representada da forma a; + uf,
para algum inteiro p. Dai, segue que A = Z, e |A| = p. Isso nos conduz a uma
contradicao ao que assumimos sobre m + 1 < p. Assim, [ > m + 1 e o teorema
estd provado para este caso.

Suponha agora que n > 2 e que o teorema é valido para todo n’ < n. Suponha
também que | < p. Vamos mostrar que [ > m +n — 1. Considere os conjuntos
A+B={v,...,m} e B={p,B,}. Comol+2—1=1+1< p, aplicando a
hipotese de inducio a A+ B e B, existem pelo menos [ + 1 elementos de Z,, que
sao ou da forma ~; + 81 ou da forma ~; + (,,.

Observe que como

(A+ B)|+|B| > 1+1, (1.1)

existe 6 € Z, tal que 0 — f; € A+ B e d— (B, ¢ A+ B. De fato, é claro que

existe § € Z, com § — 3y € A+ B, ji que (A+ B) + B C Z,. Agora, se para

todo ¢ € Z, tal que 6 — 3, € A+ B tivermos também 6 — 3, € A + B entao,

para todo v; € A+ B, existe 7, € A+ B tal que v; + 81 = 7; + 5, e neste caso, a

cardinalidade de (A + B) + B nio pode ser maior que [, contradizendo (1.1).
Podemos reordenar os 8's e 7's e existe r, com 1 < r < n, tal que

5_63273 para 1<s<r
0—fi=¢ para r<t<n

onde para r <t <n, ¢ # v, para todo 1 < u < [.

Afirmamos que nenhuma das classes de residuos v, — 5, r <t <n, 1 <s<r
é elemento de A. De fato, se a afirmacao nao é verdadeira, devemos ter o + 3; =
vs = 0 — B para algum a € A, B;, Bs € B, o que implica que a + S5 = 6 — 5 e,
portanto, ¢, € A+ B, uma contradicao. Isso prova o que afirmamos.

Seja I’ o nimero de elementos de Z, da forma a; + 3, com 1 < i < m e
r <t <n. Da afirmagdo acima, estes elementos formam um subconjunto dos +'s

11
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nao contendo 7, ...,7,. Portanto, I’ <[ —r e aplicando a hipotese de inducao a
Ae B ={B11,..., 00}, temos

'm+n—r)—1=12I'4+r>2m+n-—1.

Isso completa a prova do teorema. [

Corolario 1.24. Sejam n > 2, p um primo e Ay, Ay, ..., A, CZ,. Entao

‘A1+A2+"'+An|>min{paz“4i’_n+1}'

i=1

Demonstragao: Vamos usar inducao. Para n = 2, o resultado é idéntico ao
Teorema de Cauchy-Davenport. Suponha entao que o Corolario seja valido para
n = k, ou seja,

k
|A1+A2—i—+Ak\>m1n{p,Z|Az\—k+l}

=1

Para n = k + 1, utilizando mais uma vez o Teorema de Cauchy-Davenport,
temos

[(Ar+ Ay + -+ Ag) + Apsa| = min{p, [A1 + -+ Ag| + [Apa| — 1}

k
> min {p>Z|Ai| —k+1+ [Ap] - 1}

=1

k+1
> min{p,Z|Ai| —k—l—i—l}
o
> min {p,Z|Ai| — (k:—i—l)—i—l}.
i=1
Assim, concluimos o desejado. ]

Na pratica, o Corolario 1.24 é o que aplicamos quando nos referimos ao Teo-
rema de Cauchy-Davenport.

1.3 Estabelecendo Algumas Definicoes

A partir de agora, vamos estudar os problemas de soma zero propriamente
ditos. Para isso, precisamos fixar algumas notacoes que usaremos ao longo do
trabalho. As notacOes que usamos aqui estdo em concordancia com os artigos
|9, 19] e com a tese [15].

Seja G um grupo abeliano aditivo finito de expoente n. Existem muitas formas
de explicitar uma sequéncia de elementos de G. Vamos fixar a seguinte:

S=gy---g comg; €G.

12
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Em alguns casos, por simplicidade, podemos escrever

S = H g”g(s)

geG

onde v,(S) > 0 é a multiplicidade de g em S, ou seja, o nimero de vezes em que
o elemento g se repete na sequéncia S. S é dita livre de quadrados se v,(S) <1
para todo g € G.

A multiplicidade maxima de S é dada por h(S) = max{v,(5)|g € G}.

Dizemos que uma sequéncia 7" é uma subsequéncia de S se v,(1") < v,(S5) para
todo g € G e escrevemos T'|S. Neste caso, ST~ ou T-1S denotam a subsequéncia
de S obtida ao remover os elementos de T'. Nesse sentido, se R, .S sao sequéncias
de elementos de (G, a sequéncia RS é a sequéncia obtida de R ao acrescentar os
elementos de S. Podemos resumir isso assim:

R= Hgvg(R)’S — Hgvg(S) — RS = Hgvg(R)—H)g(S)'

geqG geG geG

Dadas S, S’ sequéncias de elementos de GG, a intersecao de S e S’ é dada por

SN = gm0,
geG

Note que SN S'|S e SNS|S".
Denotamos por |S| o tamanho (ou o nimero de elementos) de S. Note que

1S = vy(9).

geG

Se |S| = 0 dizemos que S é a sequéncia trivial de elementos de G.
O suporte de S é o conjunto

supp(S) = {g € G|v,(S) > 0}.

Usamos a notacao S € F(G) para dizer que S é uma sequéncia de elementos de G.
Fica assim entendido que F(G) é o conjunto de todas as sequéncias de elementos
de G de qualquer tamanho. F(G) é um monoide abeliano com a multiplicagao *
de sequéncias dada por S x S" = S5

Se S =g g € F(G) e A C [1,n — 1], usamos a notagdo o4(S5) para
expressar o conjunto de todas as possiveis somas dos elementos de .S considerando
os pesos de A, ou ainda, o conjunto de todas as somas A-ponderadas de .S, a saber,

O'A(S) = {Zalgzmz S A} .

Quando A = {1}, 04(S) se reduz a um conjunto unitario. Assim, denotaremos
por o(S) € G a soma dos elementos de S. Um pouco mais geral, 34(S5) é o
conjunto de todas as possiveis somas dos elementos de todas as subsequéncias de

13
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S considerando os pesos de A, exceto a subsequéncia trivial, ou seja,

ZA(S) = {ZalngJ#I - [1,]6], a; € A}

il

Quando incluimos a subsequéncia trivial, convencionando que, independente-
mente do conjunto A, a Gnica soma obtida é 0, usamos a notagao

YO(9) = {Za,g”] CILE], a; € A}.

el

Em alguns casos, nos sera ttil conhecer informacoes a respeito das somas A-
ponderadas de subsequéncias de um tamanho 0 < m < k especifico. Nesses casos,
usaremos a notacgao

am(S) = {Zaigﬂf C LK |I|=m,a; € A}.

i€l

Se 0 € 04(95), dizemos que S é uma sequéncia de A-soma zero e se 0 € X 4(5),
dizemos que S possui uma subsequéncia nao trivial de A-soma zero. Note que
sempre ¢ verdade que X9(S) = X4(S) U {0}, porém nem sempre ¥%(S) \ {0} =
¥a(9).

Observagao 1.25. Quando A = {a} com (a,n) =1e S=g¢g1---gr € F(G), a
funcao
v: F(G) — F(Q)
S — @(S)=uag---agg

é um isomorfismo. Isso segue do fato de que, quando (a,n) = 1, temos
f:G—G
g— flg)=ayg

um automorfismo de grupos. Além disso, temos

k k k
oa(S) =0 g=0&a) g=)» ag =0 oa(p(S)) =0.
=1 =1

i=1

Definigao 1.26. Sejam G um grupo aditivo abeliano finito com exp(G) = n e
A CZ\{kn|k € Z}. Definimos a constante (ou invariante)

(i) EA(G) como sendo o menor t € N tal que toda sequéncia S € F(G) de
tamanho maior ou igual a t possui uma subsequéncia de A-soma zero de
tamanho |G|;

(ii)) DA(G) como sendo o menor t € N tal que toda sequéncia S € F(G) de
tamanho maior ou igual a t possui uma subsequéncia nao trivial de A-soma
zero;

(7ii) sa(G) como sendo o menor t € N tal que toda sequéncia S € F(G) de

14
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tamanho maior ou igual a t possui uma subsequéncia de A-soma zero de
tamanho n;

(iv) na(G) como sendo o menor t € N tal que toda sequéncia S € F(G) de
tamanho maior ou igual a t possui uma subsequéncia nao trivial de A-soma
zero de tamanho no mdximo n;

(v) ga(G) como sendo o menor t € N tal que toda sequéncia S € F(G) livre
de quadrados e de tamanho maior ou igual a t, possui uma subsequéncia de
A-soma zero de tamanho n.

(vi) O4(G) como sendo o menort € N tal que toda sequéncia S € F(G) livre de
quadrados e de tamanho maior ou igual a t, possui uma subsequéncia nao
trivial de A-soma zero.

A é chamado conjunto-peso e problemas que envolvem a obtencao de valores
exatos ou intervalos limitantes para esses invariantes sao chamados problemas de
soma zero.

Observe que nao ha perda de generalidade em assumir A C [1,n — 1], uma
vez que dado b # kn, k € Z, tem-se bg = bg com b =b (mod n) € [1,n — 1].

Por simplicidade, quando A = {1}, excluimos o conjunto A que aparece como
indice de todas as notacoes acima.

1.4 O Teorema de Erdés-Ginzburg-Ziv

Em 1961, P. Erd6s, A. Ginzburg e A. Ziv, demonstraram, em [7], o classico
Teorema de Erd@s-Ginzburg-Ziv, no qual qualquer sequéncia de comprimento
2n —1 de nameros inteiros possui uma subsequéncia de comprimento n cuja soma
dos seus termos é congruente a zero modulo n. Este resultado foi o precursor do
estudo dos problemas de soma zero que seria formalizado posteriormente e dai a
sua importancia.

Teorema 1.27 (Erd6s-Ginzburg-Ziv). Dada wma sequéncia de nidmeros inteiros
com 2n — 1 elementos, onde n € um niumero natural, eriste uma subsequéncia de
comprimento n cuja soma de seus elementos é um multiplo de n.

Assumindo que o teorema é valido para n = p primo, sua extensao paran € N
pode ser obtida com um argumento indutivo. De fato, supondo que o resultado
seja valido para a e b € N, podemos mostrar sua validade também para ab, como
apresentamos a seguir.

Considere n = ab onde 1 < a < b < n. De uma sequéncia S = ag - - - a9,_2
de tamanho 2n — 1 > 2b — 1 existe uma subsequéncia T} tal que o(71) = 0
(mod b). Tirando esses elementos da sequéncia original, nos restam (2ab—1)—b =
b(2a — 1) — 1 inteiros. Como 2a — 1 > 2, temos b(2a — 1) — 1 > 2b— 1 e logo
existe T|ST; ', tal que o(Ty) = 0 (mod b). Removendo-a, nos restam agora
b(2a — 2) — 1 elementos. Podemos repetir esse processo 2a — 1 vezes obtendo
Ty, ..., Th,_1 subsequéncias de S e apds obter a ultima subsequéncia, nos restam
(2ab—1) — (2a—1)b=b—1 < 2b — 1 elementos.

Agora observe que o(T}) - 0(T5,_1) é uma sequéncia de inteiros tal que

o(T;) =0 (mod b) com j € [1,2a — 1]. (1.2)
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Como supomos que o teorema é valido para a, a sequéncia acima possui uma
subsequéncia o(T;,) - -+ o(T;,) tal que

> o(T,) =0 (mod a). (1.3)

j=1

Como cada o(T;;) é a soma de b elementos de S, a soma em (1.3) pode ser

vista como uma soma de ab elementos elementos de S. Assim, T'=T7---T5,_1 é

a

uma subsequéncia de S de tamanho ab cuja soma ¢ o(T) = >__, o(T;) e temos

o(T)
o(T)

0 (mod b) por (1.2),
0 (mod a) por (1.3).

Isso quer dizer que o(7) = 0 (mod ab). Dai, T' é a subsequéncia procurada
e logo o teorema é valido para ab = n. Como todo numero natural é produto
de primos e assumimos que o teorema é valido para para primos, concluimos que
vale para todo n € N.

Para o caso em que n ¢ primo, existem iniimeras demonstragoes e escolhemos
duas delas para apresentar aqui. Essas demonstracoes sao obtidas como aplicacao
dos teoremas da secao 1.2.

1.4.1 Demonstracao via Cauchy-Davenport

Teorema 1.28 (Erdds-Ginzburg-Ziv para p primo). Dada uma sequéncia de ni-
meros inteiros com 2p — 1 elementos, onde p € um niumero natural primo, existe
uma subsequéncia de comprimento p cuja soma de seus elementos é um maltiplo
de p.

Demonstracao: Seja S = ag---ag,—2 uma sequéncia de inteiros de tamanho
2p — 1. Vamos mostrar que existe uma subsequéncia T = a;, - - - a;, tal que

a;, +a, +---+a, =0 (mod p).

Escrevendo a; = a (mod p) com a; € [1,p — 1], vamos reordenar os inteiros
a; de modo que
0<ay<---<ag 2 <p—1

Temos dois casos:

Caso 1. Existe 7,1 < i < p— 1 tal que a; = aj,, ;. Desta forma, como

organizamos os a;’s em ordem crescente, temos que aj = -+ = a;,, | € COMO
a; = a; (mod p), decorre que a; = a;41 = -+ - = a;4p—1 (mod p). Fazendo a soma,
obtemos

aj + aip1+ -+ aipp—1 =pa; =0 (mod p)
€ a;Qit1 - - Aiyp—1 € a subsequéncia procurada.

Caso 2. a; # aj,, ; para todo i € [1,p — 1]. Definimos em Z, os seguintes
subconjuntos de dois elementos:

Ai = {a27 CL;+p—1}‘
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Pelo Corolario 1.24, temos
[Ar+ A2+ -+ + Apa| 2 min{p, 2(p— 1) = (p— 1) + 1} = p.

Agora, como Ay +---+ Ap_1 C Zy, segue que Ay +--- + A, = Z,. Dali,
—ap € Ay +---+ A, 4, ou seja,

—ap =aj +---+a;_, (modp)=ay+a;+---+a;, , =0 (modp)

e apaj, -+ aj,_, ¢ a subsequéncia procurada. ]

1.4.2 Demonstracao via Chevalley-Warning

Teorema 1.29 (Erdds-Ginzburg-Ziv para p primo). Dada uma sequéncia de ni-
meros inteiros com 2p — 1 elementos, onde p é um niumero natural primo, existe
uma subsequéncia de comprimento p cuja soma de seus elementos € um maltiplo
de p.

Demonstracao: Seja S = a; - - - ag,—1 uma sequéncia de inteiros. Considere os

polindémios:
2p—1

fl(flfl, N ,l’gp_l) = Z $§_1
7j=1

2p—1

fg(l‘l, Ce ,(L’gp_l) = Z CL;-ZE?_I

=1

onde a; = a; (mod p) para todo j € [1,2p — 1]. Observe que df; + 0fy =
2(p— 1) < 2p — 1. Logo, podemos aplicar o Teorema de Chevalley-Warning que
nos garante que existe uma (2p — 1)-upla (by,...,bgp—1) # (0,...,0) tal que

fl(bla"'vbQP—l) Efg(bl,...7b2p_1) =0 (mod p)

Lembrando que

1 0 (modp) <= b; =0 (mod p)

1 (modp) < b;#0 (mod p)
temos que, de fi, b; # 0 (mod p) para exatamente p elementos b;’s, digamos,
b;, com i € [1,p]. Dai, reordenando os mondmios de f, e aplicando a solu¢do
(b1, ..., bay_1), obtemos:

-1 p—1 -1 -
@j, b?l + + @y bjp + A b§p+1 J2p—1
~—— —_— Y

+-taj, V) L' =9 (mod p)
—_———
ajl (lj 0 0

P

e logo aj, +---+a;, =0 (mod p) e a;, - - - a;, é a subsequéncia procurada. [

1.4.3 Versao Formalizada

Como, pelo que vimos na Secao 1.1, o conjunto dos inteiros modulo n é um
grupo aditivo ciclico, o Teorema de Erddés-Ginzburg-Ziv pode ser estendido de
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maneira geral a um grupo ciclico de ordem n, nos permitindo concluir que s(C),) <
2n — 1.
Por outro lado, observe que a sequéncia

S — On—lln—l

tem tamanho 2n — 2 e nao possui nenhuma subsequéncia cuja soma seja um
multiplo de n. Isso quer dizer que 2n — 1 encontrado por P. Erdgs, A. Ginzburg
e A. Ziv é o menor tamanho que uma sequéncia pode assumir para que possamos
garantir a existéncia de uma subsequéncia de tamanho n de soma zero, ou seja,
s(Cn) = 2n — 1.

Assim, sempre que nos referirmos ao Teorema de Erdés-Ginzburg-Ziv, a refe-
réncia sera a seguinte:

Teorema 1.30. Dado n € N, n > 2, temos s(C,,) =2n — 1.

Esta ¢ a versdo formalizada apresentada por Harborth, em [14], em 1973.
A partir disso, o Teorema de Erdds-Ginzburg-Ziv passou a ser um resultado da
teoria dos problemas de soma zero e, posteriormente, a constante s, recebeu o
nome constante de Erdds-Ginzburg-Ziv.
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Relagao entre 4 e Dy

Seja G um grupo abeliano finito com |G| = n. Nao é dificil ver que, para
AC L exp(G)— 1],

De fato, considere S € F(G) com |S| = Da(G) — 1 de forma que S nao possui
subsequéncia de A-soma zero e observe que a sequéncia

S = 50"

nao possui subsequéncia de A-soma zero de tamanho n, uma vez que uma sub-
sequéncia de A-soma zero de S’ de tamanho n implica em uma subsequéncia de
A-soma zero de S de algum tamanho. Assim, da defini¢ao de E4, segue que

EAG) =2 |9 +1=|S|+(n—=1)+1=Ds(G)+n—1.
A igualdade

foi provada em 1990 por W.D. Gao, [23|, no caso em que A = {1}. O resultado
para A C [1, exp(G)—1] qualquer foi provado primeiro para o caso em que G = C,,
por P. Yuan e X. Zeng em 2010, [29], e em [12] foi provado o caso geral.

Nosso trabalho neste capitulo serd estudar as constantes D4 e E, através
de uma coletanea de resultados que nos permitirao conhecer o comportamento
de cada constante frente a alguns grupos. Em seguida apresentamos a prova da
relagdo (2.2) para o caso em que G = C,, p primo. Os resultados que compdem
este capitulo foram obtidos dos artigos |2, 3, 4, 19, 20, 28|.

Nosso objetivo aqui é ilustrar a natureza construtiva dos resultados que solu-
cionam problemas de soma zero. Além disso, conhecer os resultados para grupos
mais béasicos é de extrema importancia para o estudo envolvendo grupos mais
gerais. Portanto, muitos do resultados que apresentaremos neste capitulo serao
citados nos capitulos seguintes, deixando claro assim o carater colaborativo que
o estudo dos problemas de soma zero apresenta.
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2.1 Resultados para Dy

Comecemos com um resultado que sera citado varias vezes daqui em diante.
Esse ¢ um resultado de Adhikari et al., disponivel em [2].

Teorema 2.1. Sejam G um grupo abeliano finito, S € F(G) e A= {—1,1}.

(a) Se |S| = logy |G|+ 1 e G nao é um 2-grupo elementar, entdao S possui uma
subsequéncia propria nao trivial de A-soma zero.

(b) Se|S| >log, |G|+ 1 e G ndo é um 2-grupo elementar de posto par, entdo
S possui uma subsequéncia propria nao trivial de A-soma zero de tamanho
par.

Demonstracao: (a) Seja S = gog1---g1 € F(G) com [ > log, |G|. Note que
|S| =1+ 1 > log, |G|. Defina S’ = g;*S. De acordo com a combinatéria elemen-
tar, existem 2! subconjuntos I C [1,1], a cada um deles correspondendo a uma
subsequéncia S do tipo
Si =19 € F(G).
il

Suponha primeiro que existam I, J C [1,!] com ¢(S7) = o(5). Como I\ J =
IN(INnJ)yeJ\I=J\(NJ), removendo os elementos comuns entre [ e J,
encontramos

o (Shg) = (1) = 0(Siny) = 0(Sh) — 0(Siny) = o(Sh)-

Note que, como I # J, temos I \ J # () ou J\ I # (), além de que (I\ J) N
(J\I)=0. Isso nos da

T= SEI\J)U(J\I) = }\J f]\]a

uma subsequéncia de S’ (e, portanto, propria de S) tal que

> Mg+ > (—1)gi =0,

iel\J icJ\I

ou seja, T' é uma subsequéncia de A-soma zero propria de S.

Suponha agora que o(S}) # o(S5’;) para todo I # J. Lembrando que 2 > |G],
observe que nesse caso devemos ter 2! = |G|, pois, caso contrério, o Principio das
Casas dos Pombos nos garante a existéncia de subconjuntos diferentes I, .J C [1,]
satisfazendo o(S}) = o(5), contrariando o que supomos. Isso nos da |S| =
[ +1=log, |G|+ 1¢€Z. Além disso, como cada uma das 2! = |G| subsequéncias
S} devem fornecer somas A-ponderadas distintas em G, cada elemento de G é
obtido com uma subsequéncia de S’, sendo que o 0 é obtido com a sequéncia
trivial correspondente ao conjunto (). Em particular, existem 77, T3|S’ tais que
o(Ty) = go e (1) = —go. Assim, se T} é subsequéncia propria de S’; entdo goT}
é subsequéncia propria de S de A-soma zero e o mesmo podemos dizer a respeito
de goT5, caso Ty seja propria. Para finalizar a prova nos resta considerar o caso
emque —go=¢goe Ih =T, = S.

Como todos os elementos de G podem ser obtidos através se subsequéncias
de S’, podemos dizer que G = (supp(S’)). Além disso, como G nao é 2-grupo
elementar, existe g € supp(5’) tal que 2g # 0, ou seja, —g # g.
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Agora, lembrando que quando o conjunto peso é A = {—1,1} trocar um
elemento por seu inverso em S nao muda o fato de ser subsequéncia de A-soma
zero ou nao, nao ha problema em considerar tudo o que fizemos acima para a
sequéncia Sy = ¢7'S(—g). Note que o(Sp) = o(S) — 2g e o(S}) = o(5’) — 2g,
onde S = g715'(—g). Ao refazer a demonstragiao acima para Sy, em tudo temos
a mesma conclusdo, exceto o tltimo caso, em que o(S)) = go. Isso porque se
a(S)) = go, entao 2g = o(S') — a(Sy) = go — go = 0, uma contradi¢do. Deve
haver, portanto, uma subsequéncia propria 7' de Sj com o(T') = gy ou —go que
em qualquer caso nos fornece uma subsequéncia propria de Sy de A-soma zero.
Como ja mencionamos acima, uma vez que Sy difere de S apenas por um elemento
que trocamos por seu inverso, seque que S possui uma subsequéncia prépria de
A-soma zero.

(b) Como no item anterior, considere S = go--- ¢, € F(G) com [ > log, |G| +1
e faca S = gO_IS. De novo, pela combinatoria elementar, existem 2~! subcon-
juntos I C [1,1] com |I| impar e cada I determina uma subsequéncia de S’ da

forma
Sy = ng%

iel
Suponha que existam I, J C [1,], [ # J com o(57) = 0(S5’;). Como antes, ao
remover os termos comuns entre [ e .J, obtemos o(S}, ;) = (57, /) e

o
T = Snnun

é subsequéncia de A-soma zero de S’ (e, portanto, propria de S). Para ver que
|T| é par, basta notar que, como (I'\ J) N (J\I) =0 (justificamos isso no item
anterior) e |I], |J| sdo impares, temos

I\ D) U\ D= [T\ T+ [T\ = [I]+ [J] = 2|10 ]

um nimero par.

Suponha agora que subconjuntos distintos de [1, /] sempre fornecam somas A-
ponderadas distintas para as subsequéncias determinadas por eles. Como 21 >
|G|, mais uma vez o Principio das Casas dos Pombos nos leva a concluir que
2171 = |G| e, portanto, cada elemento de G pode ser obtido através da soma A-
ponderada de alguma subsequéncia de S’ de tamanho impar. Em particular, ha
Ty, T5|S" tais que o(T1) = go e 0(T3) = —go. Se uma delas é subsequéncia propria
de S’, entao acrescentando ¢y, obtemos uma subsequéncia propria de tamanho
par de A-soma zero.

Para o caso em que nenhuma delas é préopria, ou seja, quando gy = —go €
T, = Ty, = 5, tomamos g € supp(S’) tal que 2g # 0 (que existe pois, como
no item anterior, G nao é 2-grupo elementar ¢ G = (supp(S’))) e consideramos
So = g7'S(—g). O restante da demonstragao segue idéntico ao item anterior,
sendo importante observar que ao garantir uma subsequéncia propria de tamanho
impar de S, obtemos uma subsequéncia propria de tamanho par de Sy, como
queriamos. [ |

Como consequéncia direta, apresentamos o corolario abaixo que nos seré ttil
no capitulo seguinte, fornecendo uma forma préatica de aplicar o teorema anterior.

Corolario 2.2. Seja G um grupo abeliano finito, S € F(G), A= {-1,1}.
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(a) Se |S| = |log, |G|] + 1, entdo S possui uma subsequéncia nao trivial de
A-soma zero e de tamanho no mdzimo |log, |G|] + 1.

(b) Se |S| = |log, |G|| + 2, entdo S possui uma subsequéncia ndo trivial de
A-soma zero de tamanho par e no mdzimo |log, |G|| + 2.

Demonstragao: Para provar o item (a), basta aplicar o Teorema 2.1 (a) a
uma subsequéncia de S de tamanho |log, |G|] 4+ 1. Para o item (b), aplicamos o
Teorema 2.1 (b) a uma subsequéncia de S de tamanho [log, |G|] + 2. u

Observe que estamos aplicando o Teorema 2.1 para garantir a existéncia de
uma subsequéncia de A-soma zero, porém nao temos a hipotese de que GG nao é
2-grupo elementar, logo nao podemos garantir que a subsequéncia encontrada é
propria. E o que acontece também quando aplicamos o Teorema 2.1 para obter
o corolario abaixo. Este é, essencialmente, o primeiro item do corolario anterior.

Corolario 2.3. Se G € um grupo abeliano finito, entao
D+(G) < [log, |G| + 1.
Teorema 2.4. Se A= {a} C[1,n—1] e (a,n) =1, entao D4(C,,) = n.

Demonstracao: Seja S = z125---x, € F(C,). Primeiramente, observe que

m

m
E ar; =a E ZT;.
i=1

=1

Dai, como (a,n) = 1, S possui subsequéncia de soma zero, se e somente se, S
possui subsequéncia de A-soma zero, pela Observacao 1.25.

Considere as somas
Sl = I,

Sg = I +J]2,

Sp = w1+ F .

Note que se S; # S; para todo 4, j € [1,n],i # j entdo {S;};_, = C, e logo existe
k € [1,n] tal que Sy = 0, ou seja, 1 --- xS é subsequéncia de soma zero. Se
existem duas somas iguais, digamos S; = S}, sem perda de generalidade podemos
supor ¢ > j e a sequéncia

Si(S;) T = wjamje

¢ uma subsequéncia de S de soma zero. Isso mostra que D4(C,,) < n.
Por outro lado, a sequéncia
S=1""

é tal que para qualquer k € [1,n — 1], Zlea -1 =k-a# 0 pois (a,n) = 1.
Concluimos, portanto, a igualdade. [

Teorema 2.5. Se A = {a,n —a} C [1,n —1],(a,n) = 1, entdo D4(C,) =
1+ |logyn].
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Demonstracao: Como (a,n) = 1, temos D4(C,) = D+(C,) pela Observagao
1.25.

Para ver que D1 (C,) > 1+ [log, n|, considere a sequéncia S = [[;_, 2" onde
r € Z é tal que 2"t < n < 272 e observe que é impossivel obter subsequéncia
de S de A-soma zero de qualquer tamanho. De fato, a maior soma possivel
considerando os pesos —1 e 1, resulta num nimero cujo valor absoluto é menor
ou igual a 2”1 — 1 < n e nao pode ser 0 pois isso contraria a unicidade da
expansao binaria. Dai Dy (C,) > |S|=r+1 > |log,n| pois

272 > n=r+2>logyn =r+2> |logyn| =r+1> |logyn].

A desigualdade contraria segue do Corolario 2.3. ]

Quando A = [1,n — 1], podemos obter o valor de D4(G) para todo G com
exp(G) = n, conforme o teorema a seguir.

Teorema 2.6. Sejam A = [1,n—1] e G um grupo abeliano finito com exp(G) = n.
Entio Ds(G) = r,(G) + 1.

Demonstracao: Como G é abeliano finito, pelo Teorema 1.8, temos
G=Cp @ DC,, &0y,

com ¢,n; € Nei € [1,q]. Observe que se n|n;, entdo n = n; e existe g €
Cy, tal que ng = 0 € C,,. Podemos pensar assim para cada i € [1,q] tal que
n|n; e obtemos g; € C,. com ng; = 0. Isso nos permite obter um subconjunto
de G formado pelos elementos (0,...,0,¢;,0,...,0), de cardinalidade r,(G) e
independente (lembre-se da defini¢ao de r,(G), dada no final da Secdo 1.1). A
sequéncia formada por esses elementos nao pode conter uma subsequéncia nao
trivial de A-soma zero pois isso contraria a independéncia do conjunto. Assim,

Por outro lado, seja S = g1 -+ - gr, (@)1 € F(G). Se S nao é livre de quadrados,
entao S possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 2. Suponha entao S
livre de quadrados. Se existe i € [1,7,(G)+1] tal que ord(g;) = d < n,entdod € A
e dg; = 0, ou seja, g; ¢ uma subsequéncia de A-soma zero de S. Se ord(g;) = n
para todo i € [1,7,(G) +1], entdo o conjunto B = {g1, ..., gr,(G)+1} nao pode ser
independente pois, caso contrario, Cp" Y™ < G e {i € N|n|n;}| = r,(G) + 1,
contrariando a definigao de r,(G). Assim, da defini¢do de conjunto independente,
existem ay, ..., a,,(¢)+1 € [0,n — 1], nao todos nulos, tais que

r(G)+1

Z a;g; =0

i=1

e os elementos de {g; |a; # 0} formam uma subsequéncia de A-soma zero de S.
Isso conclui a demonstracao. ]

Como consequéncia direta, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.7. Dados n,r € N, sejam G = C], e A= [1,n—1]. Entao D,(G) =
r(G) + 1. Em particular, D(C,) = 2.

Proposicao 2.8. Se A= [1,7] onde 1 <1 <n, entdo D,(C,) = [2].
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Demonstracao: Seja S =s;--- S[n] € F(Cy) de tamanho [2] e considere

S = sysh - STE].
Observe que |S’| > n. Dai, pelo Teorema 2.4, S possui uma subsequéncia de
soma zero, digamos, 7T
Sejam {s;,,...,s;,} =supp(T) e t; = Us,, (7). Observe que 1 < t; < r para

cada j € [1,k].
Neste caso, T' ser uma sequéncia de soma zero implica em

k
Z thZ'j = 0,
j=1

ou seja, s;, - - - s;, € uma subsequéncia de S de A-soma zero de S. Isso mostra que
DA(CH) < (%] )
Por outro lado, considerando
7 — 1%

)

dada qualquer subsequéncia nao vazia de T, digamos s;, - - - s;, temos

!
0<Zaisji<rl<r([ﬁ—‘—1)<n—r<n—1
r
i=1

qualquer que seja a forma de escolher os elementos a; € A. Portanto, D(C,,) >
[ﬂ e a igualdade segue.

2.2 Resultados para E4

O primeiro resultado que podemos destacar a respeito da constante E, foi
provado antes mesmo de o estudo dos problemas de soma zero ser formalizado:
O Teorema 1.30 de Erdés-Ginzburg-Ziv que apresentamos no Capitulo 1.

Teorema 2.9. Se A = {1}, entdo E4(C,) =2n — 1.

Lembrando que quando G é ciclico, temos |G| = exp(G) e logo as defini¢oes
de E4 e sy coincidem.

Proposicao 2.10. Sen € par e A = {a,n—a} C[1,n—1], (a,n) =1, entdo
EA(C) <n—+ [logyn|.

Demonstracao: Seja S = z;---xy com N = n+ |log,n]. Vamos reordenar S
de forma que x; = x;41 para todo i € [1,2t — 1], ¢ impar e x; # x; para todo
i,j €2t +1,N], i #j.

Observe que N — 2t < n pois {xoys1,...,28} C C, e {zos1,...,xn} =
N —2t. Assim, 2t > N —n = [log,n|. Considere B = {ry,...,r;} C [2t + 1, N]
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de tal forma que |B| seja par e B seja o maior com a propriedade de que existem

€1,-..,6¢ € {—1,1} com
I

Z €jz,, = 0.

j=1
Temos [ + 2t > n. De fato, se [ + 2t < n, como os nimeros [ + 2t e n sao

ambos pares, teriamos [ + 2t < n —2 e o conjunto C' = [2t + 1, N]\ {ry,..., 7}
seria tal que

IC|=N—-2t—1>N—-n+2=|logyn|+2>logyn+ 1.

Dai, pelo Corolario 2.2 (b), existem () # B’ C C com |B'| par e ¢; € {—1,1}
para cada j € B’ tal que
Z Ej[lfj = O

jen’
e BU B’ contradiz a maximalidade de B. Podemos entao escrever [ +2t =n +r
com r = 0.
Agora, como [ e n sao pares, temos que r também é par. Escreva r = 2r' e
note que a sequéncia

T = Top 10249+ "Xl Ty

tem n elementos e
t !

Z (f[gj — 1‘2];1) + Zéjl‘rj =0.

j:r’—'—l _]:1
Assim, T é a subsequéncia de A-soma zero procurada. [

Mostraremos a seguir que se n é impar, a proposicao anterior também é valida.
Para isso, precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Definicao 2.11. Sejam m um inteiro positivo e S = x1 - - - x, uma sequéncia de
numeros inteiros. Dizemos que S € completa com respeito a m se, para todo d
divisor positivo de m tem-se

{jell,n]|z; Z0 (modd)}|>d—1.

Dada S uma sequéncia completa com respeito a um inteiro positivo m, uma
propriedade importante é que podemos obter subsequéncias de S que também
sao completas com respeito a m. Isso é o que os lemas abaixo nos fornecem.

Lema 2.12. Se S =z ---x, € completa com respeito a m e n = m, entao eriste
Jo € [1,n] tal que ij_ol € completa com respeito a m.

Demonstracao: Sejam dy, ..., ds os divisores de m que satisfazem

{jel,n]|z; #0 (mod d;)}| =d; —1, i€l,s].
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Vamos reordenar os d;s de modo que m > dy > --- > d,. Considere

Di :mmc(dl,...,di)
e
U={jell,n]|z; #0 (mod d;)}.

Vamos mostrar que || J;_, U;| < m. Isso é suficiente para que possamos escolher
Jo € [1,n] \ U;_, Ui de modo que a sequéncia ij_ol obedeca a Definicao 2.11.

Agora note que, para cada i € [1,s], Ui_, U = {j € [1,n]|z; # 0 (mod D;)}
e U2=1 U, = UZ_:II Uy se D;_1 = D;. Isso quer dizer que, na verdade,

Uu.=tnu |J U
k=1

Dp>Dy_1

Para os k's que aparecem da expressao acima, temos D) > dj_; e sabemos que
Dy = mmc(Dy_1,dy). Isso implica que, para os k's > 1, Dy, — Dy = Dy_q >
di_1 > di — 1. Como D; > dy — 1, temos

S
Uu < 1+ > |
k=1 Dy>Dy_y

= d;—1+ Z (dp — 1)

Dyp>Dy_4

< Di+ Y (Dy— D)
k=1
= D, <m.

Isso completa a prova do lema. [

Lema 2.13. Se S = x1---x, € uma sequéncia completa com respeito a m, entao
eristem ji,...,Jm—1 € [1,n] tais que a sequéncia xj ---x;, , € completa com
respeito a m.

Demonstracao: Observe que, como m divide a si mesmo, temos |[{j € [1,n]|z; #
0 (mod m)}| = m — 1. Em particular, n > m — 1. Se n = m — 1, nada temos
a fazer. Se n > m, aplicamos recursivamente o Lema 2.12 n — (m — 1) vezes e
obtemos a sequéncia desejada. [

Teorema 2.14. Se S = xy---x, € completa com respeito a m, entao para todo
b € Z, eristem €q,...,¢6, € {0,1} tais que

n

Z ejx; =b (mod m).

Jj=1

Demonstracao: Vamos usar inducdo sobre m. Se m = 1 entdao b = 0 (mod 1)
para todo b € Z, logo, basta escolher €¢; = 0 para todo j € [1,n].

Suponha entao que dado k > 2, o resultado seja valido para todo m < k e
seja S = x1---x, sequéncia completa com respeito a k. Vamos mostrar que o
resultado vale também para m = k.

26



Capitulo 2. Relacao entre F4 e Dy

Da definicao, como k divide a si mesmo, temos
{jell,n]lz; 0 (mod k)}| =k —1,

ou seja, existem pelo menos £ — 1 elementos x;-s tais que k { z;. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que k1 z1. Dado a € Z, seja @ a classe de residuo
de a modulo k. Para A C Z, faca A = {a|a € A}. Considere A; = {0,z;} e
vamos fixar uma indexacdo que inicia em i; = 1. Temos |A;| = 2. Agora, se
possivel, escolhemos um indice iy # i; tal que A; +{0,7;,} # A;. Se tal iy existe,
entdo seja Ay = A; +{0, z;,}. Continuamos esse procedimento e supomos que ele
termine em A;. Note que
A CAC---CAL

Além disso, temos
|A > A | +1> - >t + 1. (2.3)

Observe que, por construcao, os elementos de A; sao da forma

t

Zejxi]., ¢; € {0,1}. (2.4)

j=1

Assim, como A, C [1,k], basta mostrarmos que |A;| > k para completar a
prova. Por (2.3), temos ¢ < k — 2. Assim, podemos reindexar a sequéncia S,
assumindo que i; = j € [1,t] e que k { z441. Agora, como assumimos que o
procedimento de obtencao dos Als termina em ¢ = ¢, para todo t + 1 < j < n,
temos

A +{0.75) = A (2.5)

Seja H = (Ti71). Por 2.5, temos A, + H = A,. De fato, como 0 € H, temos
A, C A+ H. Po_r outro lado, lembrando que os elementos de H sao da forma
qTi11, dado a € Ay + H, temos

t

a = E €T + QT
j=1
t

= Z Ejl’_j + Tiy1 +(q — ]-)xt—i-l-
j=1

€A; por (2.5)

Fazendo isso ¢ — 1 vezes, obtemos a € A;. Dai, A; é a unidao de algumas
classes laterais de H. Escreva

A= J:i+ H) (2.6)

onde b; € A; para todo i € [1,s] e b;—b; ¢ H para todo i # j. Entdo |A;| = s|H|.
Seja k1 = mde(zyy 1, k). Como k t 2441 temos ky < k e, lembrando que a sequéncia
x1---x, é completa com respeito a ki, pela hipotese de inducao, vemos que para

27



Capitulo 2. Relacao entre F4 e Dy

todo inteiro b, existem €1, ..., €, € {0,1} tais que

n

Zejxj =0b (mod k). (2.7)

J=1

Por (2.4) e (2.5), temos

{Zn:ej:cj (mod k) |¢; € {0,1}} = A

Jj=1

Assim, como k; = (k,z441) e por (2.6), podemos reescrever a igualdade acima
modulo k; da seguinte forma:

{Z ejx; (mod k) |e; € {0, 1}} ={by (mod ky),...,bs (mod kq)}.

j=1
Portanto, por (2.7) temos s > k;. Notando que |H|z;+1 =0 (mod k), segue que

|H| =0 (mod k/k1). Como |H| > 1, temos |H| > k/k;. Portanto, |A,| = s|H| >
k. Isso completa a prova. [

Corolario 2.15. Sem € impar e x1 - - - x,, € uma sequéncia completa com respeito
a m, entdo para qualquer inteiro b, existem 0y,...,06, € {—1,1} tais que

Zdjxj =0b (mod m).

Demonstragao: Dado b € Z, pelo teorema anterior existem eq,...,¢, € {0,1}

tais que
n

b ety
P 2 2

e isso é equivalente a
b_2Ze]$] (x1+ -+ xp) :Z 2¢; — 1)z;  (mod m)

pois 2 possui inverso multiplicativo moédulo m, ja que m é impar. Considere
d; =2¢; —1 € {—1,1} e obtemos o resultado. n

Teorema 2.16. Sen € impar e A ={a,n —a} C[1,n—1], (a,n) =1, entdo
E4(Cy) <n+ [logyn|.

Demonstracao: Seja S = z;---ay € F(C,) com N = n + |[log,n|. Se
S é completa com respeito a n, entao pelo Lema 2.13, existem n — 1 indices
Jis--+yJn—1 € [1, N] tais que z;, ---x;, , é completa com respeito a n. Escolha
arbitrariamente j, € [L.N]\{j1,...,jn—1}. Entao éclaro que z;, - -- x;, também é
completa com respeito a n e o resultado segue do Corolario 2.15. Agora suponha
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que S nao seja completa com respeito a n. Entao existe d divisor de n tal que
{j €, Nl[z; #0 (modd)}f <d—1.

Seja D o maior divisor de n com essa propriedade. Note que se f|n é tal que
D|f, entao

€N ;=0 (mod D)oy 20 (mod )} >4 -1 (28)

De fato, se f = D, isso é imediato. Se f > D e (2.8) nao se verifica, entao

{7 €1, N] | % 0 (mod f)}| = [{j€[l,N]|z; #0 (mod D)}|
+ {7 €L, Nl |z, 0" (mod D),z; 0 (mod )}

Al

D+L-2<f-1
(2.9)
Isso contradiz a maximalidade de D. Denote
Ii={j € [L.N]|a;£0 (mod D)}
I={j € [LN]|2;=0 (mod D)}

e tome I3 o maior subconjunto de I; tal que para alguma escolha de coeficientes
¢; € {—1,1} temos > _ ., €;x; =0 (mod D). Pelo Lema 2.1, sabemos que

11| = 5] < [log, D] (2.10)

pois caso contrario, I; \ I3 possui uma subsequéncia de {—1, 1}-soma zero e isso
contraria a maximalidade de I3. Temos que |I3| < |[[1] < D —1 <n — 1. Seja
k =mn — |I3]. Por (2.10), temos

k=mn—|Is] =N —[logyn] —|Is] <N = |I3] = [log, D] < N — [L] = | L],
Por outro lado, k =n — |I3] > n—|I1| >n— D+ 1 > n/D. Portanto,
I >k >n/D. (2.11)

Agora, fazendo

por (2.8), S é completa com respeito a n/D. O Lema 2.13 implica que existe
I'"={ji, - jnyp1} C I tal que y;, ---y;, ,_, é completa com respeito a n/D.
Por (2.11), podemos escolher um conjunto I] tal que I’ C I} C I, e |I]| =
k. Claramente, HjeI{ y; também é completa com respeito a n/D. Portanto, o

Coroldrio 2.15 implica que podemos escolher €] € {—1,1}, j € I} tais que

" 1 /
Z GYi =5 Z sz (mod n/D). (2.12)

JerI; NSE
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Para completar a prova, ¢ suficiente tomar Iy = I3 U I] e escolher
// !/
¢ — f se j €}
€;sej €l
(Lol = |L3] + |11] = |I3] + k = |I3] + n — [I5] = n.

[0:]3UI{:>ZEJ-:E] Zex]+26%_ (mod n)

j€lo J€El3 Jer,

Isso nos da

pois, de (2.12), existe p € N tal que
" 1 / n
Zﬁjyj+526j$j:p<5> Ze x]+Zexj on
Jel; VIS E! Jer; jelI3
[

Podemos resumir a Proposicao 2.10 e o teorema anterior no resultado abaixo.
Teorema 2.17. Se A={a,n—a} C[l,n—1], (a,n) =1, entdo
Ea(Cy) = n + [logy ).
Demonstragao: Por (2.1) e pelo Teorema 2.5,
EA(Ch) 2n—1+ |loggn] +1=n+ |log,n].

A desigualdade contraria segue da Proposicao 2.10 quando n é par e do Teorema
2.16 quando n ¢é impar. ]

Teorema 2.18. Se A =[1,n — 1], entdo Eo(C,) =n+ 1.
Demonstracgao: Sem perda de generalidade, vamos considerar
C,=%Z,={0,1,...,n—1}.

Se n = 1, entdo C,, = {0} e nada temos a fazer. Se n = 2, entdo A = {1} e o
resultado segue do Teorema 2.9. Assuma n > 2. Seja S = z1---x,41 € F(C))
ordenada de forma que, para algum r > 0, (z;,n) = 1 para j < re (zj,n) > 1
para j > r. Temos as seguintes observacoes.

(i) Para j € [1,7], existem coeficientes a; € A tais que
T
Z ajr; =0 (mod n).

De fato, da aritmética elementar, se (z;,n) = 1, entdo existe a; € Z, tal
que a;r; = 1 (mod n). Assim, se r é par, tome a; = (—1)’a; e temos
> - ajr; =0 (mod n). Se r é impar, tome
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(—=1)a; se j#2
;=
’ 2a; se j =2

e temos

Zozjxj—Qagxg—i- Z ajr; =2—2=0 (mod n).

J=1,3#2

ii) Para j > r, existe ; € al que B;x; =0 (mod n). De fato, se (x;,n) =
ii) Para j iste 3; € A tal ix; =0 d De fat j
d > 1, entao n = dm com 1 < m < n e pelo Teorema de Bachet-Bezout,
existem a, b € 7Z tais que

ar; +bn=d= amz; +bmn=dmn=n=amz; =0 (mod n).
Assim, basta tomar 3; = am.

Agora, considere a subsequéncia T' =z - - - x,, e temos:
Ser =0, tome¢; =fF;,j€[l,n]e

Z €T = Zﬁjxj =0 (mod n).
j=1 j=1

Se r =n, tome €¢; = a;, j € [1,n] e

Z €T; = Zajxj =0 (mod n).
j=1 j=1

Se 0 <r <n,tomee; =a;paraje€[l,rlee; =0 paraje€r+1,n|e

Zejzcj Zajxj + Z Bijz; =0 (mod n).

=1 j=r+1

Em qualquer caso, provamos que T é subsequéncia de A-soma zero de S. Isso
mostra que Fy(C,) < n+ 1.
Por outro lado, a sequéncia

S=0"11

tem tamanho n e nao é sequéncia de A-soma zero. Concluimos, portanto, que
E4(C,) =2 n+1 e aigualdade segue. n

Proposigao 2.19. Se A= [1,7] onde 1 <1 < p, entdo E4(C,) = [B] +p— 1.

Demonstracao: Por (2.1) e pela Proposicao 2.8, basta que mostremos a desi-
gualdade E4(Cp) < Da(Cp) +p—1=[B] +p—1.

Seja N = (ﬂ + p — 1 e considere a sequéncia S = s;---sy de elementos de
C,. Temos dois casos:

Caso 1. S possui pelo menos p elementos nao nulos.
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Considere T' = s;, - - - 5;, uma subsequéncia de S com s;; # 0 para j € [1,7] e
Aj = {si;,2s;,}. Como |A;| =2V}, pelo Teorema 1.24

|A;+ -+ A >p.

Agora, como A; + ---+ A, C C,, segue que A; + --- + A, = C,. Dai,
0e€ Ay +---+ A, ouseja, 0 =ays;, +---+aps;, com a; € {1,2} C A e portanto
Siy +++ 8, € subsequéncia de S de A-soma zero.

Caso 2. S possui menos de p elementos ndo nulos. Neste caso, como |S| =
p—1+ (ﬂ, ha, no minimo, [2] elementos nulos em S. Vamos reordenar S de
tal forma que s; =s9 =--- =5 =0e s; # 0 sempre que i >t + 1.

Tome B = {ry,...,r} C [t+ 1,N] de tal forma que B seja o maior com a

propriedade de que existem ay,...,q; € [1,r] com

Z a;sy; = 0.

Jj=1

Temos [+t > p. De fato, se [+t < p,entdo N — (I +t) > N—p=[p/r| —1
e Pela Proposiao 2.8 existe C' C [t + 1, N]\ {ry,...,r] tal que Y .. a;s; =0
com a; € [1,r] e BUC contradiz a maximalidade de B. Assim, anexando a
sequéncia determinada pelos indices de B a s - - - s;, encontramos a subsequéncia
de A-soma zero procurada.

Em qualquer caso, mostramos que E4(C,) < [2] +p — 1. |
Para o préximo resultado, precisaremos da seguinte

Definigao 2.20. Seja p > 2 um nidmero primo e a € Z,. Dizemos que a € um
residuo quadrdtico modulo p se existe b € Z,, tal que

a=0b* (mod p). (2.13)

O conjunto A = {2*|z € Z}} dos residuos quadraticos modulo p é um sub-
grupo do grupo multiplicativo Z;.

Proposicao 2.21. Se A € o conjunto dos residuos quadrdticos médulo p temos
EA(Cp) :p—l— 2e DA(Cp) = 3.

Demonstracao: Seja a sequéncia S = s; - - - 5,12 com elementos de C), de tama-
nho p 4 2. Considere o seguinte sistema de equagoes em p + 2 variaveis:

p+2

fl(fL’l, e ,Ip+2) = ZSZZL‘? = 0

=1
p+2

fg(l’l, .. ,ZEp+2) = Zl’f_l = 0
j=1

Observe que p+1 < p+ 2 e pelo Teorema 1.20, hd uma solugao nao nula para
o sistema. Da segunda equacdo, se (yi,...,¥Yp+2) ¢ solucdo do sistema, devem
haver p elementos y.s nao nulos. Aplicando isso na primeira equacao, temos que
Z§:1 a;js; = 0 onde a; = yf- € A. Isso nos permite concluir que E4(C,) < p+ 2.
Além disso, pela Desigualdade 2.1, E4(C,) > D4(C,)+p—1, ouseja, Ds(C,) < 3.
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Por outro lado, se consideramos a sequéncia s;(—s2) onde s; é um quadrado
em C), e 55 130 é, devemos ter a;5; +az(—s2) # 0 Vay, ag € A. De fato, se existem
ai,ay € A tais que a18; = agss, entdo (ay) lays; = s e isso é impossivel pois o
primeiro membro da dltima igualdade ¢ um quadrado em C), e o segundo membro,
ndo. Logo, D4(C,) = 3. Dai, D4(C,) = 3 e, mais uma vez, pela Desigualdade
2.1,

EA(Cy) 2 Da(Cp)+n—1=3+p—1=p+2

e a igualdade segue. [ ]

2.3 Conclusao

A ordem com que os resultados das secdes anteriores foram apresentados nao
foi escolhida por acaso. A relagao (2.2) se verifica quando comparamos cada um
deles: no caso em que A = {1}, podemos associar o Teorema 2.9 com o Teorema
2.4. Quando A = {1,—1}, temos que E4(C,) = n+ |log, n| pelo Teorema 2.17
e Dy(C,) = |logyn| + 1 pelo Teorema 2.5. O caso em que A = [1,n — 1] temos
E4(C,) = n+1 provado no Teorema 2.18 e D4(C,,) = 2 gracas ao Corolario 2.7.
Quando A = [1,7] com 1 < 7 < p e p primo, temos E4(C,) = [2] +p — 1 pela
Proposicao 2.19 e D4(C,) = [2] pela Proposicao 2.8. Por fim, na Proposi¢ao
2.21 vimos que E4(Cy) = p+ 2 e D4(C,) = 3. Em todos esses casos, (2.2) se
verifica.

Como ja mencionamos no inicio, a relagao ja foi provada para qualquer grupo
abeliano finito e para qualquer conjunto-peso. Aqui, vamos apresentar a prova
para o caso particular em que G = C,, p primo.

Teorema 2.22. Dado p um inteiro positivo primo, para todo A C [1,p — 1],
tem-se

EA(Gp) = DA(CP) +p— L
Demonstracao: Sejam S = s;--- sy sequéncia de elementos de C), com [S| =
N=p—1+Ds(Cp) e A={ay,...,a,} C[1,p—1], r > 2. Temos dois casos:

Caso 1. S tem, no minimo, p elementos nao nulos. Considere T" = s;, - - - s;, uma
subsequéncia de S com s;; # 0 para todo j € [1,p] e defina Ay, = {a1s;,,...,ar5;,}
para cada k € [1,p]. Como |Ay| > 2 para todo k, pelo Corolario 1.24, segue que

[Av 4+ + Ay| Z min{p, [Ai] + -+ [4] —p+ 1} = p.

Agora, como A+ - -+A, C C,, segue que A+ --+A, = C,. Dai0 € A+ --+A,,
ou seja, 0 = ais;, +---+aps;, com a; € A. Portanto, s;, - - - s;, € subsequéncia de
S de tamanho p e de A-soma zero.

Caso 2. S possui menos de p elementos nao nulos. Neste caso, como |S| =
p— 1+ D4(C,), no minimo D4(C),) elementos de S sdo nulos. Vamos reordenar

S de tal forma que s; = --- = s, = 0 e s; #0 sempre que ¢ > t + 1. Tome
B=A{ry,...,m} C[t+1,N] de tal forma que B seja o maior com a propriedade
de que existem ay,...,q € [1,7] com 22:1 a;s;; = 0. Temos [ +t > p. De fato,

se [+t < p, entao
S| = (+1t)=p—1+4+Da(C,) — (I +1t) > Da(C,) — 1.
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Daf, da definigio de D 4(C)), existe B’ C [t+1, N]\ B tal que [ [, x; é sequéncia
de A-soma zero e B U B’ contraria a maximalidade de B.

Assim, anexando a sequéncia determinada pelos indices de B a sy ---s;, en-
contramos a subsequéncia de A-soma zero desejada.

Isso mostra que E4(C,) < Da(Cp) +p — 1. u
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Capitulo 3

A Constante de Davenport com
Peso A ={-1,1}

Existem diferentes maneiras de generalizar ou modificar problemas de soma
zero através de diferentes escolhas de conjunto peso. Problemas particularmente
populares sdo obtidos através da constante de Davenport com A = {—1,1} como
conjunto-peso. Neste capitulo trataremos exclusivamente desse caso.

Comecamos apresentando um resultado provado por S. D. Adhikari, D. J.
Grynkiewicz e Z. W. Sun em [2] em 2012 que estabelece limites inferior e superior
para D4 (G) sob algumas condi¢des. Em seguida, vamos estudar uma forma de
melhorar esse resultado, com base num teorema de L. E. Marchan, O. Ordaz e
W. A. Schmid, apresentado em [19]. O resultado final do capitulo é o teorema
que afirma que D.(G) = 6 para G = C5 ® C3 @ Cy como exemplo de um caso
em que Dy(G) é menor que o limite superior estabelecido pelo Teorema de L.
E. Marchan, O. Ordaz e W. A. Schmid. Nosso trabalho aqui se baseia no artigo
[19].

Teorema 3.1 (Adhikari-Grynkiewicz-Sun). Seja G ~ C,,, @---®C,,. com n;|n;41
para i € [1,7 — 1], onde C,,, é o grupo ciclico de ordem n;. Entdo

r

> llogy(n)] +1 < D(G) < [log, |G|] +1. (3.1)
=1
Além disso,
5:(G) = np + Di(G) =1 2 exp(G) + > _|log, n; ). (3.2)
=1

Demonstragao: Seja A = {—1,1}. Vamos mostrar (3.1). Para a primeira
desigualdade, considere ey, ..., e, base de G e para i € [1,7], defina:

Si = (es)(2e,) - - - (M08 "Ney) € F((es))

~ r I8
e entdo S = [[._; 5; € F(G). Note que |S| = > '_,[logy(n;)|. Para mostrar
que S nao possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero, é suficiente verificar
que cada S; ndo possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero, ji que eq, ..., e,
forma uma base de G. Mas isso segue do fato de que, em cada S;, a maior soma
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possivel, considerando os pesos de A, resulta num nimero cujo valor absoluto
estd entre 1 e n; — 1, ou seja, nao é possivel obter uma subsequéncia nao trivial
de A-soma zero. O cota superior segue do Corolario 2.3.

Agora, para mostrar (3.2), seja S € F(G) com |S| = Di(G) — 1 sem sub-
sequéncia nio trivial de A-soma zero. E claro entdo que a sequéncia 0" ~1S nio
possui subsequéncia de A-soma zero de tamanho n, e isso mostra a primeira
desigualdade. A segunda desigualdade segue de (3.1), conforme abaixo:

r

D.(G) > ZUogQ ni]+1 =n+Di(G)—1=>n,+ ZUog2 n; |
i=1

i=1

=n, + Di(G) — 1= exp(G) + X:Llog2 n;|.
i=1

Em casos particulares onde G é ciclico ou G é um 2-grupo, por exemplo,
o Teorema 3.1 nos da o valor exato de D.(G) ja que os limites superiores e
inferiores coincidem. Nosso trabalho agora é entender como esses limites podem
ser melhorados, de forma a nos aproximarmos mais do valor exato de D, (G).

Foram L. E. Marchan, O. Ordaz e W. A. Schmid que, em [19], estudaram
a constante Dy (G), fazendo uma pequena mudancga nas hipoteses do Teorema
3.1, de forma a tornar mais proximos os limitantes de Dy (G) em (3.1), como
apresentaremos a seguir.

Lema 3.2. Seja G um grupo abeliano finito com exp(G) = n. Seja A C [1,n—1]
um subconjunto nao vazio e d um divisor de n. Entao Dys(G) = D4(dG).

Demonstragao: Considere a fun¢ao my : G — G definida por my(g) = dg. my
¢ um homomorfismo de grupos cuja imagem ¢ dG, conforme o Exemplo 1.5.

Seja S € F(dG) com |S| = Dga(G). Vamos mostrar que S possui uma
subsequéncia ndo trivial de A-soma zero em dG. Considere S’ € F(G) tal que
my(S’) = S. Como |S’'| = Dya(G), existe uma subsequéncia ¢} - - - g;|S” e coefici-
entes ), ..., a, € dA tais que Y _._ aig; = 0. Agora, a, € dA nos diz que d; = da;
com a; € A. Assim,

t t t
0= Za;—gg = Zdaigé = Z a;mq(g;)-
=1 =1 =1

Como my(gy) - --mg(g;) é uma subsequéncia de S, concluimos que Dgs(G) >
DA(dG).

Por outro lado, considere S’ € F(G) com |S’| = D4(dG) e note que my(S") =
S ¢ uma sequéncia de elementos de dG de tamanho D 4(dG) e logo existe g - - - gx|S
e coeficientes aq,...,a; € A tais que Zle a;g; = 0. Como cada g; € dG temos
g; = dg} com ¢g. € G e logo

k

k
a;g; = Z Gz‘dgé = Z a;gg.
i=1

=1

k
0=

=1

Assim, g; - - - g, € a subsequéncia de S procurada e, com isso, concluimos que
Daa(G) < Da(dG) e a igualdade segue. |
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Corolario 3.3. Seja G um grupo abeliano finito com exp(G) = n. Seja A C
[1,n — 1] e b coprimo com n. Entio Dya(G) = Da(G).

Demonstragao: Basta lembrar que como (b,n) = 1, a funcio m;, : G — G
definida por my(g) = bg é um automorfismo de G. O restante da demonstracao
segue idéntico ao lema anterior. ]

Proposicao 3.4. Sejam G um grupo abeliano finito com exp(G) = n, A C
[l,n—1],b€Z ed= (bexp(Q)). Entao

Dya(G) = D4(dG).
Demonstragao: Como d|exp(G), pelo Lema 3.2
Dya(G) = Day a(G) = Dy a(dG),

fazendo b = db'. Agora, como V' & coprimo com exp(dG), temos Dy 4(dG) =
D 4(dG) pelo Corolario 3.3, como queriamos. [ |

Lema 3.5. Sejam G um grupo abeliano finito, H < G e A C [1,exp(G) — 1] um
subconjunto nao vazio. FEntao

Da(G) 2 Da(G/H) + Da(H) — 1.

Demonstragao: Seja S € F(H) com |S| = Da(H) — 1, que nao possui sub-
sequéncia nao trivial de A-soma zero e seja T € F(G) uma sequéncia de com-
primento D4(G/H) — 1 tal que ¢x(7T') nao possui subsequéncia nao trivial de
A-soma zero em G/H, onde ¢y é a projecao candnica de G sobre H. Afirmamos
que ST € F(G) nao possui subsequéncia ndo trivial de A-soma zero. De fato,
se existe S'|ST tal que 0 € o4(5'), escreva S’ = PQ com P = g;---g,p||5, Q =

gip+1 - - gs|T e existe uma escolha de pesos ay,as, ..., a5 € A que nos da
|P| 1S7] [S7] 57|
Zaigi = - Z a;gi = Z a;g; € H = Z a;ion(g:) =0 € G/H
i=1 i=|P|+1 i=|P|+1 i=|P|+1

e logo ¢y (Q)|ou(T) & subsequéncia de A-soma zero em G/H, um absurdo. Com
isso, concluimos que D4(G) > D(G/H) + Da(H) — 2. u

Definicao 3.6. Sejam G, H, K grupos abelianos finitos. Dizemos que G € ex-
tensao de H por K quando G tem um subgrupo H' isomorfo a K tal que H é
isomorfo a G/H'.

Lema 3.7. Sejam Hy, Hy grupos abelianos finitos tais que Dy (H;) = |logy |H;| |+
1 comi € {1,2} e {log, |Hi|}+{log, |Ha|} < 1. Entao, para todo grupo G abeliano
finito que € uma extensao de Hy por Ho, temos Di(G) = |log, |G| + 1.

Demonstracao: Seja GG extensao de H; por H,. Pelo lema anterior, temos

Di(G) = Di(Hy) + Di(Hy) — 1 = [logy [Hi|] + [logy [Ha|| + 1
[log, (| H1|[Hal) | = [log, |G]].
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Podemos fazer isso pois [a+b]| = |a] + |b] quando {a}+{b} < 1 e |H,||Hs| =
|H,||G/H:| = |G| pelo Teorema de Lagrange. O limite superior segue do Corolario
2.3. [

Agora estamos prontos para apresentar a prova do Teorema de Marchan-
Ordaz-Schmid.

Teorema 3.8 (Marchan-Ordaz-Schmid). Sejam G um grupo abeliano finito e
my, ..., my inteiros positivos tais que G ~ C,,, & --- @ C,,,. Entao

t

t
> _llogymi] +1< Dy(G) < {Z log, miJ +1.
=1

i=1
Demonstracao: A segunda desigualdade segue do Corolario 2.3, lembrando que
G =@ H = |G| =]]|Hi|.

Para mostrar a primeira desigualdade, vamos usar inducao sobre t. Se t = 1,
nada temos a fazer. Set =2, G = C,,,, ® Cp,, € G/C,,, ~ Cp,, pelo Teorema

,
1.6 considerando o homomorfismo ¢ : G — G dado por ¢(a,b) = (0,b). Assim,
pelo Lema 3.5 e pelo Teorema 2.5,

Di(G) 2 DL(Cp,) + D+(Cn,) = |logymy | + [logy ma] +2 — 1.

Suponha agora que a cota inferior seja valido para t = k € N3, ou seja,

k

i=1
Para t = k + 1, escreva

k+1

k
G~ @Om7 =~ @sz S¥ ka+1»
i=1 =1

considere H, = @le Cp, € note que G/Hy = C, ,, pelo Teorema 1.6. Aplicando
o Lema 3.5 a G e H; e lembrando que Dy (Cyy1) = |logy mi+1] + 1 pelo Teorema
2.5, obtemos

k
D:(G) > D= (@ Cmi) + Di(Crypy) =1
i=1
> ) logym] + 1+ ([logymyyr| +1) — 1
o
= ZUng m;| + 1.
i=1
Isso conclui a demonstracao. ]

Para entender a vantagem desse teorema sobre o Teorema 3.1, vamos inves-
tigar como a constante de Davenport com peso A = {—1,1} se comporta diante
de diferentes decomposicoes de alguns grupos nos exemplos abaixo.

Exemplo 3.9.
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(i) Temos C5®C3.11.23 =~ C5.11BC3.93. Aplicando o Teorema anterior, a primeira
decomposic¢ao nos fornece (1 +9) + 1 = 11 como limite inferior enquanto
com a segunda obtemos (5+6) + 1 = 12.

(ii) Temos C% 505 =~ C313 @ Cz93 @ Ci393. As decomposi¢oes nos fornecem
(949)+1=19¢ (54+6+8)+ 1 = 20 como cota interior, respectivamente.

Como o exemplo nos indica, o segredo para obter um maior limite inferior esta
em escolher uma decomposi¢ao conveniente com o qual a perda ao tomar a parte
inteira seja minimizada. Para nos ajudar com esta escolha, fazemos a seguinte
definicao.

Definicao 3.10. Seja G um grupo abeliano finito. Entao

t

t
Di(G) = maX{ZUongiJ +1|G~ P Cn,. mit € N}.

i=1 i=1
Essa definicao nos permite formular o corolario abaixo:

Corolario 3.11. Seja G um grupo abeliano finito. Entao:
DL (G) < DL(G) < DL(G)+r(G) — 1.

Demonstragdo: A primeira desigualdade segue da definicdo de D% (G) e do
Teorema 3.8. A segunda segue do Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos
e do Lema 1.1. m

Observe que encontrar D% (G) é o que precisamos para obter o maior limite
inferior e assim tornar efetiva a vantagem do teorema anterior sobre o de Adhikari,
Grynkiewicz e Sun. Porém, no geral, essa nao ¢ uma tarefa simples e pode ser
muito trabalhosa do ponto de vista algoritmico (veja [19], Defini¢do 3.3 para
detalhes). Mas isso nao torna a generalizagdo menos importante. De fato, ja
podemos melhorar os limites inferiores de D.(G) para certos grupos G e, em
alguns desses casos, obter até o valor exato, a saber, quando D% (G) corresponde
ao limite superior |log, |G|| + 1.

Segue abaixo dois exemplos em forma de teorema que seguem diretamente do
Teorema 3.8 e nos fornecem o valor exato de Dy (G).

Teorema 3.12. Sejam n,my,ms € N coprimos dois a dois, com {log,m;} +
{logyn} > 1 para cada i = 1,2 e {logymy} + {log, ma} + 2{log, n} < 3. Entdo

Dj:(Cn S Onmmm) = Dﬁ:(on D Cnm1m2) = UOgQ(Hlem?)J + 1.

Demonstragdo: Note que C,, @ Crmymy =~ Chmy @ Chmg, € [logy(nmy)] +
|log,(nms) | = [logy(n?myms)| pelas condigoes sobre as partes nao inteiras. A
afirmacao segue do Teorema 3.8. ]

Teorema 3.13. Sejam nyi,ng,n3 € N coprimos dois a dois, com {logyn;} +
{logyn;} > 1 para cada i # j e {logyni} + {logy na} + 2{log, n3} < 3. Entao,

Di(CQ ) = Di(CQ ) = LQ 10g2(n1n2n3)J + 1.

ninans ninang
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Demonstracdo: Note que C2, =~ Cpiny @ Cping ® Chgny € [logy(ning)] +
|logy(ning) | + [logy(nans)| = [2logy(ninens)] pelas condigoes sobre as partes

nao inteiras e o resultado segue do Teorema 3.8. ]

A proposicao abaixo é exemplo de um caso onde nao se tem necessariamente
D (G) = D+(G) mas que conseguimos obter uma cota inferior para Di(G)
mediante uma construcao diferente de uma sequéncia sem subsequéncia nao trivial
de A-soma zero.

Proposicao 3.14. Sejam mq, my inteiros com my > 4 e mo > 3. Entao
Dy (Cpy @ Cny) = [logy(ma/3)] + [logy(ma/3)] + 4.

Demonstragao: Seja A = {—1,1}. Vamos construir uma sequéncia de ele-
mentos de G = C,, ® C,,, de tamanho [log,(m1/3)] + [logy(msa/3)] + 3 sem
subsequéncia nao trivial de A-soma zero. Sejam e; e ey os geradores de Cp,, e
C,n, Tespectivamente. Considere k = |log,(my/3)], | = [logy(ma/3)] e d = m—2*
onde m é o inteiro mais proximo de m;/6 (no caso em que a parte nao inteira de
m1/6 for 1/2, m o inteiro maior). Considere as seguintes sequéncias

Ty =15 (2ier),
Ty = [12(273es) e
T3 = (d61 + 62)(<d —+ 2k)61 + 62)((d + 2k+1)€1 + 62>.

Vamos mostrar que 717573 cujo tamanho é k + 1 + 3 = [logy(m1/3)| +
|log,(m2/3)| + 3 ndo possui subsequéncia ndo trivial de A-soma zero. E facil
ver que T} ndo possui subsequéncia ndo trivial de A-soma zero (essa é a mesma
sequéncia que usamos na demonstragdo do Teorema 2.5). Com um argumento
parecido, o mesmo podemos dizer para T,. De fato, se hd uma subsequéncia
x1--- 2, de A-soma zero em Tp, 1 < r < [ — 1, digamos, z; = 2/i3e,, entdo
existem «; € {—1,1}, i € [1,r] tais que

ET:O(Z'ZEZ‘ =0= 32T:O[z‘2ji€2 =0= ET:O[ZQjeg =0
=1 =1 =1

com j € [0,l — 1] e essa ultima igualdade ¢ impossivel como em T;. A tltima
implicagao segue do fato de

r
E O./Z'jS
i=1

-1
< ZQj — 9l _ 1 = olloga(m2/3)] _

i=1
< my/3 —1 < ord(eq)/3.

De forma mais precisa, podemos escrever
Ei<T1) = Al = {—(2k — 1)61, ey, —€1,€67, ..., (2k — 1)61} (&

Ei(Tg) = A2 = {—B(QZ — 1)62, ceey —362, 362, 662, e ,3(2l - 1)62}.
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Daqui, se existe S | 717573 subsequéncia nao trivial de A-soma zero entdo S
deve conter elementos de T3, ja que e; e ey sao independentes. Mais que isso,
devemos ter ou dois elementos com sinais opostos ou os trés com mesmo sinal
(essas sao as Gnicas formas de anular a segunda coordenada).

Suponha primeiramente, que ha dois elementos de T3 com pesos opostos em
S e chame-os 7|51 e 7). Neste caso, a soma a|g|—17|s|—1 + a|gT|5| = a & igual a
+2%e; ou £2"1e; e em nenhuma dessas opc¢oes temos —a € A;. Como todos os
elementos de 75 possuem primeira coordenada nula, é impossivel que S seja de
A-soma zero.

Assumindo agora que os trés elementos de T3 estao em S suponha, sem perda
de generalidade, que os trés assumem peso 1. Neste caso, a primeira coordenada
da soma desses trés elementos, digamos b, é

(3d + 28 + 2" )e; = (3(m — 2%) + 2% 4+ 28 e, = 3me;.

Lembrando que m = | %], temos (sempre que dissermos abaixo m; = x (mod 6),
vamos escrever my; = 6p + x com p € Z):

1.

m_pem—|m]—m.
Neste caso, 3m = 3%+ = %t e — (%) e ¢ Ay, pois

Se m; = 0 (mod 6) entdo

b 1 =gllm ] _qogent _jom _jcm

6 6

Neste caso, 3m = 3 |[™| =3 (2L — 1) = 3(mé*1) —msle _ (msl)e ¢
Aq, pois

Se m; =1 (mod 6) entdo "t =2H —ptle M| =p=ru _ 1
m

k__ mi 1 _ mi—3 mi1—1 mi1—1
2P —-1< 3 =T <= <

Se m; = 2(mod 6) entdo |%| = [E| = [p+ 2| =p="0 -2
Neste caso, 3m = 3| t] =3 (m1 — %) =2 (m172> e1 & A1, pois
2

k;_ mi1—3 mi1—2 mi1—
2 I <P <= <=

. Se my; = 3 (mod 6) entao L%J:LMJ:p—i—l:%—%-}-l:%_F%,

6
Neste caso, 3m =3 [ 2| =3 (%2 4+ 1) = 2L = mitl o (mtl)e) ¢ 4,
pois

k m1—3 mi+1 mi+1
2 I < 5= <= <=

Se m; = 4 (mod 6) entdo || = \_MJ =|p+3]=p+l="0—-2+1=
B+
Neste caso, 3m = 3 L%J :3(%%—%) = mlT” e —(”“T*Q) ey ¢ Ay, pois

k _ mi1—3 mi+2 mi1+2
2 1< 3 < 3 < 5 -

. Se m; =5 (mod 6) entao LmJ:LMJ:p—i—l:%—gle:%—i—%.

Neste caso, 3m = 3 L%J — (m1

k _ mi1—3 mi+1 mi+1
ok 1 < M8 o mdl ool

) =" e (=) ¢ ¢ Ay, pois
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Resumindo, a soma dos trés elementos de T3 nos da

b= <m13+ 6) e; com € € [—2, 3]

e em nenhum desses casos temos —b € A;. Assim, novamente é impossivel que S
seja de A-soma zero. [

O carater geral dessa proposicao nos permite obter resultados ainda melhores
para o limite inferior de D1 (G) em alguns casos. De fato, quando m; e my nos
da G = C),, ® C,,, como a melhor decomposicao em grupos ciclicos no sentido
de que produz o maior limite inferior conforme o Teorema 3.8 (quando m; e my
sdo poténcias de primo, por exemplo), obtemos |log, my| + |log, ma| + 1 como
limite inferior. Ja de acordo com a proposigao acima, obtemos |log,(my/3)] +
[logy(m2/3)] + 4.

Assim, existem casos em que a construcao da proposicao é mais vantajosa.
Apresentamos agora algumas consequéncias disso. O resultado abaixo vai nos
ajudar a encontrar D4 (G) para algumas situa¢Oes mais restritas.

Proposicao 3.15. Sejam my, ..., m, inteiros positivos com {log, m;} > {log, 3}
e m; = 4 para no minimo |r/2| deles. Se Y. {log,m;} < |r/2] + 1, entao

Dy (G) = {ZT: log, miJ +1

onde G = @;_, Cyp,.

Demonstracdo: Do Teorema 3.8 segue que D1 (G) < [>.;_, log,m;|+1. Agora,
vamos mostrar que este também é o limite inferior.

Considere s = [r/2] e, sem perda de generalidade, assuma m; < mg < -+ - <
m,. Note que m; > 3 pela condi¢do {log, m;} > {log,3}. Além disso, como
organizamos os m;’s em ordem crescente, temos que para cada i € [r — s+ 1,7],
m; > 4. Dali, para cada ¢, a Proposicao 3.14 nos diz que

[logy (mi/3)] + [logy(mi—s/3)] +4

|log, m; — logy 3] + |logy m;_s — log, 3] + 4
[logy m;] — [logy 3 + [logy mi—s] — [log, 3] + 4
[logy mi] + [logy mi—s] + 2.

Di(cmz ©® Cmifs> >

|\

Por repeticao usando o Lema 3.5 e, em caso de r ser impar usando o limite
inferior de Dy (C,,,), obtemos um limite inferior de »_, [log, m;| + [r/2] + 1.

Agora, para ver que Di(G) > |>.._,log, m;] + 1, note primeiro que como
temos log, m; = |log, m;] + {log, m;} para cada i € [1,r], entdo

Z log, m; = Z |logy m; | + z:{log2 m;}. (3.3)

=1 i=1

Assim, de (3.3) e da condigao >, {log, m;} < |r/2] + 1, temos
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{Z log, m,J = {Z |logy m; | + Z{log2 mz}J

Ztlogg mi) + z;{logz mi} ZUng mi) + Z{log‘z mi }
. ZU% ) + ;{mgz m} - ;{bgz mi}}
< :Llogz m;| + |r/2] +1 - {Z::{logz mi}}
< iUngmiJ +r/2] + 1. _

Dai, concluimos que

{Zr: log, mZJ < Z [logy m;] + |r/2] +1
= {Z log, mZJ +1< ZUOE’SQ mi] + |r/2] +
< ZUng mg] + [r/2] +1,

i=1
como queriamos. [ |

E preciso observar que, apesar de o resultado acima ser significativo para

< 10, ele se torna intutil quando r é muito grande ja que nao existem m;’s
suficientes satisfazendo as condicoes do enunciado. Mas isso nao o torna menos
importante. Através dele podemos obter o valor exato de Di(G) para varios
casos adicionais como, por exemplo, os apresentados nos teoremas abaixo.

Teorema 3.16. Seja n > 4 um inteiro com {logyn} > {log,3}. Ser € Z ¢€ tal
lr/2)+1 ~
que {logyn} < =, entdo

D.(Cy) = |rlogyn] + 1.
Demonstragao: Essa é uma consequéncia direta da proposi¢ao anterior. De

fato, Dy (C}) = |>_._  logon] +1 = [logyn”| + 1 = |rlog,n] + 1 e as condigoes
impostas sobre {log, n} coincidem com as condi¢oes da proposi¢ao. ]

Teorema 3.17. Seja n > 2 um inteiro tal que {log,3n} < 1 — {log,3} ou
{log, 3n} > {log, 3}. Entao

Di(Cs @ Csy,) = |logy In] + 1.
Demonstragao: Pelo Teorema 3.8, |log, 9n] + 1 ¢ limite superior de D (Cs @

Cs,) para todo n. Se {log,3n} < 1 — {log, 3}, entdo |log,9In] = |log, 3] +
|log, 3n| e a afirmacdo segue obtendo o limite inferior também pelo Teorema 3.8.
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Se {log,3n} > {log,3}, podemos aplicar a proposi¢do acima com m; =
3, my = 3n para obter o limite inferior de |log, 3| + |log, 3n| + 2 que é igual
a |log, 9n] + 1. |

Finalizamos esse capitulo apresentando, com o teorema abaixo, como na pra-
tica o limite superior obtido com o Teorema 3.8 também pode ser melhorado.

Teorema 3.18. Se G ~ C3® C3 @ Cy, entao D(G) = 6.

Demonstragao: Seja A = {—1,1}. Pelo Teorema 3.8 temos D, (G) > 6. Seja
S uma sequéncia de elementos de G de tamanho 6 e suponha que S nao possui
subsequéncia nao trivial de A-soma zero.

A primeira coisa que observamos é que .S possui apenas elementos de ordem 9.
De fato, suponha que S possua um elemento h de ordem 3 e considere H = (h).
Entdo G/H ~ C3 ou C3 ® Cy e em qualquer caso, pelo Teorema 3.8,

Di(C3® C5) < [2logy 3] +1=|log,9] +1=3+1=4<5e

e temos D4 (G/H) < 5. Assim, considerando 7 : G — G/H a projecao canonica,
7(h~1S) possui uma subsequéncia nao trivial de A-soma zero em G/H, ou seja,
Yi(h'S)NH # 0. Como H = {—h,0,h} (j& que & gerado por h que tem
ordem 3), qualquer que seja o elemento de H em Y.(h™'S), podemos obter
uma subsequéncia nao trivial de A-soma zero de S, uma contradi¢do. Dai, cada
elemento de S tem ordem 9.

Escolha entdo f € S e considere G = K @ (f) onde K é um subgrupo de G
isomorfo a C2. Chame ¢ o ntimero de elementos de S que estao contidos em (f).
Como (f) ~ Cy, temos D1 ((f)) = D+(Cy) = [log, 9] + 1 = 4 pelo Teorema 2.5.
Dai, o nimero ¢ é no maximo 3. Considere os casos abaixo de acordo com o valor
de t.

Caso 1: t = 3. Considere T a subsequéncia de S de elementos em (f). Como
D1 (Cy) = 4, T é a sequéncia de maior comprimento de elementos de (f) sem sub-
sequéncia nao trivial de A-soma zero. Afirmamos que X4 (T)U{0} = (f). De fato,
escreva (f) ={f,2f,3f,4f,5f,6f,7f,8f,0} e T = ajazas. Como 0 ¢ X(T), te-
mos —a; # a; para todo i, j € {1,2,3}. Dai, {a1, as, a3, —ai, —as, —az} C Lo (T)
e esses sdo todos os elementos de ordem 9 de (f). Sabendo disso, podemos re-
nomear e escrever a; = f, as = 2f, ag = 4f, obtendo assim a; + ay = 3f e
as + a3 = 6f, ambos pertencentes a X4 (7). Isso mostra que (f) C X.(T) U {0}.
A inclusdo contraria é imediata.

Considere agora o proje¢ao candnica 7 : K@ (f) — K e observe que w(T~19)
possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero em K, ou seja, Yo (T 1S)N(f) # 0
(|T~*S| =3 e DL(K) = 3 pelo Corolario 2.7). Seja a € L4(T1S) N (f). Como
YL(T)U{0} = (f), existe —a € X4 (T') e isso nos permite obter uma subsequéncia
nao trivial de A-soma zero de S em G, uma contradicao.

Caso 2: t = 2. Suponha agora que existem 2 elementos de (f) em S. Lembrando
que podemos substituir, sem restricao, um elemento por seu inverso, podemos
supor que estes elementos sao f e 2f, 2f e 4f ou f e 4f.

Observe agora que 1 : G — G definida por ¥(g) = 2¢ é um isomorfismo
pela Observagao 1.25 ja que (2,9) = 1. Além disso, ¥(f2f) = 2f4f. Dai, os
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casos em que T' = f2f e T' = 2f4f nos fornecem resultados equivalentes. O
mesmo podemos dizer a respeito de f2f e f4df pois ¢ : G — G definida por
Y'(g) = bg ¢é isomorfismo tal que ¢'(f2f) = f(—4f) e como podemos substituir,
sem restricao, um elemento por seu inverso, os casos 1T = f2f e T = f4f sao
também equivalentes e podemos assumir que f e 2f sdo os dois elementos de (f)
em S, ou seja, T'= f2f.

Note que X4 (T)U{0} = {=3f,—2f,—f,0, f,2f,3f}. O conjunto X (T-1S)N
(f) édisjunto de {—=3f, —2f, —f,0, f,2f,3f} pois, caso contrario, S possuiria uma
subsequéncia nao trivial de A-soma zero. Dai, X (T1S) N (f) C {—4f,4f}.

Defina R = T-'S, considere mais uma vez a projecio canoénica m : G ~
K & (f) — K e vamos analisar como a sequéncia se comporta através de vérios
subcasos de acordo com a estrutura de m(R):

Subcaso 2.1. 7(R) possui algum elemento de multiplicidade pelo menos 3.
Entao R possui uma subsequéncia do tipo (e+ f1)(e+ f2)(e+ f5) come € K, f; €
(f),1€{1,2,3}. Considerando todas as somas do tipo f; — f; com 4, j € {1,2,3}
distintos, pelo que dissemos acima, elas sdo todas elementos de {—4f,4f}. Mas
note que f3 — f1 = (fs — f2) + (fo — f1) e isso é impossivel (a soma de dois
elementos de {—4f,4f} nao pode ser um elemento desse conjunto).

Subcaso 2.2. 7(R) possui exatamente dois elementos de multiplicidade pelo
menos 2.

Entdo R possui uma subsequéncia do tipo (e + fi)(e + f2)(e' + f1)(e' + f3)
com e, e’ € K e fi, fo, f1, f5 € (f). Como anteriormente, (f; — f2), (f] — f5) e
(fi — f2) + (f] — f4) sao todos elementos de {—4f,4f} e como o tltimo é soma
dos dois primeiros, isso é impossivel.

Subcaso 2.3. 7(R) possui exatamente um elemento de multiplicidade 2. Entao
n(R) = e?c’e”, com e, e/, e” € K. Mas, como ja vimos que Di(K) = 3, vamos
assumir ¢, ¢/ independentes e isso é possivel pois existe sequéncia de dois elementos
em K livre de A-soma zero e além disso, os a;’s da definicao de independéncia sao
unicamente determinados modulo ord(e;). No nosso caso, como exp(K) = 3, a; €
{—1,0,1}. Assim, sendo e, ¢’ independentes, pelas condi¢oes impostas por este
subcaso, existem ay,as € {—1, 1} tais que €’ = aje + aze’. Agora, ja que quando
A = {—1,1}, trocar elementos de uma sequéncia por seus inversos ndo muda o
fato da sequéncia ser de A-soma zero ou nao, podemos assumir ¢’ = —e — €.

Escrevemos entdo R = (e + fi1)(e+ f2)(e' + f')(—e — € + f”) onde os f;’s sdo
elementos de (f). De modo anélogo ao que ja fizemos, temos fo — f1, f1 — f + f”
e fo+ f'+ f” sdo todos elementos de {—4f,4f} e o ultimo é a soma dos dois
primeiros, impossivel.

Subcaso 2.4. 7(R) é livre de quadrados. Entao m(R) = ejezeszey com e; € K,
i € [1,4]. Como no caso anterior, assumimos e, ez independentes e tomamos ez =
—e1—€9, €4 = e1—eg. Escreva entdo R = (e1+f1)(ea+f2)(—e1—ea+f3)(e1—ea+f4)
com f; € (f), i € [1,4]. Com operagoes simples, encontramos

hi=fi+fot+fa,ho=—fit+fotfa,hs=—fo+fat+faehs=fi — fa+ [

todos elementos de {—4f,4f}. Sem perda de generalidade, suponha hy = 4f.
Note que hy+ho+2hs = 3(fs+ f4) ¢ um elemento de 4f +{—4f, 4f}+{f,—f}
(se hy € {—4f,4f} entdo 2hy € {—8f,8f} ={f,—f}).
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Se hy = —4f, entdo 2hs = 3(fs + f1) € {f,—f}, o que ndo é possivel pois
3(fs+ f1) tem ordem 3 ou 0 e f, —f sao elementos de ordem 9. Entao hy = hy =
Af. Agora, hy — ha + hy = hy = 3f1 € {—4f,4f} o que também é impossivel ja
que —4f,4f sao elementos de ordem 9 e 3f; tem ordem 3 ou 0.

Caso 3: t = 1. Conforme fizemos no caso anterior, vamos estudar o comporta-
mento da sequéncia R = 15 de acordo com os subcasos abaixo a respeito da
estrutura da imagem de R sobre a proje¢ao canoénica 7 : K @ (f) — K.

Subcaso 3.1. m(R) possui algum elemento de multiplicidade no minimo 4. Entao
R = (e+ fi)(e + fa)(e + f3)(e + fa)e' com e, ¢ € K, f; € (f), i € [1,4]. Mais
que isso, devemos ter f; € {f,2f,4f,5f,7f,8f} ja que sdo todos de ordem 9. E
facil ver que dados quaisquer quatro elementos desse conjunto, é possivel obter
fi — f; = —f e isso nos d4 uma subsequéncia nao trivial de A-soma zero de S.

Subcaso 3.2. 7(R) possui algum elemento de multiplicidade 3. Escreva R =
(e+ fi)le+ fo)(e + f3)gh com e € K, f; € (f), g,h € G. Suponha primeiro que
7(g) = £m(h). Assim, ou g+ h ou g — h é um elemento de (f). Sem perda de
generalidade, suponha que g+ h € (f) e observe que a sequéncia (g + h)(gh)~*S
possui dois elementos de (f). A principio, essa sequéncia ndo satisfaz as condigoes
do caso anterior ja que possui um elemento a menos. Mas o argumento 14 usado,
utiliza apenas o fato de haver dois elementos em (f) e um com multiplicidade 3
em K, entdao podemos usi-lo aqui também.

Agora, assuma 7(g), m(h) independentes. Entao, 7(g) e m(h) geram K e existe
uma escolha de pesos ay, ap € {—1, 1} tal que a9 + ash = —e + f’ para algum
f € (f). Escreva 8" = f(e+ fi)(e + f2)(e + f5)(—e + f') e como assumimos S
livre de subsequéncia nao trivial de A-soma zero, devemos ter X4 (f~1S)N{(f) C
{£2f,+4f}, pois ZL(f) U {0} = {—1,0,f} e ZL(f1S) N (f) deve ser disjunto
de {_fa 0, f}

Note que para cada i € {1,2,3}, devemos ter

fr+fieSe(f718)n(f) c {F2f +4f}

e para todo 4,7 € {1,2,3}, devemos ter
(f'+f) =+ f)=Ffi— [ €Se(f1 9N (f).

Mas isso é impossivel. De fato, cada f' 4 f; é distinto e o mesmo vale para as
diferencas do tipo f; — f; (elementos repetidos fornecem uma subsequéncia de
A-soma zero). Isso gera seis elementos distintos (f'+ f;, com i € {1,2,3}, fi— f;,
com i # j € {1,2,3}) que nao podem pertencer todos a {£2f, +4f} que possui
apenas quatro elementos.

Subcaso 3.3. 7(R) possui dois elementos distintos com multiplicidade 2. Pode-
mos assumir que esses dois elementos, digamos e; e ey, sdo independentes (caso
contrario, esse seria essencialmente, o Subcaso 3.1). Além disso, o elemento que
restou em 7(R) é independente com e; e es pois sendo isso se reduziria ao Subcaso
3.2. Tome entao esse terceiro elemento como —e; — ey € escreva

R=(e1+ fi)(er + fi)(e2 + fo)(e2 + fo)(—e1 —ea + f').

Observe que (f1 — f1)(f2 — f3)f ndo possui subsequéncia nao trivial de A-soma
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zero, pois pode ser obtida de S através de operacoes de adicao e subtragao de
elementos e S nao possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero. Podemos entao
assumir f] — fi = 2f e fj — fo = 4f (n@o ha perda de generalidade ao assumir
isso, ja que podemos substituir, sem restricdo, um elemento por seu inverso).

Observe agora que a partir de S podemos obter varias sequéncias operando
de diferentes formas alguns de seus elementos, por exemplo,

Sy = fler + fi)lea + f3)(fi + fa + ['),
Sz = fler + fi)lea + f3)(fi + f2+ ),
Si=fler+ fi)lea+ fa)(fi+ fa+ f) e
Ss = fler+ fi)ea + L) (fi + 5+ 1)
Nenhuma dessas sequéncias possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero.
Em particular,

fl+f2+f/7f{+f2+f/7f1+fé+f/7f{+f£+f/¢{_fvoaf}

De acordo com essas informagoes temos que fi1 + fo + f'+m ¢ {—f,0, f}
para cada m € {0,2f,4f,6f} (para ver isso, basta substituir m por esses valores
e lembrar que 2f = f{— f1,4f = f}— fo e 6f =2f+4f). Mas —{0,2f,4f,6f, } +
{=1,0, f} = (f) e isso gera um absurdo. Entenda o porqué:

Chame f; + fo+ f' = f* € (f). Temos que

fr+m &{—=f,0,f} V. me{0,2f,4f,6f}.
Isso é equivalente a dizer que f* ¢ {—f,0,f} —{0,2f,4f,6f} = f* ¢ (f), um
absurdo.

Subcaso 3.4. 7(R) possui somente um elemento de multiplicidade 2 (e os outros
elementos com multiplicidade 1).
Usando o mesmo argumento dos subcasos anteriores, escreva

m(R) = e1(—eq)ea(er + ea)(—er + e2)
e ponha
R=(e1+ fi)(—e1 + fo)(er + ea + a1)(e2 + az)(—e1 + e2 + a3)

com os f’s e a;’s em (f).

Note que S = f(f+ + f-)(a1 + a2 + a3) ndo possui subsequéncia nao trivial
de A-soma zero ja que pode ser obtida de S (que é livre de soma zero) ao realizar
algumas operacoes entre seus elementos [para justificar a auséncia do termo 3es
no tltimo elemento de S’, lembre-se que 3es = 0 pois exp(K) = 3|. Dai, podemos
assumir sem perda de generalidade que

Ufs +f a1 +ax+az} ={2f,4f} (3.4)

Listamos abaixo algumas subsomas de 7(R) que resultam em zero em 7(G) = K
e as respectivas subsomas resultantes em G quando nao consideramos a projecao
.
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Subsomas A-ponderadas nulas em 7w(R) | Subsomas resultantes em G

(e1+e2) — (e2) — (e1) a; —az — fy
(61 + 62) — (62) + (—61) ap — as + f,

(61 + 62) — (62) + (61) - (—61) a, — as + f+ - f_
(e2) = (—e1 +e2) — (e1) az —az — fy
(62) — (—61 + 62) + (—61) as —az+ f-

(62) — (—61 + 62) + (61) — (—61) as — asg + f+ — f,
(—61 + 62) — (61 + 62) — (61) az — ayp — f+
(—61 + 62) — (61 + 62) + (—61) as — a1 + f_

(—e1tea) —(er +ea) + (e1) — (—e1) a3 — a1+ f+ — [-

Como supomos que S nao tem subsequéncia nao trivial de A-soma zero, ne-
nhuma das subsomas de R dadas na segunda coluna da tabela acima pode per-
tencer a {—f,0, f}. Considerando

A={a; —as, a3 —az,az — a1}
e
F={-f. [ f+—I-}
podemos resumir a tabela tabela acima como (F 4+ .A)N{=/f,0, f} =0, ou ainda
AN(=F+{-=f,0,f}) =0.
Escreva agora F' = f, + f_ e A =a; +as+as. Observe que —F = {f,, —F +

fo, F'—2f,} e lembre que F =2f ou F = 4f por (3.4).
Se F'=2f, temos as seguintes possibilidades para —F:

{fv_f70}7{4f72f73f} € {_2f7 _4f7 _3f} (35)
Para —F + {—f,0, f}, temos, respectivamente,
{_2f7_fvovfazf}v{_4f’f72f73fa4f} € {_4f7_3f7_2f7_f7_4f} (36)

Encontramos esses conjuntos analisando os valores que f, pode assumir, lem-
brando que f; é um elemento de ordem 9 de (f) e f. + f_ = F.
Se F'=4f, obtemos as seguintes possibilidades para —F:

Assim, para —F + {—f,0, f} temos

{_3f7_2f7_fa07f72f73f}7{_4f7_3f70af72f73fa4f}

e (3.8)
{_4f7_3fa _2f7_f7073f74f}
respectivamente. Nosso trabalho agora ¢ verificar se é possivel ter
AN(=F+{=1,0,f}) =0 (3.9)

para os conjuntos que listamos acima.
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Observe que, em .A, temos
ag—ale—Qal—CLg eag—a3:<<a3—a1>+(a1—a2))

e podemos escrever A = {a, —(a+b),b} com a =a; —as e b= A — 2a; — as.
Daqui, vemos que ¢ impossivel ter F' = 4f, ja que o complementar de cada
um dos trés conjuntos listados em (3.8) ndo contém sequer um conjunto com a
mesma quantidade de elementos que A. Vamos estudar entao o caso em que
F=2f.
Mais uma vez, observando os elementos de A, note que

a=a;—aeb=A—2a1—as S a1 —as=ae —3ay=2a+b— A.

Assim, devemos ter 2a + b — A um elemento de ordem 0 ou 3.

Lembrando que a,b, A € (f), escrevaa = d'f,b=0fe A= A'f. Pelo que
dissemos acima, devemos ter 2a’ + 0 — A’ = 0(mod 3) ou, equivalentemente,
bV =d + A (mod 3).

Consideramos entdo cada um dos trés conjuntos listados em (3.6) separada-
mente. Em algum desses conjuntos devera ser possivel encontrar a,b cumprindo
b = d' + A'(mod 3) tais que {a, b, —(a+0b)} ndo intercepta o respectivo conjunto.

Para {—2f, —f,0, f,2f} temos: se a = 3f entdo b = 4f. Se a = 4f entao
b= —4f. Sea= —3f entao b =4f. Se a = —4f entao b = £3f. Em qualquer
caso, —(a + b) esta no conjunto.

Para {—4f, f,2f,3f,4f} temos: se a = —3f entdo b = —2f. Se a = —2f,b =
—fSea=—fentdaob=0o0u3f. Sea=0,b=—2f. Em qualquer caso, —(a+b)
estd no conjunto.

Para {—4f,—3f, —2f,—f,—4f} temos: se a = 0 entdo b = f, se a = f entao
b=2f,sea=2fentao b=3f oub=0esea=3f entao b = f. Em qualquer
caso, —(a + b) esta no conjunto.

Assim, ndo conseguimos obter a e b de forma que A satisfaga (3.9). Isso
estabelece a contradicao ao que assumimos no inicio da demonstracao, a saber,
que S nao possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero.

Isso conclui que D1 (C2 @ Cy) < 6 e a igualdade segue. |
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Capitulo 4

A Constante de Harborth

Em 1973, H. Harborth introduziu, em [14], a constante g(G), que hoje leva o
seu nome e que ¢ o objeto de estudo deste capitulo. Neste mesmo trabalho, H.
Harborth apresentou valores exatos desta constante para grupos especificos, além
de formalizar o que havia sido feito no Teorema de Erdés-Ginzburg-Ziv, que até
entao era apenas um resultado em Teoria Aditiva dos Nimeros.

A versdo com peso {—1, 1} da constante de Harborth, denotada por g4 (G), foi
estudada, dentre outros, por L. E. Marchan et al., em [21]. Nosso objetivo aqui
¢ a prova de um de seus resultados, a saber, o Teorema 4.10 que ser& importante
para alguns dos resultados que apresentaremos no Capitulo 5.

Vamos apresentar a prova de uma série de resultados sobre g4 (G) para certos
grupos GG, que juntos, somarao ferramentas para a demonstracao do teorema que é
0 nosso objetivo. Como ja mencionamos, nosso trabalho aqui se baseia no Artigo
[21] de Marchan et al.

Lema 4.1. Se G é um 2-grupo elementar, entio g+(G) = g(G) = |G| + 1.

Demonstracao: Seja A = {—1,1}. Se G é 2-grupo elementar, entao ord(g) = 2,
ou seja, g = —g para todo g € GG. Isso quer dizer que em uma sequéncia de
elementos de (G, a escolha dos sinais é irrelevante quando nosso objetivo é estudar
a existéncia de subsequéncia de A-soma zero de S. Dai, g4 (G) = g(G). Para ver
que g(G) = |G|+ 1, primeiro observe que néo existe S € F(G) livre de quadrados
com |S| > |G| + 1. Assim, segue imediatamente que ¢g(G) < |G| + 1. Por outro
lado, tome S € F(G) formada por todos os elementos de G. Temos |S| = |G| e
se T|S de tamanho exp(G) = 2, digamos, T = ab, entao

oT)=a+b=0=a=—-b=0b,

o que é impossivel, ja que T é livre de quadrados. Assim, g(G) = |G| + 1, como
querfamos. u

Lema 4.2. Seja n € N. Entao

n+1 sen € par
9(Crn) = { .
n  sen éimpar

Demonstracao: Da defini¢do, ¢(C,) > n para todo n € N. Suponha n impar
e escreva C,, = (a). Seja S € F(C,) livre de quadrados com |S| = n. A tnica
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sequéncia com essa propriedade ¢ S =0a---(n—1)a e

na(n — 1)

o(S) =04+ (n—la=——

=0
pois ord(a) = n e 2 | n—1. Isso mostra que g(C,,) = n quando n é impar. Agora,
se n é par, S como indicada no caso n impar, ¢ tal que

na(n — 1)

o(S) = 5

na
=——=0
2 #
ja que ord(a) = n. Dai, g(C,) > n.
A igualdade g(C,) = n + 1 segue por vacuidade, uma vez que nao existe S
sequéncia sobre C,, livre de quadrados com |S| > n + 1. [ |

Lema 4.3. Sejam G um grupo abeliano finito e S € F(G). Entao
0+(S) = —a(S) +2-%°(9),

onde 2-3°(S) = {2a|a € X°(S)}. Em particular, se |G| é impar, entio |o+(S)] =
[Z0(S)] = 1+ [supp(S) \ {0}].

Demonstragao: Seja S = g;--- gy € F(G). Por definigao, temos g € 0..(S5) se,
k ) .
e somente se, g = Y ., €¢g; com ¢ € {—1,1}. Isso é equivalente a

k k k
g = _Zgi + Z&‘gi =—0(5)+ Z&gi com ¢; € {0,2}.
i=1 i=1

i=1

Agora note que h = Y°F §,g; com &; € {0,2} é equivalente a h € 2 - X9(S).
Assim, 0.(5) = —o(S) + 2 - X%(S). Em particular, quando |G| é impar temos
12-29(9)| = |X%9)]| e o resultado segue. n

Lema 4.4. Sejam G um grupo abeliano finito e A C [1,exp(G)—1]. Se G = HBK
com exp(H)| exp(K), entdo

9a(G) = O4(H) + ga(K) — 1.

Demonstracgao: Seja S € F(K) livre de quadrados com |S| = ga(K) — 1 sem
subsequéncia de A-soma zero de tamanho exp(K) e T' € F(H) também livre de
quadrados com |T'| = O4(H) — 1 sem subsequéncia nao trivial de A-soma zero.
Como exp(H)|exp(K), temos exp(K) = exp(G). Afirmamos que a sequéncia
ST € F(G) nao possui subsequéncia de A-soma zero e tamanho exp(G). De fato,
suponha que existe S’'|ST com |S'| = exp(G) e de A-soma zero. S’ ndo pode ser
subsequéncia de S pois isso contraria o fato de S nao possuir subsequéncia de
A-soma zero de tamanho exp(K). Dai, S’ deve conter elementos de T, os quais
formam uma subsequéncia de A-soma zero de T, o que é impossivel pela forma
que tomamos 7. Isso mostra que g4(G) = [ST|+1=04(H) + ga(K)—1. m

Teorema 4.5. Seja n € N. Entao

n+1 sen=2 (mod4)

gi(cn):{ n  sen#2 (mod4)
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Demonstragao: Primeiramente, note que, da definigao, ¢g+(C,) > n. Se n é
impar, segue que g4(C,) < g(C,) = n pelo Lema 4.2. Assuma entao n par e
escreva 1" = H?;Ol ta onde a é um gerador de C,. Observe que esta ¢ a tinica
sequéncia livre de quadrados de C,, de tamanho n. Além disso

n/2 n—1

S 8 G- Green)
C G R G- e

Assim, para n =0 (mod 4) a soma acima ¢ um miultiplo de n e logo, 0 € o (7).
Agora, vamos mostrar que quando n =2 (mod 4), 0 ¢ o.(T). Note que

2a.

-2
—G(T):—‘ ia:—g(n—l)a:ga:a+n4

Pelo Lema 4.3, temos 04(T) = —o(T)+2-X°%(T). Comon = 2 (mod 4), (n—2)/2
é par. Assim,

n—2

—o(T) +2-3%T) = (a+ 2a) +2-3%T) C a+2{a).

Como 2(a) = (2a) e —a ¢ (2a), segue que 0 ¢ o.(T), como queriamos. n

A seguinte desigualdade é imediata do Lema 4.4 e do Teorema 4.5:

2n 4+ 2 se n é impar

2n+1 sen é par
Lema 4.6. Seja n € No3. Entdo g+ (Co @ Coy,) = 2n + 2.

Demonstragao: Se n é impar, o resultado segue de (4.1). Assuma entdo n par.
Escreva Co®Cy,, = (e1) ® (e2) com ord(e;) = 2 e ord(eg) = 2n. Vamos considerar
a sequéncia S = TR onde T = Hf:f ies e R = ej(e; + 2ey)(e1 +4es). T e R
(e, portanto, S) sdo livres de quadrados, pois ord(ez) = 2n e como n > 3, temos
2n > 6. Vamos mostrar que 0 ¢ 0..(S). Observe que

(2n —2)(2n — 1)

o(T) = 5 es = (n—1)(—e2) = (1 —n)es.

Da igualdade acima, do Lema 4.3 e lembrando que assumimos n par, ou seja,
n = 2k com k € N, temos 2key € 2(ey) € segue que

or(T) =—0(T)+2-3%T) = (1 —n)ey + 2(es)
= ey — neg + 2(eg) = e3 — 2kes + 2(e3) C ey + 2(e3).

Seja S’|S com |S'| = 2n. Como |T| = 2n — 2, S’ ndo é subsequéncia de T
Isso quer dizer que S’ possui elementos de R. Seja R’ = S’ N R e observe que
se 0 € 04(9'), entdo |R'| = 2, uma vez que, como ord(e;) = 2, essa é a tnica
forma de obter 0 na primeira coordenada. Devemos ter entao S’ = R'T. Note
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que, quaisquer que sejam os dois elementos de R', temos o1 (R') C 2(es). Como
0+ (T) C ey + 2(ez), temos

0;&(5’) = O':t(R/> + O':t<T) Q 2<€2> + e + 2(62> = €9 + 2<€2>.
Agora note que
0 € ex+2(e3) = 0= ey + 2kex = (14 2k)es = 0 = 2n|(1 + 2k) = n|(1 + 2k)

para algum k € [1,2n] o que é impossivel, uma vez que n é par. Assim, temos
0¢ 0.(5'), como queriamos. |

Proposicao 4.7. Seja n € N um nimero par. Entio g(Cy ® Cy,) < 2n+ 2.

Demonstragao: Escreva G = Co@®Cy, = (1)@ (e2) com ord(e;) = 2 e ord(eg) =
2n. Considere 7y, my as projecoes de G em (e1) e (ea), respectivamente.

Seja S € F(G) livre de quadrados de tamanho 2n + 2 e escreva S = S5
onde 7 (g) = 0 para g[Sy e m1(g) = e; para g|S;. Vamos investigar os dois casos
seguintes: m (0 (5)) # 0 e m(o(S5)) = 0.

Assuma primeiro que mi(o(S)) # 0, isto é m(0(S)) = e;. Observe que
m9(So), m2(S1) devem ser livres de quadrados para garantir que S também o seja,
uma vez que 71 (Sp), m1(S1) sdo sequéncias constantes e logo, se existem elementos
repetidos em 7y (.S;), entao eles se repetem também em S;, com i € {1,2}. Com
isso, temos

|72(S0)| + |m2(S1)| = [So| + |S1] = |S] = 2n + 2 > 2n.

Portanto, segue do Lema 1.22 que supp(ma(Sp)) + supp(ma(S1)) = (e2), isto &,
cada elemento de (e;) é a soma de um elemento de m5(Sy) e um elemento de
m2(S1). Em particular, existem go|So, 1|51 tais que ma(go) + m2(g1) = m2(a(.5)).
Considere S" = S(gog1)~!. Entao

ma(0(5")) = ma(a(9)) — (m2(g0) + m2(g1)) = 0.

Além disso,

Wl(U(S,)) = m(o(S) — (m1(g0) + m1(g1)) = e1 —e1 = 0.

Assim, 0(S5’) = 0 e como |S| = (2n 4+ 2) — 2 = 2n, S’ é a subsequéncia de S
procurada.

Assumindo agora que (0 (S)) = 0, considere {z,y} = {0,1} tal que |S,| >
|Sy|. Temos

2 2
|Sz| = n2—|— =n-+1
Além disso, note que se |S;| = n + 1, entdo também |S,| = n + 1 e logo

|S1| = n+ 1. Dai, como n + 1 & impar, m(c(S)) = |Sile1r = (n + 1)e; # 0,
contrariando o que assumimos. Devemos ter, portanto, |S,| = n + 2. Com isso,
2|m9(S,)| = 2|S.| = 2n + 4 > [{eg)| + 22Ue2) 4 1 (lembre-se que 75({es)) = 1).
Dai, podemos aplicar o Lema 1.22 e temos

supp(m2(Sz)) + supp(m2(Sz)) = (ea).
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Em particular, existe gh|S, tal que ma(g) + ma(h) = m(c(S)). Seja S" =
S(gh)~! e observe que my(a(S")) = ma(a(S)) — (ma(g) + m2(h)) = 0. Como |S'| =
(2n +2) — 2 = 2n, S’ é a subsequéncia de S que procuramos e isso conclui a
prova. u

Proposigao 4.8. Sejan € N. Dada S € F(C3 & C,,) livre de quadrados de
tamanho 2n+2, se o(m1(S)) # 0, onde m, € projecio de C3 @ C,, sobre C3, entio
S possui uma subsequéncia de soma zero de tamanho 2n.

Demonstragao: Para n = 1, nao ha o que fazer pois a tnica sequéncia livre de
quadrados de tamanho 4 de C3 @ C} é

S =(0,0,0)(1,0,0)(0,1,0)(1,1,0)
e o(m(S)) = 0. Assumiremos, entdao, n # 1. Escreva
C3 @ Co = (h) @ (f2) ®(e)

com ord(f;) = ord(f) = 2 e ord(e) = n. Denote my a proje¢ao de Cz & C,, sobre
(e). Por simplicidade, escrevemos (f1) & (f2) = {0,a,b,c} onde 0 é o elemento
neutro. Note que, em qualquer caso, b + ¢ = a. Agora, escreva S = 575,55,
onde 7 (g) = x para g|S,. Por hipotese o(m(S)) = a # 0.

Seja (By, By) igual a (Sp, S,) ou (S, S.) de tal forma que

| Bi| + | Ba| = max(|So| + |Sal, [Se| + [Se)-

Entao |Bi| + |Bs] = (2n+2)/2 = n + 1. Note que ma(B), ma(Bs2) sdo livres de
quadrados e assim, |[supp(me(B;))| = |B;| com i € {1,2}. Assim, pelo Lema 1.22,
supp(ma(B1)) +supp(ma(Bs)) = (e). Tome g1|By, go| By tais que ma(g1) +m2(g2) =
(0 (S)). Entao ma(0(S(g9192)7")) = 0 e também 7,(0(S(g9192)7")) = 0 ja que
(m1(g1),m1(g2)) = (0,a) ou (b, c) pela forma como escolhemos B; e Bs.

Assim, S(g192)"" € uma subsequéncia de soma zero de S com |S| = 2n, como
queriamos. [ |

Lema 4.9. Se G = Cy @ Cy, entao g+ (G) = 5.

Demonstragao: Seja A = {—1,1}. Temos g+(Cy & Cy) > 5 por (4.1). Escreva
CodCy = (e1)D(e2), comord(e;) = 2 e ord(ey) = 4. Tome 7, e 1y as projegoes de
Cy @ Cy em (1) e (eq), respectivamente. Seja S € F(Cy @ Cy) livre de quadrados
com |S| = 5 e escreva S = SpS; onde m(g) = 0 para ¢g|Sy e m1(g) = e; para
glSi. Seja {z,y} = {0,1} tal que |S,| > |S,|. Se tivermos |S,| > 4, entdo pelo
Teorema 4.5 obtemos que m5(S;), que é uma sequéncia livre de quadrados sobre
Cy, possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4. Como para cada
subsequéncia 7" de tamanho 4 de S,, m(0+(T)) = {0}, ja que a projegao via m
fornece as sequéncias constantes 0% ou e, ambas com soma A-ponderada igual
a zero independentemente da escolha de sinais (lembre-se que ord(e;) = 2), as
subsequéncias de A-soma zero de tamanho 4 de m(S,) fornecem, de fato, uma
subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4 de S, e, portanto, de S.

Assim, falta considerar |S,| = 3, |S,| = 2. Note que, neste caso, m2(04(5y))
possui um elemento nao nulo de (e;), uma vez que S (e, portanto, S,) é livre
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de quadrados. Digamos, a € ma (o4 (Sy)) N ({e2)

\ {0}). Além disso, (34 2(S:))
contém (es) \ {0}. Para ver isso, observe que m(S,)

¢ um dos seguintes conjuntos:
{0, e2,2e5}, {0,2e2,3es}, {0, ea,3e2} ou {ea, 2e5, 362}

e ¢ facil ver que para qualquer um dos conjuntos anteriores, ¥4 o(m2(S,)) contém
(e2) \ {0}. Em particular, a € X4 5(m(S,)) e assim, obtemos a subsequéncia de
A-soma zero de tamanho 4 desejada. [

Teorema 4.10. Dado n € N, temos

5, sen=1,2

Cyd Cyy,) =
9:(C on) {2n+2$en23

Demonstragao: Paran = 1, temos g+ (Co®Cy) = 5 pelo Lema 4.1 e para n = 2,
o resultado segue do Lema 4.9. Quando n > 3, temos g+ (Cy @ Cy,) = 2n+ 2 pelo
Lema 4.6 e, se além disso n for par, g+ (Cy @ Cs,) < 2n + 2 pela Proposigao 4.7.
Assim, basta mostrar que g+ (Cy ® Cy,) < 2n + 2 quando n > 3 e n é impar.

Seja A = {—1,1} e assuma n > 3 fmpar. Neste caso, podemos escrever
Cy @ Co = (f1) @ (f2) ® (e) com o(f1) = o(fa) = 2 e o(e) = n. Sejam m;
e Ty as projecoes de Cy @ Oy, sobre (f1) @ (f2) e (e), respectivamente. Seja
S € F(Cy @ Cyy) livre de quadrados de tamanho 2n + 2. Denote (f1) @ (f2) =
{0,a,b,c} e note que b+ ¢ = a. Agora escreva S = 5,5,5,5. onde 7 (g) = x
para g|S,. Temos dois casos a considerar, a saber, m(c(S)) # 0 e m(c(S)) = 0.
Se m(0(S)) # 0, a existéncia de uma subsequéncia de A-soma zero de S segue
diretamente da Proposicao 4.8.

Suponha entao que m(0(S)) = 0 e seja x € {0,a,b, c} tal que |S,| é o maior
possivel. Note que, neste caso,

2n+2 n+1

Sac) =
|Sa] 1 5

Se existe gh|S, tal que my(g) +mo(h) = ma(c(S)), temos S(gh)~! subsequéncia
de soma zero de tamanho 2n, uma vez que o(m(S(gh)™!)) = 0 por construgao e
como m1(g) = m(h) =z € (f1) ® (f2) temos o(m(g)) = o(m1(h)) = 2, temos

o(mi(S(gh)™)) = a(mi(S)) — mg) — m(h) =0 — 2mi(g) = 0.

Se gh com a propriedade dita acima nao existe, pelo Lema 1.22 devemos ter
|Sz] = (n+1)/2 e assim |S,| = (n + 1)/2 para cada y € {0,a,b,c}. De fato, se
|Sz| > (n+1)/2 entdo |me(Sz)| > (n+1)/2 e logo

[m2(S2)] + [m2(Se)| > 1 +1>n = [(e)].

Assim, pelo item (a) do Lema 1.22, temos mo (S, )+m2(S,) = (e) e como my(a(5)) €
(e), devem existir mo(g), ma(h) € ma(S;) com mo(g) +ma(h) = ma(c(S)), 0 que esta-
mos assumindo que ndo acontece (lembre-se que ndo hé problema em considerar
S, um conjunto, ja que S é livre de quadrados).

Observe que m (01 (S(gh)™1)) = {0} qualquer que seja a sequéncia de dois ele-
mentos gh|Sy. Vamos mostrar que mo(0+(S(gh)™!)) = (e) e isso completa a prova,
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pois 0 € {e) e logo teremos 0 € 01 (S(gh)™!), ou seja, S(gh)~* é subsequéncia de
A-soma zero de S de tamanho 2n. Observe que, como S,S|S(gh)™!, temos

o+ (m2(S(gh) ™)) 2 o (m2(SaSh))| = |o(m2(Sa)) + 0(m2(Sh))-

Além disso, pelo Lema 4.3,

o+ (m2(Sa))| = |2 (m2(Sa))] = |72(Sa)l = 1Sa| = (n+1)/2

o4 (m2(Sy))] = [20(m2(Sh))] = |m2(Sh)| = |Ss] = (n+1)/2.

Com isso, podemos aplicar o Lema 1.22 a 04 (m2(S,)) € 0+(m2(S)) e obtemos

0+(72(Sa)) + 0+(ma(Sh)) = (e)-

Assim |01 (ma(S(gh)™1))| = n e isso mostra que mo(o+(S(gh)™!)) ={e). =
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Capitulo 5

Relagao entre s4 e 74 com

A={-1,1}

Seja G um grupo abeliano finito com exp(G) = n. Em 2003, W. D. Gao
conjecturou, em [8], que
s(G)=n(G)+n-1

e provou que é verdade para grupos com n € {2,3,4}. Até hoje nao existem
contraexemplos que invalidem a conjectura, bem como nao existe uma prova de
sua veracidade.

Dado A C [1,n — 1], da definicdo de n4(G), existe uma sequéncia S € F(G)
com |S| = n4(G) — 1 tal que S ndo possui subsequéncia nao trivial de A-soma
zero e de tamanho no maximo n. Dali,

S = 50!

é tal que S’ nao possui subsequéncia de A-soma zero de tamanho n, uma vez
que uma subsequéncia de A-soma zero de S’ de tamanho n implica em uma
subsequéncia de A-soma zero de S de algum tamanho menor ou igual a n. Isso
nos diz que

sa(G) = na(G) + exp(G) — 1. (5.1)

Neste capitulo, nos dispomos a estudar a generalizagao
s4(G) = na(G) + exp(G) — 1 (5.2)

com A = {—1,1}. Nosso principal objetivo é verificar a veracidade da generaliza-
¢cao para todos os grupos abelianos de ordem 8, 16 e 32, bem como para grupos
da forma G = Cy & Cs,, com n € N. Antes disso, apresentamos a prova de que
esta generalizagao nao é vélida quando G = C} comr >3 e G = C? paran > 7
impar. Nosso trabalho aqui se baseia nas referéncias [5, 10, 20, 22].
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5.1 Exemplos para os quais nao vale a relacao

5.1.1 Caso G =C5 comrr >3

Um exemplo para o qual (5.2) nao se verifica, foi determinado por H. Godinho,
A. Lemos e D. Marques, em [10], quando G = C§ onde r > 2 = 3, como veremos
a seguir.

Teorema 5.1. Seja n um inteiro positivo impar. Entdo s4(C?) = 2n — 1.

Demonstragao: Primeiramente, vamos demonstrar o teorema para o cason = p
primo.
Sejam m =2p —1e S =v1vy- - vy, € F(C}), ou seja,

V; = ((li,bi), ai’bi S Op Vie [1,m]

Counsidere o sistema abaixo:

2p—1 1

P
E a;x;? =0

=1
2p—1 )

Z bll’zp% =0

=1
2p—1

fo_l =0

\ =1

Observe que 2(p—1) = 2p—2 < 2p—1. Com isso, o Teorema 1.20 nos garante
que existe uma solugao nao nula para o sistema.

Seja (c1, ..., ¢p) asolugdo nao trivial e tome J € [1,m] o conjunto dos indices
das entradas nao nulas da solugao.

Aplicando essa solucao nas duas primeiras equacoes, obtemos:

> " qwi=(0,0) (mod p) g € {1,-1}

ieJ
p=1\ 2 1
pois |z, ? =27 =1 (mod p), pelo teorema de Euler-Fermat.
Agora, da terceira equacdo obtemos que |J| = p. Dai, renomeando esses

indices, obtemos:
p
> qwi=(0,0) (mod p)
i=1

e encontramos a subsequéncia procurada. Isso mostra que Si(C’g) <2p-—1.

Por outro lado, se considerarmos uma sequéncia com 2p — 2 elementos de C’g
onde cada um dos elementos (0,1) e (1,0) é repetido p — 1 vezes. E facil ver que
¢ impossivel obter uma subsequéncia de p elementos cuja soma ¢é (0,0) modulo p
e isso prova o teorema quando p é primo.

Agora, quando n > 1 é um inteiro qualquer, usamos o mesmo argumento
desenvolvido na demonstracao do Teorema 1.27. [

Lema 5.2. Seja G = C%, onde r € N. Temos
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(a) Ser =1, entao ne(G) =2, g+(G) =3 e s£(G) = 4;

(b) ne(G) = r+1.

Demonstragdo: Seja A = {—1,1}. Para o item (a), temos g+(C3) = 3 pelo
Teorema 4.5 e s4.(C3) = 3+ [log, 3] = 3+ 1 = 4 pelo Teorema 2.17. Para ver
que 1+ (G) = 2, escreva C3 = (f) e considere S = ajay € F(C5). Se 0 € supp(S),
entdo S possui uma subsequéncia de A-soma zero. Se 0 ¢ supp(S), entdo S =
f(2f)ea(S)=3f=0,ouseja, S é uma sequéncia de A-soma zero e isso mostra
que n+(C3) < 2. A igualdade é obtida observando-se que a sequéncia unitéria
S = f nao é de A-soma zero.

O item (b) segue do fato de que a sequéncia S = ejeq---e, com e; =
(0,...,1,...,0) com o 1 aparecendo na j-ésima coordenada nao possui subsequén-
cia nao trivial de A-soma zero. [

Proposigao 5.3. Dado r € N, temos g+ (C5) = 2n.(C%) —

Demonstragao: Seja A = {—1,1}. Se r = 1, entdo pelo Lema 5.2 g, (C3) =3 =
2:2—1=2nL(C3) — 1. Assuma entdo r > 2 e seja S = g1 -+ gm € F(C}) com
m = n+(C%) — 1 e tal que S nao possua subsequéncia de A-soma zero de nenhum
tamanho. Em particular, S é livre de quadrados e 0 ¢ supp(S). Considere

m m
SIBIC
i=1  i=
e observe que |S*| = 2m, S* é livre de quadrados e nao possui subsequéncia
de A-soma zero de tamanho exp(C%) = 3, uma vez que uma subsequéncia de
A-soma zero em S* nos fornece uma subsequéncia de A-soma zero em S ou que
0 € supp(S), ambas conclusbes contrarias ao que supomos. Isso mostra que
g+ (CY) = 2m +1=2n.(C}) — 1.
Para obter a igualdade, considere S = gy - - g, € F(C%) livre de quadrados
com m = 2n4(C%) — 1 e reordene os elementos de S de forma que

t m
g [[(-9) 11 @
1=2t+1

=1

S =

:ﬁ

Il
A

7

onde g; # g; para 2t +1 <7 < j <m. Se t = 0, entao S nao possui subsequéncia
de A-soma zero de tamanho 2. Seja S*|S formada por todos os elementos diferen-
tes de 0 de S. Como S é livre de quadrados, |S*| = m—1 = 2n.(C})—2 > n.(C})
quando r > 2 pelo Lema 5.2 (b). Assim, S* possui uma subsequéncia de A-soma
zero de tamanho 3, ja que 0 ¢ supp(S*) e se T|S* entdo T'|S e S nao possui
subsequéncia de A-soma zero de tamanho 2. Isso mostra que S possui uma sub-
sequéncia de A-soma zero de tamanho 3.

Set > 1eg; =0 paraalgum j € [2¢41,m], entdo g:(—g:)g; ¢ uma subsequén-
cia de A-soma zero de S. Vamos assumir entdo g; # 0 para todo j € [2¢t + 1, m].
Se t = ny(CY), entdo H:Zl g; possui uma subsequéncia T' de A-soma zero e como
S é livre de quadrados, |T| = 3. Se t < n+(C%), entao m —t > ni(C%) e
[T, () TT™ 9¢+1 9i Possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 3.
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Em qualquer caso, obtemos uma subsequéncia de S de A-soma zero de tama-
nho 3 e isso mostra que g4 (C%) = 2n4(C}) — 1. u

Da definicao de sy e g4, temos

sa(G) 2 9a(G) (5-3)

para todo G aditivo abeliano finito e para todo A C [1,exp(G) —1]. A proposi¢ao
a seguir nos d4 um exemplo de quando a igualdade é satisfeita.

Proposicao 5.4. Ser > 2, entio g+(C%) = s1.(C3).

Demonstragao: Seja A = {—1,1}. Por (5.3), basta mostrar que g+(C%) >
s+(C%). Ser = 2, entdo s+ (C?) = 5 pelo Teorema 5.1. Por outro lado, a sequéncia
(1,0)(0,1)(2,0)(0,2) € F(C2) & livre de quadrados e nao possui subsequéncia de
A-soma zero de tamanho 3. Isso mostra que 5 = s (C%) > g+(C%) > 5.

Suponha entdo r > 3 eseja S =gy gm € F(C}) com m = sL(C%) — 1, tal
que S nao possui subsequéncia de A-soma zero de tamanho 3. Em particular,
S nao pode conter trés elementos iguais ja que exp(Cj) = 3. Se S ¢é livre de
quadrados entdo g+ (C%) > m, ou seja, g+(C5) = s+(C%).

Suponha entao que S nao ¢ livre de quadrados e vamos reindexar a sequéncia

de forma que
t m
S=1[s I %
=1

=1 j=2t+1

onde g1,...,0, got41,- - -, gm sao todos distintos. Observe que se g; = 0 para
algum j € [1,m], entdo a subsequéncia S* formada por todos os elementos nao
nulos de S é tal que

|57 > 5:(C5) — 3 = 2n+(Cy) — 4 = n+(C3)

quando r > 3 pela Proposi¢ao 5.3 e pelo Lema 5.2 (b). Isso quer dizer que S*
possui uma subsequéncia T de A-soma zero de tamanho 2 ou 3. Se |T| = 2,
entao g;T" é subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho 3, contrariando o que
assumimos sobre S. Devemos ter, portanto, g; # 0 para todo j € [1,m]. Note
que, neste caso, se existem i € [1,1], j € [2t+1,m] tais que g; = —g;, entdo g?g; é
subsequéncia de A-soma zero de S (g; + ¢; — g; = 3g; = 0). Portanto, a sequéncia

t m
R = ng‘ H(_gi) H 9i
=1 i=1 1=2t+1

é livre de quadrados com |R| = s4(C%) — 1 e R ndo possui subsequéncia de A-
soma zero por construc¢do. Isso mostra que g4 (C%) > s (C%). n

Pelas Proposicoes 5.3 e 5.4 e pelo Lema 5.2, quando r > 3

5:(C3) = g+(C3) =2n+(C5) — 1
= 1n+(C5) +n+(C3) — 1
> (0 +r+1-1
> n+(C5) +exp(Cy) — 1
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e a relacdo (5.2) nao se verifica para G = Cf.

5.1.2 Caso G = C?, com n > 7 impar

Este exemplo é um dos resultados do trabalho de B. Moriya, em [22].
Teorema 5.5. Seja n um inteiro positivo fmpar. Entdo ni(C?) < n.

Demonstragao: Seja G = C2. Suponha n = p primo e seja S = (a1, b1) - - - (ap, by)
sequéncia de elementos de G de tamanho p. Considere o sistema abaixo:

P

p—1
E ax;? =0
=1
b p—1
§ 2 J—
=1

Como as equacoes do sistema nao possuem termo independente, seque que
(0,0,...,0) € CF & solugao do sistema. Além disso, como 2 (7%1) =p—1<p,
podemos aplicar o Teorema 1.20 que nos garante que existe uma solu¢do nao
nula para este sistema. Pelo Teorema de Fermat, essa solucao nos fornece uma
subsequéncia de soma zero de tamanho menor ou igual a p de S e o resultado
esta provado.

Se n > 1 é um inteiro impar qualquer, usamos um argumento de inducao
sobre n analogo ao que fizemos na demonstracao do Teorema 5.1. ]

Observagao 5.6. Temos log,n* + 1 < n para todo n € Ny;. Isso pode ser
visto simplesmente observando-se a o comportamento das fungoes f(r) = = e
g(z) = log, * + 1, conforme o gréfico a seguir:

Agora, seja A = {—1,1} e considere G = C? com n inteiro positivo. Note
que exp(G) = n e pelo Coroléario 2.2 (a), toda sequéncia de elementos de G de
tamanho maior ou igual a |log, |G|] + 1 = |log, n?| + 1 possui uma subsequéncia
de A-soma zero, ndo trivial, de tamanho no méaximo |log, |G|]+1. Quandon > 7,
de acordo com o grafico acima, temos |log, n%| +1 < n e logo

n+(G) < |logy |G|| + 1 = [logyn?| +1 < logyn® +1 < n.
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Como, pelo Teorema 5.1, s+ (G) = 2n — 1 sempre que n é impar, temos
n+(G) +exp(G) —1 < 2n—1=s4(Q)

e assim a relagdo (5.2) nio se verifica para G = C? com n {mpar maior ou igual
ar.

No entanto, quando n = 3,5, (5.2) & satisfeita. De fato, quando G = C%, o
teorema anterior nos diz que 74 (G) < 3 e a sequéncia (1,0)(0,1) é um exemplo
de sequéncia que nao possui subsequéncia de soma zero, nos permitindo concluir
que ng(G) =3 e

Ne(G) +exp(G) —1=6—1=5=s.(G)

pelo Teorema 5.1. Para G = CZ, temos n+(G) < 5 pelo teorema anterior e a
sequéncia (1,0)(2,0)(0,1)(0,2) nao possui subsequéncia de soma zero, o que nos
leva a concluir que 7L(G) =5 e nL(G) +exp(G) — 1 =9 = s, (G). Na proxima
segao, vamos conhecer mais exemplos para os quais (5.2) é satisfeita.

5.2 Exemplos para os quais vale a relacao

5.2.1 Caso GG de ordem & e 16

Devido as restrigoes impostas pela definicao de cada constante, é facil ver que
D4(@) < () < 520, (5.4)

O lema abaixo nos d& uma condicao para que possamos obter a igualdade

D4(G) = n(G).

Lema 5.7. Se |G| € poténcia de 2 e log, |G| < exp(G), entio Di(G) = n+(G).
Em particular, se G = Cy com | > 1 satisfazendo rl < 2! temos

Di(G)=ns(G) =rl+1. (5.5)

Demonstragao: Seja A = {—1,1}. Como observamos logo apo6s a demonstracao
do Teorema 3.1, quando |G| é poténcia de 2, temos Dy (G) = log, |G|+ 1. Agora,
pelo Teorema 2.1, é claro que se S é sequéncia de G de tamanho D (G), entdo
S possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho estritamente menor que
D.(G) < exp(G) + 1, ou seja, D1 (G) = n+(G). A desigualdade contraria segue
de (5.4).

Em particular, se G = C, com [ > 1 tal que rl < 2', temos |G| = 2" poténcia
de 2 e

log, |Gl +1=1logy 2" +1=7l+1< 2" +1=exp(G) + 1.

Assim,
Di(G) =ns(G) =rl+1.

Isso nos seré 1til na demonstragao do teorema que segue.
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O lema abaixo contém algumas propriedades dos ntimeros naturais que usa-
remos na demonstracao préoximo teorema:

Lema 5.8. Sejam [, n inteiros positivos, n > 2. Entdo:

(a) 21 <2

(b) 1+1< 25 n;

(c) 21 +1 < 2FL;

(d) 21 +1 <2 quando n > 2;

(e) 31+ 1< 21,

Demonstragao:

(a)

(b)

(d)

(¢)

Inducdo sobre I: Se [, temos 2! =2 =2-1.

Suponha que para [ = k > 1 seja verdade que 2k < 2F. Para l = k + 1,
temos 281 = 2.2F > 2.2k = 2k + 2k > 2k + 2 = 2(k + 1). Assim, pelo
Principio de Inducdo Finita, 21 < 2! para qualquer [ inteiro positivo.

Note que [ +1 < [+ 1 = 2I. Pelo item anterior, [ +1 < 21 < 2! e 2! =
2. 271 <271 ja que n > 2. Isso mostra que [ + 1 < 27 n.

Temos 20 +1 < 21 +2 =2( + 1) < 2'*! pelo item (a).

Fixe n > 2. Vamos usar inducdo sobre I: Se [, temos 2/ + 1 = 3 e 2!"1n =
n = 3.

Suponha que para !l = k > 1 seja verdade que 2k+1 < 2¢"'n. Paral = k+1,
temos 2(k+1)+1=2k+1+2 < 2" In+2 < 28" Ip+281p = 2Fn. Assim,
pelo Principio de Inducdo Finita, 21 + 1 < 2!"'n para qualquer [ inteiro
positivo e n > 2.

Vamos usar inducdo sobre I: Se [, temos 3] + 1 = 4 = 2!*1,

Suponha que para !l = k > 1 seja verdade que 3k+1 < 2¥!n. Paral = k+1,
temos 3(k+ 1)+ 1 =2k +1+3 < 2k 43 < k1 4 oktl — ok+2 — o(k+ D)+,
Assim, pelo Principio de Inducao Finita, 3/ + 1 < 2! para qualquer [
inteiro positivo.

Teorema 5.9. Dados [,n inteiros positivos, temos os sequintes resultados:

(a) Se2'n >4, entio ni(Cy & Coy,) = Di(Cy @ Coiy,) = [logy 2'n] + 1+ 1;

(b)

Sen > 2, entdo e (Co @ Cop @ Cpy) = Di(Cot @ Cot ® Coyyy) = |logy 20| +
2L+ 1.
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Demonstragao: (a) Seja G = Cyu @ Cy,,. Se n =1, entdo G = Cyu @ Cy tem
ordem poténcia de 2 e

[log, |G| +1=[log, 2% | +1=21+1< 2" +1

pelo Lema 5.8 (a). Dai, pelo Lema 5.7, D1(G) = n4.(G) = 2l+1 = [logy 2| +1+1.

Se n =2, entdo G = Cy & Cyi1. Novamente, G é poténcia de 2 e [log, |G|| +
1= [logy 22| +1 =21+ 2 < 2" + 1 pelo Lema 5.8 (¢) e o resultado segue do
Lema 5.7.

Suponha agora n > 2. Pelo Teorema 3.1, D1 (G) = [logy2'n] + 1 + 1. (0s
limites inferior e superior coincidem nesse caso). Assim, pelo Lema 5.7, basta
mostrar que |log, |G|] +1 < 2'n.

Escreva k = |log, 2'n|. Novamente, pelo item (a) do Lema 5.8, temos 2'n =
2. 271 < 227" (e portanto k = [log, 2'n| < log, 2'n < log, 22" = 20-1n) e
[ +1 < 27 1n, respectivamente. Assim,

[log, |G|] +1 = [logy 2'n| +1+1
=k+1+1< 25 n+2-1n
= 2ln,

como querfamos. A ultima desigualdade segue do Lema 5.8 (¢).

(b) Seja G = Co @ Co & Cyu,,. Se n = 2, entao G é poténcia de 2 e [log, |G| ]| +
1= |logy2'n] + 2l +1=3+2 < 2" + 1 pelo Lema 5.8 (e). Pelo Lema 5.7,

Di(G) =n+(G) = [log, |G| +1 = |log, 21nj + 20+ 1.

Suponha entdo n > 2 e escreva k = |log, 2!n|. Neste caso, o Teorema 3.1 nos
garante que D1 (G) = |log, |G|]+1 = |log, 2'n| +20+1 = k+2[+1. Assim, basta
mostrar que k+20+1 < 2'n e o resultado seguira do Lema 5.7. Da demonstracdo
do item anterior, k < 2""'n e como n > 2, temos 21 + 1 < 2"7!n (item (d), Lema
5.8). Assim, k + 20+ 1 < 27In 4 2/71n = 2In, como querfamos. n

Lema 5.10. Se G é 2-grupo elementar, entao s(G) = |G|+ 1 e n(G) = |G|.

Demonstragao: Para mostrar que s(G) = |G| + 1, como exp(G) = 2, dada S €
F(G), queremos garantir a existéncia de uma subsequéncia de soma zero de S de
tamanho 2. Observe que a subsequéncia procurada deve conter, necessariamente,
elementos repetidos. O menor tamanho de S para o qual podemos garantir isso
¢ |G|+ 1.

Agora, dada S € F(G), se queremos uma subsequéncia de tamanho no ma-
ximo 2, isso quer dizer que 0 € S ou algum elemento de G aparece em S duas
vezes. O menor tamanho de S para o qual podemos garantir isso é |G| e isso
mostra que n(G) = |G|. |

Apresentaremos, agora, a prova do principal teorema da se¢do, que verifica a
relagdo (5.2) para todos os grupos abelianos finitos de ordem 8 e 16.

Teorema 5.11. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(a) Ne(Co @ Cy) = 4 e 5:(Co ®Cy) = ne(Co® Cy) +4—1=7. Temos
5+ (G) = n+(G) + exp(G) — 1 para todo grupo abeliano G de ordem 8.
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(b) Se G é um grupo abeliano de ordem 16 com exp(G) > 4, entdo n+(G) =5
e s£(G) = 12 ou 8, dependendo se exp(G) = 8 ou 4. Concluimos que
s+(G) = n+(G) + exp(G) — 1 para todo grupo abeliano de ordem 16.

Demonstragao: (a) Sejam A ={-1,1} e G = Cy @ Cy. Como |log, |G|| +1 =
4 = exp(G), pelo Teorema 2.1, ni(G) < [log, |G]] +1 =4 e (0,1)(0,2)(1,0) &
um exemplo de sequéncia de elementos de G sem subsequéncia de A-soma zero
de tamanho menor ou igual a 4. Isso mostra que 1. (G) = 4.

Vamos mostrar que s+ (G) = 7. Seja S = HZ:1 x; uma sequéncia de elementos
de G de tamanho 7. Se h(S) = 1, ndo temos o que fazer. De fato, note que
como |G| = 8, todos os elementos de G aparecem em S, exceto um. Dai, uma
dessas duas sequéncias com certeza é subsequéncia de S: (1,3)(1,1)(0,3)(0,1) ou
(0,0)(0,2)(1,0)(1,2), ambas de A-soma zero.

Se h(S) > 2, existe z; € S que aparece mais de uma vez em S e z? é uma
subsequéncia de soma zero de S de tamanho 2. Reordenando os elementos de
S, ponha i = 1 e escreva S = z3wy---x6. Como o nimero de subconjuntos
de {2,3,4,5,6} de dois elementos é 10 > 8, devemos ter x; + z; = x; + x} ou
z; + x; = x), + x; para elementos distintos 7, j,k,l € {2,3,4,5,6}. No primeiro
caso, temos z; = x; o que nos di uma subsequéncia ziz;z; de A-soma zero de
S de tamanho 4 (lembre-se: quando A = {—1, 1}, elementos que se repetem em
S fornecem trivialmente uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 2). No
segundo caso, x;x;x,x; ¢ uma subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho 4.
Assim, em qualquer caso, obtemos uma subsequéncia de A-soma zero de S de
tamanho 4. Isso nos permite concluir que s4(G) < 7.

Agora, de (5.1), temos

725:(G) 2ne(G)+exp(G) —1=4+4-1=7

e obtemos a igualdade procurada.
Se G = Cy, temos s+(G) = 8 + |log, 8] = 8 +3 = 11 pelo Teorema 2.17,
n+(G) =4 pelo Lema 5.7 e logo s+(G) =11 =4+ 8 — 1 =n.(G) + exp(G) — 1.
Para G = C3, temos exp(G) = 2 e neste caso cada elemento ¢ igual ao seu
inverso. Dai, somar ou subtrair elementos de uma sequéncia nao faz diferenca e
o resultado se resume a s(G) = n(G) + exp(G) — 1 que se verifica ao calcularmos
s(G) e n(G) conforme o Lema 5.10. Isso conclui a prova do item (a).

(b) Sejam A = {—1,1} e G um grupo abeliano finito de ordem 16 e exp(G) >
4. Entao G é isomorfo a um dos seguintes grupos: C?,Cy @ Cg, C3 @ Cy ou Clg.

Quando G = C? ou G = Cy @ Cy, o resultado 1+ (G) = 5 segue do Teorema
5.9 (a) (com =2, n=1el=1,n=4respectivamente).

Quando G = C2 @ Cy, o item (b) do Teorema 5.9 para [ = 1, n = 2 nos da
N+ (G) = [logy(2-2)] +2+1 =5 e quando G = Clg, temos ny (G) = 5 pelo Lema
5.7 Isso prova a primeira parte do item (b).

Vamos mostrar agora que s+(G) = 12 quando exp(G) = 8 e s+(G) = 8 se
exp(G) = 4. Primeiramente, suponha que S = Hzlil x; é sequéncia de elementos
de G que nao admite subsequéncia de A-soma zero de tamanho 2. Considere o
seguinte conjunto

B:{AI:Z@|IC[1,12],|[|:2}.

iel
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Como o nimero de subconjuntos de [1,12] com dois elementos é 66 e |G| =
16, pelo Principio das Casas dos Pombos, existem [, I, I3, I, distintos tais que
Ap, = A, = A, = Ajp, (se todos os Ap’s fossem 4 a 4 distintos, deveriamos ter no
méaximo 3 x 16+ 15 = 63 < 66 somas possiveis). Como S ndo possui subsequéncia
de A-soma zero de tamanho 2, devemos ter I; N I; = () sempre que i # j. De fato,
se para algum i # j tivéssemos I; N I; # (), digamos, a € I; N I;, teriamos

Tp+ Ty =2 +Ty = T, = 2

para algum k,l € [1,12] e elementos repetidos nos fornecem subsequéncia de
A-soma zero de tamanho 2.

Temos portanto Ay, + Ap, — Aj; — Ay, = 0 e como cada Aj; é soma de dois
elementos de G, isso nos da4 uma subsequéncia de tamanho 8 de A-soma zero de
S.

Suponha que exp(G) = 8. Dada S sequéncia de elementos de G de tamanho
12, se S nao possui subsequéncia de A-soma zero de comprimento 2, pelo que
fizemos acima S possui subsequéncia de tamanho 8 de A-soma zero e nao ha mais
nada a fazer. Agora, se S possui subsequéncia de A-soma zero de tamanho 2,
digamos S;|S, temos |SS; | = 10 > log, 16 + 1 = 5. Isso quer dizer que qualquer
subsequéncia de SS;' de tamanho 6 > 5 possui uma subsequéncia propria de
A-soma zero de tamanho par, pelo Teorema 2.1 (a), ou seja, existe S5|SS; ' de
A-soma zero com |Sy| = 2 ou 4. Pelo mesmo argumento, SS;*S;" possui Ss
subsequéncia de A-soma zero de tamanho 2 ou 4. Se |Sy| = 4 ou |S3] = 4, entdo
obtemos a subsequéncia de A-soma zero de tamanho 8 que queremos: |S;5,5;| =
8 ¢ 515253 ¢ de A-soma zero (observe que ¢ impossivel ter |Sy| = |S3| = 4). Se
ambos S e S3 tem tamanho de 2 entdo SS;'S;'S;! tem tamanho 6 e possui
subsequéncia propria de A-soma zero e de tamanho par pelo Teorema 2.1 (b),
digamos, Sy. Neste caso, se |94 = 2, 51553594 tem tamanho 8 e se |Sy| = 4,
51555, € tal que |S15254] = 8. Isso mostra que s+ (G) < 12. Por outro lado, por
(5.1),

$+(G) 2 ne(G) +exp(G) —1=5+8—-1=12.

Agora assuma que exp(G) = 4. Vamos mostrar que s4(G) = 8. Suponha
G = C%. Pelo Teorema 3.1, temos s4(G) > 4+ 2-2 = 8. Seja S uma sequéncia
de elementos de G com |S| = 8. Como log, |G| + 1 = 5, aplicando o Teorema
2.1 (b) a uma subsequéncia qualquer de S de tamanho 6, existe TS de A-soma
zero com |T| € {2,4}. Se |T| = 4, T é a subsequéncia procurada. Se |T| = 2,
entdao |ST~!| = 6 e pelo mesmo argumento existe T7'|ST ™! de A-soma zero com
|T'| € {2,4}. Se |T"| = 4, T' & a subsequéncia procurada e se |7"| = 2, entao TT"
¢ a subsequéncia procurada. Em qualquer caso, obtemos s (G) < 8 e a igualdade
seque.

Se G = C3®Cy, entao por (??), s1(G) = ne(G) +exp(G)—1=5+4—1=38.
Como 6 > 5 = log, |G| + 1, pelo Teorema 2.1 (b) dada S sequéncia de elementos
de G de tamanho 8, qualquer subsequéncia de S de tamanho 6 possui uma outra
subsequéncia de tamanho 4 ou 2 de A-soma zero, digamos, S;. Se |S;| = 4, S
¢ a subsequéncia procurada. |S;| = 2, entdo |SS;!| = 6 e mais uma vez pelo
Teorema 2.1 (b), existe S,|SS; " subsequéncia de A-soma zero com |Sy| = 4 ou 2.
Se |Ss| = 4, Sy & a subsequéncia procurada. Se |Ss| = 2, entdo |S1.52] =4 e 5155 é
a subsequéncia procurada. Assim, si(G) < 8 e concluimos que s.(C3 & Cy) = 8.
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Lembrando que s4(Cig) = E+(Cig) = 16 + |log, 16| = 16 + 4 = 20 pelo
Teorema 2.17, concluimos que s4(G) = 7+ (G)+exp(G)—1 sempre que exp(G) > 4
ao calcular explicitamente si(G) e ni(G). Para exp(G) = 2, temos G = Cj e o
resultado seque anilogo ao que fizemos para G = Cj no final da demonstragao
do item anterior. Temos, portanto, s+ (G) = n+(G) 4+ exp(G) — 1 para todo grupo
abeliano G com |G| = 16. u

5.2.2 CasoG=0Cyd(Cy, comneN

Usando os resultados da secao anterior e o Teorema 4.10, podemos desenvolver
uma estratégia para calcular o valor exato de s1(G) para G = Cy @ Cy,, n > 2.
Este resultado é parte do trabalho de L. E. Marchan et al., em [20].

Teorema 5.12. Seja G = Cy ® Cs,, n > 2. Entdo
s+(G) =2n+ |logy 2n| + 1.

Demonstragao: Pelo Teorema 5.9 (a) para | = 1, temos 14 (G) = |log, 2n| + 2.
Como exp(G) = 2n, temos 1+ (G) + exp(G) — 1 = [log, 2n| + 2n + 1.

Por (5.1), temos s4(G) > exp(G) + n+(G) — 1. Portanto, basta mostrar que
s+(G) < exp(G) +n+(G) — 1.

Pelos teoremas 5.9 (a) e 3.1, n+(G) = D+(G) = |log, |G|| + 1 (os limites
inferior e superior de D, (G) dados no Teorema 3.1 coincidem e sdo iguais a
[log, |G1] + 1).

Sejam A = {—1,1} e S uma sequéncia de elementos de G com |S| = exp(G)+
n+(G) — 1 = exp(G) + |log, |G|] e suponha por contradi¢do que S nao possua
subsequéncia de A-soma zero de tamanho exp(G).

Vamos comegar introduzindo uma sequéncia auxiliar. Seja M|S tal que |M|
é o maior possivel par e M possui subsequéncia de A-soma zero de tamanho m
para cada m < | M|, m par. Note que essa defini¢do certamente faz sentido pois
a sequéncia trivial cumpre essa condi¢ao. A demonstracao do teorema se resume,
portanto, a mostrar que |M| > exp(G).

Mostremos primeiro que |M| > 0. Note que, pelo Teorema 4.10, |S| >
9+(G) = 2n 4+ 2. Aqui, devemos assumir que S nao é livre de quadrados pois
se assim fosse, pela defini¢do de g+ (G), S teria uma subsequéncia de A-soma zero
de tamanho exp(G), o que estamos assumindo que nao acontece. Assim, existe
g € G com ¢?|S e g? ¢ uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 2 mostrando
que |M] > |g?] = 2.

Afirmamos que M 1S nao pode ter subsequéncia de A-soma zero de tamanho
par menor ou igual a |M|+2. De fato, se existe N|M 1S subsequéncia de A-soma
zero com |N| = 2k < |M|+ 2, entdo M N possui subsequéncia de A-soma zero de
tamanho r para cada r par, r < |[MN|. Paran < |M] isso ¢ claro pela construcao
da sequéncia M e para n > |M|+ 2, podemos combinar N com subsequéncias de
M de tamanho n — |N| (note que |N| < [M|+2 < n < |M|+|NJ|). Mas |M| éo
maior que satisfaz isso.

Como sabemos agora que M!S nao possui subsequéncia de A-soma zero
de comprimento 2, temos que M 1S é livre de quadrados e, consequentemente,
IM71S| < g+(G) = 2n + 2. (se |[M7'S| > g+(G), entdo existe P|M~1S com
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|P| = exp(G) = 2n de A-soma zero. Mas P|M~1S|S, contradizendo o que
supomos sobre .S nao possuir subsequéncia de soma zero de tamanho exp(G)).

Agora note que como |M~1S| = |S| — [M| < 2n+2 e |S| = 2n + |log, |G|,
temos | M| > |S|—2n—1 = |log, |G|] —1. A seguir, vamos mostrar que, mais que
isso, |M| > |log, |G|]. Suponha que isso ndo ocorre. Entao |M| = |log, |G|] — 1
e [M~1S| =|S| — |[M| = 2n + 1. Considere H < G, H = C3, e seja e o elemento
de ordem 2 tal que G = (e) ® H. Escreva M~'S = Ty(e + T.) onde Tp, T, sdo
sequéncias sobre H. Note que ambas sao livres de quadrados. Considere T}, a
maior das duas e temos |T,| > n+ 1. Como |log,2n| < n —1 para n > 3, temos
|T.| > [logy |H|| +2 e segue do Corolario 2.2 (b) que T, possui uma subsequéncia
de A-soma zero de comprimento par e no maximo |log, |H||+2. Note que isso nos
garante a existéncia de uma subsequéncia de A-soma zero de mesmo tamanho de
M~1S. Isso é claro se x = 0 e caso = = e, isso segue do fato de que o tamanho da
tal subsequéncia é par e o(e) = 2. Agora |log, |H||+2 = |log, |G||+1 = |M|+2,
contradizendo o que afirmamos sobre M 1S nao possuir subsequéncia de A-soma
zero com comprimento par e no maximo |M| + 2.

Estabelecemos assim que |M| > |log, |G|]. Por fim, assuma | M| < exp(G)—2.
Entao |M~1S| > [log, |G|] + 2. De novo, pelo Corolario 2.2, temos uma sub-
sequéncia de M 1S (e, portanto, subsequéncia de S) de A-soma zero e tamanho
par menor ou igual a |log, |G|| +2 < |M|+2, uma contradicao. Concluimos por-
tanto que |M| > exp(G), uma vez que |M| é par e isso finaliza a demonstracao
do teorema. ]

Observacgao 5.13. Seja G = Cy @ Cy,. Sen =1, temos s+(G) =5ens(G) =4
pelo Lema 5.10. Assim, temos

s:(G)=5=44+1-1=n.(G) +exp(G) — L.

Se n > 2, pelo Teorema 5.12 temos s+ (G) = 2n+ |log, 2n| +1 e pelo Teorema,
5.9, temos D4 (G) = n(G) = |log, 2n| + 2. Assim, temos

s1(G) =2n+ |logy 2n| +1 = |logy 2n| + 2+ 2n — 1 = n4.(G) + exp(G) — 1.

Concluimos, portanto, que a relagio (5.2) se verifica para G = Cy @ Cy,, para
todo n € N.

5.2.3 Caso G de ordem 32

Este caso foi estudado em 2016, por S. D. Adhikari, E. Mazumdar e B. K.
Moriya, em [5].

Lema 5.14. Dados r,n € N, temos

N+ (Cy & Coyp) = maX{Uog2 2n| +r+ { J 1+ A(r, n)} +1

r
2n—1

1 ser<n

onde A(r,n) = {

|r/n] ser>mn
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Demonstragio: Se n = 1, temos Cy ™' um 2-grupo elementar e logo 1. (C5 ') =
|C5| = 2! pelo Lema 5.10. Por outro lado,

|log, 2n | + 7 + {2 L 1J =r+1l4+r=2r+1le
n_

1+1=2 =1
r+ A(r,n) = + er =2r.
r+r=2r se r>1

Assim,

max{UogQQnJ +r+ {2 - 1J ,7”+A('r,n)} +1=max{2r+1,2r}+1=2r+2
n j—

e pelo item (a) do Lema 5.8, n(C5 1) = 2771 > (2r +1) +1 = 2r + 2. Isso prova

o lema quando n = 1.

Suponha entao n > 1. Seja A = {—1,1} e considere a sequéncia

r s k
S:HGZHftng7

i=1 t=0 j=1

onde s = |log,2n| — 1, k = bn’"_lj e e;, fi, g; sdo definidos como abaixo:

e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)
com 1 na ¢-ésima posicao para 1 < < 7,
fi =(0,0,...,0,2"), para0<t<s,

gjs1=(0,0,...,0,1,1,...,1,0,...,0,1),

com 1 na (r+1)-ésima posigao e nas posigoes (2n—1)j+1,(2n—1)j+2,...,(2n—
1)j+2n—1,para0<j<k—1.

Vamos mostrar que S nao possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero.
Primeiramente, pela construgao de S, ¢ imediato que [[;_, ; [[;_, f: ndo possui
subsequéncia nao trivial de A-soma zero. Assim, uma subsequéncia de A-soma
zero de S deve conter pelo menos um elemento de H;?:l g;. Por outro lado, se T'|S
é de A-soma zero que contém um dos g}s, entao 1" deve conter, no minimo, 2n —1
elementos entre os €s e um entre os f/s, ou seja, |T'| = 2n+1 > 2n = exp(CEECy,)
e T' nao satisfaz a condi¢ao que a constante 14 (C5 & Csy,) impoe. Isso mostra que

ne(Cyd Cop) = 1S|=r+(s+1)+k=r+ |log,2n]| + LQnr—lJ .

Para ver que 1+ (C5®Cy,) = r+A(r,n)+1, observe que se r < n entdo a sequéncia
S1 = fill_, e é tal que [Si| =7+ 1=r+ A(r,n) e S; ndo possui subsequéncia
ndo trivial de A-soma zero. Se r > n, a sequéncia Sy = [[;_, &; [];_, h; onde
u=|r/n|e

hjo = (0,0,...,0,1,1,...,1,0,...,0,1)

com 1 na (r + 1)-ésima posigao e nas posigdes nj+ 1,nj+2,...,nj+mn com 0 <
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Jj <u—1étalque |Sy| =r+|r/n] =r+A(r,n) e Sy nao possui subsequéncia nao
trivial de A-soma zero. De fato, da mesma forma como fizemos anteriormente para
S, T1;—, e; nao possui subsequéncia de A-soma zero. Assim, uma subsequéncia de
A-soma zero de Sy deve conter pelo menos um elemento de [[_, h;. Por outro
lado, dada T" subsequéncia de A-soma zero de Sy que contenha um dos h’s, entao
T deve conter, no minimo, dois h;-s para que seja possivel obter o zero na (r+1)-
ésima posicao e logo T' deve conter, no minimo, 2n elementos de []'_, e;, ou seja,
IT| > 2n+2 > 2n = exp(Ch @ Cy,) e isso mostra que

Isso conclui a demonstracao do lema. [ ]

Observacgao 5.15. Sejam G um grupo aditivo abeliano, A = {—1,1} e § =
gi,.--,9n G.F(G)

(a) Se S é livre de quadrados e M = {g; + g;|1 < i < j < n} é tal que (3)
> |M]|, entdo pelo menos duas das somas que formam M sdo iguais, ou
seja, g; + g9; = g + g1 para i, j, k,l € [1,n]| com {7, j} # {k,l} e o fato se S
ser livre de quadrados garante que {7,j} N {k,l} = 0. Dai, S possui uma
subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4.

(b) Sen >4 e g = go entdo g1g2 € uma subsequéncia de A-soma zero de S de
tamanho 2. Assim, se T = (g192) 'S ndo & livre de quadrados, existe T |T
de A-soma zero de tamanho 2 e logo g1¢2T) é uma subsequéncia de A-soma
zero de S de tamanho 4.

Lema 5.16. Temos
si(Cg D 04) =10e ni(CS D 04) =T.

Demonstragao: Sejam A = {-1,1}, G =C3dCre S = g1---g10 € F(G).
Se S é livre de quadrados, como (120) = 45 > 32 = |G|, entao S possui uma
subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4 pelo item (a) da Observagio 5.15.
Suponha entao que S nao ¢é livre de quadrados e, sem perda de generalidade,
considere g; = gy. Pela Observagao 5.15 (b), se T = (g192)~1S nao ¢ livre de
quadrados, S possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4. Vamos
assumir entao 7' livre de quadrados.

Se T tem no maximo um elemento de ordem 4, entao pelo menos sete ele-
mentos de T" tem ordem ordem no méximo 2. Como a soma de dois elementos
distintos em C3 @& Cy de ordem no maximo 2 tem ordem 2, G possui 15 elementos
de ordem 2 e (;) = 21 > 15, pela Observagao 5.15 (a), T (e, portanto, S) possui
uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4.

Se T possui pelo menos dois elementos de ordem 4, considere o conjunto abaixo

¥
— 92},

Temos D C {g € C3 & Cy]o(g) < 2}. De fato, como dissemos acima, a soma de
dois elementos distintos de ordem no maximo 2 tem ordem 2 e, lembrando que

=~

D ={g;£g;, 3<
3

J < 10, 0(91) = (gj) =
U{g, + s, s <

i <
<r< 10,0(g,) = o(gs

~—
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os elementos de ordem 4 neste grupo sao os que tem tltima coordenada igual a 1
oudeemCy, 1+1=2,34+3=2¢1+ 3 =0, asoma de elementos de ordem 4
em C3 @ C, sempre fornece elementos de ordem no méximo 2.

Seja N = 2 (g) + (‘21) onde ¢ e d sdo quantos dos gis tem ordem 4 e 2,
respectivamente e observe que ¢ + d = 8. Existem 16 elementos de ordem 4 em
C3 @ Cy, mas como |T| = 8 e supomos que pelo menos dois deles tem ordem
4, temos ¢ € [2,8]. Substituindo os valores de ¢ em N vemos que N > 16 para
qualquer ¢ € [2,8]. Mas como |D| < [{g € C3 @ Cy|o(g) < 2}| = 15, segue que
duas das somas A-ponderadas de D devem ser iguais. Isso pode acontecer das
seguintes maneiras:

Caso 1. Se uma das somas A-ponderadas g; + ¢g; com o(g;),0(g;) = 4 é igual a
uma das somas g, + g com 0(g,),0(gs) = 2, entdo g;g;9-gs ¢ uma subsequéncia
de T' de A-soma zero.

Caso 2. Se g,.+gs = gu+ gu, entao pela observacao anterior, g,¢:9,9, forma uma
subsequéncia de T de A-soma zero.

Caso 3. Se duas somas A-ponderadas ¢; £ g; e g, £ g, com g;, g;, gp, g, elementos
de ordem 4, sdo iguais e {i,j} N {p, ¢} = 0, entdo g;9;9,9, € uma subsequéncia de
T de A-soma zero. Se {i,7} N{p,q} # 0, entdo |[{i,j} N{p,q}| =1 e observe que
como o(g;) =4, g; + 9; # ¢9; — gj. Assim, as possibilidades para a igualdade das
somas A-ponderadas sao, em resumo,

gi +€g; = gp + 09,

onde 4, j,p,q € [3,10] com i < j,p < q, |[{i,j} N {p,q}| = 1eed € {1,—1}.
Vamos estudar cada uma delas.

Se 7 = p, entao g,g, ¢ uma subsequéncia de A-soma zero de de T" de tamanho
2.

Sei=ged=1,entdo g;g, ¢ uma subsequéncia de A-soma zero de de T" de
tamanho 2.

Se j =pee=1, entdo g;g, ¢ uma subsequéncia de A-soma zero de de T" de
tamanho 2.

Sei=qed=—1, obtemos uma expressao da forma

gs + )‘gt = 29U7 onde {S,t,lb} = {Zvj} U {p7Q}7 AE {17 _1} (56)

Se j = ¢, entao ¢ # p e como T é livre de quadrados, g; # g,. Dai, 0 # € e
obtemos neste caso uma expressao como (5.6).

Agora, somando 2¢g; em cada lado de (5.6), temos gs+(A+2)g; = 2(gu+g:) = 0,
ja que o(g, + ¢;) = 2. Como A+ 2 € {1,3} e 3¢, = —g;, temos gsg; uma
subsequéncia de A-soma zero de T' de tamanho 2.

Mostramos, portanto, que s+ (C3 @ Cy) < 10. Agora, pelo Lema 5.14,

3
Nt (03@04) > Uog24j + 3+ \‘EJ +1=7
e, finalmente, temos

10 > sy (C3 @ Cy) = e (C3 & Cy) + 3 = 10.
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Isso completa a demonstragao do lema. [

Lema 5.17. Para todo k > 1 a soma dos elementos de C5 é o zero de CY.

Demonstragao: Vamos proceder por inducao sobre k. Se k = 2, entao C% =

{(0,0),(0,1),(1,0),(1, 1)} e
(0,0) + (0,1) + (1,0) + (1,1) = (0,0).

Suponha que para k =t € N3, seja verdade que Zaec; a=0. Para k =t+1,
temos O3t = Ct @ Cy e

> (ab) = (a,0)+ Y (a,1) = (0,0)+ (0,2 - 1) = (0,0).

(a,b)eCy™! aeCy a€Cy

Isso conclui a demonstracgao. [

Lema 5.18. Temos
s:(Co®C3) =9 ens(Cy® CF) =6.

Demonstragao: Sejam A = {-1,1}, G = C,, ®C%e S = g1---g9 € F(G).
Vamos mostrar que S possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4.

Se S é livre de quadrados, como (g) = 36 > 32 = |G, pela Observacao 5.15
(a), S possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4. Assuma entdo,
sem perda de generalidade, que g3 = go e pela Observagao 5.15(b), podemos
supor T' = (g192) 1S livre de quadrados.

Vamos mostrar que 7' possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho
4 ou 2. Observe que G ¢ formado pelo elemento neutro, sete elementos de ordem
2 e 24 elementos de ordem 4.

Vamos caracterizar os elementos de ordem 4 de G. Dado g = (z,y,2) € G
tem ordem 4, se somente y ou somente z de ordem 4 em Cy, vamos dizer que g é
do tipo 1 ou 2, respectivamente. Se ambos y e z tem ordem 4 em C}, vamos dizer
que g é do tipo 3. Uma observacao ¢ que a soma de dois elementos de diferentes
tipos tem ordem 4, a soma de dois elementos de mesmo tipo tem ordem 2 e a
soma de trés elementos, um de cada tipo, tem ordem 2. Além disso, com o que
acabamos de observar, ¢é facil ver que se g;, g; e g sao de tipos diferentes, entao
as quatro somas A-ponderadas g; £ g; = gx sao distintas e de ordem no maximo
2.

A seguir, vamos considerar varios casos de acordo com a quantidade de ele-
mentos de ordem 4 em 7.

Caso 1. Se T tem no maximo dois elementos de ordem 4, entao 1" possui pelo
menos cinco elementos de ondem no maximo 2 e como (g) = 10 > 8, pela Obser-
vagao 5.15 (a), T' possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4.

Caso 2. Se T exatamente trés elementos de ordem 4, digamos g7, gs, g9, entao
93, 94, g5, g tem ordem no maximo 2. O ntmero de subsequéncias de tamanho 2
de 93949596 € (g) = 6 e para cada subsequéncia g;g;, podemos fazer corresponder
uma soma g; + g;.
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Suponha que dentre os elementos g7, gs, g9 pelo menos dois deles sao do mesmo
tipo, digamos g7 e gs. Como o(gs) = 4, temos g7 + gs # g7 — gs- Considere o
conjunto

B={gi+9;3<i<j<6}U{gr+gs, g7 — gs}

e observe que B C {g € G|o(g) < 2}, ou seja, |B|] < 8 Se nenhuma das
somas A-ponderadas que formam B ¢é nula, entao duas das somas g; + g; com
3 <@ < j <6 devem ser iguais, ou uma soma g; +¢; 3 < ¢ < j < 6 deve ser igual
a g7 + gs ou g7 — gs € em qualquer caso, temos uma subsequéncia de A-soma zero
de T de tamanho 4.

Se os trés elementos g7, gs, g9 sa0 cada um de um tipo, entao pelo que obser-
vamos acima, as quatro somas A-ponderadas g; + gs + g9 sao distintas e sao todas
de ordem no maximo 2. Se algum dos elementos gs, g4, g5, g¢ € igual a uma das
somas A-ponderadas g; & gs £+ g9, entao obtemos uma subsequéncia de A-soma
zero de T' de tamanho 4. Caso contrario, os elementos gs, g4, g5, g¢ juntamente
com as quatro somas g7 £ gs £ g9 nos dao todos os elementos de ordem no maximo
2 de G, ou seja, formam o subgrupo de G isomorfo a Cs. Agora como para k > 1
a soma de todos os elementos de C} é zero pelo Lema 5.17, temos

0 = g3+0ga+9s+gs+ (g7 +3gs+go)+ (g7 + gs — o)
+ (97 — g3 + 99) + (97 — 98 — Go)
= g3+ gs+ g5+ g6 +4g7
= g3+ 91+ g5+ Ge

ou seja, g3g4gsg¢ ¢ uma subsequéncia de T" de A-soma zero.

Caso 3. Se T possui quatro elementos de ordem 4, digamos gg, g7, g3, g9, €ntao
g3, 94, g5 tem ordem no maximo 2.

Agora, se entre gg, g7, g3, g9 pelo menos trés elementos sao do mesmo tipo,
digamos gg, g7, gs, lembrando que a soma de elementos de ordem 4 do mesmo
tipo tem ordem 2, entre as somas A-ponderadas gg + g7, g6 + g3, g7 £ gs € as trés
somas g; + ¢;, 3 < ¢ < j < 5, devem existir duas iguais e pelo que fizemos na
prova do Lema 5.16, isso garante que 1" possui uma subsequéncia de A-soma zero
de tamanho 4.

Se entre gg, g7, g8, g9 ha dois elementos de um tipo, digamos gg, g7 € 0s outros
dois sao de um outro tipo, consideramos os elementos gg £ g7, gs = go juntamente
com as somas ¢; +¢;, 3 < 7,J < 5. Se duas dessas somas A-ponderadas sao iguais,
entao T possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4. Se alguma delas
é 0, entao T possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 2. Se todas
elas sao distintas e nao nulas, entao elas sao todos os elementos nao nulos de
ordem 2 de GG e como vimos no caso anterior, a soma deles é 0. Porém, ao somar
todos os elementos obtemos 2(gs + gs) € como (gg + gg) tem ordem 4, é impossivel
que tenhamos dois elementos de ordem 4 de um tipo e dois de outro tipo.

Finalmente, se dois elementos digamos, gg, g7 sao do mesmo tipo e os outros
dois sao cada um de um dos outros tipos, considere as somas A-ponderadas

95 + g6 = g8 = 9o, 96 + 97,96 + g7 + 93 + g5, 96 + g7 + ga + gs.

Como anteriormente, se duas dessas somas sao iguais ou uma delas é 0, obte-
mos uma subsequéncia de A-soma zero de T' de tamanho 4 ou 2, respectivamente.
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Caso contrario, a soma deles todos é 3g6 + 397+ 95+ 91 = —96 — g7+ g3+ 91 =0
e isso nos fornece uma subsequéncia de A-soma zero de T' de tamanho 4.

Caso 4. T possui pelo menos seis elementos de ordem 4, digamos, g4, g5, 96, 97,
gs € gg. Se quatro desses elementos sao do mesmo tipo, digamos, g4, 95, 96, g7,
entao considere

gsEg;, j€{56,7} e gs=Egs.

Se todas as somas A-ponderadas acima sao distintas, entao uma delas é 0 e
obtemos uma subsequéncia de T de A-soma zero de tamanho 2. Se duas delas
sao iguais, entao obtemos uma subsequéncia de T' de A-soma zero de tamanho 4
pelo mesmo argumento feito no Lema 5.16.

Se no maximo trés elementos sao do mesmo tipo, entao temos as seguintes
possibilidades: se ha trés elementos de um mesmo tipo, entao pelo menos dois
dos elementos restantes sao de um outro tipo, digamos g4, g5, gs de um tipo e
g7, gs de outro. Considerando as somas A-ponderadas g4 £ g5, 94 + 6,95 £ gs €
g7 = gs, obtemos que duas delas devem ser iguais e isso nos d4 uma subsequéncia
de A-soma zero de T de tamanho 4.

Se ha dois elementos de cada tipo, digamos, g,g5 do tipo 1, gg, g7 do tipo
2 e gs, g9 do tipo 3, como dissemos no comeco da demonstragao, os elementos
g4 £ g6 = gs sao todos distintos e, da mesma forma, g4 + g7 £ g9 sao distintos.

Se algum do primeiro grupo for igual a algum do segundo, obtemos uma
subsequéncia de A-soma zero de T de tamanho 4. Caso contrario, temos uma
lista completa dos elementos de ordem 2 de G. Se o(g3) = 2, entdo g3 é igual
a um deles e isso nos da a subsequéncia procurada. Se o(g3) = 4, entdo ha trés
elementos de um tipo e dois de outro e voltamos ao caso anterior.

Caso 5. T possui cinco elementos de ordem 4, digamos g¢s, gs, g7, g3, g9, € dois
elementos de ordem 2, digamos g3, g4.

Se entre os elementos de ordem 4 ha quatro elementos do mesmo tipo ou trés
elementos de um tipo e dois de outro, recaimos sobre o Caso 4.

Se nada disso acontece, entao devemos ter elementos de ordem 4 de todos os
trés tipos. Neste caso, as duas situacoes abaixo sao possiveis:
Subcaso 5.1. Ha um elemento, digamos g5 de um tipo, dois elementos, digamos
Je, g7 de outro tipo e gg, g9 do tltimo tipo. Nesta situacao, se um entre os quatro
elementos distintos g5 + g7 + g9 € igual a algum dos elementos g5 + g £ gs entao
temos uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 4. Se sao todos distintos,
entao algum deles é igual a g3 e isso nos fornece uma uma subsequéncia de A-soma
zero de T de tamanho 4.
Subcaso 5.2. Ha trés elementos de um tipo, digamos gs, g¢, g7 € 0s outros dois
elementos sao um de cada um dos outros dois tipos. Considere os elementos

g5 £ g8 £ g9, g5 = g6 + g3, 95 = g7 + gs.

Como vimos antes, a igualdade de dois desses elementos nos da a subsequéncia
procurada. Se todos sdo distintos, entao sao todos os elementos de ordem 2 de GG
e g4 € igual a algum deles. Com isso, obtemos a subsequéncia procurada.
Concluimos, portanto, que s+(G) < 9.
Como a sequéncia (1,0,0)(0, 1,0)(0,2,0)(0,0,1)(0,0,2) ndo possui subsequén-

74



Capitulo 5. Relagao entre s4 e n4 com A ={—1,1}

cia ndo trivial de A-soma zero, temos 7. (G) > 6 e por fim
9> 5:(G) =2 ne(G) +exp(G)—125+4—-1=09.
Isso completa a prova do lema. [

Lema 5.19. Se G é um grupo abeliano com |G| = 32 e exp(G) = 8, entdo
s+(G) =13 e ne(G) = 6.

Demonstracao: Sejam A = {—1,1} e S = g;---¢13 € F(G), vamos mostrar
que S possui uma subsequéncia de A-soma zero de tamanho 8.

Se S é livre de quadrados, sabendo que (123) =78 > 32 = |G|, pela Observacao
5.15 (a), obtemos S;|S de A-soma zero e de tamanho 4. Como (3) = 36 > 32
entdo a sequéncia SS;' também possui uma subsequéncia de A-soma zero de
tamanho 4, digamos Sy. Assim S1.52|S é de A-soma zero de tamanho 8.

Suponha entao que S nao ¢ livre de quadrados, digamos g; = ¢». Entao
T = g19o ¢ uma subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho 2.

Se ST~ ¢ livre de quadrados, observando que (1)) > 32, existe T;|ST ! de
A-soma zero de tamanho 4 pela Observagao 5.15 (a). Como |[ST Y7 =7 =
|log, |G|] + 2, pelo Corolario 2.2 (b), existe To|ST'T; ' de A-soma zero com
Ty| € {2,4,6}.

Se |Ty| = 2, entao TT1 T é uma subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho
8. Se |Ty| = 4, entdo 71T, é uma subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho
8 e se |Ty| = 6 entdo T'T, é uma subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho
8.

Se ST~! nao ¢ livre de quadrados, digamos g3 = g4, entdo U; = g3g4 é uma
subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho 2. Como |[ST~!U;!| = 9, pelo
Corolario 2.2 (b), existe Us| ST 'U; " de A-soma zero com |Us| € {2,4,6}. Se
|Us| = 6, entao UsT é uma subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho 8. Se
|Us| = 4, entdo UsTy é uma subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho 8 e
se |Uy| = 2, entdo |ST'U;'U; | = 7 e de novo pelo Corolario 2.2 (b), existe
Us|ST~1U UL com |Us| € {2,4,6} e para cada valor de |Us|, temos uma uma
subsequéncia de A-soma zero de S de tamanho 8: se |Us| = 2, temos UsU3T}, se
|Us| = 4, temos UsUsT e se |Us| = 6 temos UsT. Em qualquer caso, concluimos
que s4(G) < 13.

Agora, G = C,; @ Cg ou G = C% & Cys. Se G = Cy @ Cy, entdo a sequéncia

(0,1)(0,2)(0,4)(1,0)(2,0)

nao possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero e se G = C3 @ Cy, entdo a
sequéncia

(0,0,1)(0,0,2)(0,0,4)(0,1,0)(1,0,0)

nao possui subsequéncia nao trivial de A-soma zero. Em qualquer caso, temos
n+(G) = 6.
De acordo com as informagoes obtidas acima, temos

132 5:(G) 2 ne(G) +exp(G) —1>26+8—-1=13

e isso conclui a prova do lema. [
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Teorema 5.20. Se G é um grupo abeliano com |G| = 32, entdo s+(G) = ne(G)+
exp(G) — 1.

Demonstragao: Se G é um 2-grupo elementar, entao s+(G) = 33 e n+(G) = 32
pelo Lema 5.10 e temos

Ne(G) +exp(G) —1=32+2—-1=133=5s.(G).

Se exp(G) = 4, entao G = C3 @ Cy ou G = Cy @ CZ. Para o primeiro caso,
pelo Lema 5.16 temos

nNe(G) +exp(G) —1=744—-1=10 = s+(G)
e para o segundo caso, o Lema 5.18 nos da que
ne(G)+exp(G) —1=6+4—-1=9=s.(G).
Se exp(G) = 8, entao pelo Lema 5.19,
Ne(G)+exp(G) —1=6+8—-1=13=s5.(G).

Se exp(G) = 16, entao G = Cy @ U4 € o resultado segue da Observacao 5.13.
Por fim, se G = (g, temos s4(G) = 32+ [log, 32| = 32+5 = 37 pelo Teorema
217 e D4 (G) =ne(G) =1-5+1 =6 pelo Lema 5.7. Dai,

ne(G)+exp(G) —1=6+32—1=37=s.(G).
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