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RESUMO

SANTOS, Lucas Vigiano dos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2025. EXPLORANDO O TRANSPORTE DE SPIN ENTRE UM METAL NORMAL E
O MODELO DE KITAEV. Orientador: Antonio Ribeiro de Moura.

Esta dissertacdo de mestrado investiga a injecao de corrente de spin na interface
entre um metal normal e o0 modelo de favo de mel de Kitaev, um sistema
topologicamente nao trivial, caracterizado por interacbes exoticas de spin e
potenciais fases de liquidos de spin quanticos (LSQs), com énfase nas propriedades
de transporte de spin e nas caracteristicas dos LSQs. O estudo analisa o torque de
transferéncia de spin (spin-transfer torque) na interface devido ao acumulo de
potencial quimico de spin na parte condutora, utilizando diversas ferramentas da
fisica da matéria condensada e teoria quantica de campos, dentro da aproximagao
de teoria de resposta linear. Os resultados sdo comparados com aqueles obtidos
para a interface entre um metal normal e um modelo ferromagnético usual com
interacbes do tipo Heisenberg na mesma rede hexagonal. A investigagdo da
dindmica da corrente de spin contribui para a compreensdao da relagdo entre
dispositivos spintrénicos e LSQs, com possiveis aplicagbes na computagao quantica
de préxima geracao e em tecnologias baseadas em spin. Os resultados revelam que
a corrente de spin assume valores nao negligenciaveis apenas quando o acumulo de
potencial quimico de spin na regido condutora excede a diferenca de energia entre
0s setores topoldgicos, sendo observada mesmo em temperaturas préximas de T=0
— fendmenos ausentes no modelo ferromagnético usual. Além disso, propde-se 0
comportamento da corrente de spin como um método para detectar e diferenciar as
fases de LSQ, oferecendo uma abordagem para a caracterizacao desses estados
quanticos exoticos.

Palavras-chave: Corrente de spin. Torque de transferéncia de spin. Modelo de
Kitaev. Liquidos de spin quénticos. Interface metal normal-isolante topoldgico.
Transporte de spin. Teoria de resposta linear. Matéria condensada. Computagéo
quantica. Spintrénica.



ABSTRACT

SANTOS, Lucas Vigiano dos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2025. EXPLORING SPIN TRANSPORT BETWEEN A NORMAL METAL AND
KITAEV'S MODEL. Adviser: Antonio Ribeiro de Moura.

This master's dissertation investigates spin current injection at the interface between
a normal metal and the Kitaev honeycomb model, a topologically nontrivial system
characterized by exotic spin interactions and potential quantum spin liquid (QSL)
phases, with an emphasis on spin transport properties and the characteristics of
QSLs. The study analyzes the spin-transfer torque at the interface due to the
accumulation of spin chemical potential in the conducting region, employing various
tools from condensed matter physics and quantum field theory, within the linear
response theory approximation. The results are compared with those obtained for the
interface between a normal metal and a conventional ferromagnetic model with
Heisenberg-type interactions on the same hexagonal lattice. The investigation of spin
current dynamics contributes to the understanding of the relationship between
spintronic devices and QSLs, with potential applications in next-generation quantum
computing and spin-based technologies. The results reveal that the spin current
assumes non-negligible values only when the spin chemical potential accumulation in
the conducting region exceeds the energy difference between topological sectors,
being observed even at temperatures close to T=0— a phenomenon absent in the
conventional ferromagnetic model. Furthermore, the behavior of the spin current is
proposed as a method to detect and distinguish QSL phases, offering an approach
for characterizing these exotic quantum states.

Keywords: Spin current. Spin-transfer torque. Kitaev model. Quantum spin liquids.
Normal metal—-topological insulator interface. Spin transport. Linear response theory.
Condensed matter physics. Quantum computing. Spintronics.
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1 Introducao

A investigacdo e caracterizacdo de sistemas quanticos estdo se tornando um componente
essencial da pesquisa em fisica devido ao interesse crescente da comunidade cientifica em des-
cobrir novos materiais. Isso se deve, em parte, ao papel significativo que a fisica quantica
desempenha na transformagao social; estimativas indicam que os avancos na drea representam
aproximadamente 30% do Produto Interno Bruto (PIB) mundial, direta ou indiretamente [1].

Nesse contexto, a demanda por uma estrutura tedrica que possa descrever sistemas com-
postos por multiplos corpos se torna cada vez mais evidente. A complexidade desses sistemas
requer uma abordagem rigorosa e abrangente para compreender e prever seu comportamento,
uma vez que sua influéncia € crucial em uma variedade de aplicacdes tecnoldgicas.

A teoria quantica, concebida pelos pioneiros da fisica moderna, estabeleceu os fundamentos
essenciais que sustentam as investigacdes atuais em fisica da matéria condensada. No entanto, a
transi¢do da modelagem de sistemas de um Unico corpo para sistemas compostos por multiplos

023 fun-

corpos representa um desafio monumental. Resolver uma hamiltoniana para mais de 1
coes de onda interagentes € uma tarefa hercilea, compardvel ao mito de Sisifo, especialmente
considerando a complexidade ja presente em problemas envolvendo apenas trés corpos.

Mesmo que fosse possivel alcangar tal feito, permanece em debate se as solucdes das equa-
coes de Schrodinger poderiam capturar, ou até mesmo indicar, fendmenos como a supercondu-
tividade. Como destacado por P. W. Anderson em sua obra "More Is Different"[2], muitos dos
fendmenos observados em sistemas de muitos corpos emergem de maneira coletiva, uma pers-
pectiva que desafia diretamente a abordagem convencional centrada em solugdes individuais
das equacdes fundamentais.

Além disso, desafia também nossa concepc¢do da realidade e suas particularidades. O pri-
meiro impacto da fisica quantica remonta a filosofia de Parménides, que proclamava "o ser € e
o ndo ser ndo é", pois Einstein ja havia delineado um caminho ao estabelecer a conexdo entre as
excitacdes (ondas) eletromagnéticas e suas contrapartes de particulas, conhecidas como fétons.
Essa compreensdo lancou luz sobre a dualidade onda-particula, uma concep¢do fundamental
na fisica quantica. Um paralelo claro pode ser observado no dominio acustico, onde as ondas
sonoras podem ser equiparadas a modos vibracionais representados por particulas, utilizando a
relacdo de de Broglie, ou seja, 0 mesmo fendmeno pode ser representado por ondas ou particu-
las. Essas particulas correspondentes as ondas sonoras sao conhecidas como fonons, ilustrando
a natureza unificada das descri¢cdes ondulatdrias e corpusculares dos fendmenos fisicos.

O segundo golpe, embora mais sutil, € igualmente significativo, pois desafia a concepgao
aristotélica de uma esséncia fixa nos objetos da realidade, uma visdo metafisica que presume
que as coisas sdo e continuarao sendo como sdo. Nada ilustra melhor o conceito de tornar-se do
que a fisica dos materiais e objetos. Um material condutor, por exemplo, pode transformar-se
em um supercondutor. Portanto, a quantica tem um cardter intimamente dialético, ou seja, uma
abordagem filosdfica que reconhece a natureza dinamica e em constante mudanca da realidade,
enfatizando a interconexdo e interdependéncia dos fendmenos.

Para abordar de maneira eficaz sistemas compostos por multiplos corpos, € vantajoso aban-
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donar a descri¢dao em termos de fun¢des de onda individuais para cada particula. Em vez disso,
uma abordagem mais conveniente € formular uma descricdo que dependa apenas do niimero de
particulas em cada estado quantico. Isso € alcancado através da utilizagdo de operadores que
criam ou destroem uma particula em um determinado estado de energia, inspirados nos concei-
tos do oscilador harmo6nico quantico e seus operadores escada. Essa formulacdo, juntamente
com suas implicacdes, serd abordada de forma mais detalhada na secao dedicada a segunda
quantizacgao.

Dentre os varios ramos da fisica da matéria condensada, serd destacado neste trabalho a
Spintronica. Desde o emblematico experimento de Stern-Gerlach em 1922, que evidenciou
uma das propriedades quanticas do spin, houve avangos significativos na compreensao e apli-
cacdo desse conceito. A modelagem de materiais magnéticos, que estd intimamente ligada
ao spin, recebeu contribuicdes fundamentais de Heisenberg. Ele introduziu um hamiltoniano
efetivo que, embora simplificado em relacdo as interacdes complexas entre superposi¢oes de
fun¢des de onda, captura de forma precisa a interagdo spin-spin em certos materiais, conhecida
como interagdo de troca: H; j = J. S;.S ;- Dependendo do sinal da constante de troca J, podemos
distinguir modelos para materiais ferromagnéticos ou antiferromagnéticos.

Para os materiais ferromagnéticos (J < 0) unidimensionais de spin 1/2, onde os spins sdo
organizados em uma cadeia ao longo de um eixo com uma distancia fixa entre eles, o estado fun-
damental corresponde ao estado em que todas as componentes z dos spins apontam na mesma
direcdo. Isso pode ser visualizado como uma linha de vetores apontando para cima ou para
baixo. Um estado de energia mais alta pode ser interpretado como aquele em que apenas um
spin estd invertido, aumentando a energia global. No entanto, ¢ demonstravel que esse estado
com apenas um spin invertido ndo é um autoestado da hamiltoniana original. Em vez disso,
ele € uma superposi¢do de estados com apenas um spin trocado, e essa mudanga se propaga ao
longo da cadeia. Essa configuracdo € uma das maneiras pelas quais surgem as ondas de spin,
que podem ser descritas por particulas emergentes chamadas magnons. Note que magnons
nao sdo particulas no sentido usual da palavra; sdo modos coletivos de vibragdes quantizadas.
Utilizando o formalismo de segunda quantizagdo, temos um estado fundamental sem nenhum
mégnon e o proximo estado com um magnon na rede.

As investigagdes sobre correntes de spin t€ém recebido considerdvel destaque, especialmente
apos as descobertas do efeito Hall de spin e do efeito Hall de spin inverso, que permitiram a con-
versao entre corrente de spin e corrente de carga. Esses avangos abriram novas possibilidades
para o desenvolvimento de tecnologias baseadas em spin.

Consequentemente, t€m surgido modelos tedricos cada vez mais sofisticados, visando in-
corporar fendmenos complexos, como a supercondutividade, ou especulagdes sobre fendmenos
ainda ndo detectados. Esses esforcos refletem o continuo interesse em compreender e explorar
as propriedades fundamentais dos sistemas de spin, bem como sua aplicabilidade em dispositi-
vos e tecnologias inovadoras.

Um modelo proposto por Kitaev em 2006 [4] tem atraido considerdvel interesse devido

a sua solucdo analitica. Vale ressaltar que sdo raros os modelos interagentes que possuem
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solu¢do analitica, justificando a atencdo que esse modelo tem recebido. Esse modelo, conhecido
como modelo de honeycomb de Kitaev, € definido em uma rede bidimensional hexagonal na
qual ocorrem trés tipos distintos de conexdes entre os sitios. Em cada conexdo, apenas uma
componente do spin interage. Por essas caracteristicas, o modelo inicialmente teria um carater
tedrico, o que poderia ser chamado de toy model. Porém, além de suas facetas tunicas, como
a emergéncia de uma fase de liquido de spin, ele se demonstra interessante como possivel
perturbacdo de hamiltonianas mais complexas e como um horizonte para o desenvolvimento de
materiais que de alguma maneira possam ser representados por este modelo.

O liquido de spin, fase em que o arranjo de spins ndo apresenta nenhum tipo de ordem
magnética em 7 = 0, constitui um expoente interessante para diversas pesquisas. Devido a sua
natureza desordenada, a determinacao de um parametro que permita a medi¢do dessa fase é uma
tarefa drdua. O cdlculo da corrente de spin, por demonstrar assinaturas do transporte devido a
determinadas excita¢des, desponta como uma alternativa para tais medigdes.

Portanto, esse trabalho tem como principal objetivo estudar o transporte de corrente de spin
em uma interface entre o0 modelo de Kitaev e um metal condutor em fase normal. Almejando
esse objetivo, € necessdrio adentrar no mundo bidimensional de Kitaev a fim de compreender
essa estrutura que, embora simples a primeira vista, armazena um novo universo em uma fava

de mel.
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2 Magnetismo e liquidos de spin

O magnetismo, diferentemente da eletricidade, j4 era conhecido por diversas civilizacdes an-
tes mesmo da Era Comum, como, por exemplo, na Grécia Antiga, na cidade de Magnésia. Tales
de Mileto, fildsofo pré-socratico, realizou estudos relacionados a pedras que se atraiam, possi-
velmente em sua busca pela arkhé (substincia primadria), que ele identificava como a umidade
(ou 4gua). Contudo, € dificil afirmar com precis@o sobre seus trabalhos, pois o conhecimento a
respeito de Tales advém principalmente da tradi¢ao oral e de relatos indiretos, preservados em
parte pelo Império Bizantino. Esses registros foram difundidos apenas apds a queda do império,
movimento que influenciou o Renascimento.

Abordar os relatos dos primeiros usos do magnetismo na China em 2000 antes da Era Co-
mum na produgdo de bussolas até a descoberta da indu¢do magnética seria necessdrio também
abordar parte de toda historia escrita. Por esse motivo iremos nos restringir a recapitular con-
ceitos importantes do magnetismo em sistemas quanticos.

A capacidade dos materiais de apresentar magnetizacao espontanea fomentou nao somente
o interesse mas o investimento de diversas pesquisas. Por exemplo, Pierre Curie demonstrou
que os materiais chamados de ferromagnéticos possuem tal magnetizacdo apenas abaixo de
certas temperaturas, especificas de cada material ferromagnético. A explicagdo inicial partia de
momentos magnéticos microscopicos que a partir de suas interacdes alinhavam formando um
campo magnético total.

Classicamente, uma particula com carga g e massa M se movendo em um circulo de raio
R a uma velocidade v possui momento angular L = MRv. Dado que a corrente formada pela
carga pontual I = ¢/T, sendo T = 2mR/v o periodo de uma volta, podemos encontrar 0 mo-
mento magnético gerado; 1 = IA, A sendo a drea da espira formada pela trajetéria da particula.
Portanto o momento magnético € [I = }/Z, em que ¥ = ¢q/2M é chamado de razdo giromagnética.

A energia de interacdo deste momento magnético com um campo magnético €:

U=—[i.B. (2.1)

Apo6s as descobertas atdomicas que revolucionaram as formulacgdes fisicas, como o d&tomo
de Schrodinger e os experimentos de Stern-Gerlach, a origem do magnetismo nos materiais foi
melhor compreendida. Os momentos magnéticos microscopicos de fato surgem de elétrons nao
pareados nas camadas eletronicas, possuindo momento angular total J=L+S5, na qual Léo
momento angular orbital (ou extrinseco) e S 0 momento angular de Spin (ou intrinseco). O
momento magnético total, em termos do magneton de Bohr, up = efi/2m = 9.27 x 1024 Am?

no sistema SI e g = eh/2mc = 9.27 x 1072 Gem?® em CGS, é dado por:

fi=—gus, (2.2)
tal que g € o chamado fator de Landé fornecido pela equacao:

JI+1)+SS+1)—L(L+1)
2J(J+1)

g=1+ (2.3)

13



O momento angular orbital (L = 0) é anulado em fons com camadas semicombinadas de-
vido a simetria da distribui¢do eletronica e ao emparelhamento dos elétrons nos orbitais. Na
configuracdo semicombinada, como 3d® em Mn?t e Fe3*, os elétrons ocupam os orbitais de
forma simétrica e com spins paralelos, conforme o principio de Hund. Isso faz com que as con-
tribui¢des individuais dos momentos angulares orbitais (T) se cancelem mutuamente[3]. Além
disso, a interagcdo com o campo cristalino em sistemas ligados pode reforcar esse quenching
orbital, resultando em L = 0 e deixando o momento magnético do fon dominado apenas pelo
momento de spin ().

Vale ressaltar que devido ao principio de exclusdao de Pauli é necessario uma fun¢do de
onda total antissimétrica, obrigando a func@o de onda espacial ser simétrica caso 0s spins sejam
anti-paralelos e vice-versa. Além disso, como a intera¢do entre dtomos ou fons diferentes €
proporcionada pela superposi¢do entre as fungdes de onda eletronicas, a energia dessa interagao
serd diferente nas configuracdes de spins alinhados ou anti-alinhados, pois fornecerd interagoes
coulombianas diferentes dependendo da distribuicdo de cargas conectadas com a distribuicdo
de probabilidade eletronicas. Essa € a origem da chamada interacdo de troca.

O primeiro contato com as complexas distribui¢des eletronicas é suficiente para explicar
a ardua dificuldade em realizar os cdlculos para interacdo de troca. Porém, para um grande
numero de materiais, é possivel condensar a interacdo em uma constante de troca J (ndo con-
fundir com momento angular total), obtendo um modelo efetivo que depende da interagdao dos

momentos magnéticos de spin. Usando as equacgdes (2.1) e (2.2):
Y H, =Y 5.8 (2.4)
(i.j)

No qual, (i, j) indica que estdo sendo considerados apenas os sitios i e j vizinhos. O hamilto-
niano de Heisenberg, apresentado acima, para valores positivos de J, minimiza a energia com
os spins alinhados, resultando em um ordenamento ferromagnético. Em contraste, para valo-
res negativos de J, obtém-se um ordenamento antiferromagnético. Ambas as situacdes estao

ilustradas na figura abaixo.

ittt

Figura 2.1: A esquerda um ordenamento ferromagnético e a direita antiferromagnético.

Focando apenas no caso ferromagnético unidimensional de spin 1/2, podemos verificar se a
configuracdo mostrada acima corresponde ao estado fundamental do hamiltoniano de Heisen-
berg, reescrevendo-o como:

S8 +S7SE

i

no qual foi adotado condi¢des periddicas, ou seja, o ultimo spin € vizinho do primeiro.
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Deseja-se testar se o estado com todos spins apontados para cima € autoestado, para isso defi-

nimos tal estado como:

|GS) = [ 11,12,..,TN)- (2.6)

O célculo se torna imediato utilizando os seguintes resultados:

h h
Sil Ti) = 51 1), Sil i) = =51 s (2.72)
ST =0, STy =hl 1) (2.7b)
S| i) =Hl ), S714i) =0 (2.7¢)

Portanto a aplicac@o no estado anterior gera

H|GS) = —JZ( ) |GS) = —JN(ﬁ>2]GS> (2.8)

Nao somente |GS) é autoestado da hamiltoniana com energia Ey = —JN (%)2 como tam-
bém é estado fundamental, pois a troca de um spin acrescentard energia resultando em um
estado mais energético. Porém & necessdrio cautela para os préximos passos, ja que o estado
com apenas um dos spins trocados ndo € autoestado da hamiltoniana de Heisenberg, contrari-
ando conclusdes apressadas. De fato, o autoestado excitado é uma combinagdo de estados com

diferentes spins trocados da forma:
1 ari
"l/>:ﬁze D11 dis e TN, (2.9)

com energia E = Eq +Jh?(1 —cos(g)), N é o niimero de sitios e o parAmetro de rede foi to-
mado como a = 1. Assim, as excitagdes descrevem ondas de spin. Esses componentes per-
mitem entender a emergéncia em sistemas de matéria condensada. Realizando um paralelo
com a dualidade entre onda e particula, pode-se esperar que existam excitacdes coletivas com
comportamento corpuscular que definem pseudo-particulas com spin § = 1, referente a quan-
tidade de spin adicionada ou retirada do sistema ao trocar o spin de um sitio na rede. Essas
pseudo-particulas sdo chamadas de magnons. A descri¢do de sua emergéncia e utilidade serdo
abordadas nos capitulos seguintes.

Para os valores negativos de J, ou seja, o modelo antiferromagneto (AF), ilustrado na figura
(2.1), encontramos uma situacdo bem diferente. O estado do sistema com todos spins anti-
paralelos ndo € um autoestado da hamiltoniana, portanto ndo pode ser o estado fundamental
do sistema. Mesmo para T = 0, o AF unidimensional ndo possui ordenamento espontaneo dos
spins, possuindo flutuacdes quanticas que inibem qualquer ordem magnética. Além disso, as ex-
citacOes emergentes transportam spins diferentes, dando origem a fracionaliza¢des no sistema.
Esta fase da matéria € convencionalmente chamada de liquido de spin. Estes resultados nao de-
correm diretamente do estado ordenado ndo ser autoestado do hamiltoniano, cuja demonstragcdo

nao serd abordada aqui.
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A fase de liquido de spin quantico (LSQ) € caracterizada pela auséncia de qualquer forma
de ordenamento magnético, mesmo a temperatura nula. Atualmente, € conhecido que os LSQ
exibem excitagdes fracionalizadas, que podem, por exemplo, transportar de forma separada o
spin e a carga dos elétrons, apenas ordem de curto alcance (short-range order-SRO) e campos
de calibre emergentes [5]. Além disso, ao contrdrio das fases de spin da matéria convencional,
o estado de liquido de spin exibe um alto grau de emaranhamento entre as pseudo-particulas,
caracteristicas topoldgicas e emergéncias de Anyons. Com isso, 0s materiais com fase de LSQ
despertam um grande interesse para aplicacdes em computadores quanticos [6].

Historicamente, foram teorizados pela primeira vez em 1973 por Philip W. Anderson, com
base no modelo de antiferromagnetismo em redes bidimensionais, como parte de sua investi-
gacdo sobre os sistemas de rede triangular e frustracdo magnética [8]. Utilizando o modelo de
Resonating Valence Bond (RVB), € possivel expressar o estado fundamental como uma com-
binacdo de configuragdes de dimeros por meio de um estado de spin variacional que preserva
as simetrias de translacdo e rota¢do, minimizando a energia do estado fundamental [5, 40].
Entretanto, Anderson falhou em confirmar a hipétese de LSQ no modelo antiferromagnético
triangular usual com sua abordagem RVB. Como as flutuagdes quanticas ou térmicas tornam
o estado fundamental mais degenerado, o sistema escolhe um estado ordenado por meio do
processo denominado order-by-disorder, enquanto a frustracdo age para suprimir a ordem de
longo alcance (long-range order-LRO). Portanto, a consideracdo de apenas primeiros vizinhos
se mostrou insuficiente para exibir LSQ. Ao levar em conta interagdes com vizinhos mais dis-
tantes ou outras redes frustradas, como o modelo Kagomé, pode ser obtido um LSQ aproximado
[12].

Posteriormente, como demonstrado por F. D. M. Haldane, no limite de baixas energias, o
sistema AF € aproximadamente descrito pelo Modelo Sigma Nao-Linear (non-linear sigma mo-
del-NLSM) com simetria O(3), em que se obtém um termo topoldgico incluido [7]. Cadeias
unidimensionais AF, como a discutida acima, ndo possuem magnetizacao para 7 > 0, como
consequéncia do teorema de Mermin-Wagner, e tem alta dependéncia do valor do spin para as
excitacdes de mais baixa energia. No formalismo de integral de caminho para spins inteiros, o
termo topoldgico da fase Berry tem menor relevancia, resultando em modos de Goldstone con-
vencionais com lacuna de energia transportando spin S = 1. Porém, para spins semi-inteiros,
o termo topoldgico desempenha um papel forte, em que diferentes caminhos interferem sig-
nificativamente, gerando excitagdes ndo convencionais sem lacuna de energia que transportam
spin S = 1/2, chamados de spinons. Utilizando ansatz de Bethe, é possivel encontrar uma so-
lugdo exata para a cadeia AF com S = 1/2, esclarecendo a natureza dos estados de LSQ nesses
sistemas [9]. Além disso, experimentos de espalhamento inelastico de néutrons confirmaram a
existéncia de LSQs em cadeias AF [10, 11].

Por mais que as propostas iniciais por Anderson sejam fortemente relacionadas com siste-
mas 2D, no atual cendrio, ndo existe consenso sobre as observagdes experimentais de liquidos
de spin para sistemas com D > 1 [5]. Seguindo a proposta inicial de Anderson, sistemas frus-

trados tem sido grande foco dos estudos e potenciais candidatos para deteccdo experimental.
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Além da auséncia de qualquer tipo de ordem, os LSQs sdo eletricamente isolantes, que torna
o desenvolvimento de experimentos para deteccdo dessa fase peculiar da matéria um grande
desafio. Por isso, diversos artigos se debrucam em correntes térmicas e de spin para identificar
excitagdes em LSQ. Por exemplo, a confirmagdo da corrente de spin transportada por spinons,
na cadeia de spin formada por Sr,CuQs3, foi realizada através do efeito Seebeck de spin [13].
Existem diversas propostas de combinacdes de camadas de materiais diferentes para realizar
experimentos de spintronica, como sugerido por S. Chatterjee e S. Sachdev em que a relagc@o
entre diferenca de potencial elétrico e corrente de spin € usada para caracterizar diferentes tipos
de excitagdes em LSQ [14], assim como propostas para deteccdo de spinons em isolantes Mott
[15].

Além do modelo de Heisenberg, diversos outros foram desenvolvidos para incorporar ou-
tras interacOes que ndo a de troca. Em 2006, Kitaev avancou a busca por LSQs apresentando
um modelo bidimensional interagente com solugdo exata [4], que serd discutido mais profunda-
mente nos capitulos seguintes. Desde sua proposta, surgiram outros modelos tipo-Kitaev com
spins maiores separados por classes diferentes [16, 17, 18, 19, 20]. Apesar da artificialidade
do modelo de Kitaev em primeiro momento, sendo considerado um foy model, sua proposta
influenciou diversos pesquisadores a buscarem materiais que possibilitem sua detec¢do experi-
mental. Recentemente, surgiram materiais candidatos para realizagdao experimental dos LSQs
bidimensionais, porém, com interacdes além daquela proposta por Kitaev, que levam a estados
fundamentais ordenados em temperaturas baixas [21, 22, 23]. O composto & — RuCl; € atual-
mente considerado um dos principais candidatos para a realizacido experimental do modelo de
Kitaev em sistemas com spin 1/2 [24, 25, 26, 27, 28].

O modelo de Kitaev possui diversas propostas para medir as correntes térmicas e de spin,
transportadas por excitacdes descritas via férmions de Majorana. J. Nasu e sua equipe, estuda-
ram o problema utilizando simula¢des de Monte Carlo Quanticas, a fim de encontrar caracteris-
ticas do transporte térmico [29]. D. Takikawa buscou encontrar as assinaturas das excitacoes de
LSQ de Kitaev no efeito Seebeck [30]. Além do mais, diversos trabalhos propdem, para com-
preender o transporte em modelos de Kitaev, um método de andlise em trés regides, em que um
pulso magnético € aplicado em um extremo, estimulando particulas de Majorana, e os resulta-
dos sdo observados no outro extremo, apds a propagacdo na regido intermedidria. Este método
foi empregado em modelos de Kitaev de spins 1/2 e 1 [31, 32], além de investigar aspectos tér-
micos [33] e o espalhamento dos Majoranas pelos fluxos excitados [34]. Concomitantemente,
J. Aftergood e S. Takei sugerem a detecc¢do de estados de liquido de spin quantico através do
ruido em correntes de spin, mensurado em juncdes metdlicas por meio de um efeito Hall inverso
[55].
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3 Fundamentos

3.1 Segunda quantizacao

Dado a quantidade exorbitante de constituintes de um sistema de matéria condensada, o
calculo e simetrizacdo da funcao de onda total do material representa uma barreira enorme para
trabalhos que busquem as caracteristicas quanticas do mesmo. O leitor que se sentir desafiado a
completar tal tarefa passard a existéncia, ou a vida, calculando intimeras func¢des de onda. Sisifo,
personagem da mitologia grega condenado no mundo dos mortos a carregar uma pedra até o
topo da montanha apenas para vé-la rolar de volta para baixo, talvez encontre mais significado
em sua tarefa.

A necessidade da construcao de outro formalismo advém da caracteristica dialética da na-
tureza, em que o objeto de estudo determina a metodologia adequada para sua compreensao.
Entretanto, ndo € necessario grandes reconstru¢des, como veremos neste capitulo. Antes € fun-
damental a revisdo de alguns conceitos basicos.

Ap6s as formulagdes e descobertas iniciais da quantica, uma das hamiltonianas mais impor-
tantes a ser estudada foi a do oscilador harmonico quantico, generalizagcdo direta do oscilador

cldssico. Seja a hamiltoniana em termos dos operadores de posicao € momento;

ma)z 2
X+

N 1
H R
2 2m

P, (3.1)

sendo m a massa da particula, ® = \/g , K a constante eldstica e os operadores seguem [£, p| =
ih. Para diagonalizar o hamiltoniano e encontrar seu espectro de energia, um método interes-

sante € o chamado de operadores escada. Definindo os operadores:

mao 1
A= | =K —i\) ———P 3.2
V20N 2mne? (3:22)
gt — TP % L 3.2b
¢ 25 TN Zmhe? (3.20)
e portanto obtemos as regras de comutagao
[a,a'1 =1, [a,a]=[a",a"1 =0 (3.3)

Chamaremos @ e 4" de operadores de aniquilagdo e criagio, por motivos que ficardo claros

a seguir. Note que podemos reescrever o hamiltoniano como:

A =ho@a+l). (3.4)
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Definindo a'd = 7, se torna direta a demonstragio que esse novo operador, denominado
como operador nimero, comuta com o hamiltoniano, ja que sdo iguais a menos de uma cons-
tante. Portanto podemos encontrar os autoestados do operador niimero para encontrar a base do

hamiltoniano, ou seja;

iln) = nln) , H|n) = E,|n). (3.5)

Usando a relagdo de comutag@o entre os operadores de aniquilacdo e criacdo, € possivel

demonstrar duas relagdes que serdo tteis: [A,4'] = @' e [2,4] = —a. Utilizando a primeira
relacdo

i(@'[n)) = (n+1)(@"|n)), (3.6)

conclui-se a partir da dltima equagao que o estado gerado pela aplicagdo do operador de criacdao
também € autoestado do operador nimero, com autovalor n+ 1. Escrevemos entdo d'|n) =

C|n+ 1), sendo C uma constante dada por:

(n|(14-A)|n) = 14+n=|C|* (3.7)

Desta forma, realizando os mesmos cdlculos para a segunda relacdo citada acima, obtemos

a'ln) = Vn+1|n+1), (3.8)
aln) = v/nln—1). (3.9)

A atuacdo do operador de criacdo adiciona (ou sobe) um nivel de energia, enquanto o ope-
rador de aniquilagdo retira (ou desce) um nivel de energia, justificando seus nomes. O estado
de mais baixa energia serd portanto aquele que ndo é possivel retirar mais energia, d|GS) = 0,
resultando em |GS) = |n = 0) = |0), chamado de estado de vdcuo. As energias do oscilador
harménico sdo E, = ho(n+ 3).

Note que qualquer autoestado e autovalor da hamiltoniana pode ser encontrado com a apli-
cacdo dos operadores de criacao e aniquilacdo, determinando totalmente o espectro de energia
do sistema. Nesse contexto ndo estamos criando ou aniquilando pacotes de energia, na verdade
estamos transitando entre niveis de energia e por esse motivo muitos livros definem os opera-
dores como levantamento e abaixamento. A base do operador nimero serd utilizada em todo
restante do texto, demandando uma compreensao razodvel sobre sua manipulagao.

Nesse momento seria possivel apenas apresentar as defini¢des e consequéncias do processo
de segunda quantizacdo, demonstrando sua utilidade e funcionamento. Porém, buscaremos
introduzir e mostrar justificativas fortes sem adentrar profundamente nas demonstragdes mate-

maticas da teoria quantica de campos.

3.1.1 Campos quanticos

O processo de quantizagdo dos campos pode ser realizado de diversas maneiras. Para ilustrar
a necessidade da linguagem da segunda quantizagdo, ou seja, o formalismo que utiliza a dlgebra

dos operadores de criag@o e aniquilagio, consideraremos o campo de Schrodinger. A equacgado
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de Schrodinger para uma particula é

L R, .
iy (r) = [—%V +U(r)] w(r) = Hy(r), (3.10)

Essa equacdo pode ser obtida das equacdes de Euler Lagrange na secdo anterior ao tratar

e Y¥* como varidveis independentes e definir a densidade Lagrangiana como

. * s hz * # *
£ =ihy W—%VW Ny —-U(r,t)y*y. (3.11)

A densidade hamiltoniana definida pela equagdo .77 = ny — . (& = ihy™ é o campo ca-
nonicamente conjugado a y) é dada por

2
H = f—mvw*.vwr Ulr,t)y*y, (3.12)

enquanto o hamiltoniano € dado pela integracdo em todo volume da expressao acima
. 5 2 .
H= /d%%ﬂ = /d%,;* (—2—v2 +U(r,t)) v, (3.13)
m

onde foi realizado uma integracdo por partes na ultima igualdade. Entdo o valor esperado da
energia é E = (y|H|y).

Em sistemas de matéria condensada € fundamental realizar a andlise para um sistema com-
posto de muitas particulas. Para N particulas nao interagentes o hamiltoniano, fun¢io de onda

Jé simetrizada apropriadamente e o valor esperado da energia sdo

ﬁ:Z{Vﬁl , Y= W(r17r27'“7r1\7)7
E=YY{y|H]y). (3.14)

Note que o acento circunflexo mostra que o hamiltoniano é um operador quantico, dife-
rente da fun¢do de onda, como usual em mecanica quantica antes da segunda quantizagdo.
Vale a pena recordarmos que uma diferenca entre mecanica quantica e cldssica tem sua origem
no principio de incerteza, que é exposto indiretamente pelas regras de comutacdo entre posi-
cdo e momento, ou qualquer outras varidveis nao compativeis. Portanto é fundamental para o
processo de quantizacdo estabelecer regras de comutagdo entre as varidveis, promovendo-as a
operadores. Faremos agora um segundo processo de quantizagdo, promovendo as duas funcdes

de onda independentes a operadores:

w(r) = P v () = 9 (n), (3.15)

entende-se agora que J(r) (' (r)) é um operador que aniquila (cria) uma particula na posi¢io
r com fung¢do de onda y(r). Adaptando a ideia do principio de incerteza iremos definir regras

de comutacdo entre os operadores da forma
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[@(r), #(r)] = ih&>(r — 1), (3.16)

em que usamos a definicdo do campo canonicamente conjugado 7 = ihy™, agora quantizado.

No novo formalismo com 0s campos quantizados o hamiltoniano se torna

. 3 P, A .
H:/d P () (= V24D (00) ) W) (3.17)

De imediato surge uma dificuldade operacional, pois temos operadores ndo lineares atuando
nos campos quanticos. Uma alternativa para solucionar tal problema € definir uma nova base

de autoestados que troque os operadores por autovalores;

h? .
(5,74 000) ) 06) = Exon ). (3.18)

2m

Por fim, € necessdrio realizar uma das operacdes mais fundamentais em mecéanica quantica:
reescrever a base antiga como uma combinacao linear da nova base, utilizando a propriedade de
completude das bases. No caso de fun¢des, temos uma expressao simples; y(r) =Y, a; ¢, (r),
onde y/(r) € escrita como uma soma das novas autofungdes ¢, (r), ponderadas pelos coeficientes
ap .

Entretanto, ao trabalhar com operadores, surge a necessidade de escolher entre atribuir o pa-
pel de operador aos coeficientes a; ou as novas autofuncdes @ (r) para preservarmos a igual-
dade. Optar por tratar as autofungdes como operadores apenas transfere os problemas para

¢ (r). Por essa razo, definiremos os coeficientes da expansdo como operadores, de forma que

P(r) =Y, d,0,(r),
¥i(r) = X,4; 05(r). (3.19)

E necessdrio que as regras de comutagio na equagio (3.16) sejam mantidas, portanto usando

a ortogonalidade das autofungdes temos que satisfazer
W), ') = &S@r-r) <= apa) —ajay =1, (3.20)

Concluimos, portanto, que os coeficientes operadores correspondem exatamente aos operado-
res de criacdo e aniquilacdo ja conhecidos no contexto do oscilador harmdnico, cuja dlgebra é
completamente definida pela regra de comutagio |, ajl] = 1. A escolha de definir os campos
quanticos por meio de regras de comutagao implica, de forma direta, em regras de comutacao
para os novos operadores de criacdo e aniquilagdao a; e a). No préximo capitulo, veremos
que existe outra abordagem para definir a comutacdo entre esses operadores, permitindo dis-
tinguir dois tipos fundamentais de particulas: bésons e férmions. Até o momento, trabalhamos
exclusivamente com a formulacao bosonica.

Demonstramos como a base dos operadores nimero surge de forma natural dentro da teoria
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quantica de campos. Além disso, essa escolha de base leva a uma simplificagdo do hamiltoni-

ano. Usando a Eq. (3.18), obtemos:
H=Y,Eaa. (3.21)

Nao somente o hamiltoniano foi simplificado, mas também as autofuncdes ndo aparecem
de forma explicita, o que torna esta uma formulagdo muito mais adequada para sistemas de
matéria condensada, onde ndo € possivel encontrar e simetrizar as fungdes de onda. Por conse-
guinte, obtemos um hamiltoniano idéntico ao do oscilador harmdnico quantico, salvo por uma

constante, ou seja, € possivel determinar todo o espectro de energia.

3.1.2 Operadores bosonicos

Na secdo anterior, foram abordadas algumas justificativas para a formulacdo da segunda
quantizacdo bosonica. Agora, iremos analisar a termodindmica dos estados gerados pelos ope-
N D ~ ~ 1
radores de cria¢do e aniquilagdo, com a regra de comutacdo dada pela equagio [ax,a;] = 1, onde
k é o indice referente a0 momento da particula criada ou aniquilada.

O hamiltoniano no formalismo grande candnico é

K =Y ENe—uNy =Y (Ep— wajay, (3.22)
k k
em que U é o potencial quimico. Note que um estado com momento k = 2ztn/L, com n € N,
pode ter qualquer nimero inteiro positivo de particulas por superposicao. Portanto, o caréter
bosonico j4 é perceptivel. Fixando a energia associada ao momento k, podemos obter estados
com nenhuma particula, uma particula, e assim por diante. Assim, a fun¢do particio grande
candnica, calculada na base dos estados nimero, é dada por:
— —BKY _ 1
Com a funcdo parti¢do obtida, o cdlculo do valor médio de particulas que ocupam o estado

com momento k fornece a distribui¢do de Bose-Einstein

1

T PE T G2

(i) = i

O ndmero total de particulas é obtido somando todos estados N = Y ; (n;). Portanto a defini-
cao feita na Eq. (3.16) de fato constréi um espago de Hilbert de dimensao infinita expandido por
|n) com n € N. Esse espago, denominado Espaco de Fock, permite a criagdo de um ndmero in-
determinado de particulas em um mesmo estado quantico, portanto descreve o comportamento

de particulas bosonicas.
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3.1.3 Operadores fermionicos

Diferentemente do caso bosdnico, os estados quanticos fermionicos s6 podem conter um
tnico férmion, devido ao fendmeno conhecido como principio de exclusdo de Pauli. Em relacdo
ao numero de ocupacio de um dado momento linear, por exemplo, existem apenas dois estados
possiveis para expandir um espago de Hilbert fermidnico: ocupado, |1), e desocupado, |0).

Os operadores de criacdo e aniquilagdo fermidnicos devem obedecer o Principio de Exclusao
de Pauli, de forma a impedir que duas particulas sejam criadas no mesmo estado quantico.

Assim, as regras de comutacdo da Eq. (3.3) sdo substituidas por novas regras de anti-comutagao.
{e,¢"y=cec"+éfe=1, {¢,e} ={¢é"y =0. (3.25)

Note que, por meio da relagio de anti-comutagio, obtemos ¢1é" = é¢ = 0. Isso significa que
aplicar o operador de criacdo ou aniquilagdo mais de uma vez em um mesmo estado quantico
sempre resultard em zero, satisfazendo o principio de exclusao de Pauli.

Definindo o operador niimero de forma andloga ao caso bosonico 7 = ¢¢, portanto 1 — A =
ééT, obtemos

Al —h) = éTéee =0, (3.26)

de tal forma que 7i(1 — /i) = 0, logo s6 existem dois valores possiveis para o nimero de ocupagio;
n=0,1. De forma andloga ao caso bosonico, é possivel demonstrar que {#,¢'} = ¢¥ e {A,¢} =

¢, usando a primeira relagdao

A(Et[n)) = (1 —n)(é¥|n)), (3.27)

novamente o estado gerado pela aplicacdo do operador de criacdo também € autoestado do
operador nimero, agora com autovalor 1 —n. Entdo ¢'|n) = C|1 —n), em que C é a constante

dada por (n|(1 —#)|n) = 1 —n = |C|*>. Fazendo o mesmo para a segunda relagio, obtemos

&fn)y =1 —n|l—n), (3.28)
éln) = /n|1 —n). (3.29)

Para analisar a Termodinamica gerada pelos estados desses operadores fermionicos, usare-

mos novamente o formalismo grande candnico

K= ;E"Nk — UN; = ;<Ek — wcicr, (3.30)

A fungio parti¢do para um estado de momento k, definindo & = Ej — u, é dada por

% =14 P&, (3.31)

Com esse resultado € possivel obter de prontidao o valor esperado do nimero de particulas
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com momento k, dado por
1

<nk> = fk = m7

(3.32)

fornecendo a distribuicao de Fermi-Dirac como esperado.

3.2 Interacoes

Utilizando todo o aporte tedrico discutido até entdo, € possivel analisar como se dao as
interacdes entre particulas no formalismo de segunda quantizacdo.

Um hamiltoniano quadrético, do tipo da equacdo (3.4), € trivialmente solivel, fornecendo
todo o espectro de energia e, portanto, através da funcdo parti¢do, todas as quantidades ter-
modinamicas. No entanto, a introdu¢do de interacdes muitas vezes torna o sistema insoldvel
analiticamente, sendo necessario adotar algumas aproximacdes. Caso a intera¢io envolva duas
particulas simultaneamente t€ém-se o surgimento de termos qudrticos no hamiltoniano. Para sis-
temas magnéticos, em que ocorrem interacdes entre dois elétrons € um magnon, por exemplo,
os termos serdo de ordem ainda superior.

O hamiltoniano de um sistema de N particulas, cada uma com hamiltoniano H; que intera-

gem aos pares, pode ser escrito da seguinte maneira:

A ~ 1 N
H:;HiJrizv(rj—ri). (3.33)
i#]

Comumente a parte diagonalizada e quadritica é definida como Hy = ¥, A;. Utilizando uma

base de operadores {d, } podemos reescrever o hamiltoniano como:

1 o+
. AT A A AT A A
H=) Huw@dn+5 ), Vappdadplyds, (3.34)
AL afyr

em que consideramos o caso geral Hy ;, = [ dr¢; (r)Hoo,,(r), com as fun¢des ¢ ndo necessari-
amente sendo autofungdes do hamiltoniano sem intera¢des, caso seja teremos Hj 3 = E3 032/
Note que o acento circunflexo foi omitido nos operadores de criacao e aniquilacdo por simpli-
cidade. J4 o termo de interagdo, que corresponde a eliminar os dois estados das particulas A e y

e criar os estados & e 3 com amplitude de probabilidade Vg,, dado por:

Ve = [ dr [ dr'gr)op )V (r = )85 ()0, (3.35)

Os diagramas de Feynman s@o extremamente tteis para visualizar as interacdes neste for-
malismo, exemplificada na figura (3.1). Como operar com os termos de ordem superior devido

as interacdes serd abordado na secdo de Teoria de Resposta Linear.
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Figura 3.1: Diagrama de Feynman que representa particulas por linhas retas e a interagao por
uma linha ondulada, o tempo passa de baixo para cima. As particulas beta e lambda sao aniqui-
ladas e posteriormente sao criadas as particulas alfa e gama.

E necessario escrever sempre os operadores de aniquilacdo a direita dos operadores de cri-
acdo, para evitar problemas de auto-interacdo das particulas. Por exemplo, no estado de vacuo

bosdnico para estado o e uma particula em A ndo h4 interacdo e portanto (0|V|0) = 0, porém

(01710) = (0] Y Vapazaqajay|0) = Vyy #0, (3.36)
Ao

que indica uma interagdo da particula com ela mesma, gerando divergéncias.

3.3 Evoluc¢ao temporal

Para analisar a evolug¢do temporal de um sistema no formalismo de segunda quantizacio
utilizamos a representacdo de Heisenberg. Como abordado anteriormente, todos os operadores
sdo expressos em termos de operadores de criacao e aniquilagdo. Portanto, precisamos conhecer
sua evolucdo temporal nos sistemas de solu¢ao conhecida, ou seja, sistemas quadraticos. Seja o
hamiltoniano dado por:

A =Y howalan, (3.37)
n

\v‘ T
=

cujo operador de evolugdo temporal é U (t) = €' 7 .
O operador de aniquilacio evolui segundo a equacdo de Heisenberg, que fornece a equacao

diferencial
R i R R
n

com equacdes andlogas para o operador de criacdo. As solugdes para as equacdes diferenciais
sao
(1) = ap(0)e O 1 Gl (1) = @, (0) /@ (3.39)

onde os operadores de criagc@o e aniquilacdo podem ser bosénicos ou fermidnicos.
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3.4 Mudancas de base e diagonalizacao

Um dos processos matemadticos centrais para a resolucdo de qualquer problema quantico é
a mudancga de base, especialmente no processo de diagonalizacdo do hamiltoniano, onde a base
original dos operadores € substituida pela base de autoestados do hamiltoniano, fornecendo o
espectro de energias do sistema.

No formalismo de segunda quantizagdo, a situacdo ndo € diferente. Em geral, um hamil-
toniano quadratico ndo precisa estar na forma diagonal no operador nimero, como na equagao
(3.37). A pergunta fundamental é: como e o que significa mudar de base nesse contexto?

Considere um sistema de operadores de criacao e aniquilacdo de elétrons, com termos nao
diagonais como ch}L. Podemos realizar uma transformacao de base, definindo novos operado-
res by e b,i como combinacdes lineares dos operadores eletronicos originais. Impondo certas
condicdes a transformacao, é possivel obter um hamiltoniano com apenas termos diagonais nos
novos operadores, do tipo b,t by. Consequentemente, o espectro de energia € calculado utilizando
os novos operadores e os estados nimero correspondentes, ndo mais os elétrons originais.

As particulas descritas pelos operadores by e b!, conhecidas como quasi-particulas, emer-
gem da superposicao dos operadores eletronicos e da concatenagdo das interagdes do sistema.
Esse fendmeno pode ser interpretado como uma relacao dialética entre as particulas e o sistema,
pois a quantidade de particulas arranjadas de forma especifica altera o préprio comportamento
das excita¢des elementares, semelhante a transformacdo de quantidade em qualidade abordada
por Hegel em seus trabalhos. Em alguns casos, como no teorema de Nambu-Goldstone, as
quasi-particulas estdo associadas a quebra espontianea de simetrias. Por exemplo, em um soélido,
a quebra da simetria de translacdo dos dtomos leva a emergéncia de fonons, modos coletivos as-
sociados a propaga¢do de ondas sonoras. A discussdo sobre se essas particulas "realmente exis-
tem" ou s3o meramente modos coletivos se torna uma discussdo filoséfica. As quasi-particulas
contribuem para fendmenos fisicos observaveis, embora ndo possuam a mesma natureza das

particulas fundamentais.

3.4.1 Caso bosonico
A hamiltoniana bosdnica mais geral com apenas termos quadréticos tem a forma

~ 1
H= E(lcﬁa +Aaa’ + aa’d’ + aaa). (3.40)

Para simplificar a notacdo, os operadores de criacdo e aniquilacio serdo representados sem

o circunflexo que normalmente denota um operador. Escrito na forma matricial

A alla
o Al laf

1 1
H:—‘PT%”‘P:—[T ]
2 2 a a

Omitimos os indices dos estados referentes aos operadores de criagcdo e aniquilagdo, con-

siderando apenas um tipo de béson no hamiltoniano. Como tanto a'a e aa’ sdo proporcionais

26



aos estados nimero, queremos apenas termos deste tipo no hamiltoniano. Dizendo de forma
equivalente, desejamos encontrar novos espinores W que diagonalizam a matriz 7.
Introduzimos entio a chamada transformacdo de Bogoliubov para novos operadores 3 e B,

que sdo escritos como superposi¢des dos antigos operadores da forma
a=cif+eB’; B=cla—cua', (3.41)

em que as constantes tem um vinculo criado pela condi¢do dos novos operadores comutarem

como bdsons

[B,87] = cila.a’]+c3la’ a] = crea(la’,a"] + [a, a])
2
1

B.BTl=ct-c3=1. (3.42)

Portanto, uma escolha util devido ao vinculo imposto é tomar ¢; = cosh8 e ¢, = sinh 6,

com o angulo a ser determinado, tornando a transformacao de Bogoliubov como
a=coshOf +sinh6B7 ; B =coshBa—sinhOa’, (3.43)

O hamiltoniano escrito em termos dos novos operadores é

. .
H = E(cosheﬁ' +sinh 8B)(cosh 8B +sinh 68 7)
+ %(coshem+sinh9/3)(cosh9[3*+sinh9[3)+h.c., (3.44)

com h.c. sendo o hermitiano conjugado dos mesmos dois termos acima. Assim, temos

H = J(Acosh26 + asinh20) (BT + BBT)
+1(acosh26 + Asinh26)(BB + BT BY). (3.45)

Sendo assim, para anular termos ndo diagonais, € necessdrio ter

occosh26 + A sinh20 =0 <= tanh26 = —g. (3.46)

O hamiltoniano diagonalizado € fornecido utilizando esses resultados por:

A= VAZ—a2(B'B+ BB = E(BB+5), (347)

com E = /A2 — 2. Na forma matricial o hamiltoniano é expresso como:

g
BT|

Note que as constantes do hamiltoniano original foram tomadas como reais. Para um caso

E O
0 FE
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mais geral, devemos incluir constantes complexas na transformac¢do de Bogoliubov, da forma:
a=e9"2cosh6f + %/ sinh 6. (3.48)

3.4.2 Caso fermionico

Para operadores fermi6nicos, devemos lembrar que cc = ¢'¢” = 0. Assim, diferentemente
do caso bosonico, o hamiltoniano geral ndo possui esses termos. Se considerarmos apenas ope-
radores atuando sobre um unico estado quéntico, o hamiltoniano quadratico serd trivialmente
diagonal. Por essa razdo, analisaremos um sistema fermidnico de spin 1/2, no qual os operado-
res agem no mesmo estado espacial, mas misturam estados de spin.

Seja o hamiltoniano geral em termos das constantes £ € Re g € C:
H= E(cﬁcT + CI%) — gcicj —g'ciey, (3.49)
uma escolha de nova base de operadores € escrita como:
by = ucy —ch ;b= ucﬁ—vc;
cr = u'by —l—vbi ;cp=u'by — va (3.50)

em que u € C e v € C. Os novos operadores mantém o carater fermidnico e portanto a relacao

de comutagdo cria o vinculo fornecido pela relagao:

{bcab;} = |”’2{CGaCTc} - ‘V|2{eraca} - V”*{Cimcg} —vu{co,c—o}

{bo,bg} = |ul>+|v]> =1, (3.51)

dessa forma, uma escolha conveniente ao vinculo é u = e 9/2c0s0 e v = e?/?sin 0, a fim
de obter o cancelamento das fases. Substituindo os operadores em termos da nova base no

hamiltoniano resulta em:

A = (E|u® — E|v|* + guv* + g"vu*) (b[bt + b))
+ (2Euv — gu® + g*vz)bibj + QEuYV — g u? + gv*z)bTbi. (3.52)

Para diagonalizar o hamiltoniano basta escolher um angulo 6 que elimine os termos fora da

diagonal:
2E|uv| — |g](juf® —[v|*) =0
2Esin(0)cos() = |g|(cos?> O —sin® ) <= tan26 = %', (3.53)
portanto:
__E 22
c0s20 = N/ lu|= — |v|
$in260 = ——8L_ = 2[uy|, (3.54)

VEg?
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que finalmente fornece o hamiltoniano diagonalizado:
y_ 212 i ) = U(pl i
H = (E(Jul” = V") + |g[2[uv]) (b1by + b by) = U (biby +b by ), (3.55)

com a nova energia dos modos fermidnicos U = /E% + |g|%.

3.5 Representacoes de spin

A matemadtica desenvolvida na secdo anterior permite descrever as flutuacdes em diversos
sistemas magnéticos, como o modelo de Heisenberg, representado na equacgdo (2.4). Os estados
quanticos e a dlgebra dos spins estdo intimamente conectados as relagdes de comutagdo entre
as componentes de spin & de um sitio i na rede e 8 de outro sitio j, expressas como [36]:

82,85 = i, je*PrSY, (3.56)
onde £*PY ¢ o simbolo de Levi-Civita. Esse conjunto de relacdes de comutacao define o grupo
SU(2), com os spins atuando como geradores das transformacdes de rotagdo. Uma forma de
gerar flutuacdes de spin € através da adi¢ao ou subtra¢do de uma unidade de 7 de spin. Para tratar
essas flutuacdes, utilizamos os operadores Sli = S‘f + iﬁf , que obedecem as seguintes regras de
comutagao:

(85,871 =887 5 [5.8;

| =26;;S;. (3.57)

E importante ressaltar que, desde que as regras de comutagdo sejam respeitadas, qualquer
representacdo escolhida para os spins conseguird reproduzir o sistema fisico. Entretanto, em
algumas situagdes, deve-se tomar cuidado com a introdug@o de estados nao fisicos adicionais
provenientes de uma representagdo mais ampla.

Nesse contexto, os operadores de spin podem ser descritos em uma base da segunda quanti-
zacdo, utilizando quasi-particulas que representam as flutuagdes do sistema. Diversas represen-
tacdes podem ser adotadas para sistemas de spin. Neste trabalho, introduziremos brevemente
uma representagdo relativamente comum, a de Holstein-Primakoff. Posteriormente, abordare-
mos a representacio central para este estudo e o foco principal deste capitulo: a descricdo via

férmions de Majorana.

3.5.1 Representacao de Holstein-Primakoff

Utilizando o modelo de Heisenberg como exemplo, os spins apresentam uma simetria global
e continua de rotacdo em suas orientacdes. O estado fundamental, em que todos os autoestados
de §f apontam na mesma dire¢do em todos os sitios, corresponde a uma quebra dessa sime-
tria [36]. Como consequéncia, espera-se o surgimento de bésons de Nambu-Goldstone, que
representam excitacoes de baixa energia.

Em uma situagdo semi-cldssica (S > 1), na qual a rotacao dos spins se assemelha a rotacao
dos momentos de dipolo magnéticos, as flutuagdes em torno do estado fundamental manifestam-

se como pequenas distor¢des da configuracao original, no limite de longos comprimentos de
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onda.

Assumindo um valor fixo para S, utilizando os operadores de levantamento e abaixamento
(SAii) e adotando h = 1, podemos definir o operador nimero como 7; = S — §f [39]. Como
os autovalores de §f safom = —§,—S+1,...,S, os autovalores do operador 7; sdo inteiros no
intervalo de 0 a 2S.

Considerando um autoestado do operador S’f denotado por |m), onde n; = S — m, a aplicag@o

do operador de abaixamento resulta em:

S |m)
S |ni)

V(S+m)(S—m+1)m—1), (3.58a)
V(ni+1)(28 —nj) i+ 1), (3.58b)

enquanto a aplicagdo do operador de levantamento fornece:

S';r|n,> = \/ni(2S—(n,-—1))|n,~—1>. (359)

Comparando essas expressoes com a atuagao dos operadores bosdnicos aj e a;:

a;ra,-|n,-> = nj|n;), (3.60a)
allni) = /ni+ 1n; +1), (3.60b)
a,-]n,-> = \/n_,|n, — 1>, (3.600)

podemos reescrever as atuagdes dos operadores de levantamento e abaixamento como [42]:

S-=d\/2S—d a;, (3.61a)
St =\/28—d a;a, (3.61b)

§i=S—ala;. (3.61¢)

A equacao acima corresponde a chamada representacdo de Holstein-Primakoff, que preserva
as relagcdes de comutacdo das Equacgdes (3.56) e (3.57). Na aproximacao linear de ondas de spin,

vdlida quando (n;) < 28, temos:

S7 ~V2Sa], (3.62a)
ST ~V2Sa, (3.62b)
§i=S—ala. (3.62¢)

Os operadores de criacdo e aniquilagio aj e a; sdo interpretados como responsaveis por
excitacdes de baixa energia sem massa, que descrevem quasi-particulas que transportam o spin,

conhecidas como magnons.
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3.5.2 Representacao de Majorana

A representagdo de Majorana € essencial para o desenvolvimento deste trabalho. Diferente-
mente da transformacdo de Holstein-Primakoff, que substitui os operadores de spin por opera-
dores bosonicos, a transformagdo baseada em operadores de Majorana utiliza férmions reais (ou
férmions de Majorana). Férmions complexos, como os elétrons, possuem operadores descritos
na secdo 3.1.3. No entanto, caso a definicdo de operador fermidnico seja baseada unicamente
na condi¢ao de anticomutatividade, existe outro tipo de operador fermidnico cuja caracteristica
€ ser real, isto €, o operador de criacdo € idéntico ao operador de aniquilacao.

Os férmions de Majorana foram inicialmente propostos em um contexto completamente
diferente, no dominio da fisica de altas energias. Com a equacdo de Dirac, que unifica a teoria da
relatividade restrita com a mecanica quantica, proporcionando uma descri¢do para particulas de
spin 1/2, Ettore Majorana encontrou solu¢des que ndo distinguem particulas de antiparticulas.
Uma importante nocdo desenvolvida foi a chamada condicao de realidade, em que os campos
spinoriais satisfazem [56].

As semelhancas entre os operadores descritos nesta secdo e os férmions de Majorana re-
sidem, principalmente, na condi¢cdo de realidade e na antissimetria perante trocas. Contudo,
€ importante destacar que essas semelhancas sdo limitadas. Um operador de Majorana, no
contexto de matéria condensada e baixas energias, ndo corresponde ao férmion descrito por
Majorana no contexto de altas energias. Na matéria condensada, os operadores de Majorana
surgem de formas distintas, desde operadores que, aos pares, formam elétrons [72] até ope-
radores que descrevem excitagdes em sistemas spintronicos [4]. Neste trabalho, abordaremos

apenas o segundo caso.

3.5.3 Operadores de Majorana

Sejam dois operadores de Majorana f e f’, muitas vezes chamados de operadores hermitia-

nos, auto-conjugados ou férmions reais, que seguem as seguintes condicoes:
o fT =1, f’T = f’ (realidade),
e ff' = —f'f (anticomutatividade de Grassman),
e ff=f"f" =1 (unipoténcia) .

A terceira condi¢do corresponde a uma escolha de normalizagdo. A escolha da defini¢do
das condic¢oes usando dois operadores de Majorana, que parece arbitraria de inicio, se justifica

pela necessédria composi¢do de dois férmions reais em um férmion complexo, da forma

f=c"+c; fl=il"- o). (3.63)

Os operadores fermidnicos complexos ou usuais obedecem {c,c'} = 1, com operador ni-
mero definido como 7 = ¢fc = (1+iff’)/2. Note que o pareamento de dois Majoranas ndo

¢ simplesmente uma escolha; como os operadores reais sdo autoconjugados, nao € possivel
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construir uma base de operadores nimero, como feito nas Sec¢des 3.1.2 e 3.1.3, utilizando duas
atuacOes distintas: uma para criar e outra para aniquilar uma particula. Dessa forma, o espago
fermidnico real 2N-dimensional é substituido pelo espaco de Fock N-dimensional de férmions
complexos, onde € vidvel a construcao de estados nimero. Um sistema com nimero impar de
férmions de Majorana é considerado ndo fisico.

Considere a base de autoestados de um operador complexo:

0) =cl1), [1)=c"l0), cT[1)=0, ¢|0)=0, (3.64)

e, utilizando a equacdo (3.63), a atuacdo dos férmions de Majorana resulta em:

fI1)=10), £10) = 1), (3.65a)
f11) =—=il0), f10) =i[1). (3.65b)

Portanto, os operadores de Majorana, a menos de uma fase complexa U(1), alteram a pari-
dade de ocupacio dos férmions complexos. Os autovalores dos operadores de Majorana podem

ser determinados pela condicao de unipoténcia, f 2 — 41, com autoestados:

fA0) £ 1)) = £(|0) = 1)), (3.66a)
F(10y£i1)) = £(]0) £i[1)). (3.66b)

Logo, os autoestados dos operadores de Majorana sdo superposi¢des de estados fermiodnicos
convencionais. O operador hermitiano if f/ = 2n — 1, atuando sobre um estado de ocupago,
mede sua paridade, retornando +1 para |1) e —1 para |0).

Os férmions de Majorana sempre aparecem em pares, formando férmions reais. Entretanto,
ndo hd uma unica maneira de realizar esse pareamento. Por exemplo, considere quatro opera-

dores de Majorana distintos, fi, f2, f3, f4, € dois possiveis pareamentos:

_ fiti _ f3tifs
Cl_f12f27 C2_f32f’

by = f1+2if37 by = %, (3.67)

com {cy,c2,b1,b2} (e seus hermitianos) sendo operadores fermidnicos complexos.

Existe uma transformacgdo de Bogoliubov que conecta essas duas escolhas [43]:

(b1 +b7) +5(b2+by),
(by —bl) + L(ba—b)). (3.68)

cl =

[STERE ST

2

Concluimos, entdo, que os diferentes conjuntos de pareamentos resultam na mesma fisica

para o sistema, salvo por uma transformacao de Bogoliubov.
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3.5.4 Representacao de Kitaev

Uma configuracdo possivel para definir a representacdo de spin foi utilizada por Kitaev
[4], que emprega quatro operadores de Majorana diferentes para cada sitio da rede, denotados
por by, b? bf e c¢;. Consequentemente, um sistema com N sitios terd 4N férmions reais e 2N

férmions complexos apds o pareamento. Cada spin serd representado nessa base por
o N0
Gi = lbl' Ci, (369)

onde o = x,y,z. Para que essa representacao seja valida, é necessario que os spins continuem
respeitando a propriedade de hermiticidade e as relagdes de comutacido das Equagdes (3.56) e
(3.57). A hermiticidade dos operadores € facilmente verificada utilizando as condigdes vistas
na se¢ao 3.5.3:

()" = (ib%c;))" = —icip* = ib%c; = 6. (3.70)

As regras de comutagao para as matrizes de Pauli

(6% 0P] = 6%6P — cBo® =2ie*PT67,

{c% 6P} = %P + oPo* =25%F1, (3.71)

podem ser condensadas na equagdo Gi‘xcf = ie®BY6Y 4 §%B1. Verificando a representacao
acima, temos:
o%cP = 2(b%c;)(bPc;) = b2bP | (3.72)

Para o = 3, usando a unipoténcia dos Majoranas, blp blp =1, e como esperado c%c%* = 1.
Entretanto, para o caso em que o # 3, devemos ter:

bobP = ig®PrT = —®PTple;, (3.73)

ou, equivalentemente,
bfbfblzcl =1. (374)

O vinculo necessdrio para preservar a dlgebra dos spins constitui um caso especifico de
um conjunto arbitrario de Majoranas. Assim, a representacdo de Kitaev, que gera um espago
estendido de Fock 4N-dimensional fi, possui um subespaco fisico u C fi definida pela equagao
(3.74). Para distinguir o espacgo estendido do espaco fisico, definimos o operador de restri¢ao:

A

D; = bibbc, (3.75)

17171

onde um estado do subespaco fisico € identificado quando a atuacdo do operador D; resulta na
identidade:

§) € u <> Dilg) =18). (3.76)

Os operadores definidos na equacio (3.69) comutam com o operador D;, preservando as-

sim o subespago fisico e garantindo a validade da representacdo pelo espaco estendido. Note
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também que o operador D; possui as propriedades:

Df=b;, D}=1, (3.77)

1

assumindo, portanto, dois autovalores possiveis: D; = 4-1. Além disso, ele apresenta a caracte-
ristica de localidade [43], ou seja, [ﬁ,-,f) j] = 0. Como a atuagdo do operador D; no subespaco
fisico corresponde ao autovalor +1, podemos subdividir o espaco de Hilbert fermidnico .5 no
subespaco fisico .7 e em seu complemento ortogonal (7 +)L, sendo este tltimo composto

por estados com autovalor —1. Essa divis@o é expressa pela soma direta:
H =TS (3.78)

O subespaco fisico pode ser selecionado por meio do operador de projecdo que anula qual-

quer espaco de Fock com pelo menos um estado de autovalor —1:

N 1—|—ﬁi
P:[Il( 5 );»ij:ff*. (3.79)

3.6 Teoria de resposta linear

O principal esforco deste trabalho reside no estudo da corrente de spin em uma interface com
interagdo, que traz consigo um desafio ainda ndo abordado: lidar com sistemas interagentes. No
capitulo de segunda quantiza¢do, vimos como representar um sistema utilizando os operadores
de criacdo e aniquilacdo, de forma que sistemas quadraticos (como o oscilador harmonico)
possuem solug@o exata, com espectro de energia e evolugao temporal conhecidos.

Na secdo 3.2, discutimos brevemente o papel das intera¢des, que, em geral, introduzem ter-
mos de ordem superior. Para tratar de um hamiltoniano com interacdo, € necessdrio desenvolver
um formalismo que permita descrever as evolucdes temporais e 0s autoestados com base no ha-
miltoniano quadrético. Além disso, para potenciais fracos, € possivel utilizar uma aproximagao
linear nos operadores responsaveis pela nova evolugdo temporal, compondo a chamada Teoria

de Resposta Linear.

3.6.1 Formalismo de interaciao

Em mecéanica quantica, existem trés formalismos principais utilizados para a constru¢do das
amplitudes de probabilidade e valores esperados de observéveis de um sistema: o formalismo de
Schrodinger, o de Heisenberg e o de Feynman (que ndo serd abordado neste trabalho). No for-
malismo de Schrodinger, os bras da base de autoestados e os operadores permanecem fixos no
tempo, enquanto os kets do estado do sistema evoluem temporalmente conforme a equagio de
Schrodinger, considerando o hamiltoniano total do sistema. No formalismo de Heisenberg, os
kets de estado do sistema sdo fixos no tempo, enquanto os operadores evoluem temporalmente
conforme a equacao de Heisenberg, e os bras da base de autoestados evoluem retroativamente

no tempo. Em ambos os formalismos, a evolucao temporal € governada pelo hamiltoniano total
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do sistema.

Para sistemas com potenciais de interacdo, que impossibilitam uma solucdo analitica, ha
um formalismo mais adequado que permite descrever a evolugcdo do sistema sem o termo de
interacdo: o formalismo de Dirac ou de interacdo. Em geral, nos interessaremos por potenciais
fracos que permitam aproximagdes nos resultados.

Seja o hamiltoniano de um sistema interagente dado por
H=Hy+YV, (3.80)

onde o termo H possui solu¢des conhecidas, enquanto V representa um potencial com termos
de ordem superior. Nesta secdo, os operadores nio serdo indicados pelo uso do circunflexo, uma
notagdo que serd reservada para outro propoésito. O valor esperado de um operador arbitrario O,

assumindo a simplifica¢do i = 1, é dado por
<0(l)> — <eth0e—th> — <eiHle_iH0t(eiHOZOe_iHol)eiHote_iHl>. (381)

Na tltima igualdade, multiplicamos pela identidade e ~"0’¢i0! — 1 Definimos a evolugio
temporal de um operador em relagio a Hy como O(t) = /0! Q=o' | Dessa forma, a evolugio
temporal do operador € conhecida. Note que os estados usados para calcular o valor esperado,
omitidos na equacdo 3.81, ainda sdo referentes ao hamiltoniano total do sistema.

Ademais, o termo restante poderia ser simplificado como et g=iHot — (V1 go [H,Hy] =0, 0
iHot ,—iH

que ndo ocorre em geral. Definindo o operador % (1) = e !, podemos verificar que sua

derivada temporal fornece:
d (t) .

= = -7, (3.82)

Integrando a dltima equagdo, obtemos uma equagdo integral autoconsistentente dada por:
t
U(t)=1—i / V(u (t)dt. (3.83)
0

Substituindo o operador dentro da integral pela mesma equacdo acima, obtemos:

U(t)=1—i /O V(Vdr + (—i)? /O "t /0 VO (). (3.84)

Realizando a substituicao repetidamente, quase temos uma série de Taylor para exponencial.
Contudo, como as integrais no tempo sdo diferentes e os operadores em tempos distintos nao
necessariamente comutam, ndo podemos rearranjar para formar a série. Para isso, utilizamos
o operador de ordenamento temporal, que usa fungdes degrau para garantir que operadores
sejam sempre arranjados da esquerda para direita do maior tempo para o menor. Sejam dois
operadores V, em tempos distintos #; e t», a atuagio do operador de ordenamento temporal na

multiplicacdo dos operadores fornece:
T[‘A/(tl)‘A/(tz)] = 9(1‘1 - tz)V(tl)V(tz) + e(l‘z - l‘])V(tz)V(t]). (3.85)
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Caso t; > 1, a atuacio do ordenamento temporal fornece V (1;)V (1), caso contrério fornece
V(t,)V(t1). Podemos com isso organizar as integracdes com o operador de ordenamento da

forma:

t N . 1 t . ) 1 t 2
/Odtl A dt2V(t1)V(t2):§/0 dtl/o dtzT[V(tl)V(tz)]ziT {/O dt V(I)} (3.86)

Reescrevemos, entdo, a série infinita como:

?/(t):]l—i/otdtlf/(tl)—k<_2i)2T :/Otdt V(t)]2+(_3?3Tl/otdtf/(t)rﬂt... . (3.87)

U@W)=T i)(_i)n/oldtff(t)] , (3.88)

n!

A série infinita assume a forma da funcao exponencial do tipo:
Ut)=T [e—"ﬁ?””)ﬂ : (3.89)

onde T representa o operador de ordenamento temporal. Este formalismo resulta em uma evo-
lucdo temporal mais simples para os operadores, em troca de uma formulacdo mais complexa
para o operador de evolucdo temporal. Assim, podemos sintetizar as diferencas entre os for-
malismos citados com base na evolu¢do do estado do sistema e dos operadores [42], como

mostrado a seguir:

¢ Schrodinger:

1. O estado do sistema é tempo dependente com os kets da base de autoestados do ha-
miltoniano estaciondrios. A amplitude probabilidade de transi¢do do estado sistema

para um autoestado |b) da base do hamiltoniano é fornecida por:
(b(O)]w (1)) = (b(0)|e"" | (0)). (3.90)

2. Os operadores sdo independentes do tempo.
* Heisenberg:

1. O estado do sistema é tempo independente, com os kets da base de autoestados
do hamiltoniano evoluindo retroadamente no tempo. A amplitude probabilidade
de transi¢do do estado sistema para um autoestado |b) da base do hamiltoniano é

fornecida por

(b(=1)|w(0)) = (b(0) |~ |y(0)). (3.91)
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2. Os operadores dependem do tempo, evoluindo conforme:
o) =eM0(t =0)e ", (3.92)

* Interacao:

1. O estado do sistema depende do tempo, com evolugdo descrita por:
W(1)) =% 1) ¥(0)), (3.93)

em que |(z)) designa o estado do sistema no formalismo de intera¢do, ndo um

operador.

2. Os operadores dependem do tempo, evoluindo sem interacdo conforme:
O(t) = ™0t = 0)e 0!, (3.94)

3.6.2 Matriz S

Para generalizar a evolucdo temporal de um tempo qualquer t’ para outro tempo t, definimos

a matriz de espalhamento S(z,7") como

[P (1)) = S(t,0")[@ (")), (3.95)

usando a equacdo (3.93) e a equacdo acima obtemos

W (2)) =% (1)]9(0)) = S(t.") % (') [¥(0)).- (3.96)

De forma que a matriz S pode ser escrita como

t

St =% (1) =T exp {—i /

t/

V(t’)dt’} : (3.97)
e o operador possui trés propriedades importantes:

1. S(t,t) =1,
2. ST(t,¢") = S(¢,1"),
3. 8(¢,eMS(t",¢") = S(z,1").

Considerando apenas os casos de temperatura zero, os valores esperados serdo calculados a
partir do estado fundamental de H, | ). No entanto, as solu¢des conhecidas referem-se apenas
ao hamiltoniano sem interagdo, Hy, cujo estado fundamental €, por conven¢do, denotado por
|@o). O formalismo de interacdo, desenvolvido para determinar os autovalores e autoestados do

hamiltoniano completo, baseia-se em autoestados ainda niao determinados. Para contornar esse
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problema, é necessério relacionar os dois estados fundamentais por meio de uma transformagao
adiabatica.

Suponhamos que, em um tempo muito anterior, o potencial de interacdo estivesse desligado.
Nesse caso, o sistema estaria no estado fundamental de Hy. Assim, para t — —oo, temos V =0

c, consequentemente:

W0 (1)) = S(t, =) 90), (3.98)

de modo que os efeitos do potencial de interacdo ndo influenciam o estado fundamental em um
passado distante. Posteriormente, a matriz de espalhamento transporta o estado adiabaticamente
para o presente, considerando a interacdo. Além disso, assumimos que, em um futuro muito

distante, o sistema retorna ao estado sem intera¢do, diferindo no maximo por uma fase:

|Wo(e0)) = S(o0,1)[Wo(1)) = €™|o). (3.99)

Os estados nos extremos temporais (|p(e°)) e |Po(—ee))) devem diferir apenas por uma

fase. Assim, temos:
(90]S (00, —o0) | o) = €' = S(c0, —00) = €' (3.100)

Como consequéncia, o estado fundamental e a evolucdo dos operadores podem ser expressos

em termos do hamiltoniano sem interacao, ao custo da introducao das matrizes de espalhamento.

3.6.3 Funcoes de Green (T=0)

Os célculos necessdrios para determinar a corrente de spin, entre outros problemas, t€ém
como eixo central as fun¢des de Green, também conhecidas como fun¢des de correlagdo ou
propagadores.

Definimos a fun¢do de Green para o elétron como:
Gp(t—1') = —i(Ticy (1)} (), (3.101)

com a média realizada utilizando o estado fundamental de H. Aqui, A representa um nimero
quantico genérico, e, no formalismo de Heisenberg, temos c; () = e'fl'c; e,
No caso nado perturbado, assumindo os autovalores de Hy como E}, a evolug¢do dos opera-

dores € fornecida pela equacgdo (3.39), e a fungcdo de Green € dada por:
GO (1 —1") = —iB(t — ") B ey L) +i0( — 1) (cF ), (3.102)

onde o sinal invertido no segundo termo reflete a anticomutagdo dos operadores de criagdo e
aniquilagdo.
Sabendo que as médias podem ser escritas em termos das distribuicdes de Fermi-Dirac,

definidas na equacéo (3.32), como (C/ICD =1-fe <c}rL ;) = fa, e utilizando a propriedade
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O(t—1t')+6(r—t) =1, obtemos:
GV (e —1") = —ieB [0t —1") - f]. (3.103)
Para operadores bosodnicos, no caso de potencial nulo, célculos andlogos resultam em:
DV (1 —1") = —ieBA=10(1 — 1) +my), (3.104)

onde n) € a distribuicdo de Bose-Einstein definida na equacdo (3.24). No caso especial de
banda vazia, com temperatura nula e apenas um elétron ocupando o estado, a fungdo de Green

ndo perturbada reduz-se a:
GO (1 —1') = —ie "ot — 1), (3.105)

Passando para o espaco das frequéncias, definimos a transformada de Fourier da funcao de

= / Gy (1)e'® dt,

_—l/ 0 (1)e! @) g1, (3.106)

Green com ' = 0 como:

Como essa integral nao é bem definida para t — oo, introduzimos uma quantidade infinitesi-

mal puramente imagindria i€:

6510)((0) _ _l-/o Pl O—Ej +ie)t dr,

No final do calculo tomamos € — 0. Desta forma, obtemos:

~ 1
Gw)y=—— . 3.107
2 (@) o—E, +ie (3.107)
No caso com interacdo, no formalismo de Dirac, a evolu¢do dos operadores fermidnicos é

dada por:

e (t) =% (1)é,.(0)% (1) = S(0,1)6,(1)S(1,0),

ci (t') =5(0,¢)¢,,(t")S(1',0). (3.108)

Utilizando as defini¢des da secdo anterior, o estado fundamental de H pode ser expresso em

termos do estado fundamental de Hy como:

|¥(0)) = S(0, —=)[90),
(W0(0)] = (0S(—22,0). (3.109)
Com a equag@o (3.100), podemos introduzir a identidade S(—oo,0)e™" = 1. Substituindo a
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fase fornecida, obtemos:
(90]S(=,0)
Po|S(—o0,0)[ o)

Os elementos de matriz da funcao de Green podem agora ser escritos em termos dos estados

(3.110)

{W0(0)| = <

nao perturbados e da evolugao dos operadores em relacdo a Hy como:

0(S(e0,)22 (1)S(2,); (1) S(7, —))o

3.111
o(S(oe—0))0 G-

(Wolea (r)c5 (') W) =

Note que foi adotado a notag@o |@y) — )o. Finalmente, com o auxilio do operador de orde-

namento temporal, obtemos a funcdo de Green completa:

—ig(T (&3, (1)€] ()8 (o0, —o0)])o
0{S(e2, =)o |

G,(t—t) = (3.112)

3.6.4 Aproximacao linear

A "pedra angular" de diversos trabalhos, incluindo este, reside no cdlculo da funcio de
Green completa, expressa na equacdo (3.112), ou do valor esperado de uma grandeza fisica.
A matriz S(eo, —0), que aparece em ambos os célculos, é expandida em uma série infinita de

termos:
S(o0,—o00) = 1 —i/:dt V(t)+#T V_O;dt V(z)} 2+%T V_o;dt V(z)} L GID)

Em geral, obter resultados considerando todos os termos dessa expansdo € uma tarefa drdua
e, em alguns casos, invidvel. Entretanto, para potenciais fracos, podemos restringir a andlise a
parte linear em V (¢) e desconsiderar os termos de ordem superior. Esta aproximacio define o es-
copo da chamada teoria de resposta linear. A "resposta"refere-se a variacdo em uma quantidade
fisica de interesse devido a aplicagdo de uma perturbacdo externa.

Seja um operador qualquer, convenientemente definido como I(¢). Usando as Equagdes
(3.108) e (3.109), o valor esperado € dado por

(I(t)) = o(S™(t,—o0)I(1)S(t,—))o, (3.114)

com a aproximagao linear

t

S(t,—o0) = T, exp [—i/t V(t')dt’} ~ 1 —i/ V(' dt, (3.115)

—o0

de modo que o valor esperado se torna

t

(1) ~ o {1+i/_too\7(t’)dt’} i) {1 —i/

—o0

V(f/)df/} )0,
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() ~ —i / _o{li(@), V()odr'. (3.116)

Vale ressaltar que apenas os termos de ordem linear no potencial foram considerados. Além
disso, descartamos o termo independente da interagdo, assumindo casos como o da corrente
de spin, em que apenas interagdes produzem valores esperados diferentes de zero. Isto ocorre
pois a corrente de spin possui operadores de criacdo e aniquilacdo lineares na parte eletrOnica
e magnética, porém, como no oscilador harmonico, o valor esperado do operador de criacdo

(aniquilac@io) na base dos operadores nimero é zero: (cg) = (c) = 0.
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4 Descricao do modelo

4.1 Modelagem para corrente de spin

Descobertas relativamente recentes, como a conversao de corrente de spin em corrente de
carga, além de técnicas aprimoradas de injecdo de spin e detec¢do de corrente de spin [44]
[45], originaram uma crescente demanda para estudos envolvendo o transporte de corrente de
spin. Existem alguns processos conhecidos que geram correntes de spin, como, por exemplo, o
processo de injecao de spin.

Em materiais metdlicos ndo magnéticos € possivel criar corrente de spin através da condu-
cdo elétrica das cargas, polarizando a corrente elétrica de tal forma que os elétrons com spins
opostos se propagam em sentidos opostos, gerando corrente elétrica total nula, porém corrente
de spin diferente de zero, denominadas "correntes puras de spin"[46]. Em contrapartida, mate-
riais isolantes ferromagnéticos ndo conduzem corrente elétrica, mas permitem a propagacao de
corrente de spin através de excitagdes de ondas de spin, um exemplo visto no capitulo (2).

A juncdo entre os dois tipos de materiais criam sistemas compostos onde a corrente de spin
pode fluir pela interface criada, mediante interacdes de dos elétrons condutores com os sitios da
rede magnética [47]. Para dispositivos com dimensdes menores que o comprimento de difusdo
da corrente de spin é possivel considerar apenas a corrente na interface, simplificando o estudo

das correntes de spin.

magnon
NNNNNNM

. ‘ ]
F spin current N

Figura 4.1: Diagrama que representa o sistema composto de um isolante ferromagnético (F)
e um metal condutor em sua fase normal (N) com desbalanceio de potencial quimico de spin,
indicando a injecdo de corrente de spin ao trocar o spin de um elétron e emitir um magnon na
parte magnética. Retirado de [48].

Neste trabalho, investigamos a corrente de spin injetada de um metal normal (NM) para o
modelo de Kitaev através de uma juncdo NM/FM. Nesse contexto, os elétrons do NM, com a
populacao de spins diferentes desbalanceada, interagem com férmions de Majorana localizados
na interface por meio de processos de espalhamento com reversdo de spin, resultando na trans-
feréncia de momento angular para o modelo de Kitaev da jun¢do, em um mecanismo conhecido
como Spin-Transfer Torque (STT) [49, 50]. Como serd demonstrado, a corrente de spin apre-
senta propriedades Unicas, ndo observadas em isolantes magnéticos convencionais, que podem
servir como assinatura para identificar a fase de LSQ no modelo de Kitaev. Vamos assumir o
desbalanceio de potencial quimico de elétrons spin up e down (A = py — ) na parte condu-

tora, que pode ser gerado por efeito Hall. Caso o sistema possua excesso de elétrons up, havera
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dominancia da reflexdo dos elétrons up para down na interface, resultando em uma corrente de
spin ndo nula.

O hamiltoniano completo do sistema é fornecido por H = Hg + H, + Hyy, em que Hyy é
o hamiltoniano da interface, Hx e H, descrevem hamiltonianos livres das partes magnética
e elétrica, ambos com solucdo exata. A interacdo na interface € descrita pelo termo Hy; =
—Jsa YiSi-Si, onde Jy; > 0 representa o acoplamento entre os elétrons de conducio e os elétrons
localizados na interface, s; € o operador de spin dos elétrons de conducao no metal normal (NM),
e S; é o operador de spin dos elétrons localizados no material ferromagnético (FM). O metal
NM ¢ definido como a regido z > 0, enquanto a monocamada FM estd localizada logo abaixo
do plano xy.

Vale notar que o termos longitudinais s7S; envolvem processos de espalhamento que con-
servam o numero de particulas e, portanto, ndo contribuem para a corrente de spin através da
interface. A injec@o ou absor¢ao de momento angular estd associada as alteracdes na compo-
nente de magnetizacdo ao longo da direcio do momento angular (neste caso, o eixo z). Para que
esse processo ocorra, é necessério termos de interagdo que incluem os operadores escada S* e
S™. Além disso, o espalhamento com inversao de spin (spin-flip) esta relacionado a condutancia
miutua de spin (spin-mixing conductance), que surge no formalismo de Landau-Lifshitz-Gilbert
(LLG) e quantifica a eficiéncia da transmissdo de corrente de spin através da interface [51, 52].
Para descrever a interacdo na interface podemos, portanto, utilizar um modelo efetivo baseado

no formalismo de segunda quantiza¢do com interacdes locais da forma [48]
Hya = Joa Y (S{ ¢} civ + 57 clieiy), (4.1)
i

em que Jy; € a intensidade da interacdo de troca efetiva que ocorre na posicao i, cujo valor €
sensivel ao alcance de interac@o do elétron, portanto de dificil mensuracao em toda superficie,
com estimativas de 0, 1 eV [53]. Note que o primeiro termo representa um elétron incidente com
spin para cima sendo destruido pelo operador c;; € refletido em um elétron com spin para baixo
criado pelo operador CL, adicionando a diferencga de spin na parte condutora com o operador
S;r. O segundo termo corresponde ao hermitiano conjugado e ao fendmeno inverso.

Na parte condutora, o elétron de spin o representado pelo operador de aniquilacio c;s inte-
T

l'o-/’
adicionado (retirado) uma unidade de spin na parte magnética com o operador S;L (S;7) na parte

rage com a interface e € refletido como um elétron de spin ¢’ representado por ¢! _,, enquanto é
magnética. A parte magnética neste trabalho serd composta pelo modelo de Kitaev, que iremos

discutir no capitulo seguinte. O hamiltoniano da parte condutora é:

212
_ i _ Ik
Hy =) &, Cho s & = s 4.2)
k,o m

Como usual, consideramos os spins dos elétrons alinhados na dire¢cdo da magnetizacao (de-
finida como o eixo z), com os estados eletronicos sendo autovalores de ¢,. A parte magnética da

jun¢do € modelada como um material regido pelo modelo de Kitaev; entretanto, as conclusdes
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sobre correntes de spin podem ser generalizadas para outros sistemas de bicamada NM/FM.
Para escrever a interagdo de forma mais compativel com o hamiltoniano condutor diagonali-

zado, foi aplicada a transformada de Fourier nos operadores eletronicos:

Cic = / Z ezk 7 Cho

ko = —na,nQGZ( =x,y),
Ly
27

k, = an,nZED\l( z>0). 4.3)
z

Adotamos a interface em z = 0 com 7 = R; + zZ. Assim, obtemos:

Hyy = Sd_ZZ (Sic f ckTe i(k— )Rf—}—S;cZTcme*i(k*p)'R"), 4.4)
Ne i kp

onde N, corresponde ao nimero de elétrons na parte condutora e, para simplificar a notagdo,
definimos o operador:

A — Sl —i(k—p)R; 45

ikp = 9; CipCple , (4.5)

e, entdo, a interac¢ao na interface € escrita como:

Hy = vd_ZZ Alkp+Alkp) (46)
Ne i kp

Usando os operadores nimero dos elétrons up e down, podemos calcular a corrente de spin

na interface como /5 = %% Yy (C;TC‘IT — cj] 1Cq i) . A equacdo de evolucdo temporal de Heisenberg

ZZ ikp lkP (4.7)

i kp

fornece:
—2iJ, sd

Dentro da teoria de resposta linear, usando a equacao (3.116), o valor esperado do operador

de corrente de spin é dado por:

1) Nzﬁzzz [ Ry 4 Al (), Al ()i 0] )y 48)

i,j kp k'p'

A dependéncia temporal dos operadores que compdem A, considerando que o calculo €
realizado no formalismo de interagdo, € ditada por fun¢gdes dependentes das autoenergias como

visto na se¢do 3.3. Assim, [Ay,(1),Au,(t')] = [Afkp( ), Ajkp

(f)| = 0. Ademais apenas termos
diagonais do tipo (c;f 5Cla) = <cZ 5Cko) Ok ¢ sobrevivem a média calculada nos hamiltonianos
ndo perturbados (0 mesmo se aplica para termos <ck/(,c;£ ). Aplicando essas consideracdes, a

equacgao (4.8) torna-se:

2
L) fv"zﬁZZ / at' (([Agep(t). Al (0o — (Al () Aup)])o) . 49)

i,j kp
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Note que, se z = ([A , (1), ATk ( )]), entdo 7* = ([Ajkp( "), Aup(t)]). Assim, o termo den-
)=

tro da integral é z+z* = 2Re(z Im(iz) e obtemos

4J2 A
1) =352 L L [ dr 2Re (A}, () Auy 0)]o).
i,j kp
8J2 / A / /
) = Nz‘;’z;%/ dr'6(t ) (i(Aupt =), AL, (' =1 Vo) . (4.10)

como a dependéncia € apenas do intervalo de tempo, subtraimos ¢’ de todos tempos. Além

disso, podemos fazer a substitui¢do de varidveis " =t —¢’, logo

2
1) =SB YT [~ a0 (i ()4}, OD0). @D

i,j kp

Por fim, definindo a funcéo retardada Uye(t) = %’O(r) ([Aikp( 1), Ajkp<0>]>0 , temos

(L) = (ZJS" ) Y'Y Im / dt Ure((t) (4.12)

i,j kp

Para encontrar a fungdo retardada, precisamos calcular, dentre outras coisas, o valor es-
perado dos operadores de spin da parte magnética. Portanto, para seguir em frente, iremos

investigar mais a fundo a parte magnética em questao.

4.2 Funcao retardada

A funcio retardada na corrente de spin envolve a soma de dois termos referentes ao comu-
tador dos operadores A, (1), porém é possivel realizar uma abordagem diferente em termos da

correlagdo definida por:

Fubt) = (Aup(D)A%,(0))o, 4.13)
Fb(t) = (S; ()L, (1)ep (0)SF(0)E) (0)ér(0))g e "k PIAT, (4.14)

Pelo Teorema de Wick [42], podemos trocar o valor esperado de todos os operadores pelas
combinacdes entre os valores esperados de cada par de operadores, apds remover a dependéncia
temporal dos operadores. Note que, para um condutor normal, temos que <62T(t)ék¢(0)>0 =
fire®/h e <ép¢(t)é;¢(0))0 = (1— f,y) e """ com as distribuicoes de Fermi-Dirac dadas

por
1

f(&4o) = P 1 (4.15)

em que &, = € — Ug. Adotando a notagdo Dl._j+(t) = (S, (t)S;r (0))o para a fungdo correlacdo
da regido magnética e gi,(¢) = €' i(e—£p)t/h g correlagdo é escrita como

Fiih () = fir (1= fp)e S PAT D (1)gy, (1), (416)

45



Realizando a transformada de Fourier, obtemos

Fp@)= | dtFh (1)e', 4.17)
Bt () B _ik—p)ar [~7dV A+
Fiiip (@) = fig (1= fp) e T 8ip(® —V)D;; " (v), (4.18)
o0 T

em que D7 (t) = [ LD (v)e™', gip(0— V) = [di gip (1) ™V =28 (Vi — v, + 0 — V),
Vi = %, vV, = %” Note que a funcao delta fornece a equacao de conservacio de energia:

épl =En+ho—hv+Au. (4.19)

Podemos reescrever as distribuicoes de Fermi como f(vi) = [ ‘é—‘;; 2n0(V —vip) f(V) e
f(VpO = f(VkT —FQ“ +ow— V), definindo Vi = ékT/h, Vpl = ém/ﬁ e Q‘H = A,Ll/ﬁ. Assim, a
correlacdo assume a forma

Frh () = e~iplar [ 4y D rV) 1= f(vig +Qu+ 0 — V)] x
At (V)Ap (V' =V +Qu + 0) D7 (v), (4.20)

com as fun¢des espectrais dadas por:

A (V') =278(V' — vin), (4.21)

Ay (V=v+Qu+0) =218V = v+Qu+0—V,). (4.22)

4.2.1 Aproximacio de baixas temperaturas

Primeiro, podemos simplificar as distribuicdes de Fermi usando a relagdo

fv) [1=f(vp)] = [];(ﬁv(’gg_gpgik?] : (4.23)

As distribui¢cdes de Fermi sao consideravelmente insensiveis ao aumento da temperatura.
Para observar mudancas aprecidveis nessa distribui¢do, seriam necessarios aumentos de tempe-
ratura significativamente superiores a temperatura ambiente.

Portanto, adotaremos a aproximacao

fe+e)~ f(5)—ed(E). (4.24)

Assumindo que somente baixas frequéncias contribuem na parte magnética e a diferenca
entre o potencial quimico dos elétrons up e down € pequena, reescrevemos a equagao (4.23),

utilizando as funcdes delta das equacdes (4.21) e (4.22), como

(o) = Fvi)]  (v—Qu—0)5(V')
eﬁﬁ(v—Qu—w) -1 eﬁh(v—Q“—(o) —1 ’

(4.25)
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Considerando que a densidade de estados eletronicos permanece praticamente constante
para energias proximas ao potencial quimico [55] e utilizando o resultado acima, € possivel

aproximar as integrais da equagao (4.20) por

~ —i(k—1)Ar dv (v—o—Q,) ~_
Fol(o)~e (k p)AAkT(O)AN(o) Eeé(V—(O—Qu) 5)1 ij+(v).

. (4.26)

Os indices de momento podem ser eliminados realizando a integracdo sobre k e p, que

justifica a definicao:

v (v-0—-Qyu) ~ .

-+ ~ .. 2 -
Fij ((1)) ~ |Clj| o gﬁh("_w—gu) 1 ij (V), (427)
onde o coeficiente |C;; 2= CT Ci ¢ fornecido por integrais do tipo:
&Pk
27)° e KA DT S (8 — lo).- (4.28)

Como em condutores a energia é dada por & = k h

\/_
n

, podemos escrever o potencial quimico

como ky = , permitindo reescrever a fun¢ao delta de Dirac como

S — ) = [6(k—ki)+8(k+kp)] . (4.29)

h2k

Definimos os eixos do espago reciproco de forma que lgy || A¥, como ilustra a figura (4.2), de

forma que:
k-AF = kArcos6. (4.30)
Arl S
K
0

K,

Figura 4.2: Sistema de Coordenadas no espago reciproco.

Assim, utilizando as equacdes (4.29) e (4.30), a equacido (4.28) se torna:

+ mVeky (sin kTAr> mV, k¢ Vet Gine (ke Ar), 431)

Uomh \ kAr 7h

em que definimos a fungdo sinc(k4Ar) = (%). Adotando p| = k|, de forma similar obte-
mos a segunda integral:
ch = VR ek ) (4.32)
yo= sinc r). .
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Para i e j localizados no mesmo sitio, temos que Ar — 0 e sinc(k;Ar) — 1. Préximo ao nivel
de Fermi o comprimento de onda de Fermi Ay é da mesma ordem de grandeza do espagcamento
de rede a, que fornece ksa ~ 27 e sinc(ksa) ~ 0, 1. Entdo, para o caso em que i e j sdo primeiros

vizinhos (i # j), podemos utilizar a aproximacdo de localidade [55]:
sinc(k| Ar)sinc(kyAr) ~ §;. (4.33)

Portanto, a correlagdo ¢ aproximadamente local F;;(®) ~ Fj;(®)&;;. Com os resultados das

integrais em (4.28) e (4.32), a correlagdo € dada por

. dv. v—o—-Q .
F: (o) = (nhpr)* Eeﬁﬁ(v—w—9u>u_1Dii+(V)' (4.34)

em que, como foi adotado pouca variagdo em torno do nivel de Fermi dos elétrons na parte
condutora, podemos fazer k+ = k| = kp e utilizamos a densidade de estados eletronicos no nivel

de Fermi pr = mV kr/ T2h?,

4.2.2 Susceptibilidade

Com o resultado da correlacdo obtido na se¢@o anterior, precisamos escrever a corrente de
spin em termos da correlagcdo. A susceptibilidadeé definida, em termos da func¢do retardada da
equacgao (4.12), como N

Ziikp (@) = / it Ua(r) e, (4.35)

dessa forma, a corrente de spin na interface € fornecida por

(I,) = (2Jsd) Zlm{):x,jkp (0 =0) } (4.36)

Tt (@) = /_i dt 7, (1) €, com x,-jkp(t):—ée(z)<[fi,-k,,(t),Ajkp(om. (4.37)

A relagdo entre a correlacdo e a susceptibilidade € obtida diretamente. De fato, evidenci-
ando a parte real e imagindria da susceptibilidade ¥;jx,(®) = ¥/ jkp(a)) + i)Zi’}kp(a)), podemos
escrever: '

Tp@) = 5 [t (jeole) = 2 (1)) €, (4.38)
para obter:
L) = 5 [a (—g) [0(1) (Aip (VAT (0)) + (AT, (0)Ai, (1))

+ 0(=1){Aip(0)AT (—1)) + (AT, (=) (0))] . (4.39)

Portanto, a parte imagindria da susceptibilidade é dada por:

Tiipl©) =~ [ae [00) (Fih (o)~ Fi, ) +6(=0) (Eh )~ oy 0) | €, @.40)
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em que utilizamos a defini¢do:

Flio (6) = (A (0)A i (1)) (4.41)

Entao, realizando a integracdo nos indices dos momentos, temos

/dt SO -Fim) 100 (Fr - F )|, @4
As transformadas de Fourier sdo fornecidas por:
Fr)= [ L B (v) e (4.43)
11 27[ 12 ’ :
. +i 1
i(o—v)t _ — g —

/dt 0 (1) e L ilp( o >+7r5(a) V), (4.44)
em que P( ) denota o valor principal de Cauchy. A expressdo para a susceptibilidade se
torna:

" 1 dv i - -
7. = — [ — | ——— V |F7T"(v)=F ]_
%ij(@) ) 3 (a)—v+ie) A= Fw)
i ~_ S
) (m) i m-F o)) (4.45)

em que, no espaco das frequéncias, FJ* segue a mesma aproximacdo que F};*, ou seja,

FJ* (0) ~ F;/~ (®)8;;. Dessa forma, obtemos a parte imagindria da susceptibilidade em termos
et oo

de Fi ek

ojj [d =
i) =32 [ [2r8(w-v)F; (v) - 218(0-VF ()], @46)
o) = — b [Ft () _ Ft- 447
Hj(@) = 3L |F (@)~ F (o). (4.47)

A relagdo entre Fj; " e F;/~ é fornecida no Apéndice A, pela equagio (A.2c). Assim, a

susceptibilidade € expressa como:

5 ) -
1) =32 (1 e W"’*AP‘))Fiﬁ(w). (4.48)

Finalmente, a corrente de spin pode ser escrita como:

w=2(2) Late=0=2 () Lz, 6o

N, ) & N ) &

onde r € a posi¢cao da célula unitdria contendo as sub-redes A e B, e a susceptibilidade é:

_n h(ﬁpF)z —BA teodv V—Q'u —
xrA/B:_ 2 (1_€ “) /_oo Ee'ﬁﬁ(\;_gu) DrA/B( ) (4-50)
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5 Modelo de Kitaev

Entre os diversos sistemas em fisica tedrica, apenas uma fragdo limitada admite solucdes
exatas. Exemplos classicos incluem o oscilador harmonico quantico e seu andlogo na formula-
cdo de operadores de criacdo e aniquilagdo na segunda quantizacdo. No entanto, em 2006, Ale-
xei Kitaev introduziu um modelo que ampliou significativamente este conjunto, apresentando
um hamiltoniano exatamente soliivel com propriedades profundamente inovadoras, descrito no
artigo seminal "Anyons in an exactly solved model and beyond"[4].

O modelo de Kitaev, formulado em uma rede bidimensional de spins, revelou-se um dos
sistemas mais importantes no estudo de fases topoldgicas da matéria. Ele ndo apenas exempli-
fica um sistema com solucdo exata com interagdes complexas, mas também oferece um terreno
fértil para explorar fendmenos emergentes como excitagdes de quasiparticulas fraciondrias e a
realizacdo de anyons, fundamentais para propostas de computacio quantica topoldgica.

Particulas bosonicas e fermionicas sdo descritas por estados que adquirem uma fase +1
ou —1 quando duas particulas sdo trocadas, respectivamente. No entanto, em duas dimensoes
espaciais, existem outros tipos de particulas, conhecidas como topoldgicas, que obedecem uma
estatistica de troca diferente. Essas particulas, denominadas anyons, adquirem fases complexas
ao serem trocadas. O termo anyon reflete que essas particulas podem apresentar qualquer (any)
estatistica de troca ou spin.

Além disso, o modelo de Kitaev exibe, em seu estado fundamental, uma fase de liquido de
spin quantico [54]. Alguns estudos destacam a possibilidade de modelos honeycomb serem os
primeiros sistemas topoldgicos de spin a serem realizados em laboratério [57], devido a rela-
tiva simplicidade de sua estrutura. Pesquisas recentes utilizando materiais com essa geometria
tém mostrado resultados promissores [58], bem como a exploracdo de modelos mais gerais,
incorporando termos de troca de Heisenberg [59, 60].

Embora os avancos tedricos no estudo de LSQ sejam notdveis, as metodologias experimen-
tais enfrentam desafios significativos na detec¢@o concreta desses estados [54]. Nesse contexto,
torna-se crucial a busca por novas assinaturas caracteristicas de LSQ que sejam acessiveis ex-
perimentalmente. Considerando a infraestrutura de diversos laboratérios para manipulagdo e
deteccao de correntes de spin, identificar uma assinatura robusta em tais correntes pode abrir
novas perspectivas de pesquisa.

E importante ressaltar o grande interesse académico no tema. Dois paradigmas importantes
na fisica sdo quebrados em sistemas de LSQ; o surgimento de leis de conservacao a partir de
simetrias do sistema, cujas regras de fusdo dos anyons ndo s@o descritas por grupos simétricos
convencionais, € as quebras espontaneas de simetria em transicoes de fase de Landau, onde as
ordens topoldgicas ndo requerem quebras de simetria para emergirem [4].

Existem vdrias abordagens para resolver o modelo de Kitaev. Contudo, neste trabalho,
seguiremos as transformacgdes propostas por Kitaev em seu artigo original, combinadas com

escolhas feitas na tese de Knolle [54].
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5.1 Hamiltoniano de Kitaev

O modelo de Kitaev € um sistema de graus de liberdade de spin 1/2 dispostos em sitios de
uma rede bidimensional hexagonal infinita que pode ser subdividida em duas sub-redes, como
ilustra a figura (5.1). Os spins da rede interagem somente entre primeiros vizinhos via interacoes
de troca do tipo Ising de trés tipos diferentes, dependendo da conexao entre os sitios, denotadas

de conexdes ou conexdes X, y € z, portanto se trata de um modelo anisotrépico.

Figura 5.1: Em (A) € ilustrado a rede bidimensional com os conexdes X, y e z, onde as sub-
redes sdo diferenciadas pelos sitios com circulos preenchidos e vazios. Em (B) temos os blocos
fundamentais para construcao da rede, representando os conexdes X, y € z isolados. Retirado de

[4].

O hamiltoniano, dividido em trés termos referentes aos tipos de conexdes, € dado pela ex-

pressao:

_ X X Yy <Y I ~Z
H=—-J. ) oioj—-J ) ojoj—-J Y oo (5.1)
(i,j)€x-links (i,j)€y-links (i,j)€z-links

com Jy, Jy e J; sdo parametros de acoplamento do modelo com dimensao de energia. Utilizando
a representagdo da segdo (3.5.4) com operador de projegdo definido na equagdo (3.79) 6 =

P(ib%c;)P, reescrevemos o hamiltoniano, em termos das projegdes H = PHP, como:
H=P Z ixuijcicj+ Z iJyuijcicj+ Z iJoujjcicj | P, 5.2)
(i,jy€x-links (i,j)€y-links (i,j)€z-links

em que definimos os operadores de campo bosdnicos referente a conexao o como u;j = ibf‘bf‘,

denominados operadores de ligacdo, com propriedades:

“:Tj = Uij, (5.3a)
(uij)* =1, (5.3b)
Uij = —uUjj, (530)

diretamente, usando a segunda equagio acima, o operador u;; pode ser diagonalizado com au-
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tovalores +1. Podemos escrever o hamiltoniano de forma mais compacta como:

H=P ( Y idauijcic j> P (5.4)
(i)

€a-links

5.2 Simetrias e campos de calibre

O modelo possui diversas grandezas conservadas, conforme apontado por Kitaev em seu
estudo original. Por exemplo, para uma plaqueta "p", composta pelas seis arestas de um he-
xdgono, como ilustrado na figura (5.2), podemos definir o operador de fluxo, cujo nome sera

esclarecido posteriormente, pelo produto das componentes dos spins que apontam para fora da

plaqueta:
W, = 0] 0)0;0;0:0;. (5.5)
3
2 4
1 5

Figura 5.2

Note que o operador de fluxo comuta com o hamiltoniano, [H, Wp] =0, tornando-o estatico.
Além disso, operadores de fluxo de diferentes plaquetas também comutam entre si, [W,, W] =
0. E possivel mostrar que sz = 1, de onde se conclui que o operador de fluxo possui dois
autovalores: w, = +1, denominado livre de fluxo, € w, = —1, denominado com fluxo. Assim,
o espaco de Hilbert do sistema pode ser decomposto em setores definidos pelos fluxos nas
plaquetas, ou seja:

H= D Hw) 56)
{wi,...,wn }

Retornando ao operador de ligacdo u;;, e utilizando a representagdo de Kitaev na equagio

(5.5) com a restricdo dada pela equacao (3.74), podemos reescrever o operador de fluxo no

espaco fisico como:

W), = upjup3uszugsuesie, - (5.7)

Uma particula se movendo ao redor da plaqueta p adquire uma fase £1 correspondente ao
autovalor do fluxo, de maneira andloga ao efeito de Aharonov-Bohm.

O operador de ligacdao pode ser diagonalizado com autovalores +1. Utilizando a equacao
(3.63), podemos parear os férmions de Majorana do tipo b para formar férmions complexos

de ligacdo [64, 63]:
_bf‘+ib7 _bf‘—ib?‘ sg
Xiha= " Xijye™ 53 (5.8)



de modo que a paridade de ocupagdo dos férmions Y, ; , corresponde aos autoestados de u;j,

ou seja:
wij=1=2); o Xij)a (5.9)
Se o estado do férmion complexo estiver desocupado, x<Ti7j>a Xiij)e = 0, temos u;; = +1.
Caso contrdrio, se o estado estiver ocupado, o autovalor serd u;; = —1. Assim, o operador de

ligacdo emaranha sitios vizinhos, pois os férmions complexos sdo formados pelo pareamento
de férmions de Majorana de sitios diferentes. Por outro lado, o operador D;, utilizado na cons-
tru¢do do operador de projecdo na equacdo (3.75), € construido com operadores de Majorana
no mesmo sitio. Dessa forma, a diagonaliza¢do do operador de ligacdo gera estados em que 0s
D; ndo sdo diagonais [61].

Para compreender a relevancia destes operadores, devemos considerar uma simetria adici-
onal na representacdo discutida na se¢do (3.5.4). Esta simetria envolve a transformacao simul-
tanea ¢; — Wic; e b¥ — w;b¥, com ; = 1. Essa redundéncia local Z, reflete uma simetria de
calibre associada a representacdo das matrizes de spin.

O operador de ligagdo nas conexdes vizinhas da rede transforma-se como u;; — Wu;jl;,
comportando-se como um campo de calibre Z,, enquanto os operadores D; atuam como gera-

dores de transformacdes locais de calibre para os férmions de Majorana:
DiCiDi = —Cy, D,’bqu,' = —blq, (510)

com comportamento andlogo para o campo de calibre u;;. Os estados fisicos, selecionados
pelo operador de projecdo definido pela equacdo (3.79), sdo invariantes de calibre [43]. Isto é
esperado, pois o sistema original antes da troca pela representacao de Kitaev ndo possuia a re-
dundancia Z,. O operador de projecao realiza, assim, uma média sobre todas as transformacdes
de calibre.

Os estados nao fisicos surgem porque o fluxo W), expresso como o produto dos campos de
calibre em uma plaqueta, mantém-se conservado. Embora setores do hamiltoniano sejam clas-
sificados pelos autovalores dos fluxos em cada plaqueta, diferentes configuracdes dos campos
de calibre podem resultar no mesmo fluxo, introduzindo redundancias. Para uma rede com N
sitios, ha 2V escolhas possiveis para os campos ;, gerando 2V estados degenerados de H.

Como demonstrado por Knolle e colaboradores [54], um operador O composto por produtos
arbitrarios de operadores de spin que ndo alterem o nimero de ocupacao dos férmions comple-
xos de ligacdo possui elementos de matriz independentes da projecao. Em outras palavras, dado

um autoestado |¢) de H, temos:

(9|POP|9) = (¢]0]9). (5.11)

Como estamos interessados no célculo da corrente de spin, que envolve operadores deste
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tipo, focaremos, a partir de agora, no hamiltoniano H, dado por:

A I
H= EZlJi,j”ijciCj- (512)

i,J

Para todas as conexoes, temos as seguintes relagdes de comutagao: [u; j,cx] =0, [u; j,ux ;] =
0e [u; j,FI] = 0, para quaisquer indices i, j, k € [. Isso implica que os campos de calibre u; ;
sdo estaticos e podem ser diagonalizados independentemente em cada conexdo. O sistema se
reduz, portanto, a operadores de Majorana c; acoplados a um campo de fundo estético descrito
por uma teoria de calibre Z,, como ilustrado na figura (5.3). Assim, ao fixar os autovalores
do campo de calibre em cada conexao, o hamiltoniano torna-se quadratico nos operadores de
Majorana c;.

Figura 5.3: Os férmions de Majorana b* formam campos de calibre que compdem o fluxo W,,.
Os férmions de Majorana c¢; tornam-se livres, salvo pela fixacao de um calibre. Imagem retirada
de [43].

Os férmions de Majorana restantes, apos fixar o calibre, precisam ser acoplados em pares,
como discutido na secdo (3.5.3). Para tal, definimos os férmions complexos de matéria aco-
plando os Majoranas em uma célula unitdria localizada na posi¢do r, composta por um sitio da
sub-rede A e um sitio da sub-rede B, da seguinte forma [64, 63]:

__ Car +icpy

f = 5 (5.13)

Agora, podemos descrever o espaco de Hilbert de H como o produto tensorial dos setores
de fluxo e matéria, |¢p) = |F) ® [M), correspondendo a ocupagio dos férmions de ligagdo (ou de
calibre) e dos férmions de matéria, respectivamente. Para simplificar a nota¢do, omitimos indi-
ces nos kets que diferenciariam o hamiltoniano com os campos de calibre de seus autovalores,

considerando os propésitos do trabalho.

5.3 Estado fundamental do setor sem fluxo

Fixando o calibre, o hamiltoniano de Kitaev torna-se quadrético, permitindo uma solucao
exata. No entanto, qual configuracido deve ser escolhida para determinar, por exemplo, o es-
tado fundamental do sistema? Kitaev solucionou este problema inicialmente com simulacdes

computacionais [4] e, posteriormente, utilizando o elegante teorema de Lieb [65]. Ambos os
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métodos concluiram que o estado fundamental do sistema ocorre no setor sem fluxo, ou seja,
todos os autovalores dos fluxos satisfazem w, = +1. Existem diversas escolhas de calibre que
fornecem essa configuracao; assim, fixamos, como proposto por Kitaev, todos os campos de
calibre com autovalor u; ; = 1, onde i € sub-rede-A e j € sub-rede-B. O hamiltoniano de Kitaev

para o estado fundamental assume a forma

N | «.
H() = EZZJ,'JC,'C]'. (5.14)
]
Para uma rede com condi¢des de contorno periddicas e espacamento a = 1, definimos a
célula unitéria na posicdo r, formada por dois sitios das duas sub-redes, com os vetores de base

n,=n; = %H— ‘/Tgf, n,=n; = #f#— %fe n; = 0, como ilustrado na figura (5.4).

Figura 5.4

Acoplando os férmions complexos de matéria utilizando a equacao (5.13), definimos a trans-

formada de Fourier:

1 .
_ } : iq.r
fr N \/Nu q fqe 7 (515)

onde N, € o nimero de células unitarias. O hamiltoniano no setor sem fluxo transforma-se em

Re(S,)  iIm(S,) fq
. - , 5.16
0 Xq:(fq f q) (—iIm(Sq) —Re(Sq)> <qu> o

onde S; =Y Joe' 9™ =Re(S,) +ilm(S,). Para diagonalizar o hamiltoniano, como descrito na

secdo (3.4.2), aplicamos a transformagdo de Bogoliubov [54]

Im(S,)
. . +
fq=cos0a,+isin@_4a’ ,, tan26, = _Re(SZ) , (5.17)
resultando no hamiltoniano diagonalizado:
i 1
Hy=Y 2|8, agaq =75 | (5.18)
q
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Os operadores diagonalizados mantém o cardter de férmions complexos, pois a transforma-
cdo de Bogoliubov ndo altera a estatistica de troca. O estado fundamental do setor sem fluxo
€ definido como o estado totalmente desocupado pelos férmions a,, satisfazendo a condigdo
ay|My) = 0, com energia Eg = — Y., |Sg].

Ressalta-se que estamos analisando apenas o espectro de energia dos férmions de matéria.
As excitagoes aII|M0) possuem energia E, = 2|S,|. Dependendo dos valores das constantes de
acoplamento J, 0 espectro de excitagdes pode apresentar gap ou ser gapless.

Quando |J;| < |Jx| + |Jy|, incluindo suas permutagdes, o espectro é gapless [4], caracteri-
zando a fase B no Diagrama (5.5). Nesse caso, as excitacdes de menor energia sdo os férmions
de matéria, devido ao gap nos setores de fluxo. Um exemplo ocorre na isotropia das cons-
tantes de acoplamento (Jy = J, = J, = J), resultando em dois pontos de Dirac localizados em
Q=% (&,—%), com dispersio linear E(q) =< |q| [54].

Conforme as constantes de acoplamento tornam-se anisotropicas, os pontos de Dirac movem-
se pela zona de Brillouin até se encontrarem e se aniquilarem, gerando as fases gapped. Essas
fases obedecem a condigdo |J;| > |Ji| + |Jy| (e suas permutagdes) e sdo caracterizadas como
as fases Ay no Diagrama (5.5). O aumento da anisotropia amplia a lacuna de energia no es-
pectro de particulas Unicas, superando eventualmente a lacuna de energia dos setores de fluxo,

tornando as excitagdes de fluxo as de menor energia.

Figura 5.5: Diagrama de fases fixando J, +Jy, +J, = 1, com as fases gapped representadas pelos
triangulos em torno dos Ay’s (¢ = x,Y,z, referente a constante predominante), e a fase gapless
representada pelo tridngulo B. A cor indica o tamanho da lacuna (gap) de energia para uma
Unica particula, com valores maiores nos extremos. Adaptado de [54].

Além das duas caracteristicas de liquido de spin ja discutidas, a fracionalizacdo, decor-
rente da representacdo de Kitaev, e a emergéncia de estruturas de calibre, o modelo de Kitaev
apresenta a que é considerada a caracteristica definidora mais proeminente de um LSQ [54]: a
auséncia de ordem magnética de longo alcance, mesmo em 7" = 0. Em outras palavras, a fun-
cdo de correlacao de spin € de curto alcance, mesmo em temperatura nula. Esses aspectos serdo

explorados com mais detalhes na se¢cdo seguinte.

56



5.4 Funcoes correlacao de spin

Para calcular o valor esperado da corrente de spin, é necessdrio compreender o compor-
tamento das func¢des de correlacdo de spin no modelo de Kitaev. Apesar da simplicidade do
hamiltoniano e da representacao de Kitaev via férmions de Majorana, pode-se cometer o equi-
voco de supor que essa simplicidade se estenda a dinamica das fungdes de correlagdo de spin.
No entanto, determinar essa correlagdo dinamica pode ser uma tarefa mais complexa e demo-
rada do que encontrar a solucdo exata do espectro de energia, como demonstrado pela cadeia
de Heisenberg unidimensional, que teve um intervalo de quase um século entre a obtencdo de
ambas as solugdes [66].

Felizmente, Baskaran e colaboradores [64] mostraram que as func¢des de correlacdo de spin
sdo extremamente locais, diferindo de zero apenas para o mesmo sitio ou para sitios vizinhos.
Posteriormente, Knolle e colaboradores [54] conseguiram mapear e encontrar uma solug¢ao
exata para as excitagcdes quanticas locais. Nesta secdo, apresentaremos brevemente os resul-

tados notéveis obtidos por esses autores.

5.4.1 Mapeamento no setor sem fluxo

Devido a todos os fatores discutidos anteriormente, consideraremos o sistema em seu estado
livre de fluxos. Definimos o estado fundamental como |0) = |Fj)|My), com a escolha de calibre
adotada nas se¢Oes anteriores: u; ; = +1. A fungdo correlacdo de spin entre os sitios i € j na
rede € definida como

2P (1) = (0|c% (1) 5% (0)[0), (5.19)

com & e f3 relativos as componentes dos spins x, y e z. Usando o acoplamento dos férmions
de ligacdo definidos na equacao (5.8), com todos os estados ocupados para o calibre escolhido,
equagdo (3.69) como

Xii.j)e|F0) = |Fo), podemos reescrever os operadores de spin na representagdo da

o = ic,‘(x@-?j)a +x<T. j>a)’ com i € sub-rede A, (5.20a)
= Cj(X(:pj)a —xf , a), com j € sub-rede B. (5.20b)

Utilizando os operadores acima, temos:

SEP () = (Mol lics(1) (s (1) + 2, (1) (0) i, (0) = 25, (O))IFo) IMo)., (5:21)

pelo calibre escolhido, x{t'.j)a |Fo) = 0, a equagdo toma a forma simplificada:

SEP (1) = (Mol (Folici(0)t], (1) (0) 20,5, | Fo) [Mo)- (5.22)

ou de forma equivalente, usando a evolucdo temporal de Heisenberg para os operadores em
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termos do hamiltoniano total de Kitaev, temos

iHt __iHt
S (0) = (Mo[(Rolie ™ cixt; 1, e~ ™ ¢j2(v [ Fo) [ Mo)- (5.23)

A diagonalizacdo do modelo de Kitaev foi realizada sobre os férmions de matéria e, por-
tanto, expressoes escritas apenas em termos destes sdo mais convenientes. Como ja conhecemos
os valores de ocupagdo dos férmions de ligagdo, é necessario apenas os posicionar a direita para
aplicacdo nos estados de calibre. Considerando que a comutac¢do entre os férmions de ligacdo
e os férmions de Majorana é conhecida, basta lidar com a comuta¢do com o termo de evolugdo

temporal. Para isso, utilizaremos a seguinte identidade [67]:
Be* =" PB, se|A,B|=DBe [D,B] =0. (5.24)

Como discutido na secao (5.2), o hamiltoniano é composto pelos campos de calibre, ex-
.i_ , . . s . 2
pressos como u; j = 1 — 2%<i,j>a X(i.j)q> © Pelos férmions de Majorana de matéria. O calculo do

comutador com o hamiltoniano envolve dois resultados principais para os operadores de matéria

e ligacéo: [cicj,x&ﬁa] =0e [xZi,jmx(ivﬁa’%zi,j}a/] = 506706’755',/')“/' A partir disso, obtemos:

__iHt _ it .
e " =e Hunalyl | (5.25)

onde definimos V, = —2iJgcicj. O novo termo na exponencial pode ser interpretado como

Li)a
um hamiltoniano Hy = Ho+V; j,,» que introduz uma mudanga local de sinal na conexao (i, )a-
Isso corresponde a uma troca nos autovalores do campo de calibre e a adi¢do de dois fluxos nas
plaquetas que compartilham a conexido como aresta. Assim, a comutagdo altera o nimero de
ocupacao do férmion de ligagao.

Com isso, podemos calcular e eliminar os estados de calibre. No setor sem fluxo e para o

calibre escolhido, temos:
(ROl )5 | Fo) = B e (5.26)

Desta forma, a fungdo correlagdo de spin € de curto alcance, sendo ndao nula apenas para
primeiros vizinhos nas conexdes especificas. Além disso, apenas componentes iguais dos ope-
radores de spin resultam em valores diferentes de zero. Assim, em termos apenas do setor de
matéria, temos parai € A e j € B [64]:

iHpt —it

Sf".ﬁ (1) = (Mplie m cje 0

i (H0+V<i-j>a)0j’M0>5aB 6<i7j>a' (5.27)

A base para compreender a origem desse comportamento foi discutida na se¢do (5.2). Os
operadores de spin s@o compostos por férmions de ligagcdo, cuja atuacdo altera o nimero de
ocupacdo do acoplamento entre dois vizinhos, e, portanto, o campo de calibre. Como o fluxo
€ dado pela multiplicacdo dos autovalores dos campos de calibre em uma plaqueta, a atuagdo
do operador de spin altera o autovalor do fluxo a esquerda e a direita da conexao, como ilus-

trado na figura (5.6). Quando dois operadores de spin correspondem a sitios ndo vizinhos, o

58



acréscimo dos fluxos leva o autoestado para setores topoldgicos de fluxos ortogonais ao estado

fundamental, resultando em um elemento de matriz nulo: (My|Mp) = 0.

(1) (i) (iii) (iv)

Figura 5.6: Ilustracio da atuacdo de diversos operadores de spin no modelo de Kitaev. Em (1),
o operador o7 altera o autovalor do campo de calibre na conexdo i, j (em vermelho), com j
definido pela componente do spin. Atuar duas vezes na mesma conexao retorna o sistema ao
estado sem fluxo, como mostrado em (iii). No entanto, a atuagdo em conexdes distintas resulta
em fluxos adicionais, levando o sistema a setores de fluxo topologicamente ortogonais ao estado
fundamental, como em (ii) e (iv). Retirado de [54].

Os operadores de spin, na representacao de Kitaev, podem ser escritos simbolicamente como
[54]:

. y~yesquerda~_direita
of =il Lo i (>28)

~ esquerda(direita) . ..
onde os operadores H<i(}>a acrescentam ou removem um fluxo a esquerda (direita) da

conexdo. Apenas combinacdes de operadores que adicionam e removem os mesmos fluxos
contribuem para o cdlculo da fun¢do correlagao.
Apesar de termos escrito a func@o correlagdo em termos do setor de matéria, resta um de-

safio: as evolugdes temporais associadas a Hy e Ho +V; embora quadraticas nos férmi-

J)a
ons de Majorana de matéria, apresentam um descompasso, configurando um problema de nao-
equilibrio. Como discutido em detalhe por Knolle e colaboradores [54], o férmion de Majorana
adicionado ao estado fundamental evolui no tempo sob um hamiltoniano distinto de Hy. Na
préxima secao, abordaremos como corrigir esse descompasso para aplicar os conhecimentos da
secdo 3.6.1 [54].

Observe que a fungdo correlagdo para S¥ pode ser transformada em S$™ ou $*Y por meio
de uma troca ciclica nas constantes de interacdo [54]. Em virtude disto, seguindo a escolha
de Knolle e colaboradores, procederemos apenas ao cédlculo de $**. Considerando uma célula
unitdria centrada em r, como ilustrado na figura (5.4), existem quatro combinacgdes possiveis de

sitios nas sub-redes A e B [54]:

% oe(t) = —ilMole T care™ FHHVen) e[ Mo), (5.29a)
% (1) = (Mole ™ care™ HHO Vi) e, M), (5.29b)
Bee(t) = <M0|€iHT?tCBre_%(H°+V<i’j>z)CBr|M0>, (5.29¢)
Brar(t) = i(Mole " cpre™ HHOHVih) o0 Mo). (5.29d)
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5.4.2 Aproximacio adiabatica

Demonstraremos a solu¢do apenas para a fungdo de correlagdo S5.,.(f), sendo as demais
resolvidas de forma andloga. A equacgdo (5.29b) indica que cada atuacdo dos operadores de
spin adiciona o mesmo par de fluxos 7 nas plaquetas adjacentes a conexao z da célula unitaria
localizada em r (representada pelo potencial V; ;) ), além de introduzir um férmion de Majorana
na sub-rede A. Assim, a funcio de correlacdo descreve a dinamica desse férmion de Majorana
em um tempo ¢ apds o acréscimo repentino do fluxo em ¢ = 0 [55]. Baskaran e colaboradores
resolveram esse problema exatamente, tratando-o como um problema de espalhamento de raio-
X [64].

Posteriormente, Knolle e colaboradores aplicaram uma aproximag¢do de baixas energias,
na qual o potencial V;; € considerado ligado em um passado infinitamente remoto e suave-
mente desligado em um futuro infinitamente distante, similar a uma aproximacao adiabatica.
Essa abordagem € justificada pela presenca de um espectro de Dirac no modelo de Kitaev, que
apresenta uma densidade de estados linearmente nula para baixas energias [54].

A equacdo (5.29b) pode ser reescrita em termos do hamiltoniano com o par extra de fluxos,
H, = Hy+ V<,-’j>z, como:

f\ZrAr(t) ~ eiEot/h z<CAr€_iHZ[/hCAr>z, (5.30)

calculada em relagcdo ao estado fundamental de H,, diferentemente da equagdo (5.29b), cuja
média é calculada utilizando os estados de Hy.
Utilizando a relaciio e/£0t/1 (M| = e(Bo—Et/T (M |oH:1/1 obtemos:

—iAfpt/h
Gear(t) = ¢ (ear(t)ear(0))., (5.31)
onde cr (1) = eH:t/Ncye~ /M ¢ Ap = E, — E é a energia necessdria para adicionar os fluxos

[55]. Substituindo os operadores de Majorana por férmions complexos, temos:

ar) = =0+ K 0) (AO+£0)) (532)

Agora, o cdlculo da fun¢do de correlacdo reduz-se ao valor esperado calculado em termos do
hamiltoniano conhecido somado a um pequeno potencial adicional, podendo ser resolvido con-
forme abordado na secdo 3.6.1. Definindo a frequéncia correspondente a diferenca de energia

entre os setores topoldgicos como Qr = Ar /hi, obtemos no espago reciproco:

e—iQFl‘
) =~ X [aOF O+ (Fg(0) f (0)):+
u qq/
SO O+ (1)f (0)):] a9 (5.33)

Similarmente, obtém-se a fun¢ao correlacdo para o sitio da sub-rede B:

Shean(®) = (S0 = H©)) (KO = £ 0)) (5.34)
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que no espago dos momentos toma a forma:

e—ith
Siart) = S X | = a1 O+ (Fg(0)f () +
qq'
U OF ) 0y (0))] el (535)

Assim, a funcao correlagdo total, somando em todas células, € escrita como:

S%(1) = X [S50,(0) + S5, (1) (5.36)
$0) = =23 LU0+ U5 (0£0):]. (5.37)

ou, no espaco real:
S () = =2e 7Y [0 £ 0D+ (0 £0)):] (5.38)

5.5 Funcao de Green nao perturbada

Em vias de realizar o cdlculo da equacgdo (5.38), € necessdrio determinar primeiramente a
funcdo de Green para os férmions de matéria no modelo de Kitaev sem perturbacdes, ou seja,

no caso em que V, = 0. A funcdo de Green é, entdo, dada por:
VAGYA =—Zﬁ (1) £(0))oe" 49, (5.39)

que, utilizando a transformac¢do de Bogoliubov definida na equacgao (5.17), torna-se:

1
O f 0o = 5 Y([c0s yaq(r) +isinyay(1)] x
I/qul
[cos 6 7a,(0) — isin B,a, (0)])g 9T, (5.40)

Com base nos resultados obtidos na equagéo (5.18), podemos definir a frequéncia w, = E, /1

e a respectiva distribuicdo de Fermi-Dirac f, = f(E,), obtendo:
(fr(t)f = —Z ~100 cos? 0, (1 — f,) + €' sin 0, f,] . (5.41)
De forma similar, temos:

(fr(t)£+(0))o = —ZCOS 6,5sin 6, [ —iogt (1—-1y) —eiwfitfq} , (5.42)

mas, como a soma € realizada sobre um intervalo simétrico da zona de Brillouin, envolvendo
uma fungdo fmpar e uma funcao par, temos (f,(¢)f-(0))o = 0. Calculos semelhantes demons-

tram que (£ (t)£;(0))o = 0. Portanto, todos os termos andmalos podem ser ignorados.
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5.6 Funcao de Green magnética

No capitulo (4), demonstra-se que a corrente de spin na interface entre um condutor normal
e um material magnético depende da funcdo de Green magnética no espaco das frequéncias,
representada por DiT“ (v), conforme detalhado na equagio (4.50). A fungdo de Green magnética
encapsula os efeitos das excitacdes magnéticas e suas contribui¢des a dindmica da corrente de
spin.

Considere a fun¢do de Green magnética definida por:

+ (7 (£)S5(0))o + (87 (1)S5(0))o, (5.43)
que, usando a equacao (5.27), fornece a transformada de Fourier:
B+ v) = [ ar (S5 0S50+ (] (0)S) ()0 ) € (5.44)

Portanto iremos encontrar nessa se¢do a funcao correlacdo para z, pois, como discutido na
secdo (5.4.1), a correlagdo para as componentes x € y sdo obtidas a partir da correlagdo para
z permutando as constantes de troca. Assim, a fim de escrever a parte magnética em termos
apenas das func¢des retardadas e avancadas, as quais sdo fornecidas de forma mais simples pelo

formalismo de tempo imagindrio, definiremos outras funcdes de Green [42] para z:

hG; (1) = —i(f,(6) £1(0))z, (5.452)
Gy (1) = i(£1(0)£(0))z, (5.45b)
G (t) = —i(T; f+(t)£](0)), (5.45¢)

Gy (1) = —i0 () ({ (1) , £ (0)}):

= 1G,(t) — hGZ (), (5.46a)
AG (1) = i (=) ({£(1) , £(0)})z,
= 1G,(t) — hGZ (1). (5.46b)

Dessa forma, a equacio (5.38) pode ser reescrita como:
S%(t) = —2ie"*" Y h (G) (1) — Gy (1)), (5.47)
r
cuja transformada de Fourier é expressa como:

S%(v ——Zth/dte V(G (1)~ GR (1)) (5.48)
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§%(v) = =2in)_(G; (v—QF) =Gy (—v+Qr)). (5.49)

Como as fungdes de correlagdo para a célula unitdria ndo dependem da posicao da célula
[54], tem-se que ¥, G, = N,G. Nosso objetivo agora é encontrar G;=(V) escrita apenas em
termos das fungdes retardadas. Para isto, iremos primeiro achar uma relagio entre G=(Vv) e

G (v). Usando a propriedade ciclica da formulagio de tempo imagindrio:

(L)1) = ilfele—iBR)A(0):, (5.50)
assim podemos relacionar G (v) e G, (v) mediante uma substitui¢iio simples da forma:
AGE(Y) = i [ die{fule—iBR)A0): 551
Gs(v) = —e PGz (v). (5.52)
portanto, obtemos a relagao:

G (v) -G (v) = G7(v)—Gi(v)=(1+e P™)GZ(v), (5.53)
Gr(v) = (1= fw) (G (v) = Gt (v)) (5.54)

Como estamos considerando o limite de baixas temperaturas, ou seja, B > hv, é possivel
aproximar 1 — f(Av) =~ 6(v), com 6(v) sendo a func¢do degrau no espaco das frequéncias.

Desta forma, a equagdo (5.54) € reescrita como
G (v) = 6(v) (G;ﬂ(v) - ngV(v)) . (5.55)
Agora a equagdo (5.49), ap0s realizar a soma em r, pode ser escrita como:

S%E(v) = —2iliN,0(v — QF)[G"™ (v — Q) — GV (v — Qp )+
+ G(—v+Qr) — GV (—v+Qr)]. (5.56)

Note que G™ () = (GV(w))* e G" (®) — GV () = 2i InG" (w). Fazendo uso destes

resultados, finalmente temos:
§%(v) =4nN,0(v — QF) Im [G™ (v — QF) — G™ (—V + QF)] (5.57)

5.6.1 Funcao de Green retardada

Para determinar as funcdes de Green retardadas descritas na equacdo (5.57), podemos em-
pregar o formalismo de tempo imaginario [42]. A fun¢do de Green imagindria ordenada tem-

poralmente é definida como:

19, (t) = —(Tefy(T) £, (0)), (5.58)
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em que f,;(7) = e f,e~H:7. Utilizando o formalismo de interagdo (ver se¢do 3.6.2), obtemos:
Jq(7) = eTe T 0T T = 5(0,7) fy (7)S(, 0), (5.59)

onde Hj € o hamiltoniano de Kitaev sem a introdu¢do de fluxos adicionais. Assim, temos:
19,(1) =~ Tr(Tee PP (1)1 0)). (5.60)

A matriz de espalhamento no formalismo de tempo imagindrio é definida por:

S(B) = exp (—% /OBth’VZ(T’)> , (5.61)

desta forma, podemos reescrever a fungdo particdo com relacao ao hamiltoniano apds a inclusdo

dos fluxos como:
Z = Tr(e PH) = Tr(e HoT 0T e =HeT) — (S(B))o, (5.62)

e portanto a funcdo de Green no tempo imagindrio é:

- (T fo(T) 1 (0)S(B))o. (5.63)

A partir desse ponto, € possivel obter a funcao de Green ndo perturbada. Com base na se¢cao

5.5, expressamos:
19y (7) = cos® Qe (f, = 6(5)) —sin® 6,e™" (= 0(=7) . (5.64

e aplicando a transformada de Fourier, obtemos:

7(0) . _ 2 . pr (IQ—@0,)T Jr w32 pr (iQ+w,)T
ng, " (i) = cos” 6, (f;—1) | e Jdt—sin” O, f, [ e )Tdt. (5.65)
0 0
Note que, ao se tratar de uma fun¢@o de Green fermionica, as frequéncias seguem a relagao
Q; = n(2n+1)/Bh, que resultam em P = —1. Desta forma, a funcio de Green tempo

imaginario no espaco das frequéncias é dada por:

cos? 0, sin? 0,
iy — Eq ih€d; + Eq '

70(iQ)) = (5.66)

Para a fun¢@o de Green no tempo imagindrio perturbada, escrevemos o potencial de intera-

cdo em termos dos férmions de matéria como:

1
V=g (f:fr_§>> (5.67)

com g = —4J,. Portanto, podemos expandir a matriz S(f8) na equagédo (5.63), resultando em

uma soma de Dyson cujos termos sdo representados pelos diagramas de Feynman conectados
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[42], mostrados na figura (5.7). Assim, a func¢do de Green total é fornecida por:

Yr(7) = —<Trfr(f)ff(0)>o+g/df'(ﬂﬁ(f)ff(o)ff(T')fr(f')>c+-~- (5.68)

= 99(1) 44 / dt 9 (- )4 (¢ —0) +... (5.69)
= — 4 —-)——g—-)— + —-)——g > g >t s
gr gr(o) {%.(0) gr(o) gr(o) {%.(0) gr(o)

Figura 5.7: Diagrama de Feynman representando a fun¢do de Green perturbada, decomposta
como uma soma de Dyson das fun¢des de Green nado perturbadas, onde a interacao g atua como
um termo que contabiliza o nimero de férmions de matéria.

No espaco das frequéncias a funcao de Green pode ser simplificada como:

v . 5(0) .
G.i2) =9 @) Y. (9 i) = ) (5.70)

= 1— g0 (i)

ao qual podemos realizar uma transformada de Fourier no espagco dos momentos e utilizar a

independéncia da posi¢ao da célula unitdria para obter:

79 (i) = 254 (i) (5.71)

A continuacdo analitica, i2; — ® £ i€, fornece a funcio de Green retardada ffq(o) (w+ig) =
Gzet(o)(co) e avangada E?q(o) (w—ig) = G;dv(o)(a)) [42]. Desta forma, encontramos a funcéo de
Green retardada nao perturbada:

Gret(o)( ) = ho + i€+ E;cos26,
1 (ho+ie)>—E2

(5.72)

que pode ser simplificada utilizando as defini¢des feitas na transformacao de Bogoliubov pela

equacao (5.17), resultando em:

- ho+2S) + i€
G2 0w) = 4 5.73
¢ (@) (ho +ig)? —E2’ (5-73)
- ho+2S, —
GO (g Mhadly 5.74
¢ (@) (hw — ie)? — E2 (.74
Finalmente, a funcdo de Green retardada completa é dada por:
. Gret(O) )
GY(w) = (@) (5.75)

14+ 4JaGret(0) ((D) .
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6 Corrente de spin

6.1 Corrente de spin na interface entre a rede hexagonal FM e condutor

normal

Para explorar as propriedades de transporte de spin em ferromagnetos e compara-las com
caracteristicas topoldgicas do modelo de Kitaev, adotamos um modelo ferromagnético bidimen-
sional com sitios localizados nos vértices de uma rede hexagonal. E relevante observar que, no
regime de longos comprimentos de onda, os resultados tornam-se independentes da geometria
da rede, exceto por fatores constantes. Para garantir uma fase ordenada em temperaturas finitas,
0 hamiltoniano é formulado com a inclusdo de uma anisotropia de eixo ficil, dada pela seguinte
expressao:

Hiw = —Je Y (S585+ 58]+ 48385 ) (6.1)

(ij)
onde J, > 0e A > | representam, respectivamente, a constante de troca ferromagnética e o para-
metro anisotropico. Aplicando a representacdo de spin de Holstein-Primakoff na aproximacao

linear de onda de spin, fornecida pela equacdo (3.62c), obtemos:

Hpv=—-71Y, Y [S (aia; +a§aj) +A8%— A8 (“jai +a;“j>] : (6.2)
icA jeB

A transformada de Fourier para o espaco dos momentos é dada por:
a; = L Y a e At (6.3)
NS
portanto, desconsiderando os termos constantes, o hamiltoniano se torna:

Hpm = 5\6}—5 Y ) [aj]aq/e"(q/*q)'ri(l — ¢ 1Ma) —|—a:§,aqe"(q7q/)'ri(l — eiq’”"‘)] . (6.4)

“iqq o

cujos vetores de base para os primeiros vizinhos 7 so:

q_\/§aa.q_ \/§aa'_,_
Nx = (T’i) s My = <—T>§) ; .= (0,—a). (6.5)

Definindo o fator de estrutura como:

1 2cos \/§ a/? eiqya/z + e iaya
o= Y e =y g gy — 208 (V30 3) | oo
o

obtemos o hamiltoniano diagonalizado:

Hpv = Y hoadag, (6.7)
q
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na qual eq = hiwg = 6J,5(A — Re7q) representa a energia do magnon.
No limite de grandes comprimentos de onda, a dispersdo € caracterizada por uma equacao

ndo relativistica com uma lacuna, expressa por:

3J,8a%q*

S (6.8)

eq ~ Al —+
em que Ay = 6J,5(1 — 1) é a energia da lacuna originada pela interacdo anisotrépica. Note
que a relac@o de dispersdo é quadratica nos momentos, ndo possuindo caracteristica de cones
de Dirac.

A correlagdo entre spins assume uma forma simples, dada por:

Dpyi (1) =Y Dy (1) = 4S) " ' ny, (6.9)
i q

-1
sendo n(eq) =nq = (eﬁe‘l — 1> a distribui¢do de Bose-Einstein dos magnons. No espaco de
frequéncias, obtemos:
Dpyi (@) =878 ng6(w+ ay), (6.10)
q

demonstrando que as frequéncias sdo bem definidas e iguais as frequéncias das energias refe-
rentes.
6.1.1 Corrente de spin

Usando a equacdo (4.50), podemos escrever a susceptibilidade para o caso ferromagnético

usual como:

X - teode £—ho—A
X”(w)=—(7rpp)247rS(1—e Wwﬂu))/ u

27 eBh(e—ho—-Au) _ an6(8 + eq), (6.11)
- q

quando a frequéncia assume o valor ® = 0, temos:
7"(0) = 28(npr)? (1 . e*ﬁAﬂ) Y (eq+Aw) n(—eq— A)n(eq). (6.12)
q

A equagdo acima pode ser simplificada reescrevendo a distribui¢do de Bose-Einstein como:

1
Y - = BleqtAp)
n(—eq—A) = iy = e nleq +AR), (6.13)

além disso, a multiplicacdo das distribui¢cdes de Bose sdo relacionadas pela diferenca entre as

mesmas por:
efﬁ(eq+A”)
l’l(€q +A‘u,)l’l<€q) = — (l’l(eq +A‘U) — l’l<€q)) m, (614)
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fornecendo a susceptibilidade:

" _ 2(1 _ _—BAu n(eq+Au) —n(eq)
x"(0) = 28(npr) (1 e ); e e I CHE)
Para Al < eq, podemos usar a aproximagao:
dn €q eﬁeq
neq + Au) —nleq) ~ ap 22 — _pay (6.16)
€q (ePea—1)

e entdo temos a susceptibilidade aproximada:
- 1
7'(0) ~ —pnA2S(npr)?BAu— Y. (eqeﬂeqn(eq)z +A,ueﬁe‘1n(eq)2> . (6.17)
“ q

1) 3JS 2 2

Para valores ag < 1, podemos aproximar a energia por e, ~ 2zJ,S(A — aq-, e,

conforme demonstrado no Apéndice (B), obtemos:

7"(0) = —V3puA(mpr)*

J?Z“ﬂ [Az(n(Ax) +1) +%ln(n(A;L))] : (6.18)

Finalmente, a densidade de corrente de spin € fornecida por:

(Is) 2\ 2"
s = 7——2(76) s (6.19)
27prdyg \ 2 A 1
Js =~ 2\/§pm( ”’;Z d) 2756 {Al(n(A;L)+1)+Bln(n(Al))1. (6.20)

Uma andlise direta da equacao acima, aplicando o limite para um modelo isotrépico em tem-
peraturas diferentes de zero, evidencia a necessidade da anisotropia para garantir a convergéncia

dos resultados:

2mPprJg 2 A
Jg — 2\/§Pm( l])\f d) 271_;1[3 [1—11’1(BA1>]—>—|—°°, (6.21)

ou seja, a medida que A — 1 ¢ a lacuna de energia tende a zero, correspondendo ao caso sem
anisotropia, a densidade de corrente de spin apresenta um comportamento divergente, ou seja,
o modelo ndo abarca essa situagao.

A figura (6.1) ilustra o comportamento da corrente de spin em um ferromagneto. Para uma
diferenca de potencial quimico pequena entre os elétrons de spin up e spin down, a corrente
apresenta um comportamento 6hmico, dado por Is ~ GAu. Um fendmeno anédlogo € observado
em juncdes compostas por camadas ferromagnéticas tridimensionais [70, 71].

Por outro lado, materiais ferromagnéticos bidimensionais com anisotropia de eixo facil ti-
picos possuem um acoplamento de troca J, geralmente na faixa de meV. Nestes casos, com
S=5/2¢e A = 1,005, a temperatura de transi¢do situa-se na ordem de dezenas de Kelvin [69].

Além disso, observa-se um aumento da corrente de spin a medida que a temperatura cresce,
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resultado esperado, ja que a populacdo de mdgnons aumenta com o aumento da temperatura.

- -
o (&)}

%))

10°/4/Je (por célula unitaria)

0.0 02 0.4 06 08 1.0
Apld,

Figura 6.1: Corrente de Spin (por célula unitaria) injetada na camada ferromagnética expressada
em fun¢do do acimulo de potencial quimico de spin. As temperaturas utilizadas estdo definidas
como T =0, 1J,/Kp (linha vermelha),T = 0,5/, /Kp (linha amarela) e T = 1J,/Kp (linha azul).
Todos resultados obtidos para J, = 1073¢V, A =1.005¢e S = 5/2.

6.2 Corrente de spin na interface entre o modelo de Kitaev e condutor

normal

Utilizando os resultados apresentados nos capitulos anteriores, determinaremos o valor da
corrente de spin na interface entre o Modelo de Kitaev e um metal condutor normal. Com
base na modelagem descrita no capitulo 4, para uma interface entre um condutor e uma parte

magnética genérica, obtemos as Equacdes (4.50) e (4.49), que, combinadas, fornecem:

o 27szdpF 2 __—BAu T dv V—
= (Y 0 (1) [ TR o e

em que, no espaco temporal temos:
Dy (1) = (Sza(1)S2a(0))0 + (Spa (1S54 (0))o + (Skp(1)Se5(0))o + (Sip(1)S35(0))o-  (6.23)

No caso isotrépico, no qual J, = J, = J, = Jk, as fungdes de correlacdo para x,y € z sdo

iguais. Assim, podemos escrever:
Dy (1) = 2854 (1)S24(0))o + 2(S55(1)S55(0))0 = 2554, (1) + 25ipe(1) = 255(1),  (6.24)

e, no espago das frequéncias, temos Y, Dy T(v) = 2¥,8%(v). Utilizando a equagio (5.57),

obtemos:

Y Dy (v) =8AN,0(v —Qp)Im [G™ (Vv — QF) — G™ (—v +QF)] . (6.25)
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Considerando o limite de baixas temperaturas, B7(vV — €,) > 1, podemos aproximar:

1

de modo que as fun¢des degrau limitam a integragdo. Assim, obtemos a corrente de spin:

2
<Is> = 2Nu9(Q/,L —QF) <47rh]‘\]7—5dpF> (1 _efﬁA”) 5

Q“ dV ~ret ~ret
/ V(v — Q) Im [G (v — Q) + G (—v +Qr)] . 6.27)
Qr 2m

ou, alternativamente:

) = N.O(Au—AF) (MEN#)Z@%—IMH)X

AU—AF
X /O g (E—Au+Ap)Im [G™(E)+G™ (—E)| dE, (6.28)

Portanto apenas quando o condutor apresenta um acimulo de potencial quimico maior que
a diferenca de energia entre os setores sem e com fluxo, haverd uma corrente de spin fluindo
na interface. Isso estabelece uma relacdo entre o fluxo dos campos de calibre e o transporte de
corrente de spin. Essa situacdo é andloga a corrente de spin em uma interface supercondutora,
onde a propagagdo ocorre somente quando o acimulo de potencial quimico excede a energia

necessdria para romper um par de Cooper.

6.2.1 Aproximacio de cones de Dirac

No espago das posi¢des os vetores de base do modelo honeycomb, ilustrados na figura (6.2a),
sdo:

aj (6.29)

(b)

Figura 6.2: Representacdo das redes real e reciproca e seus vetores de base. (a) Rede real com

LVEL Ny -

espagamento a. (b) Rede no espago reciproco com espagamento [ = =

zona de Brillouin é demarcada pela regido sombreada em azul.

2 . .
5.+ A primeira
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No espaco reciproco temos os vetores de base:

- 2 3 1. - 22
poo 2T (V314 o272 (6.30)
a 3 3 a3

A drea total da zona de Brillouin é dada por Azg = %25”2. Cada vértice do hexagono cor-
responde a um ponto de Dirac, totalizando dois pontos de Dirac dentro da 1* zona de Brillouin.
O espectro de energia das excitacdes fermionicas no estado fundamental, no caso isotrépico,
apresenta seis pontos onde a energia se anula, conforme ilustrado na figura (6.3). Esses seis

pontos, conhecidos como pontos de Dirac, sdo dados por [68]:

4r 21 2n
Go==+——,0 o=+ ——,— ). 6.31
qC (3\/5(1, )7qc <3\/§a7 3a> ( )

No limite de baixas energias, consideramos uma expansio da matriz S, para regioes proxi-

mas ao ponto g, = (%,O), escrevendo G = G +¢'. Assim, temos:

3 :
Siiq R —EJKa(q; +iqy). (6.32)

T \\F_T”T’ ‘ . zjﬁEnergia
1 T‘L
7 T
| AEENE:
% | mEENER.
Energia = ] | L |
11
[ o)es
|l
| as
-

9x

Figura 6.3: Espectro de energia das excitacdes para uma plaqueta na rede reciproca, em unida-
des de J e parametro de rede a = 1 para fins ilustrativos.

Portanto, para baixas energias, podemos aproximar a energia por uma rela¢ao de dispersao

linear, dada por:
3J Ka

h

A soma nos momentos da fun¢do de Green retardada, dada pela equacgado (5.73), € escrita,

E, =2|S,| =~ 3Jkalq| = hcl|q|, comc = (6.33)

no limite continuo, como:

¢ 1 ho+ 28 +ie
ret(0) _ 2 p )
¢ (@) AmzB /MZBd q(ha)+ i€)? _E§7 (6.34)

onde Ayzp € metade da drea da primeira zona de Brillouin. Retornando a integral na equacgado
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(6.34) e utilizando a aproximacdo linear da equacao (6.33), obtemos:

(6.35)

Gret(O) ((1)) _

1 / »  ho-+ie+2hcg,
Amzg Jmze (

ho +i€)? — h?c2q?

O termo g, = gcos 0 se anula apds a integracdo em 0, ao passar para coordenadas polares. A
integragdo € feita até um valor de corte no nimero de onda, gmax = Q, que corresponde ao raio
da drea da zona de Brillouin integrada, conforme ilustrado na figura (6.4). A aproximacdo de
baixas energias na fun¢do de Green exibe dependéncia da drea considerada na zona de Brillouin,
de modo que Q atua como um parametro variacional, representando um corte no nimero de
onda da ordem de 7 /a. Definindo i@ = ficq, e ajustando as dimensdes da parte infinitesimal

€ — hice, temos:

~re 4 (€9 + i€
G ’(0)((0) — A_ZB/O dqq (90 +i€)q (6.36)

%o —¢*+2igoE’

Energia St

Figura 6.4: Em roxo claro, o espectro de energia das excitacdes préximo ao ponto de Dirac, na
metade da zona de Brillouin. Em amarelo, o cone de Dirac utilizado para aproximar a energia.

Podemos simplificar o termo no denominador como:

1 1 I
. = P - 0(go—9)+6(qw+q)). 6.37
B — P+ 2ot <q%)_qz) 2qw( (90 —q)+6(90+9q)) (6.37)
Portanto, temos:
~ 4 0
GO(w) = / dq (o +i€)g x
Augz Jo
1 .
X [P <—2 2) _13(5(40)_‘1)‘1‘5(6](94-6]))}, (6.38)
9o — 4
que, no limite € — 0, resulta em:
GO0 () = Ao /qu {P (L) ™4 (6(q0— 1) +5(61a>+CI))] (6.39)
Azp Jo % —9*) 4o
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Para g < Q, o valor principal de Cauchy € dado por:

0 do 0
q q q
dgP (—> = / dg———— —/ dg————~,
/0 q%o —q? 0 qﬁ, —q? do q> — Q%u

2 2
S P (6.40)
)
Assim, obtemos:
~ 2nge 1. (0> =42 2im?
G0 = - ~1 ©) 0(0)—gub(—o
~ 2nge 1. (0> =42 2im?
G0 (@) = — ~1 ®) _ . 6.41

Note que, para um cendrio tipico, as energias sdao menores ou da ordem da diferenca de
ho| < Ap ~ 0,260k < hQc ~ 3Jk, justificando a

aproximacgao g, < Q. Assim, a func¢do de Green ndo perturbada € dada por:

3 27 1 0> 2im?
ret(()) — _ qw _1 = = 6 42
G ((!)) hCAZB 2 n (q%,) hCAZB |Qa)|- ( ' )

energia entre os setores topologicos, ou seja,

Definindo G () = g,(®) +igi(w), em que g,(®) é uma fungio impar e g;(®) é uma
funcdo par, podemos reescrever a fungdo de Green retardada total, a partir da equacao (5.75),

como:
Gret(w> — gr+lgl
1+4Jg,+4iJg;’
igi)(1+4Jg,—4iJg;
(1+4Jgr)% + (4Jgi)
Assim, a parte imaginaria da fun¢do de Green retardada é dada por:

~ i

ImG™(0) = 8i(®@) . (6.44)

(1+4Jgr(@))* + (4/gi(@))?

Utilizando as paridades das fungdes g,(®) e g;(®), temos:

~ =~ i ® : -
MG (0) + Im G’ (— ) = T _|_4Jgr(a;g))(2 _*)— (@7g/(©)) + ( _4Jgr(wg))(2 —|>— (4Jgi(@))*’
2[1+1672(g2 +¢2)] &
14+ 162(g2 + g2)) — (87g,)2
_27,(@) GO (0). (049

Aqui, Z,(®) funciona como um fator de renormalizagdo, definido por:

1+g2’Gret(0)(a))’2
[1+2|G=0) () [2] 2 _ 4g2 [Re Gl0) ()]

Z,(0) = (6.46)

5
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Note que, no limite g = 0, temos Z;(®) = 1, recuperando o resultado do caso nio intera-
gente, como mostra a figura (6.5). A fun¢do de Green pode ser reescrita, usando a equagdo

(6.42), como:

- 2r V|
GO ()~ —— 2vIn( =2 ) —ix|v|]. 6.47
( ) hCZAZB n QC l | | ( )
16
15
1.4f
”I\'|5u1.3—
1.2¢
1.1F
1.0-| . ‘ ‘ . E
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

€ldk

Figura 6.5: O fator de renormalizacdo em fun¢do da energia, normalizada pela constante de
troca.

O valor de Q pode ser determinado minimizando a diferenca entre a funcdo de Green apro-
ximada e a exata. Em cendrios tipicos, posteriormente verificados, |iv| < Ap < hQc ~ 6Jk.
Assim, o valor que fornece a melhor aproximacao para os intervalos desejados é obtido com

Q =2,1a"!, conforme ilustrado na figura (6.6).

0.15¢
0.10¢}
0.05¢
0.00

~0.05}
-0.10}
~0.15| =~

-1.0 ~05 0.0 05 1.0
hv/dk

Figura 6.6: A funcdo de Green retardada aproximada (linha tracejada) é comparada com o
resultado exato (linha sélida), obtido por integracdo numérica. A linha azul representa a parte
real de G™!(0) (v), enquanto a linha vermelha corresponde a sua parte imaginaria.

Para metais normais, temos valores tipicos de a ~ 10~ m, Er ~10eV, Ji; ~0.1eV, p, =
N,/V, ~ 108 m3, pr/N, ~2.16eV~! e KgTymp ~ 2.5 x 1072eV. Além disso, o niimero de
células unitarias pode ser expresso em termos da drea da célula e da area total como N, =
A/Auc = pnA, onde definimos a densidade magnética de sitio como p,, = 2v/3/9a ~ 108 m~2.
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Portanto, podemos escrever a corrente de spin como:

23 (2T apr \° _ Ap=Ar
a5 =N ( fN‘”’F> (1= P)o(au—ar) [ E(du-ap—E)Z(E)dE.
K e

(6.48)

A densidade de corrente de spin Jg = I5/A e a condutancia de spin Gy = iTJZ’ sao fornecidas

por:

4nlapr \ > Au—Ar B
Gs = Pum (poF> G(Au—AF)/O dE | (E — Al +Ap)Be PAH

e

- (1 —e*ﬁA“)

Finalmente, a figura (6.7) apresenta a dependéncia da corrente de spin (por célula unita-

Im [G"(E)+G™ (—E)]. (6.49)

ria) em funcdo do acimulo de potencial quimico em diferentes temperaturas, comparando os

resultados exatos e os obtidos pela aproximac¢do no regime de baixa temperatura.

o
-
o

0.08}

0.06}

=
o
oS

=
o
(8]

10%/5/Jyc (por célula unitaria)

=
o
(=)

0.2 0.4 06 0.8 1.0
Ap:’JK

or—
o

Figura 6.7: A corrente de spin por célula unitdria injetada na camada de Kitaev € represen-
tada como uma fun¢do do desequilibrio quimico Au. A cor das curvas indica a temperatura:
o vermelho corresponde a T = 0, 1Ar /kp, o laranja representa T = 0,5Af /kp € o azul indica
T = Ar/kp. As linhas sélidas representam os resultados obtidos pela aproximacio de baixa
temperatura, enquanto as linhas tracejadas correspondem aos resultados exatos. Na aproxima-
cdo de baixas temperaturas, a influéncia da temperatura sobre a corrente de spin € insignificante,
com os resultados validos para kg7 < 0, 1Af.
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7 Resumo e conclusao

Neste trabalho, investigamos o transporte de spin em uma junc¢io entre um metal normal e o
modelo de Kitaev, comparando-o com o comportamento observado em juncdes ferromagnéticas
usuais. Para isso, utilizamos diversos métodos da fisica da matéria condensada e teoria quantica
de campos.

A nao localidade dos férmions de Majorana e sua interacao via campos de calibre 7, [43]
permitem a reducdo do hamiltoniano interagente a uma forma quadratica nos operadores de
Majorana. As flutuagdes quanticas sao descritas como perturbagdes sobre um campo de calibre
estdtico e representadas por operadores fermidnicos. Ajustando adequadamente o campo de
calibre, € possivel determinar o estado fundamental, que corresponde a uma fase de liquido de
spin. Além disso, o produto dos campos de calibre em uma plaqueta define os chamados fluxos,
que distinguem diferentes setores topoldgicos separados por uma lacuna de energia.

Caracteristico de sistemas de liquidos de spin, o modelo de Kitaev apresenta fracionalizagao
e uma dindmica nio trivial no transporte de spin. Os férmions complexos, formados pelo aco-
plamento de dois férmions de Majorana, descrevem um estado de spin inteiro [62], compativel
com as excitagdes que transportam spin, de maneira andloga aos magnons.

Diferentemente dos sistemas ferromagnéticos, o modelo de Kitaev exibe corrente de spin
mesmo a temperatura 7 = 0. Esse comportamento decorre da auséncia de ordem magnética no
estado de liquido de spin, resultando em uma dindmica incomum no zero absoluto que favorece
o transporte de spin mediado por férmions de Majorana.

No regime de baixas temperaturas, a corrente de spin assume valores ndo nulos para Ay >
Af, devido a lacuna topoldgica de energia associada ao setor com dois fluxos. Esse resultado
destaca a importancia da topologia para o transporte de spin. A medida que a temperatura
aumenta para valores préximos de T ~ Ar /kp, observa-se uma corrente de spin residual. Nesse
regime, a corrente de spin mostra-se pouco sensivel ao aumento da temperatura, apresentando
resultados consistentes no limite kg7 < 0, 1Ag, conforme ilustrado na Figura (6.7). No entanto,
para kgT préximo a energia da lacuna, estados excitados de outros setores topoldgicos, ndao
considerados nos célculos, tornam-se relevantes para a corrente de spin.

Por outro lado, em juncdes ferromagnéticas, o transporte de spin segue um comportamento
O6hmico usual, com a corrente de spin sendo proporcional ao gradiente de potencial quimico
Au. Esse contraste evidencia a natureza peculiar do modelo de Kitaev, onde o transporte de
spin exibe uma resposta ndo linear, andloga ao funcionamento de um diodo, especialmente no
regime em que a lacuna topolégica € relevante.

Em sintese, os resultados deste trabalho demonstram que o modelo de Kitaev, com suas
propriedades topoldgicas e a presenga de férmions de Majorana, oferece um cendrio singular
para o transporte de spin. Esse modelo revela comportamentos inéditos, ausentes em sistemas
ferromagnéticos convencionais. Como o transporte de spin no modelo de Kitaev pode ser ndo
linear, surgem novas possibilidades para a manipulagdo de fendmenos spintronicos em materi-
ais com caracteristicas topoldgicas. Além disso, o transporte a temperatura nula e a necessidade

de superar a lacuna de energia entre setores topoldgicos para que o transporte de spin ocorra
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sdo assinaturas caracteristicas desse sistema. Portanto, a diferenca no comportamento da cor-
rente de spin constitui uma nova ferramenta para a identificacdo de estados de liquido de spin,
corroborando propostas como as de S. Chatterjee e S. Sachdev, que sugeriram a relagcdo entre
corrente de spin e voltagem como um método para caracterizar diferentes tipos de excitacdes
em liquidos de spin quantico [14], com resultados semelhantes para redes kagome. Um trabalho
andlogo foi realizado por Chui-Zhen Chen e colaboradores na detec¢ao de spinons em isolantes
Mott [15].
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Apéndice

A Relacio entre F, " e F;/~

Iremos nesta se¢io do Apéndice encontrar a relagdo entre ;; e F;; . Pela equagio (4.41),

temos que FJ_ (1) é dado por:

A A 1 _ iBKn ¥ _BK. iAut
(Al Oy (1))o = 5T (ePRoePRoAy, (1)e PROA], (0)) €T, (A.la)
At
= (Aip(t — B)A ,k,,( Joe . (A.1b)
Portanto a transformada de Fourier é€:
Z / dr e’ ( Ajkp (0)Aup ()0, (A.22)
Ff (o) = / di SO Ry (1 iBR)AT, (0)o (A.2b)
k
Fi () = e PUOM) Ft (@) (A.2¢)

B Calculo da susceptibilidade no FM usual

A partir da equagdo (6.17), aproximando a energia para &, ~ 2zJS(A — 1) + 3% S 22 =
K + oig?, podemos escrever:
1 21 0
- Pei2 ~ [ T Peg2 o -9
Nugsq 2 / Yehm~ T 5 | dqeﬁ(K+aq2)_1 (B.1a)
T
= —In(ePXn(K)) + kn x} B.1b
e |6 + () B.1b)
T ~1
= K(n(x)+1)+ In(n(x))| . B.lc
i K06 1) B ) ®.10

Além disso, o outro termo assume a forma:

eﬁsq - 27TAH R qu(K+aq2)

- Be,2 _ A1 ~
ZA“@ qnq AZB 0 q(eﬁsq — 1)2 AZB 0 q(eﬁ(K+th2) _ 1)27 (B2a)
TAU 1 TAU (B.2b)

= = n(K
AZBOCﬁ eﬁK—l AZBOCﬁ

Note que as constantes sdo escritas como k = A; e Azga = 412JS/+/3, de forma que

obtemos a susceptibilidade:

7'(0) = —V3puAlmpr o [Ay(n(A2) + 1)+ B In(n(A) + Aun(Ar)] . (B3)

e
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