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uα2vγ2
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� K(x, u, v) = vβ2 ,
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, K(x, u, v) = vβ2 , ���

�� ��� h1, h2 : Ω → (0,+∞) ��� ������� ��������� � αj, βj, γj ∈ (0, 1) ���� j = 1, 2�
��������������� � ���������� �� �� ��� (u, v) ∈ (C2(Ω)∩C(Ω))2 ��� �������� �� ��������
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Ω
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+
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vβ2ψ,
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���������� ���� ������� ��� F : Rm → R
m � ��� ������ �������� ��� ���

�ξ�Rm = r ⇒ �F (ξ), ξ�Rm ≥ 0,

���� ����� r > 0� �� ��� �·, ·�Rm � � ������� ������� ����� �� R
n � � · �Rm � � �����

�������� ��� ���� ������� �������� ������ ������ z0 ∈ {x ∈ R
m : �x�Rm ≤ r}� ��� ���

F (z0) = 0Rm�

���� S = {φi : i ∈ N} � ���� �� �������� �� ������ H1
0 (Ω) � ���� ���� m ∈ N�

������������ � ��������� Um = ����{φ1, . . . ,φm} ��� ����� �������� �� H1
0 (Ω)� ����

Um � ��������������� �������� � R
m� � �������� �������� � ���������� ��� ���� ���������

������� um, vm ∈ Um ������������


















�

Ω

∇um∇φi =

�

Ω

h1(x)φi

|um|α1 |vm|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
m)

β1φi,

�

Ω

∇vm∇φi =

�

Ω

h2(x)φi

|um|α2 |vm|γ2 + �
+

�

Ω

(v+m)
β2φi,

���� ���� i = 1, . . . ,m� ������� �� �������� �� ������ �� ��������� (um, vm)
+∞
m=1 � ��������

��������� �� ��� (u�, v�) ∈ (H1
0 (Ω))

2 ������������


















�

Ω

∇u�∇ψ1 =

�

Ω

h1(x)ψ1

uα1
� v

γ1
� + �

+

�

Ω

uβ1

� ψ1,

�

Ω

∇v�∇ψ2 =

�

Ω

h2(x)ψ2

uα2
� v

γ2
� + �

+

�

Ω

vβ2

� ψ2,

���� ���� ψ1,ψ2 ∈ H1
0 (Ω)� �� ��� u�, v� ��� ���������� �� �� ������������� � ������

�� ������������ ��������� ������������ ��� � ��� (u�, v�) � ������ ������� �������� ����
���� �������� ���������� �����

�� ������� �� �������� (u�, v�)�>0 � �������� ������� ��� ��������� (un, vn)
+∞
n=1 �������



��

�n = 1
n
� ��� ��������















































−∆un =
h1(x)

uα1
n v

γ1
n + 1

n

+ uβ1

n �� Ω,

−∆vn =
h2(x)

uα2
n v

γ2
n + 1

n

+ vβ2

n �� Ω,

un, vn ≥ 0 �� Ω,

un = vn = 0 ����� ∂Ω

�� ������� ��������� � �������� �������� ��� ��� ��������� � ���������� ����������� ����
����� ��� (u, v) ∈ (H1

0 (Ω))
2 ��������� � �������� �� ���

h1

wα1zγ1
,

h2

wα2zγ2
∈ L2(Ω), ���

���� αi, γi ∈ (0, 1) ���� i = 1, 2� � w, z ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) ��� ������� ��� ����������

−∆w = wβ1 �� Ω, w = 0 ����� ∂Ω

�
−∆z = zβ2 �� Ω, z = 0 ����� ∂Ω.

���������� ������ � ������ �� ������������ �������� ���������� ��� � ��� (u, v) � �������
���� ����� �������� ��� ������ H� S� T � K ��� ���� �� ����

�� �������� �� �������� � ����� ���������� ���� ��������� ������� �������� ���� �
�������� ��� ���

H(x, u, v) = uα1 , T (x, u, v) = vγ1 , S(x, u, v) = vγ2 � K(x, u, v) = uα2 ,

��� αi, γi ∈ (0, 1) ���� i = 1, 2� ���� �� ���� ��������� �� ���������� � ������ ��
�������� ������������� ��� ��������� r > 0 ��� ���� ���� ���� ������� ��� ���������
(um, vm)

+∞
m=1 ∈ U2

m� ��� ���������� ���� � ��������� (u�, v�) ∈ (H1
0 (Ω))

2� ���� ���� � > 0
������ ����� ���� r ��� ������� �� �� � ��� ��������� ��

�(u�, v�)�H1
0
(Ω) ≤ r,

���� ���� � > 0� ���� ���� ��������� � ����������� �� ��� �������� ���� ��� �����
��������� ���� �� �������� �n = 1

n
� ��������� (un, vn)

+∞
n=1 ���� �������� � ��� ����

����������� ���� �� ��� (u, v) ∈ (H1
0 (Ω))

2� ��� ��� ������������ �� ����� �����������
��� � ������� �� ���������



�������� �

������������

����� ��������� ����� ����� ������ ��������� � ���������� ����������� ���� � ������
��� ��������� ����������

��� ������� ���������

����� ������ ����� ������ � ���������� ������ ���������� �� ������� ���������� ����
������� ��������� ��������� �������� ��� � ������� �� ��� ����

�������� ���� �� ������ ������� (E, � · �E) �������� ��� � ������� d : E ×E → R�
d(x, y) = �x− y�E �������� ���� ��� ������ � ������� �� ������ �� �������

�������� ���� ����� (X, �.�X) � (Y, �.�Y ) ������� �������� ����� � ����� R.

(i) ������� ��� T : X → Y � �� �������� ������� �� ���� ��������� x, y ∈ X � a ∈ R

�������

• T (x+ y) = T (x) + T (y)�

• T (ax) = aT (x)�

(ii) ������� ��� T : X → Y � �� �������� ������ ��������� ���� ���� x0 ∈ X � ε > 0�
������ δ > 0 ��� ��� �T (x)− T (x0)�Y < ε� ������ ��� �x− x0�X < δ.

�iii� � �������� ��� ���������� �������� �� X ���� Y � ��������� ��� L(X, Y )�

�iv� �� �������� ������ T : X → Y � ���� �������� �� T (BX) � �������� �������� ��
Y � �� ��� BX = {x ∈ X : ||x||X < 1}�

�������� ���� (i) ��� ������ f : M → N ����� ������� �������� � ��� �������
���������� ��

dN(f(x), f(y)) = dM(x, y),

���� ����� x, y ∈ M �

��



��

(ii) �� ���������� ����� ������� �������� X � Y � �� ������������ ������
T : X → Y. ����� ����� ������� ��� X � Y ��� ����������
�� ���� ����� T ��� ��� ���������� ���� �� �T (x)�Y = �x�X ���� ���� x ∈ X,

������� ��� T � �� ���������� ���������� � ��� X � Y ��� ���������������
����������

������� ���� ����� m ∈ N � 0 � ����� ���� �� Rm� ������������ Rm ��� ��� �����
����� � R

m × {0} �� ������ �������� ������� ��� � ����� �������� �� R
m × R

m�
����� �� ������� R

m � R
m × {0} ��� ��������� ���������������� �� ����� �� �������

g : Rm → R
m × {0}� g(x) = (x, 0) � ��� ������� g−1 : Rm × {0} → R

m� g−1(x, 0) = x ���
��������� � ��������� ���� ������

�g(x)�Rm×Rm = �(x, 0)�Rm×Rm = �x�Rm + �0�Rm = �x�Rm .

������� ���� ����� X � Y ������� �������� � T : X → Y �� �������� ������� �����
��� �������������

��� T � ��������������

��� T � ������������� ���������

��� T � ���������

��� T � �������� �� ����� ����� �� X.

��� T � �������� �� �������

��� sup{�T (x)� : x ∈ X � �x� ≤ 1} < ∞.

��� ������ ��� ��������� C ≥ 0 ��� ��� �T (x)� ≤ C�x� ���� ���� x ∈ X.

������������� ���� ������� �� ��� ����� ������� �������

�������� ���� �� ������ �������� ��� ������� ������� (H, �·, ·�H) ��� � ������ ���
� ����� �������� ���� ������� �������� ���� �� ��� � ����� � · �H : H → R� ���� ���
�x�H =

�

�x, x�H � � ������� �� ������ �� ��������

�������� ���� ���� (E, �·, ·�) �� ������ �������� ��� ������� ��������

��� �� �������� S ⊆ E � ���� ���������� �� ���� ����� x, y ∈ S� ������

�x, y� =

�

0 �� x �= y,

1 �� x = y.

��� �� �������� ���������� S ��� ��� S⊥ = {0} � ������� ������� ����������
���������

�������� ���� ���� E ������ �� ������� ������� ��� � ��������� (xn)
+∞
n=1 ⊂ E ���������

��� ���� �� �������� ���� E� �� ���� ����� x ∈ E �� ������� �� ������� ����� ����

x =
+∞
�

n=1

anxn,



��

���� ������ ��������� (an)
+∞
n=1 ∈ R�

������� ���� �� �������� ����������� ��������� �� ������� �� ������� ��� ����� ��
�������� ����� ���� ������� ������� �����

���������� ����� ����� H �� ������ �� ������� � S = {xi ∈ H : i ∈ I} �� ��������
����������� �� ��������� ��������� ��� �������������

��� ���� ���� x ∈ H� ����� x =
�

i∈I

�x, xi� · xi�

��� S � �� ������� ���������� ���������

��� ����(S) = H�

��� ���� ���� x ∈ H � ������ �x�2 =
�

i∈I

|�x, xi�|
2�

��� ���� ����� x, y ∈ H� ����� �x, y� =
�

i∈I

�x, xi��y, xi��

������������� ���� ������� �� ��� ����� ������� ��������

������� ����� �� ������ �� ������� H �� �������� ������� � ��������� ��� � �������
��� H ������ �� ������� ���������� �������� � �����������

������������� ���� ������� �� ��� ����� ������� �������

���������� ����� ������� �� ������� ���������� ��� ����������

������������� ���� ������� �� ��� ����� ��������� �������

���������� ����� �� E � �� ������ ��������� ���� ��������� �������� ������
������������ ���������� ������������

������������� ���� ������� �� ��� ����� ������� �������

���������� ����� ����� E � F ������� �������� � T ∈ L(E,F )�

��� �� T � ��������� ����� � �������� ���������� � �������

xn � x �� E ⇒ T (xn) → T (x) �� F. �����

��� �� E � ��������� ����� T � �������� ��� � ������� ��� ���� ������

������������� ���� �������� ���������� � �������� ����� ���������� �������

������� ����� ���� Ω ⊂ R
n� n ≥ 2� �� ������� C∞ ��������� � �������� �� ���������

�

−∆u = λu �� Ω,

u = 0 ����� ∂Ω
�����

������ �� �������� ���������� �� ����������� ��������� ����������� ���� ������� �����
����������� ���������� ������ ��� ���� �� �������� �� L2(Ω) ����� �������� �����
������� ����� ��



��

��� ������ � ����������

����� ����� ����� ��������� �� ��������� ��������� � ���������� ����� ������ �
���������� ��� ����� ������ ����� ��������� ���� ���� �������� ��������� ����� �����

�������� ����� (a) ��� σ−������� �� �������� X � ��� ������� Σ �� ������������
�� X ��� ��������

(i) ∅, X ∈ Σ�

(ii) �� A ∈ Σ� ����� X \ A ∈ Σ�

(iii) �� (An)
+∞
n=1 ⊂ Σ� �����

+∞
�

n=1

An ∈ Σ.

(b) � ��� (X,Σ) � ������� ������ �����������

�������� ����� ���� (X,Σ) �� ������ ����������� ��� ������ �� (X,Σ) � ���
������ µ : Σ → [0,+∞] ��� ����

� µ(∅) = 0�

� ���� (Ak)k∈N ∈ Σ���� ��������� ��������� ����

µ

�

∞
�

k=1

Ak

�

=
∞
�

k=1

µ (Ak) .

������������ �� ������ �� ������ (X,Σ)� ������� ��� ��� ����������� P ���������
��� ������ �� X � ������ �� ����� ���� ����� �� X� �� ������ �� �������� X � ∈ Σ ���
��� µ(X \X �) = 0 � P � ������ �� ����� �� ����� �� X ��

�������� ����� ����� (X,Σ) � (Y,Σ�) ������� ������������ ��� ������ f : (X,Σ) →
(Y,Σ�) � ���� ���������� �� f−1(E) ∈ Σ

�� ���� ���� E ∈ Σ�

������� ���� �������� �� ������������ ���������� ����� (Ω,Σ, µ) �� ������ ��
������� (fn)

+∞
n=1 ��� ��������� �� ������� ����������� ������������� �������� �� Ω

��� fn(x) → f(x) µ������� �� Ω� ���������� ��� ������ ��� ������ ������������ �
���������� g ��� ��� |fn| ≤ |g|� ���� ���� n ∈ N � µ������� �� Ω� ������

lim
n→+∞

�

Ω

fn →

�

Ω

f.

������������� ���� ����� ����� ������� �������

��� ������� ����������

����� ����� ����� ��������� �� �������� � ��������� �� ������� ���������� ��� �����
������ �� ����� ����� ��������� ���� ���� �������� ��������� �������� ���� � ����� �������
�� ��� ��� � ������ ���� ������ ���������� Ω ⊂ R

n � �� �������� �������



��

�������� ����� ���� u : Ω → R ��� ������ ��������� � ������� �� u� � �������
��� supp(u) = {x ∈ Ω : u(x) �= 0}. �� supp(u) ��� �� ����������� �������� �� Ω� �����
������� ��� u ������ ������� ��������� ��������� ��� C0(Ω) � ������ ��� �������
��������� �� Ω ��� ������� ���������

�������� ����� Cm(Ω) � � ������ ��� ������� ��� ����� �� ��������� �������� �� �����
����� �� ����� � m ��������� �� Ω �m ������� ������������ �� m = ∞�� �����������
��� C0(Ω) = C(Ω).

�������� ����� �������� � ������ Cm(Ω) ���� � ������ ��� ������� ����� ��������
�� Ω ����� ��������� �������� ��� ����� m ����������� ��� ��������� � �������������
��������� ����� ������� ��� ���� ������� ��� ����� �������� �������� �� Ω�� ���� ��

Cm(Ω) = {f ∈ Cm(Ω) : Dγf � �������� � ����� �������� �� Ω, ∀|γ| ≤ m}.

����� Cm(Ω) �� ������ ������� ��� � �������� �����

�f�Cm(Ω) = max
|γ|≤m

�Dγf�L∞(Ω).

�������� ����� � �������� ��� ������� ��� ��������� � Cm(Ω) � ��� ��������� ��� �
����� m ��������� �� Ω � ��� ��� ������� ��������� � �������� ��� Cm

0 (Ω) ��� C∞
0 ��

m = ∞��

�������� � ������� �� ������������ ���� ������� � �������� �������

Dγf(x) =
∂|γ|f

∂x
γ1
1 ∂x

γ2
2 ...∂x

γn
n

(x),

�� ��� γ = (γ1, γ2, ..., γn) ∈ N
n � |γ| = γ1 + γ2 + ...+ γn�

�������� ����� ���� 1 ≤ p < ∞. ��������� ��� Lp(Ω) � ������ �� ������ ��� ��������
�� �������������� ������� �������� �� Ω ��� ������� �� R, ���� ��� |u|p � ���������� ��
������� �� ��������� ������ �� �����

�u�Lp =

��

Ω

|u(x)|pdx

� 1

p

.

���� p = ∞� ��������� ��� L∞(Ω) � ������ �� ������ ��� �������� �� �������������
������� ����������� �������� �� Ω ��� ��� �������������� ���������� ������ �� �����

�u�L∞ = sup ess
x∈Ω

|u(x)| = inf {C ∈ R; |u(x)| ≤ C ������ �� Ω} .

�������� ����� ����� 1 ≤ p < ∞� ������� ��� f : Ω → R � ���������� ���������� ��
Lp(Ω)� � ����������� ��� f ∈ L

p
loc(Ω)� �� f ��� ��� ������ ���������� � ���� ��������

�������� �������� K ⊂ Ω ��������

�

K

|f |p < +∞.

������� ���� ������������� �� ������� ����� a, b > 0 � p, q ∈ R ��������� �����������



��

������

a
1

p · b
1

q ≤
a

p
+

b

q
.

������������� ���� ������� �� ��� ���� ����� �� ������� �������

������� ���� ������������� �� �������� ����� p1, . . . , pn > 1 ���� ���

1

p1
+ · · ·+

1

pn
= 1

� ������� f1 ∈ Lp1(Ω)� f2 ∈ Lp2(Ω), . . . , fn ∈ Lpn(Ω)� ����� f1 · ... · fn ∈ L1(Ω) �

�

Ω

|f1 · ... · fn| dx ≤ �f1�p1 · ... · �fn�pn .

������������� ���� ������ ����� �� ����

������� ���� ������������� �� ������ ��������� ���� p > 1 � f, g : Ω → R ���� ���

�

Ω

|f |
1

p < +∞ � 0 <

�

Ω

|g|
−1

1−p < +∞.

������
�

Ω

|fg| ≥

��

Ω

|f |
1

p

�p ��

Ω

|g|
−1

1−p

�p−1

.

������������� ���� �������� ����� �� ����

������� ����� ������� ��� 1 < p < +∞ � (fn)
+∞
n=1 ⊂ Lp(Ω) ��� ��� (�fn�p)

+∞
n=1 � ���

��������� �������� �� R� �� fn(x) → f(x) ������ �� Ω� ����� fn � f �� Lp(Ω)�

������������� ���� ������ �� ��� ������ ������� 13.44��

�������� ����� ������� ��� ��� ������ f : Ω → R � ������ �������� ��� �������� α,

��

sup
x,y∈Ω
x�=y

|f(x)− f(y)|

�x− y�α
Rn

< +∞,

���� ����� 0 < α ≤ 1. ����� ����� ������������� ��� Cα(Ω) � C0,1(Ω) � ��� ��� ������
��������� ��� �������� α ∈ (0, 1) � α = 1� ���������������� ���� ������ ���� f ∈ Cα(Ω)�
���������

[f ]Cα(Ω) = sup
x,y∈Ω
x�=y

|f(x)− f(y)|

�x− y�α
Rn

.

�� ����������� ���� ��� �� f � ������ �������� �� Ω ��� �������� α� �����

|f(x)− f(y)| ≤ [f ]Cα(Ω)�x− y�α
Rn

���� ����� x, y ∈ Ω� ����������� �� ��� ������ f � ������ �������� �� Ω� ����� ��� �
������������� �������� �� Ω� ��� ���� ������ � ����� �� ���������� ��� �� ������� ��



��

������ ����� �������� ��� ������� ������������� ������ ���������� ��� ������ ������
�������� ��� �������� α = 1 � ��� ������ ��������� ���������

�������� ����� �� ������� �� ������ Cm,α(Ω) (Cm,α(Ω)) ��� �������� ���� ��
���������� �� Cm(Ω) (Cm(Ω)) ��� ������� ����� ��������� �������� ��� � ����� m

����������� ��� ����� ������ ��������� �� Ω ��� �������� α�

Cm,α(Ω) = {f ∈ Cm(Ω) : Dγf ∈ Cα(Ω) ���� ���� |γ| ≤ m}

�
Cm,α(Ω) = {f ∈ Cm(Ω) : Dγf ∈ Cα(Ω) ���� ���� |γ| ≤ m}.

� ������ Cm,α(Ω) � �� ������� ��� � �������� �����

�f�Cm,α(Ω) = �f�Cm(Ω) + max
|γ|≤m

[Dγf ]Cα(Ω). �����

������� ������� �� ������� Cm(Ω) (Cm(Ω)) ����� �� ������� ������� �� �����������
α = 0� ����� �����

Cm(Ω) = Cm,0(Ω) � Cm(Ω) = Cm,0(Ω).

���������� ����� �� ������� �� ������ Cm,α(Ω) ������� ���� ����� ����� ��� �������
�� �������

������������� ���� �������� ����� ������� �����

�������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� ������� ��������� ������� ��� ∂Ω �� Ω � �� ������

Ck,α, 0 ≤ α ≤ 1� �� ���� ���� x0 ∈ ∂Ω ������� ��� ���� B = B(x0, r)� �� ������ Ω ⊂ R
n

� �� ������������ ψ : B → U, ���� ���

(i) ψ(B ∩ Ω) ⊂ R
n
+,

(ii) ψ(B ∩ ∂Ω) ⊂ ∂Rn
+,

(iii) ψ ∈ Ck,α(B),

(iv) ψ−1 ∈ Ck,α(U),

�� ��� R
n
+ = {(x1, x2, ..., xn) ∈ R

n : xn > 0}. �� ����������� �� α = 0 ������� ��� ∂Ω

�� Ω � �� ������ Ck. �� Ω � �� ������ Ck� ���� ���� k ∈ N, ����� ������� ��� Ω � ��
������� �������� � ������

��� ������� �� ������� W k,p

������� ������ ������� ��������� � ���������� ����� �� ������� �� �������� ����
���� ��������� ��������� ������� � ���������� ����� ������� ���� � �������� �� ��� �����

�������� ����� ����� Ω ⊂ R
n ������� α = (α1, . . . ,αn)� αi ∈ N� ���� ���� i = 1, 2, . . . , n

� u ∈ L1
loc(Ω)�



��

(a) ������� ��� vα ∈ L1
loc(Ω) � � α−����� �������� ����� �� u� �� ���� ���� ϕ ∈ C∞

0 (Ω)
��������

�

Ω

u

�

∂|α|

∂xα1

1 · · · ∂xαn
n

ϕ

�

dx = (−1)|α|
�

Ω

vαϕdx,

�� ��� |α| = α1 + · · ·+ αn� ����� ����� ���������

Dαu =

�

∂|α|

∂xα1

1 · · · ∂xαn
n

u

�

= vα.

(b) ������� ��� u � ���������� ������������� �� ������� vi ∈ L1
loc(Ω) ��� ���

�

Ω

u
∂

∂xi

ϕdx = −

�

Ω

viϕdx,

���� ���� ϕ ∈ C∞
0 (Ω) � i = 1, 2, · · · , n� �� ����� ������ Dαu ���� ���� α =

(α1, . . . ,αn) ��� |α| = 1�

(c) u � ���������� ������������� k������� ������ ������� Dαu ���� ����� α ��� ���
0 ≤ |α| ≤ k�

�������� ����� ����� Ω �� ������ �� R
n� p ≥ 1 � k ≥ 0 �� �������� �������� �

������ �� ������� ����

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dγu ∈ Lp(Ω) ���� ���� 0 ≤ |γ| ≤ k},

��� �� ������ ������ �� �����

�u�Wk,p(Ω) =





�

0≤|γ|≤k

�

Ω

|Dγu|pdx





1

p

,

�������� �����
W

k,p
0 (Ω) = ����� �� C∞

0 (Ω) �� W k,p(Ω).

�� ����������� �� ���� �� ��� p = 2� ��������� W k,2(Ω) ������������ ��� Hk(Ω) �
W

k,2
0 (Ω) ��� Hk

0 (Ω)� ���� ���� k ∈ {0, 1, . . . }�

������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� �������� ����� W k,p(Ω) � �� ������ �� ������ ��

1 ≤ p < ∞ � � �������� �� 1 < p < ∞.

������������� ���� �������� �� ��� ������ ���������� ����� � ������� ����� ��

������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� �������� ����� C∞(Ω)∩W k,p(Ω) � ����� �� W k,p(Ω).

������������� ���� ������� � ��������� ������ ������� �����



��

����� �������� ���������

������� ����� �� k <
n

p
��������

p∗ =
np

n− kp
.

����� Ω ⊂ R
n �� ������ �������� �� ������ Ck, n ≥ 2 � 1 ≤ p < ∞. ������ �� ���������

�������� ��� ����������

(i) W k,p(Ω) �→ Lq(Ω), ���� ���� q ∈ [1, p∗] �� kp < n�

(ii) W k,p(Ω) �→ Lq(Ω), ���� ���� q ∈ [1,∞) �� kp = n�

(iii) W k,p(Ω) �→ Cm,α(Ω) �� kp > n.

�� ���� (iii) m � �� ������� ������������ m < k − n
p
< m + 1 � α �� ���� ��� ��������

0 < α ≤ k −m− n
p
= α0 �� α0 < 1 � 0 < α < 1 �� α0 = 1.

������������� ���� �������� � ������� ������ ������� �������

������� ����� ����� 1 ≤ p < ∞, k �� ������� ��������� ������ �� ��������� ��������
��� ����������

(i) W k,p(Rn) �→ Lq(Rn), ���� ���� q ∈ [p, p∗] �� kp < n�

(ii) W k,p(Rn) �→ Lq(Rn), ���� ���� q ∈ [p,∞) �� kp = n�

(iii) W k,p(Rn) �→ Cm,α(Rn) �� kp > n.

�� ���� (iii)� m � �� ������� ������������ m < k − n
p
< m+ 1 � α �� ���� ������������

0 < α ≤ k −m− n
p
:= α0 �� α0 < 1 � 0 < α < 1 �� α0 = 1.

������������� ���� �������� � ������� ������ ��������� �� ������� ����� � �������
�������

����� �������� ���������

������� ����� ����� Ω ⊂ R
n �� ������ �������� �� ������ Ck � 1 ≤ p ≤ ∞. ����� ��

��������� �������� ��� ����������

(i) W k,p(Ω) �→ Lq(Ω), ���� ���� q ∈ [1, p∗) �� kp < n�

(ii) W k,p(Ω) �→ Lq(Ω), ���� ���� q ∈ [1,∞) �� kp = n�

(iii) W k,p(Ω) �→ Cm(Ω), ���� ���� m ������� ��� �������� ������������ m < k− n
p
≤ m+1

�� kp > n.



��

������������� ���� �������� � ������� ������ ������� �������

� �������� ���� ���������� ��� �������� ����������� ������ k = 1 � p = 2� ���� ���������
����� �������� �������� ������

��������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� ������ �������� �� ������ C1� ������ �� ���������

�������� ��� ����������

(i) H1(Ω) �→ Lq(Ω), ���� ���� q ∈ [1, 2n
n−2

) �� n ≥ 3�

(ii) H1(Ω) �→ Lq(Ω), ���� ���� q ∈ [1,+∞) �� n = 2�

(iii) H1(Ω) �→ C0(Ω), �� n = 1�

���������� ����� �� �������� ���������� ������ ����� ���� H1
0 (Ω)� �� ��� ���� � ��

����������� �� H1(Ω)�

��� ������ ���������� ����� � ������ H1
0 (Ω)

����� ��������� ������� ������� ��������� � ����������� ��������������� ����� �
������ �� ������� H1

0 (Ω)� ���� ���� ��������� ��������� ������� � ���������� ���� �
������� �����

���������� ����� ���� Ω ⊂ R
n ������ � ��������� � ������ �������� H1

0 (Ω) � �� ������
�� ������� ������ ��� � ������� �������

�u, v�H1
0
(Ω) =

�

Ω

∇u ·∇v.

������������� ���� ������� � ���������� ������ ����� ���� ������ �����

������� ����� � ������ H1
0 (Ω) � ����������

������������� ���� ������� ������ ������� �������

��������� ����� � ������ H1
0 (Ω) � ���������

������������� ���� H1
0 (Ω) � �� ������ �� ������� ���������� ���� ���������� ����

���������� ��� ��� � ���������

��������� ����� � ������ H1
0 (Ω) ������ �� ������� ���������� ���������

������������� ���������� ����������� �� ���������� ���� � �� ������� �����



��

������� ���� ������������� �� ��������������� ���� Ω �� ������� �������� �� R
n� ϕ

��� ���������� �������� ��������� �� �������� ��������� �� �������� �� ������� �����
α ∈ [0, 1] �

1

q
=

1

2
−

1− α

N
.

������
u

φα
∈ Lq(Ω)

� ������ C > 0 ��� ���
�

�

�

�

u

φα

�

�

�

�

q

≤ C�u�H1
0
(Ω),

���� ���� u ∈ H1
0 (Ω)�

������������� �����

���������� ����� ���� (um)
+∞
m=1 ��������� �������� �� H1

0 (Ω)� ������ ������ ���
������������ (umk

)+∞
k=1 � u ∈ H1

0 (Ω)� ���� ���

(a) umk
� u �� H1

0 (Ω)�

(b) umk
→ u �� L2(Ω)�

(c) umk
(x) → u(x) ������ �� Ω�

������������� ���������� (um)
+∞
m=1 �������� �� H1

0 (Ω)� ���� � ������ H1
0 (Ω) �

��������� ���� ���������� ���� ������ ��� ������������� (umk
)+∞
k=1 � u ∈ H1

0 (Ω)� ����
���

umk
� u �� H1

0 (Ω),

������ k → +∞� ���������� � ���� (a)�

���� ��������� ����� ����� ��� H1
0 (Ω) ���� ������ ������������� �� L2(Ω)� ���

�����
umk

→ u �� L2(Ω),

������ k → +∞ � ��� ������� � ����� �� ���� (b)�

�� ���� ��������� ����� ���
�umk

− u�2 → 0

������ k → +∞� ������ ���

||u||2 = 0 ⇔ u = 0 ������ �� Ω, �����

����� ����� ������ ������������ �������� �����

lim
k→+∞

(umk
− u) = 0 ������ �� Ω.

��������� umk
(x) → u(x) ������ �� Ω� ������ k → +∞� ���������� � ���� (c)�



��

��� ���������� �� ������

����� ������ ����������� ������ ���������� �� ������� ���� ���� ������������ ����
�������� ��� � ������� � ���������� �����

�������� ����� ��������� � �������� �������� ����������� ������ L �� �������

Lu =
n

�

i,j=1

aijDiju+
n

�

i=1

biDiu+ cu, �����

���� aij = aij(x), bi = bi(x), c = c(x), Diju =
∂2u

∂xi∂xj

� Diu =
∂u

∂xi

. ������ ����� ��� �

������ A(x) = (aij(x)) � ��������� ���� ���� x ∈ Ω�

(a) ������� ��� L � �������� �� ����� x ∈ Ω� �� � ������ ��� ����������� � ��������
�������� ���� �� �� λ(x),Λ(x) ������� � ����� � � ����� ��������� �� A(x)�
���������������� �����

0 < λ(x)�ξ�2 ≤
n

�

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ(x)�ξ�2, ∀x ∈ Ω � ξ ∈ R
n\{0},

�� ��� �ξ�2 = ξ1 + ξ2 + ...+ ξn.

(b) � �������� � ���� �������� �� Ω� �� � ��� �� ���� ����� x ∈ Ω.

(c) ������� ��� � �������� L � ������������ �������� �� Ω� �� ������ λ0 > 0� ��� ���
λ(x) ≥ λ0 > 0, ���� ���� x ∈ Ω�

(d) �� x �→
Λ(x)

λ(x)
� �������� �� Ω, ����� L � ���� ������������� ���������

������� ���� ���������� �� ������ ������� ����� Ω ⊂ R
n �� ������ � L �� ��������

������������� ���������

(a) ������� ��� c = 0 � u ∈ C2(Ω) �������� Lu ≥ 0 (Lu ≤ 0) �� Ω. �� u ������ � ���
������ �������� �� �������� �� Ω, ����� u � ����������

(b) �� c ≤ 0 � u ������ �� ������ ������������ ������� ������������� �� �������� ��
Ω, ����� u � ����������

(c) ����������������� �� ����� �� c, �� u ������ �� ������ ����� � 0 ������� �����
� 0� �� �������� �� Ω, ����� u � ����������

������������� ���� ������� � ��������� ������ ������� �����

���� ���� ��������� � ������������ � ���� �� ���������� �� ������� ���������

��������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� ������� �� ∆u ≤ 0 � u ������ � ��� ������ �� ��������

�� Ω, ����� u � ����������



��

������������� ���� ��������� � ��� ��������� ������ �� ���� (a) �� ������� ����� ���
��� ��� ∆ � �� �������� ������������� �������� ��� c = 0.

�������� ����� ������� ��� u ∈ H1
0 (Ω) �������� ∆u ≥ 0 ��������������� �����������

��
�

Ω

∇u ·∇ϕ ≤ 0,

���� ���� ϕ ∈ H1
0 (Ω) �� ��� ϕ ≥ 0 ������ �� Ω�

������� ���� ���������� �� ������ ������� �� u ∈ H1
0 (Ω) �������� ∆u ≥ 0 ����������

�� Ω� �����
sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u+.

������������� ���� ���������� ������ ������� �����



�������� �

��� �������� ������ �� ��������

��� ����������

����� ��������� ����� ���� �������� ��������� ������� ����� ���� �������� � �������










































−∆u =
h1(x)

uα1vγ1
+ uβ1 �� Ω,

−∆v =
h2(x)

uα2vγ2
+ vβ2 �� Ω,

u, v > 0 �� Ω,

u = v = 0 ����� ∂Ω,

����

�� ��� h1, h2 : Ω → (0,+∞) ��� ������� ���������� αi, βi, γi ∈ (0, 1)� i = 1, 2� � Ω � ��
������ ����� � �������� �� R

N � ��� N ≥ 2�

�������� ���� ������� ��� � ��� (u, v) � ������� �������� �� �������� ����� ��
u, v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) � (u, v) �������� �������� �����

�������� ���� ������� ��� � ��� (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) � ������� ����� �� ��������
����� �� u � v ��� ��������� � (u, v) ���������



















�

Ω

∇u∇ϕ1 =

�

Ω

h1(x)ϕ1

uα1vγ1
+

�

Ω

uβ1ϕ1,

�

Ω

∇v∇ϕ2 =

�

Ω

h2(x)ϕ2

uα2vγ2
+

�

Ω

vβ2ϕ2,

���� ����� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

�� �������������� �� ������� ��������� �� �������� ���� ������� � ��������� ������
�� ������ �� �������� �� ����� ��� ���� �������� ��������� � �������� ��� �����

��



��

������������ ������������� ��� � �������� ������� �� ����������











































−∆u =
h1(x)

uα1vγ1 + �
+ uβ1 �� Ω,

−∆v =
h2(x)

uα2vγ2 + �
+ vβ2 �� Ω,

u, v > 0 �� Ω,

u = v = 0 ����� ∂Ω,

��1��

��� ������� �� ��� ����������� ��� ����������� ��� ����� �������� � ������������� ��
�������� ��������

�������� ���� ���� � > 0 ������ ������� ��� � ��� (u�, v�) � ������� �������� ��
�������� ��1��� �� u�, v� ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) � � ��� (u�, v�) �������� � �������� ��1���

�������� ���� ���� � > 0 ������ ������� ��� � ��� (u�, v�) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) � �������
����� �� �������� ��1��� �� u� � v� ��� ��������� � � ��� (u�, v�) ���������



















�

Ω

∇u�∇ϕ1 =

�

Ω

h1(x)ϕ1

uα1
� v

γ1
� + �

+

�

Ω

uβ1

� ϕ1,

�

Ω

∇v�∇ϕ2 =

�

Ω

h2(x)ϕ2

uα2
� v

γ2
� + �

+

�

Ω

vβ2

� ϕ2,

���� ����� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

���� �� �������� ����� �������� �� �� ��������� ���� ���������� � �������� ������������
�� ������� �� ����� ���� �� ��������

���������� ���� ������� ��� F : Rm → R
m � ��� ������ �������� ��� ���

�ξ�Rm = r ⇒ �F (ξ), ξ�Rm ≥ 0,

���� ����� r > 0� �� ��� �·, ·�Rm � � ������� ������� ����� �� R
m � � · �Rm � � �����

�������� ��� ���� ������� �������� ������ ������ z0 ∈ {x ∈ R
m : �x�Rm ≤ r}� ��� ���

F (z0) = 0Rm�

������������� ���� ����� ������ ���� �����

�� �������� � ���������� �������� ��� � ������ �� ��������� ��������� ��� �������
(u�, v�)�>0 ⊂ H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) �� �������� ������ ���� ��1��� ������� �� ������ ��

������������ �������� ������� ����� ��� ���� �������� ������ ��� ���������� �����
�������� ������������ �n = 1

n
��� n ∈ N� ������� ��� ��������� (un, vn)

+∞
n=1 �� ��������

��������� ���� �� ��������� ������������

��������������� �������������� h1, h2 ���� ���

h1

wα1zγ1
,

h2

wα2zγ2
∈ L2(Ω),



��

�� ��� −∆w = wβ1 � −∆z = zβ2 �� Ω � w = z = 0 �� ∂Ω� ���� �������� ����� ��
������� h1� h2 ��������� ��� �� ���������� (un)

+∞
n=1 � (vn)

+∞
n=1 ��� ��������� �� H1

0 (Ω) �
���� ���������� ����� ������� u, v ∈ H1

0 (Ω) ���� ��� un � u � vn � v� � ����� �� ���
������������� ����������� ������������ ��� (u, v) � ������� ����� �� �������� �����

��� ���������� �� ��� ������� ���� ���� ��������

��1��

� �������� ����� ����� � ��������� ��� ������� ����� (u�, v�) ���� ���� ��������
��1��� ��� � > 0 ������ ���������� � ������ �� �������� � � ���������� 2.5� � ��������
��� ������������ ������� ��� ���������� �� ������� ���� ���� ������������ � ������
E = H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) ������ ��� ������� �������

�·, ·�E : E × E → R,

(z1, z2) �→ �z1, z2�E = �u1, u2�H1
0
(Ω) + �v1, v2�H1

0
(Ω),

�� ��� z1 = (u1, v1) � z2 = (u2, v2)� � � ����� ��������� �� ������� �������

�z�2E = �z, z�E = �u�2H1
0
(Ω) + �v�2H1

0
(Ω),

��� z = (u, v) �
�x�2H1

0
(Ω) = �x, x�H1

0
(Ω),

���� ���� x ∈ H1
0 (Ω)� ����� ������ � ������� ���������� ��������

S = {φ1,φ2, . . . }

�� H1
0 (Ω)� ���������� ���� ��������� ����� � � �������� ������� �� ���������� (Um)m∈N ⊂

H1
0 (Ω) ����� ���

Um = ����{φ1,φ2, . . . ,φm}, ∀m ∈ N.

���� �� �������� �������� � ���������� � �������� ��������� ���������� �� ����������
Um�

���� ���� ���� m ∈ N� ��������� R
m×R

m ������ �� ��� ����� ����� � Um×Um ���
����� �������� ���� ����� �� E� ������ Um × Um � R

m × R
m ��� ������� ��������

��������������� ����������

������������� ���� � ��������� I : Rm × R
m → Um × Um� ���� ���

I(ξ, η) =

�

m
�

i=1

ξiφi,

m
�

i=1

ηiφi

�

,

�� ��� ξ = (ξ1, . . . , ξm) � η = (η1, . . . , ηm) ��� ��������� ������������ � R
m�

(a) ������������ ����� ξ = (ξ1, . . . , ξm)� η = (η1, . . . , ηm)� a = (a1, . . . , am) �



��

b = (b1, . . . , bm) ��������� �� Rm� λ ∈ R � φ1,φ2, . . . ,φm ∈ S� �����

I((ξ, η) + λ(a, b)) = I(ξ + λa, η + λb)

=

�

m
�

i=1

(ξi + λai)φi,

m
�

i=1

(ηi + λbi)φi

�

=

�

m
�

i=1

ξiφi + λ

m
�

i=1

aiφi,

m
�

i=1

ηiφi + λ

m
�

i=1

biφi

�

=

�

m
�

i=1

ξiφi,

m
�

i=1

ηiφi

�

+ λ

�

m
�

i=1

aiφi,

m
�

i=1

biφi

�

= I(ξ, η) + λI(a, b).

(b) ������������� ����� (ξ, η) ∈ R
m×R

m �� ��� ξ = (ξ1, . . . , ξm) � η = (η1, . . . , ηm)�
�����

�I(ξ, η)�2E =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

m
�

i=1

ξiφi,

m
�

i=1

ηiφi

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2

E

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

m
�

i=1

ξiφi

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2

H1
0
(Ω)

+

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

m
�

i=1

ηiφi

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2

H1
0
(Ω)

.

�����

�I(ξ, η)�2E =

�

m
�

i=1

ξiφi,

m
�

i=1

ξiφi

�

H1
0
(Ω)

+

�

m
�

i=1

ηiφi,

m
�

i=1

ηiφi

�

H1
0
(Ω)

���� φi ∈ S� ���� ���� i ∈ N� � S � �� ������� ���������� ��������� ����

�φi,φj�H1
0
(Ω) =

�

1 �� i = j,

0 �� i �= j.

����

�I(ξ, η)�2E =
m
�

i=1

|ξi|
2 ||φi||

2
H1

0
(Ω) +

m
�

i=1

|ηi|
2 ||φi||

2
H1

0
(Ω) = �(ξ, η)�2.

����������������
�I(ξ, η)�E = �(ξ, η)�. �����

�������� I � �������� ����� ������� �����

(c) ���������� ����������� �� ������� ������ ���������� ��� I � ��� ����������
���� ������ �� (w, z) ∈ ���(I)� �����

0 = �I(z, w)�E = �(z, w)�.

����������������� (z, w) = (0Rm , 0Rm)� �������� ker(I) = {(0Rm , 0Rm)} �
���������� ��� I � �� �����������

�������� ��� ����� (a)� (b) � (c) ���������� ��� R
m × R

m � Um × Um ��� �������
��������������� ����������



��

���� ����� �������� � �������� � ���������� ���� ���������� ������ ��� ������
��������� � ������� ��������� ���� ���� ����� ��������

���� ���� ���� � > 0 ������ ���������� h1, h2 ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω)� u, v ∈ Um �
ξ = (ξ1, . . . , ξm)� η = (η1, . . . , ηm) ��������� �� R

m� ���� ���

u =
m
�

i=1

ξiφi � v =
m
�

i=1

ηiφi.

������ �� ������� Fi : R
m × R

m → R � Gi : R
m × R

m → R ����� ���

Fi(ξ, η) = ξi −

�

Ω

h1(x)φi

|u|α1 |v|γ1 + �
−

�

Ω

(u+)β1φi

�

Gi(ξ, η) = ηi −

�

Ω

h2(x)φi

|u|α2 |v|γ2 + �
−

�

Ω

(v+)β2φi,

��� ���������� ���� ���� i = 1, 2, . . . ,m�

������������� ���� ��� ��������� (ξk, ηk)
+∞
k=1 ⊂ R

m × R
m ����������� ���� (ξ0, η0)� ��

��� ξk = (ξk1 , . . . , ξ
k
m)� ηk = (ηk1 , . . . , η

k
m)� ξ0 = (ξ01 , . . . , ξ

0
m)� η0 = (η01, . . . , η

0
m)� ���� ����

k ∈ N� �
ξ0i = lim

k→+∞
ξki � η0i = lim

k→+∞
ηki , �����

���� ���� i = 1, . . . ,m� ����������� ���

lim
k→+∞

Fi(ξk, ηk) = Fi(ξ0, η0) � lim
k→+∞

Gi(ξk, ηk) = Gi(ξ0, η0),

���� ���� i = 1, . . . ,m� ���� ���� ������������ uk, vk ∈ Um ���� ���

uk =
m
�

i=1

ξki φi � vk =
m
�

i=1

ηki φi.

����� ������� u0, v0 ∈ Um� ���� ���

u0 =
m
�

i=1

ξ0i φi =
m
�

i=1

lim
k→+∞

ξki φi = lim
k→+∞

m
�

i=1

ξki φi = lim
k→+∞

uk �����

�

v0 =
m
�

i=1

η0i φi =
m
�

i=1

lim
k→+∞

ηki φi = lim
k→+∞

m
�

i=1

ηki φi = lim
k→+∞

vk. �����

������������ ������ �� ���������� (Fi(ξk, ηk))
+∞
k=1 � (Gi(ξk, ηk))

+∞
k=1� ����� ���

Fi(ξk, ηk) = ξki −

�

Ω

h1(x)φi

|uk|α1 |vk|γ1 + �
−

�

Ω

(u+
k )

β1φi

�

Gi(ξk, ηk) = ηki −

�

Ω

h2(x)φi

|uk|α2 |vk|γ2 + �
−

�

Ω

(v+k )
β2φi,

���� ���� k ∈ N � i = 1, . . . ,m�



��

������������ �������� ���� ���� i = 1, . . . ,m �� ���������� �� ������� (f i
k)

+∞
k=1 �

(gik)
+∞
k=1 �������� �� Ω� ����� ���

f i
k(x) =

h1(x)φi

|uk|α1 |vk|γ1 + �
+ (u+

k )
β1φi(x)

�

gik(x) =
h2(x)φi

|uk|α2 |vk|γ2 + �
+ (v+k )

β2φi(x).

�������� ������ �� ������� f i
0, g

i
0 : Ω → R� ����� ���

f i
0(x) =

h1(x)φi

|u0|α1 |v0|γ1 + �
+ (u+

0 )
β1φi(x)

�

gi0(x) =
h2(x)φi

|u0|α2 |v0|γ2 + �
+ (v+0 )

β2φi(x),

���� ���� i = 1, . . . ,m� ��� ����� � ����� ������� ��������

f i
k(x) =

h1(x)φi

|uk|α1 |vk|γ1 + �
+ (u+

k )
β1φi(x) →

h1(x)φi

|u0|α1 |v0|γ1 + �
+ (u+

0 )
β1φi(x) = f i

0(x),

�

gik(x) =
h2(x)φi

|uk|α2 |vk|γ2 + �
+ (v+k )

β2φi(x) →
h2(x)φi

|u0|α2 |v0|γ2 + �
+ (v+0 )

β2φi(x) = gi0(x),

���� ���� x ∈ Ω � i = 1, 2, . . . ,m� ������ k → +∞�

��� ����� ����� ���� � ��������� (ξk, ηk)
+∞
k=1 � ��������� ������ N > 0 ��� ���

�(ξk, ηk)� ≤ N,

���� ���� k ∈ N� ���� ������� ���� �����

�ξk�Rm = �(ξk, 0)� ≤ N � �ηk�Rm = �(ηk, 0)� ≤ N,

���� ���� k ∈ N� ����� �������� ���� ���� i = 1, . . . ,m� �������

|ξik| ≤ N � |ηik| ≤ N, �����

���� ���� k ∈ N� �������� ������ �� ������� li1, l
i
2 : Ω → R� ����� ���

li1(x) =
1

�
|h1(x)�φi(x)|+Nβ1

m
�

j=1

|φj(x)|
β1 |φi(x)|

�

li2(x) =
1

�
|h2(x)�φi(x)|+Nβ2

m
�

j=1

|φj(x)|
β2 |φi(x)|,

���� ���� i = 1, . . . ,m� ����� �� ������������ �� ������ ��� li1, l
i
2 ∈ L1(Ω)� ���� ����

i = 1, . . . ,m� ����� ��� �������� h1, h2 ∈ L2(Ω) � ��� ���������� φ1, . . . ,φm ∈ S ⊂ L2(Ω)�



��

�� ���� �� ���������� � ��������������� �� ���� ������� � ��������� ������������ �
������������ �� ������ ��� �� ��������� ���������� 2

βi
� 2

2−βi
�

������� ��� |f i
k| ≤ |li1|� ���� ���� i = 1, . . . ,m� �� �����

|f i
k(x)| =

�

�

�

�

h1(x)φi

|uk|α1 |vk|γ1 + �
+ (u+

k )
β1φi(x)

�

�

�

�

≤
|h1(x)�φi(x)|

|uk(x)|α1 |vk(x)|γ1 + �
+ |(u+

k )
β1φi(x)|.

����
� < |uk(x)|

α1 |vk(x)|
γ1 + � � |(uk)

+(x)| ≤ |uk(x)|,

����� �����

|f i
k(x)| ≤

|h1(x)�φi(x)|

�
+ |uk(x)|

β1 |φi(x)|.

���� �������� �� uk � ������ ������ �������

|f i
k(x)| ≤

|h1(x)�φi(x)|

�
+ |uk(x)|

β1 |φi(x)|

≤
1

�
|h1(x)�φi(x)|+

m
�

j=1

|ξkj |
β1 |φj(x)|

β1 |φi(x)|

≤
1

�
|h1(x)�φi(x)|+Nβ1

m
�

j=1

|φj(x)|
β1 |φi(x)|

= li1(x),

���� ���� x ∈ Ω� i = 1, . . . ,m � k ∈ N� ������������� ������� �������� |gik| ≤ |li2|� ����
k ∈ N � i = 1, . . . ,m�

������� ����� ��� �� ��������� �� ������� �� ������������ ��������� �����
������� �������� ��� f i

0� g
i
0 ∈ L1(Ω) �

�

Ω

h1(x)φi

|uk|α1 |vk|γ1 + �
+

�

Ω

(v+k )
β1φi(x) →

�

Ω

h1(x)φi

|u0|α1 |v0|γ1 + �
+

�

Ω

(v+0 )
β1φi(x)

�
�

Ω

h2(x)φi

|uk|α2 |vk|γ2 + �
+

�

Ω

(v+k )
β2φi(x) →

�

Ω

h2(x)φi

|u0|α2 |v0|γ2 + �
+

�

Ω

(v+0 )
β2φi(x),

������ k → +∞� ���� ���� i = 1, . . . ,m� ��������� ��� ���� ������������� ���������� �
�� ������ ���������� ���

lim
k→+∞

Fi(ξk, ηk) = Fi(ξ0, η0) � lim
k→+∞

Gi(ξk, ηk) = Gi(ξ0, η0).

����������������� Fi � Gi ��� ��������� ���� ���� i = 1, 2, . . . ,m�

����� ��������� �� ������ �� ��������

����� ����� �� ������ ������������ ��� �������� �� Um×Um ���� �� ������� ��� ��
�������� ��� �������� �� ������� �������� �� �������� ��1��� ��� ����� ����������� ���
������ �� ���������



��

���� ���� ������� hi ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω) � αi, βi, γi ∈ (0, 1)� ���� i = 1, 2� ������ ����
���� m ∈ N� ������ �� ��� (um, vm) ∈ Um × Um ��� ��������



















�

Ω

∇um∇φi =

�

Ω

h1(x)φi

|um|α1 |vm|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
m)

β1φi,

�

Ω

∇vm∇φi =

�

Ω

h2(x)φi

|um|α2 |vm|γ2 + �
+

�

Ω

(v+m)
β2φi,

����

���� ���� i = 1, 2, . . . ,m�

������������� ����� u, v ∈ Um� ������� ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)� η = (η1, η2, . . . , ηm)
��������� �� Rm ���� ���

u =
m
�

i=1

ξiφi � v =
m
�

i=1

ηiφi. �����

�������� ������ � ��������� F : Rm × R
m → R

m × R
m� ���� ���

F (ξ, η) = ((F1(ξ, η), . . . , Fm(ξ, η)), (G1(ξ, η), . . . , Gm(ξ, η))),

�� ���

Fi(ξ, η) =

�

Ω

∇u∇φi −

�

Ω

h1(x)φi

|u|α1 |v|γ1 + �
−

�

Ω

(u+)β1φi

�

Gi(ξ, η) =

�

Ω

∇v∇φi −

�

Ω

h2(x)φi

|u|α2 |v|γ2 + �
−

�

Ω

(v+)β2φi

���� ���� i = 1, · · · ,m� ������ � �������� �� ������� ������� �� H1
0 (Ω)� �������

���������� �� ������� ���������� ����

Fi(ξ, η) = �u,φi�H1
0
(Ω) −

�

Ω

h1(x)φi

|u|α1 |v|γ1 + �
−

�

Ω

(u+)β1φi. �����

�

Gi(ξ, η) = �v,φi�H1
0
(Ω) −

�

Ω

h1(x)φi

|u|α1 |v|γ1 + �
−

�

Ω

(v+)β1φi. �����

���� �������� �� ������ �������

�u,φi�H1
0
(Ω) =

�

m
�

j=1

ξjφj,φi

�

H1
0
(Ω)

=
m
�

j=1

ξj �φj,φi�H1
0
(Ω) = ξi

�

�v,φi�H1
0
(Ω) =

�

m
�

j=1

ηjφj,φi

�

H1
0
(Ω)

=
m
�

j=1

ηj �φj,φi�H1
0
(Ω) = ηi.

����� ������� ���������� ����� � ����� ����

Fi(ξ, η) = ξi −

�

Ω

h1(x)φi

|u|α1 |v|γ1 + �
−

�

Ω

(u+)β1φi.



��

�

Gi(ξ, η) = ηi −

�

Ω

h2(x)φi

|u|α2 |v|γ2 + �
−

�

Ω

(v+)β2φi,

���� ���� i = 1, 2, . . . ,m. �� �������� � ������� ������� ����� �� Rm × R
m ����� F (ξ, η)

� (ξ, η)� �������

�F (ξ, η), (ξ, η)� =
m
�

i=1

�

ξi −

�

Ω

h1(x)φi

|u|α1 |v|γ1 + �
−

�

Ω

(u+)β1φi

�

ξi

+
m
�

i=1

�

ηi −

�

Ω

h2(x)φi

|u|α2 |v|γ2 + �
−

�

Ω

(v+)β2φi

�

ηi

�����������������

�F (ξ, η), (ξ, η)� =
m
�

i=1

ξ2i −

�

Ω

h1(x) (
�m

i=1 ξiφi)

|u|α1 |v|γ1 + �
−

�

Ω

(u+)β1

�

m
�

i=1

φiξi

�

+
m
�

i=1

η2i −

�

Ω

h2(x) (
�m

i=1 ηiφi)

|u|α2 |v|γ2 + �
−

�

Ω

(v+)β2

�

m
�

i=1

φiηi

�

.

����� ������� � �������

�F (ξ, η), (ξ, η)� = �u�2H1
0
(Ω) + �v�2H1

0
(Ω) −

�

Ω

h1(x)u

|u|α1 |v|γ1 + �
−

�

Ω

h2(x)v

|u|α2 |v|γ2 + �

−

�

Ω

(u+)β1u−

�

Ω

(v+)β2v.
�����

������� ������� ������������� ���������� �� ������ �� ���� ������� �� ������� ���������
�� �������� ������ ������� ���

�

Ω

h1(x)u

|u|α1 |v|γ1 + �
≤

1

�

�

Ω

h1(x)u.

���� ������������ �� ������� �����

1

�

�

Ω

h1(x)u ≤
1

�

�

Ω

|h1(x)u| ≤
1

�
�h1�2�u�2,

���� ��

−

�

Ω

h1(x)u

|u|α1 |v|γ1 + �
≥ −

1

�
�h1�2�u�2.

����� �������� �� �������� ������ C1 > 0 ��� ���

�w�2 ≤ C1�w�H1
0
(Ω),

���� ���� w ∈ H1
0 (Ω)� �����

−

�

Ω

h1(x)u

|u|α1 |v|γ1 + �
≥ −

1

�
�h1�2C1�u�H1

0
(Ω)



��

� ���� �u�H1
0
(Ω) ≤ �(u, v)�E� ����� �����

−

�

Ω

h1(x)u

|u|α1 |v|γ1 + �
≥ −

C1

�
�h1�2�(u, v)�E. ������

�� ������� �������� �������

−

�

Ω

h2(x)v

|u|α2 |v|γ2 + �
≥ −

C1

�
�h2�2�(u, v)�E. ������

���� �� ������ ���������� �������� �� ��������� �������������
�

Ω

(u+)β1u ≤

�

Ω

|u+|β1 |u| ≤

�

Ω

|u|β1+1 = �u�β1+1
β1+1.

���� 1 < β1 + 1 < 2� ����� ��� �������� �� ������� ���� ������ C2 > 0 ��� ���

�ω�β1+1 ≤ C2�ω�H1
0
(Ω),

���� ���� ω ∈ H1
0 (Ω)� ����

�

Ω

(u+)β1u ≤ C
β1+1
2 �u�β1+1

H1
0
(Ω)

≤ C
β1+1
2 �(u, v)�β1+1

E ,

���� ��

−

�

Ω

(u+)β1u ≥ −C
β1+1
2 �(u, v)�β1+1

E . ������

������������� ���� 1 < β2 + 1 < 2� ������ C3 > 0 ��� ���

−

�

Ω

(v+)β2v ≥ −C
β2+1
3 �(u, v)�β2+1

E . ������

���������� ������� ������� ������ � ������� K1 =
�

C1�h1�2
�

�

+
�

C1�h2�2
�

�

� K3 = C
β1+1
2 �

K3 = C
β2+1
3 � ����� �� �����

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ �(u, v)�2E −K1�(u, v)�E −K3�(u, v)�
β1+1
E −K4�(u, v)�

β2+1
E .

���� ���� ��� ����������

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ �(ξ, η)�2 −K1�(ξ, η)� −K3�(ξ, η)�
β1+1 −K4�(ξ, η)�

β2+1. ������

����� ���� ���� � > 0� � �������� ��������� r� > 0 �������������� ������ ��� ���

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ 0,

���� ����� (ξ, η) ∈ Sr�(0) ⊂ R
m × R

m � �������� m ∈ N� �� ����� ������� ��� ���� ����
��� �� �������� ���� ����� �0 > 0� ������ ���� �������� r > 0� ������ (ξ0, η0) ∈ Sr(0) ���
���

�F (ξ0, η0), (ξ0, η0)� < 0



��

� ������

1−
K1

�(ξ0, η0)�
−

K3

�(ξ0, η0)�1−β1
−

K4

�(ξ0, η0)�1−β2
< 0.

���� �(ξ0, η0)� = r� ������� ���������� � ������������ �������� ����

1−
K1

r
−

K3

r1−β1
−

K4

r1−β2
< 0, ������

��� ���� �������� �� ����������� ���� ����� ���� ���� r > 0� � ��� � ��� �������������
���� ���� β1, β2 ∈ (0, 1)� �����

�

1−
K1

r
−

K3

r1−β1
−

K4

r1−β2

�

→ 1, ������ k → +∞.

������ ���� r0 > 0 �������������� �������

1−
K1

r0
−

K3

r
1−β1

0

−
K4

r
1−β2

0

> 0,

� ��� ��������� �������

��������� ������ r� > 0 ��� ���

(ξ, η) ∈ S�(0) ⇒ �F (ξ, η), (ξ, η)� > 0. ������

������ ���� F � �������� ���� ���� ��� � �� ���������� ������� ����� �� ����������
���� ������ �� ��� (um, vm) ∈ Um×Um � (ξm, ηm) ∈ R

m×R
m� �� ��� ξm = (ξm1 , · · · , ξmm)�

ηm = (ηm1 , · · · , η
m
m) �

um =
m
�

i=1

ξmi φi, vm =
m
�

i=1

ηmi φi,

���� ���
�(um, vm)�E = �(ξm, ηm)� ≤ r� � F (ξm, ηm) = 0Rm×Rm ,

���� ���� m ∈ N� �� ����� �����

0 = Fi(ξm, ηm) =

�

Ω

∇um∇φi −

�

Ω

h1(x)φi

|um|α1 |vm|γ1 + �
−

�

Ω

(u+
m)

β1φi,

�

0 = Gi(ξm, ηm) =

�

Ω

∇vm∇φi −

�

Ω

h2(x)φi

|um|α2 |vm|γ2 + �
−

�

Ω

(v+m)
β2φi,

���� ���� i = 1, 2, . . . ,m� ��������� � ������� ���� ������ ������� ���� ���� i = 1, . . . ,m
��� m ∈ N�

���������� ���� ������� ��� � ��������� r� ���������� �� ����� �� ���� ��������
��� ������� �� m� ��� ������� ���� ���� m ������� � ������������ ������ ���� ����
���� (ξ, η) ∈ R

m × R
m� ����� � �������� ��������� r� > 0 �������������� ������ ��� ���

||(ξ, η)|| = r� ������� �� �F (ξ, η), (ξ, η)� > 0 ���� ���� m ∈ N�

��������� ����� ������� hi ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω) � αi, βi, γi ∈ (0, 1) ���� i = 1, 2 � k ��
������ ������� ����� �� ����� � m� ������ �� �������� (um, vm) �� ���� ������ ���



��

�������� ��


















�

Ω

∇um∇ψ1 =

�

Ω

h1(x)ψ1

|um|α1 |vm|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
m)

β1ψ1,

�

Ω

∇vm∇ψ2 =

�

Ω

h2(x)ψ2

|um|α2 |vm|γ2 + �
+

�

Ω

(v+m)
β2ψ2,

���� ����� ψ1,ψ2 ∈ Uk ⊆ Um�

������������� ������� �� ������� k ≤ m � ������� (ψ1,ψ2) ∈ Uk × Uk� ���� ��

ψ1 =
k

�

i=1

aiφi � ψ2 =
k

�

i=1

biφi,

(a1, a2, . . . , ak)� (b1, b2, . . . , bk) ∈ R
k� ������������� �� �������� �� i������ ������� ����

��� ai � bi� ���������������� �����


















�

Ω

∇um∇φiai =

�

Ω

h1(x)φiai

|um|α1 |vm|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
m)

β1φiai,

�

Ω

∇vm∇φibi =

�

Ω

h2(x)φibi

|um|α2 |vm|γ2 + �
+

�

Ω

(v+m)
β2φibi.

������� �� k ��������� �����































�

Ω

∇um

�

k
�

i=1

∇φiai

�

=

�

Ω

h1(x)
�

�k

i=1 φiai

�

|um|α1 |vm|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
m)

β1

�

k
�

i=1

φiai

�

,

�

Ω

∇vm

�

k
�

i=1

∇φibi

�

=

�

Ω

h2(x)
�

�k

i=1 φibi

�

|um|α2 |vm|γ2 + �
+

�

Ω

(v+m)
β2

�

k
�

i=1

φibi

�

.

���� ∇ψ1 =
�k

i=1 ai∇φi � ∇ψ2 =
�k

i=1 bi∇φi� �������


















�

Ω

∇um∇ψ1 =

�

Ω

h1(x)ψ1

|um|α1 |vm|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
m)

β1ψ1,

�

Ω

∇vm∇ψ2 =

�

Ω

h2(x)ψ2

|um|α2 |vm|γ2 + �
+

�

Ω

(v+m)
β2ψ2,

���� ��������� ��������

���� ������������ �� ���������� ���� ������� �������� ��� �� ���������� (um)
+∞
m=1�

(vm)
+∞
m=1 ∈ Um� ������� �� ���� ��� ��� ��������� �� H1

0 (Ω) ����

�(um, vm)�E ≤ r�, ������

���� ���� m ∈ N�

���������� ����� ������ � ��������� �������� ���� �� �������� h1 � h2 ����� ����������



��

����� um �= 0 � vm �= 0 ������ �� Ω� �� ����� �� h1 � h2 ��� ���������� � ��� (0H1
0
(Ω), 0H1

0
(Ω))

��� ���� ��� ������� �� ������� ����� ��������� um � vm ��� �������� ��� ����� �� �����

��� ����������� ��� � ����� ������� �������� ���� ���� � > 0� ������� ���� ����������
(um)

+∞
m=1 � (vm)

+∞
m=1 �� ������ ��� ����� � ��������� �� H1

0 (Ω)� ��� ��� (um, vm) � �������
�� ����� ����������������� ���� ���������� ����� � ����� �� ��� ������������� �����



















um � u� � vm � v� �� H1
0 (Ω),

um → u� � vm → v� �� L2(Ω),

um(x) → u�(x) � vm(x) → v�(x) ������ �� Ω,

����

���� ����� ��� (u, v) ∈ E�

���� ����� ����� hi ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω)� αi, βi, γi ∈ (0, 1) ���� i = 1, 2� � k �� ������
������� ��� ����� �� ����� � m� ������ ���� ���� � > 0� ������� u�, v� ∈ H1

0 (Ω) ���
����������



















�

Ω

∇u�∇ψ1 =

�

Ω

h1(x)ψ1

|u�|α1 |v�|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
� )

β1ψ1,

�

Ω

∇v�∇ψ2 =

�

Ω

h2(x)ψ2

|u�|α2 |v�|γ2 + �
+

�

Ω

(v+� )
β2ψ2,

���� ���� ψ1,ψ2 ∈ Uk�

������������� �� ������������ ����� �� ����� �����

�um,ω�H1
0
(Ω) → �u�,ω�H1

0
(Ω), ������ m → +∞,

���� ���� ω ∈ H1
0 (Ω) ����� �������� �� ������������ ����� �� �� ������ �� ���������

�� �����������
�

Ω

∇um∇ψ1 →

�

Ω

∇u�∇ψ1 �
�

Ω

∇vm∇ψ2 →

�

Ω

∇v�∇ψ2, ������

���� �������� ��� (ψ1,ψ2) ∈ Uk × Uk�

����� �� ���������� �� ������� (fm)
+∞
m=1 � (gm)

+∞
m=1� ����� ���

fm(x) =
h1(x)

|um|α1 |vm|γ1 + �
+ (u+

m)
β1(x),

�

gm(x) =
h2(x)

|um|α2 |vm|γ2 + �
+ (v+m)

β2(x),

���� ���� m ∈ N� ����� ������ �� �������

f�(x) =
h1(x)

|u�|α1 |v�|γ1 + �
+ (u+

� )
β1(x)

�

g�(x) =
h2(x)

|u�|α2 |v�|γ2 + �
+ (v+� )

β2(x).



��

���� �������� ������������ �� ����� ������� �������� ���

fm(x) =
h1(x)

|um|α1 |vm|γ1 + �
+ (u+

m)
β1(x) →

h1(x)

|u�|α1 |v�|γ1 + �
+ (u+

� )
β1(x) = f�(x),

�

gm(x) =
h2(x)

|um|α2 |vm|γ2 + �
+ (v+m)

β2(x) →
h2(x)

|u�|α2 |v�|γ2 + �
+ (v+� )

β2(x) = g�(x),

������ �� Ω� ������ m → +∞� �� ������� ������������ �� ����� ������ M > 0 ��� ���

�um�2 ≤ M, ���� ���� m ∈ N

� ������ � ������������ �� ������ ��� �� ��������� �����������

1

β1

�
1

1− β1

,

�����

�(u+
m)

β1�22 ≤

�

Ω

|um|
2β1

≤

��

Ω

(|um|
2β1)

1

β1

�β1
��

Ω

|1|
1

1−β1

�1−β1

= �um�
2β1

2 |Ω|1−β1

≤ M2β1 |Ω|1−β1 ,

��� ���� m ∈ N� ���� h1 ∈ L2(Ω)� ������������

C1 =

�

�

�

�

h1(x)

�

�

�

�

�

2

.

�����

�fm�2 ≤

�

�

�

�

h1(x)

�

�

�

�

�

2

+ �(u+
m)

β1�2 ≤ C1 +Mβ1 |Ω|
1−β1

2 , ∀m ∈ N.

������������� ������ C3 > 0 ��� ���

�gm�2 ≤ C3, ∀m ∈ N.

������ ���� ������� ����� �����

fm � f� � gm � g�, �� L2(Ω),

���� ��
�

Ω

fmϕ1 →

�

Ω

fϕ1 �
�

Ω

gmϕ2 →

�

Ω

gϕ2,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ L2(Ω)� �� ���������� ����

�

Ω

h1(x)ψ1

|um|α1 |vm|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
m)

β1ψ1(x) →

�

Ω

h1(x)ψ1

|u�|α1 |v�|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
� )

β1ψ1(x)



��

�
�

Ω

h2(x)ψ2

|um|α2 |vm|γ2 + �
+

�

Ω

(v+m)
β2ψ2(x) →

�

Ω

h2(x)ψ2

|u�|α2 |v�|γ2 + �
+

�

Ω

(v+� )
β2ψ2(x),

���� �������� ψ1,ψ2 ∈ Uk�

��������� ��� ������������� ���������� � �� ������ � �� ��������� ��������� �����

�

Ω

∇u�∇ψ1 =

�

Ω

h1(x)ψ1

|u�|α1 |v�|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
� )

β1ψ1,

�
�

Ω

∇v�∇ψ2 =

�

Ω

h2(x)ψ2

|u�|α2 |v�|γ2 + �
+

�

Ω

(v+� )
β2ψ2,

���� ���� ψ1,ψ2 ∈ Uk� ���� ��������� ��������

������� ����� ����� hi ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω) � αi, βi, γi ∈ (0, 1)� ���� i = 1, 2� ������ ����
���� � > 0� ������� u�, v� ∈ H1

0 (Ω) �������������� ���� ��� � ��� (u�, v�) ��������



















�

Ω

∇u�∇ϕ1 =

�

Ω

h1(x)ϕ1

uα1
� v

γ1
� + �

+

�

Ω

uβ1

� ϕ1,

�

Ω

∇v�∇ϕ2 =

�

Ω

h2(x)ϕ2

uα2
� v

γ2
� + �

+

�

Ω

vβ2

� ϕ2,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

������������� ���� ���� ��������� ���� ���� k ∈ N � ψ1,ψ2 ∈ Uk� ������� u� � v� ��
H1

0 (Ω) ������������


















�

Ω

∇u�∇ψ1 =

�

Ω

h1(x)ψ1

|u�|α1 |v�|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
� )

β1ψ1,

�

Ω

∇v�∇ψ2 =

�

Ω

h2(x)ψ2

|u�|α2 |v�|γ2 + �
+

�

Ω

(v+� )
β2ψ2.

����

���� S = {φ1,φ2, · · · } � ��� ���� �� �������� �� H1
0 (Ω) ����� ������� ����� �������

�������� �������� �������� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω) �� ����� ����� ����

ϕ1 = lim
k→+∞

k
�

i=1

aiφi � ϕ2 = lim
k→+∞

k
�

i=1

biφi,

�� ��� ai, bi ∈ R� ���� ���� i ∈ N� � �����

ψ1 =
k

�

i=1

aiφi → ϕ1 � ψ2 =
k

�

i=1

biφi → ϕ2, �� H1
0 (Ω),

������ k → +∞� ��������� ������� k → +∞ ��� �������� �� ������� ����� �������

�

Ω

∇u�∇ϕ1 =

�

Ω

h1(x)ϕ1

|u�|α1 |v�|γ1 + �
+

�

Ω

(u+
� )

β1ϕ1, ������



��

�
�

Ω

∇v�∇ϕ2 =

�

Ω

h2(x)ϕ2

|u�|α2 |v�|γ2 + �
+

�

Ω

(v+� )
β2ϕ2, ������

���� ��������� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

���� ����
�

Ω

∇(−u�)∇ϕ = −

�

Ω

∇u�∇ϕ = −

�

Ω

h1(x)ϕ

|u�|α1 |v�|γ1 + �
−

�

Ω

(u+
� )

β1ϕ ≤ 0.

���� ���� ϕ ∈ H1
0 (Ω)� �� ��� ϕ ≥ 0 ������ �� Ω� ������ −u� ���������� ��������������

� ���� ��������� �� ������ ����� ���� ������� ���������� �������������� ���� �������
������ �����

−u� ≤ sup
Ω

(−u�) ≤ sup
∂Ω

(−u+
� ) = 0,

���� �� u� ≥ 0 �� Ω� ������������ � �������� �������� ��� v� ≥ 0 �� Ω� ����� ��������
������� ���������� ������ � ������ ����

�

Ω

∇u�∇ϕ1 =

�

Ω

h1(x)ϕ1

uα1
� v

γ1
� + �

+

�

Ω

uβ1

� ϕ1

�
�

Ω

∇v�∇ϕ2 =

�

Ω

h2(x)ϕ2

uα2
� v

γ2
� + �

+

�

Ω

vβ2

� ϕ2,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)� ��������� � ��� (u�, v�) ��������










































−∆u� =
h1(x)

uα1
� v

γ1
� + �

+ uβ1

� �� Ω,

−∆v� =
h2(x)

uα2
� v

γ2
� + �

+ vβ2

� �� Ω,

u�, v� ≥ 0 �� Ω,

u� = v� = 0 ����� ∂Ω,

�����������

������� ����� ����� hi ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω) � αi, βi, γi ∈ (0, 1) ���� i = 1, 2� ������ ����
���� � > 0� � �������� ��1�� ������ ��� ������� ���������

������������� ����� u�, v� ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) ����� ����� �� ��� ��� � ������� ��� �� ������
���� ��������� ����� ���� ������ x0 �� �������� �� Ω� ��� ��� u�(x0) = v�(x0) = 0� ��������
u� ≡ v� ≡ 0� � ��� ��� � ��������� ���� ��� �� ��������� ���������� �� �� ����������

����� � �������� ������� ���
�

0H1
0
(Ω), 0H1

0
(Ω)

�

��� � ������� ���� ��1��� ��������� u�, v� > 0

�� Ω�



��

��� ���������� �� ��� ������� ���� ����

�������������� ���� � > 0� ����������� �� ��� (u�, v�) ��� � ������� �������� ��
�������� ��1��� ����� �������� ������ � ����� � ������ � 0 � ������� ����� ����� ���
������� ���� � �������� ����� ���� ���� n ∈ N� ������� �n = 1

n
� ����� � ���

(u�n , v�n) = (un, vn) ��������














































−∆un =
h1(x)

uα1
n v

γ1
n + 1

n

+ uβ1

n �� Ω

−∆vn =
h2(x)

uα2
n v

γ2
n + 1

n

+ vβ2

n �� Ω,

un, vn > 0 �� Ω,

un = vn = 0 ����� ∂Ω,

��1n�

�� ������� ���������

���� ���� ����� w, z ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) �� ������ �������� ��� ���������











−∆w = wβ1 �� Ω,

w > 0 �� Ω,

w = 0 ����� ∂Ω

�










−∆z = zβ2 �� Ω,

z > 0 �� Ω,

z = 0 ����� ∂Ω

����� ������ � ������ ����� �� �������� ��1n�� ������� �������� ���

−∆un ≥ uβ1

n � −∆vn ≥ vβ2

n �� Ω.

����� �������� ���� β1, β2 ∈ (0, 1)� �����

un(x) ≥ w(x) � vn(x) ≥ z(x) ������ �� Ω, ∀n ∈ N, ���

���� ��� ������� �� ����� �� ������� ��� �� ����������� ������ � ������ ����

���� ����� ����� αi, βi, γi ∈ (0, 1) ���� i = 1, 2 � h1, h2 ���� ���

h1

wα1zγ1
,

h2

wα2zγ2
∈ L2(Ω). ���

������ � ��������� (un, vn)
+∞
n=1 � �������� �� E� ���� (un, vn) � ������� �� ��1n��

������������� ����� (un, vn)
+∞
n=1 � ��������� �� �������� �� ������� ��1n�� ���� ��������

�� ������� ������ �����
�

Ω

|∇un|
2 =

�

Ω

h1(x)un

uα1
n v

γ1
n + 1

n

+

�

Ω

uβ1+1
n . ������



��

�� ���� ������� �������� ���

uα1

n (x) ≥ wα1(x) � vγ1n (x) ≥ zγ1(x) ������ �� Ω.

�����
uα1

n (x)vγ1n (x) ≥ wα1(x)zγ1(x) ������ �� Ω ����

� ����������������
h1(x)un

uα1
n v

γ1
n + 1

n

≤
h1(x)un

wα1zγ1 + 1
n

������ �� Ω� ������� � �������� �� Ω �� ����� � ������ � ������������ �� �������
�������

�

Ω

h1(x)un

uα1
n v

γ1
n + 1

n

≤

�

Ω

h1(x)un

wα1zγ1 + 1
n

≤

�

Ω

h1(x)

wα1zγ1
un ≤

�

�

�

�

h1(x)

wα1zγ1

�

�

�

�

2

�un�2.

����� �������� �� �������� ������� C1, C2 > 0 ���� ���

�ω�2 ≤ C1�ω�H1
0
(Ω) � �ω�β1+1 ≤ C2�ω�H1

0
(Ω),

���� ���� ω ∈ H1
0 (Ω)� �� ������������ �������� � �� ������� ������� �������

�

Ω

|∇un|
2 ≤ C1

�

�

�

�

h1(x)

wα1zγ1

�

�

�

�

2

�un�H1
0
(Ω) + C2�un�

β1+1

H1
0
(Ω)

.

�� ������� �������� ������ C3 > 0 ��� ���
�

Ω

|∇vn|
2 ≤ C1

�

�

�

�

h2(x)

wα2zγ2

�

�

�

�

2

�vn�H1
0
(Ω) + C3�vn�

β2+1

H1
0
(Ω)

.

����������

K1 = C1

�

�

�

�

h1(x)

wα1zγ1

�

�

�

�

2

, K3 = C1

�

�

�

�

h2(x)

wα2zγ2

�

�

�

�

2

,

K2 = C2� K4 = C3 � ������ � ���� ���

�vn�H1
0
(Ω), �un�H1

0
(Ω) ≤ �(un, vn)�E, ∀n ∈ N, ������

�������

�un�
2
H1

0
(Ω) =

�

Ω

|∇un|
2 ≤ K1�(un, vn)�E +K2�(un, vn)�

β1+1
E

�

�vn�
2
H1

0
(Ω) =

�

Ω

|∇vn|
2 ≤ K3�(un, vn)�E +K4�(un, vn)�

β2+1
E ,

���� ���� n ∈ N� ������� �� ���� ���������� ���������� � ���������� K1 + K3 = K5�
�������

�un�
2
H1

0
(Ω) + �vn�

2
H1

0
(Ω) ≤ K5�(un, vn)�E +K2�(un, vn)�

β1+1
E +K4�(un, vn)�

β2+1
E ,

���� ���� n ∈ N� ����� (un)
+∞
n1

� (vn)+∞
n1

��� ���������� ��������� �� H1
0 (Ω)� �� �����

���������� ��� ���� ���������� ����� ����������� ���� un, vn > 0 ���� ���� n ∈ N

����� �(un, vn)�
2
E �= 0� ������ ������� ������� ����� �� ����� �� ������������ ��������



��

��� �(un, vn)�
2
E � �����

1 ≤
K5

�(un, vn)�E
+

K2

�(un, vn)�
1−β1

E

+
K4

�(un, vn)�
1−β2

E

,

���� ���� n ∈ N� �������� �� �������� �� ����� �� ����� �� ������������� �������
�����

1 ≤ K

�

1

�(un, vn)�2E
+

1

(�(un, vn)�2E)
1−β1

+
1

(�(un, vn)�2E)
1−β2

�

, �•�

���� ����� K > 0 � ���� ���� n ∈ N� �� ������ ���� ������ ��� ���������� (un)
+∞
n1

�
(vn)

+∞
n1

����� ���������� �� H1
0 (Ω)� �������

�(un, vn)�H1
0
(Ω) → +∞, ������ n → +∞.

���� ��������� ��� ����� ���������� ��� ����������� ���� ����� n0 ∈ N ��������������
������� ����

K

�

1

�(un0
, vn0

)�2E
+

1

(�(un0
, vn0

)�2E)
1−β1

+
1

(�(un0
, vn0

)�2E)
1−β2

�

< 1. �••�

�� ��������� ���� ���� �•� � �••�� ��������� ���������������� �������� (un)
+∞
n=1 �

(vn)
+∞
n=1 ��� ��������� �� H1

0 (Ω)�

�� ��������� �� (un, vn)
+∞
n=1 �� E ������ �� ���� ��������� ����� �� ���������� �����

��� � ����� �� ��� ������������� �����


















un � u � vn � v �� H1
0 (Ω),

un → u � vn → v �� L2(Ω),

un(x) → u(x) � vn(x) → v(x) ������ �� Ω,

����

���� ����� ��� (u, v) ∈ E�

��� ������������� ���������� � �� ���� ������� �������� ���

u(x) ≥ w(x) � v(x) ≥ z(x) ������ �� Ω.

������� ����� ����� αi, βi, γi ∈ (0, 1) ���� i = 1, 2 � ������ ���� ������ �������
u, v ∈ H1

0 (Ω) �������������� ���� ��� � ��� (u, v) ��������



















�

Ω

∇u∇ϕ1 =

�

Ω

h1(x)ϕ1

uα1vγ1
+

�

Ω

uβ1ϕ1,

�

Ω

∇v∇ϕ2 =

�

Ω

h2(x)ϕ2

uα2vγ2
+

�

Ω

vβ2ϕ2,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

������������� ������������� ���������� � ���������� �� �������� ������ ���� �����



��

�� �������� ������������ �� ���� ����

�un,ω�H1
0
(Ω) → �u,ω�H1

0
(Ω),

���� ���� ω ∈ H1
0 (Ω)� �� �����

�

Ω

∇un∇ϕ1 →

�

Ω

∇u∇ϕ1 �
�

Ω

∇vn∇ϕ2 →

�

Ω

∇v∇ϕ2, ������

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

����� �� ���������� �� ������� (fn)
+∞
n=1 � (gn)

+∞
n=1� �������� �� Ω � ����� ���

fn(x) =
h1(x)

uα1
n v

γ1
n + 1

n

+ uβ1

n (x)

�

gn(x) =
h2(x)

uα2
n v

γ2
n + 1

n

+ vβ2

n (x),

���� ���� n ∈ N� �� ����� �����

�

h1(x)

uα1
n v

γ1
n + 1

n

�2

≤

�

h1(x)

wα1zγ1

�2

, ∀n ∈ N

� ��� ���� ����
�

�

�

�

h1(x)

uα1
n v

γ1
n + 1

n

�

�

�

�

2

≤

�

�

�

�

h1(x)

wα1zγ1

�

�

�

�

2

≤ C, ∀n ∈ N,

���� ����� C > 0� ���������� �� ������� ������� � ����� �� ���� ����� �����
�

Ω

h1(x)ϕ1

uα1
n v

γ1
n + 1

n

+

�

Ω

uβ1

n ϕ1 →

�

Ω

h1(x)ϕ1

uα1vγ1
+

�

Ω

uβ1ϕ1,

�
�

Ω

h2(x)ϕ2

uα2
n v

γ2
n + 1

n

+

�

Ω

vβ2

n ϕ2 →

�

Ω

h2(x)ϕ2

uα2vγ2
+

�

Ω

vβ2ϕ2,

�� n → +∞� ���� ��������� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)� ��������� ��� ���� ������������� ����������

� �� ������ �������
�

Ω

∇u∇ϕ1 =

�

Ω

h1(x)ϕ1

uα1vγ1
+

�

Ω

uβ1ϕ1,

�
�

Ω

∇v∇ϕ2 =

�

Ω

h2(x)ϕ2

uα2vγ2
+

�

Ω

vβ2ϕ2,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω), ���� ��������� ��������

�� ������� u � v ��� ��������� ����� �� Ω� ���� ���������� ���� ������� ����� ��� u �
v ��� ������� ������������� �� ���� Ω� ���� ����� ���� ���

�

Ω

∇(−u)∇ϕ = −

�

Ω

∇u∇ϕ = −

�

Ω

h1(x)ϕ

uα1vγ1
−

�

Ω

uβ1ϕ ≤ 0,



��

���� ���� ϕ ≥ 0 ������ �� Ω� �� ����� u � ���������� ������������� � ������ � ���������
�� ������ ����� ���� ������� ���������� ��������������� �����

−u ≤ sup
Ω

−u ≤ sup
∂Ω

−u+ = 0.

���� �� u ≥ 0 �� Ω� ������������� ������� �������� ��� v ≥ 0 �� Ω� ���� ������ ���
��� �����

u ≥ 0 �� Ω, u > 0 ������ �� Ω

�
v ≥ 0 �� Ω, v > 0 ������ �� Ω.

��������� � ��� (u, v) ��������










































−∆u =
h1(x)

uα1vγ1
+ uβ1 �� Ω,

−∆v =
h2(x)

uα2vγ2
+ vβ2 �� Ω,

u, v ≥ 0 �� Ω,

u = v = 0 ����� ∂Ω

�����������

������� ����� ����� hi ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω)� αi, βi, γi,∈ (0, 1) ���� i = 1, 2 � ���������
���� ������ � ��� (u, v) ∈ E ������ �� ������� ������� � ��� ������� �������� �� �����

������������� ������������ (u, v) ∈ (C2(Ω) ∩ C0(Ω))2 ����� ����� �� ��� ��� � �������
��� �� ������ ����� u, v > 0�



�������� �

��� ������� ������ �� ��������

��� ����������

����� ��������� ����� ���� �������� ��������� �������� ���� � �������� ��������







































−∆u =
1

uα1
+ vγ1 �� Ω,

−∆v =
1

vγ2
+ uα2 �� Ω,

u, v > 0 �� Ω,

u = v = 0 ����� ∂Ω,

����

���� αi, γi ∈ (0, 1)� ���� i = 1, 2� � Ω � �� ������ ����� � �������� �� RN ��� N ≥ 2�

�������� ���� ������� ��� � ��� (u, v) � ������� �������� �� �������� ����� ��
u, v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) � (u, v) �������� � �������� �����

�������� ���� ������� ��� � ��� (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) � ������� ����� �� ��������
����� �� u � v ��� ��������� � (u, v) ���������















�

Ω

∇u∇ϕ1 =

�

Ω

ϕ1

uα1
+

�

Ω

vγ1ϕ1,

�

Ω

∇v∇ϕ2 =

�

Ω

ϕ2

vγ2
+

�

Ω

uα2ϕ2,

���� ����� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

�� ������� ������� �� �������� ��������� ���� ������������ �� �������������� ��
�������� ����� ������������� ������������ �������� �� ��������� ������������ ����

��



��

���� ������������










































−∆u =
1

(u+ �)α1
+ vγ1 �� Ω,

−∆v =
1

(v + �)γ2
+ uα2 �� Ω

u, v > 0 �� Ω,

u = v = 0 ����� ∂Ω,

��2��

���� ���� � > 0�

�������� ���� ���� � > 0 ������ ������� ��� � ��� (u�, v�) � ������� �������� ��
�������� ��2��� �� u�, v� ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) � (u�, v�) �������� � �������� ��2���

�������� ���� ���� � > 0 ������ ������� ��� � ��� (u�, v�) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) � �������
����� �� �������� ��2��� �� u� � v� ��� ��������� � (u�, v�) ���������















�

Ω

∇u�∇ϕ1 =

�

Ω

ϕ1

(u� + �)α1
+

�

Ω

vγ1� ϕ1,

�

Ω

∇v�∇ϕ2 =

�

Ω

ϕ2

(v� + �)γ2
+

�

Ω

uα2

� ϕ2,

���� ����� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

���������� ��������� � ���������� ��� ��� � ������ �� �������� ��������� ���
������� (u�, v�)�>0 ⊂ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) �� �������� ������ ���� �� ��������� �� ����� ��2���

��� ���������� ��� � ������ �� ������������ �������� ��� ��������� ��� ������� ��������
���� ���� �������� ��2��� ������� �n = 1

n
���� n ∈ N�� ������� ���� ����������

(un)
+∞
n=1 � (vn)

+∞
n=1 ��������� �� H1

0 (Ω) ���� � ����� �� ��� ������������� �����������
���������� ���� u, v ∈ H1

0 (Ω)� ��� � ��� (u, v) ������� ����� �� �����

��� ���������� �� ��� ������� ���� ���� ��2��

�� ����� ������� �� �������� ��������� �������� ��� H1
0 (Ω) ������ �� �������

���������� �������� S = {φ1,φ2, . . . }� ��� ������� �� ���������� (Um)m∈N ⊂ H1
0 (Ω)

����� ���
Um = [φ1,φ2, . . . ,φm],

� � ���������� ���������� ����� Rm × R
m � Um × Um�

���� ����� �������� � �������� � ���������� ����� ����� �� ���������� � ���������� �
�������� ��������� ���������

���� ���� ���� � > 0 ������ ���������� u, v ∈ Um � ξ = (ξ1, . . . , ξm)� η = (η1, . . . , ηm)
��������� �� R

m� ���� ���

u =
m
�

i=1

ξiφi � v =
m
�

i=1

ηiφi



��

��� φ1, . . . ,φm ∈ S� ������ �� ������� Fi : R
m × R

m → R � Gi : R
m × R

m → R �����
���

Fi(ξ, η) = ξi −

�

Ω

φi

(|u|+ �)α1
−

�

Ω

(v+)γ1φi

�

Gi(ξ, η) = ηi −

�

Ω

φi

(|v|+ �)γ2
−

�

Ω

(u+)α2φi

��� ����������

������������� ���� (ξk, ηk)
+∞
k=1 ��� ��������� ����������� ���� (ξ0, η0) �� R

m × R
m�

������������ ξk = (ξk1 , . . . , ξ
k
m)� ηk = (ηk1 , . . . , η

k
m)� ξ0 = (ξ01 , . . . , ξ

0
m)� η0 = (η01, . . . , η

0
m)

�� ���
ξ0i = lim

k→+∞
ξki � η0i = lim

k→+∞
ηki , �����

���� ���� i = 1, . . . ,m � ���� k ∈ N� ���� ���� ���� ������� uk, vk ∈ Um ���� ���

uk =
m
�

i=1

ξki φi � vk =
m
�

i=1

ηki φi.

������������� ������� u0, v0 ∈ Um ������� ���������� � ξ0 � η0 ���� �������� ���������

u0 =
m
�

i=1

ξ0i φi � u0 =
m
�

i=1

η0i φi,

��� φ1, . . . ,φm ∈ S� ��� ������� ����� � ��� ��������� �� uk� vk� u0� v0� �������

u0 =
m
�

i=1

ξ0i φi =
m
�

i=1

lim
k→+∞

ξki φi = lim
k→+∞

m
�

i=1

ξki φi = lim
k→+∞

uk �����

�

v0 =
m
�

i=1

η0i φi =
m
�

i=1

lim
k→+∞

ηki φi = lim
k→+∞

m
�

i=1

ηki φi = lim
k→+∞

vk. �����

������������ ������ �� ���������� (Fi(ξk, ηk))
+∞
k=1 � (Gi(ξk, ηk))

+∞
k=1� ���� ���� i =

1, . . . ,m� ����

Fi(ξk, ηk) = ξki −

�

Ω

φi

(|uk|+ �)α1
−

�

Ω

(v+k )
γ1φi

�

Gi(ξk, ηk) = ηki −

�

Ω

φi

(|vk|+ �)γ2
−

�

Ω

(u+
k )

α2φi,

���� ���� k ∈ N� ���� �������� � ������������ ��� ������� Fi � Gi� ��������� ���

lim
k→+∞

Fi(ξk, ηk) = Fi(ξ0, η0) � lim
k→+∞

Gi(ξk, ηk) = Gi(ξ0, η0),

���� ���� i = 1, . . .m�

������������ �� ���������� �� ������� (f i
k)

+∞
k=1 � (g

i
k)

+∞
k=1 �������� �� Ω � ����� ���

f i
k(x) =

φi(x)

(|uk|+ �)α1
+ (v+k )

γ1φi(x)



��

�

gik(x) =
φi(x)

(|vk|+ �)γ2
+ (u+

k )
α2φi(x),

���� ���� k ∈ N � i = 1, . . . ,m� ����� ������ �� ������� gi0, f
i
0 : Ω → R� ����� ���

f i
0(x) =

φi(x)

(|u0|+ �)α1
+ (v+0 )

γ1φi(x)

�

gi0(x) =
φi(x)

(|v0|+ �)γ2
+ (u+

0 )
α2φi(x),

���� ���� i = 1, . . . ,m� ���������� ����� � ����� ���������� ���

f i
k(x) =

φi(x)

(|uk|+ �)α1
+ (v+k )

γ1φi(x) →
φi(x)

(|u0|+ �)α1
+ (v+0 )

γ1φi(x) = f i
0(x),

�

gik(x) =
φi(x)

(|vk|+ �)γ2
+ (u+

k )
α2φi(x) →

φi(x)

(|v0|+ �)γ2
+ (u+

0 )
α2φi(x) = gi0(x),

���� ���� x ∈ Ω � i = 1, . . . ,m� ������ k → +∞�

���� � ��������� (ξk, ηk)
+∞
k=1 � �������� ��� ��� � ������������� ������ N > 0� ��� ���

||(ξk, ηk)|| ≤ N,

���� ���� k ∈ N� ���� �� ������� ���� ���������� ���

||ξk||Rm = ||(ξk, 0)|| ≤ N � ||ηk||Rm = ||(ηk, 0)|| ≤ N,

���� ���� k ∈ N� ����� �������� ���� ���� i = 1, . . . ,m� �������

|ξik| ≤ N � |ηik| ≤ N,

���� ���� k ∈ N� ���� ����� �� ������� hi
1 : Ω → R � hi

2 : Ω → R� ����� ���

hi
1(x) =

|φi(x)|

�α1
+Nγ1

m
�

j=1

|φj(x)|
γ1 |φi(x)|

�

hi
2(x) =

|φi(x)|

�γ2
+Nα2

m
�

j=1

|φj(x)|
α2 |φi(x)|,

���� ���� i = 1, . . . ,m� ������� ��� hi
1, h

i
2 ∈ L1(Ω) ���� ���� i = 1, . . . ,m� ���� ������

|f i
k(x)| =

�

�

�

�

φi(x)

(|uk|+ �)α1
+ (v+k )

γ1φi(x)

�

�

�

�

≤
|φi(x)|

(|uk(x)|+ �)α1
+ |(v+k )(x)|

γ1 |φi(x)|.

������ ���
(|u|+ �)α1 ≥ �α1 ,



��

�����

|f i
k(x)| ≤

|φi(x)|

2α1−1�α1
+ |vk(x)|

γ1 |φi(x)|.

���� �������� �� vk ������� ��������

|f i
k(x)| ≤

|φi(x)|

2α1−1�α1
+ |vk(x)|

γ1 |φi(x)|

≤
|φi(x)|

2α1−1�α1
+

�

�

�

�

�

�

m
�

j=1

ηjφj

�

(x)

�

�

�

�

�

γ1

|φi(x)|

≤
|φi(x)|

2α1−1�α1
+

m
�

j=1

|ηj|
γ1 |φj(x)|

γ1 |φi(x)|

≤
|φi(x)|

2α1−1�α1
+Nγ1

m
�

j=1

|φj(x)|
γ1 |φi(x)|,

= hi
1(x),

���� ���� x ∈ Ω � i = 1, . . . ,m� �� ������� �������� ������� �������� ��� |gik| ≤ |hi
2|�

���� ���� k ∈ N � i = 1, . . . ,m�

���� ������� �� ������������ ��������� �����
�

Ω

φi

(|uk|+ �)α1
+

�

Ω

(v+k )
γ1φi →

�

Ω

φi

(|u0|+ �)α1
+

�

Ω

(v+0 )
γ1φi �����

�
�

Ω

φi

(|vk|+ �)α1
+

�

Ω

(u+
k )

γ1φi →

�

Ω

φi

(|v0|+ �)α1
+

�

Ω

(u+
0 )

γ1φi, �����

�� k → +∞� ���� ���� i = 1, . . . ,m� ��������� �� ������ ����� � ����� ����������

lim
k→+∞

Fi(ξk, ηk) = Fi(ξ0, η0) � lim
k→+∞

Gi(ξk, ηk) = Gi(ξ0, η0),

���������������� Fi � Gi ��� ��������� ���� ���� i = 1, . . . ,m�

����� ��������� �� ������ �� ��������

���� ���� � ���������� ��� ����� ��������� ���� ���������� ��������� ���������
���������� ������������� ��� ��������� � ������ γ1 ∈ (0, 1)� ����� �������� �� �������
�����

1

γ1
+ γ1 �

γ2
1 + 1

γ2
1 − γ1 + 1

. �����

���� 0 < γ1 < 1� ����� 1
γ1

> 1 � ����������������

1

γ1
+ γ1 > 1.



��

������ ����� 0 < γ2
1 < 1� ���������� ��

1 < γ2
1 + 1 < 2 � 0 < γ2

1 − γ1 + 1 < 1.

�����

1 <
1

γ2
1 − γ1 + 1

< +∞.

�����������

1 <
γ2
1 + 1

γ2
1 − γ1 + 1

< +∞. �����

���� ������
1

1
γ1

+ γ1
+

1
γ2
1
+1

γ2
1
−γ1+1

=
γ1

γ2
1 + 1

+
γ2
1 − γ1 + 1

γ2
1 + 1

= 1.

�������� �� ������� �������� �� ����� ��� ��������� �����������

������������� ���� α2 ∈ (0, 1)� ������� ������ �� ������� ����� ���������
����������

1

α2

+ α2 �
α2
2 + 1

α2
2 − α2 + 1

.

���������� ���� ���� γ1,α2 ∈ (0, 1)� �����

1 <
γ2
1 + 1

γ2
1 − γ1 + 1

< 2 � 1 <
α2
2 + 1

α2
2 − α2 + 1

< 2.

���� ������

1 < γ1

�

1

γ1
+ γ1

�

< 2 � 1 < α2

�

1

α2

+ α2

�

< 2.

�� ����� �����
γ2
1 + 1

γ2
1 − γ1 + 1

< 2.

������ � ������������ ����� ��� � ��������� ����������

1 <
γ2
1 + 1

γ2
1 − γ1 + 1

< 2.

������������ ���� α2� �����

1 <
α2
2 + 1

α2
2 − α2 + 1

< 2.

���� γ1

�

1

γ1
+ γ1

�

� �����

γ1

�

1

γ1
+ γ1

�

= γ2
1 + 1.

��� �������� 0 < γ1 < 1 � ���������������� 0 < γ2
1 < 1� �����

1 < γ2
1 + 1 < 2.



��

�� ������� ������� ���� α2� ������� ��������

1 < α2
2 + 1 < 2.

���� ��������� ��������

���� ��������� � �������� ������������ �� ��������� �����������

σ1 =
γ2
1 + 1

γ2
1 − γ1 + 1

� σ2 =
α2
2 + 1

α2
2 − α2 + 1

.

������������ �� �������� ��������� ������������ ��� �������� �� Um � �� ����������
� ������ �� �������� ������������� �������� ������ ���� ���� �� ��� ��������
������������

���� ���� ����� αi, γi ∈ (0, 1)� ���� i = 1, 2� ������ ���� ���� m ∈ N� ������ �� ���
(um, vm) ∈ Um × Um ��� ��������















�

Ω

∇um∇φi =

�

Ω

φi

(|um|+ �)α1
+

�

Ω

(v+m)
γ1φi,

�

Ω

∇vm∇φi =

�

Ω

φi

(|vm|+ �)γ2
+

�

Ω

(u+
m)

α2φi,

����

���� ���� i = 1, 2, . . . ,m�

������������� ������������ u, v ∈ Um� ���� ���� ���� ������ �� ��� (ξ, η)� �� ���
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) � η = (η1, η2, . . . , ηm) ��������� �� Rm� ���� ���

u =
m
�

i=1

ξiφi, v =
m
�

i=1

ηiφi � �(u, v)�E = �(ξ, η)�. �����

�� ���� ��� ������� �������� ��� � ��������� F : Rm × R
m → R

m × R
m� ���� ���

F (ξ, η) = (F1(ξ, η), . . . , Fm(ξ, η), G1(ξ, η), . . . , Gm(ξ, η))

�� ����

Fi(ξ, η) =

�

Ω

∇u∇φi −

�

Ω

φi

(|u|+ �)α1
−

�

Ω

(v+)γ1φi,

�

Gi(ξ, η) =

�

Ω

∇v∇φi −

�

Ω

φi

(|v|+ �)γ2
−

�

Ω

(u+)α2φi

���� ���� i = 1, · · · ,m� � ��������� ���� �������� �� ������� ������� �� H1
0 (Ω)� �������

���������� �� �������� ���������� ����

Fi(ξ, η) = �u,φi�H1
0
(Ω) −

�

Ω

φi

(|u|+ �)α1
−

�

Ω

(v+)γ1φi,

�

Gi(ξ, η) = �v,φi�H1
0
(Ω) −

�

Ω

φi

(|v|+ �)γ2
−

�

Ω

(u+)α2φi.



��

�� ������ �����

�u,φi�H1
0
(Ω) =

�

m
�

j=1

ξjφj,φi

�

H1
0
(Ω)

=
m
�

j=1

ξj �φj,φi�H1
0
(Ω) = ξi

�

�v,φi�H1
0
(Ω) =

�

m
�

j=1

ηjφj,φi

�

H1
0
(Ω)

=
m
�

j=1

ηj �φj,φi�H1
0
(Ω) = ηi.

������� ����������� �� ������� Fi � Gi ����

Fi(ξ, η) = ξi −

�

Ω

φi

(|u|+ �)α1
−

�

Ω

(v+)γ1φi,

�

Gi(ξ, η) = ηi −

�

Ω

φi

(|v|+ �)γ2
−

�

Ω

(u+)α2φi,

���� ���� i = 1, 2, . . . ,m� ��� ����� ����

�F (ξ, η), (ξ, η)� =
m
�

i=1

�

ξi −

�

Ω

φi

(|u|+ �)α1
−

�

Ω

(v+)γ1φi

�

ξi

+
m
�

i=1

�

ηi −

�

Ω

φi

(|v|+ �)γ2
−

�

Ω

(u+)α2φi

�

ηi.

����

�F (ξ, η), (ξ, η)� =
m
�

i=1

ξ2i −

�

Ω

�m

i=1 ξiφi

(|u|+ �)α1
−

�

Ω

(v+)γ1
m
�

i=1

ξiφi

+
m
�

i=1

η2i −

�

Ω

�m

i=1 ηiφi

(|v|+ �)γ2
−

�

Ω

(u+)α2

m
�

i=1

ηiφi.

����������� �������

�F (ξ, η), (ξ, η)� = ||u||2H1
0
(Ω) + ||v||2H1

0
(Ω) −

�

Ω

u

(|u|+ �)α1

−

�

Ω

v

(|v|+ �)γ2
−

�

Ω

(v+)γ1u−

�

Ω

(u+)α2v.

�����

���������� ������� ������������� ���������� �� �������� �� ���� ������� �� �������
������ ���� α1 ∈ (0, 1)� ����

(|u|+ �)α1 ≥ (|u|α1 + �α1) ≥ |u|α1 .

����� ����
�

Ω

u

(|u|+ �)α1
≤

�

Ω

|u|1−α1 ,

����
1

1− α1

≥ 1 � 0 < 1− α1 < 1.



��

������ � ������������ �� ������ �������� �����

��

Ω

|u|1−α1

� 1

1−α1

≤

��

Ω

|u · 1|

�

1
�

�

Ω
|1|

α1−1

α1

�

α1
α1−1

.

�������� ����� �� ����� �� ������������ �������� � 1− α1� �������

�

Ω

|u|1−α1 ≤

��

Ω

|u|

�1−α1

|Ω|α1 .

�� ��� |Ω| ���������� � ������ �� �������� �� �������� Ω� �����������������
�

Ω

u

(|u|+ �)α1
≤ |Ω|α1 ||u||1−α1

1 .

������ ������ �� �������� �� �������� ������ C1 > 0 ��� ��� ||u||1 ≤ C1||u||H1
0
(Ω) ����

���� u ∈ H1
0 (Ω)� ����� �� ������������ �������� �����

�

Ω

u

(|u|+ �)α1
≤ C1−α1

1 |Ω|α1 ||u||1−α1

H1
0
(Ω)

.

������ �������
K1 = C1−α1

1 |Ω|α1

����� �� ������������ �������� ���

−

�

Ω

u

(|u|+ �)α1
≥ −K1||u||

1−α1

H1
0
(Ω)

.

�� ������� �������� ���� γ2 ∈ (0, 1)� � �������� �����

K2 = C
1−γ2
1 |Ω|γ2

��� ���

−

�

Ω

v

(|v|+ �)γ2
≥ −K2||u||

1−γ2
H1

0
(Ω)

.

����� ������ �� ������������� ���������� ������� ��������� � ������ �� ����� � ��������
�������������

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ ||u||2H1
0
(Ω) + ||v||2H1

0
(Ω) −K1||u||

1−α1

H1
0
(Ω)

−K2||v||
1−γ2
H1

0
(Ω)

−

�

Ω

(v+)γ1u−

�

Ω

(u+)α2v.
������

���� ���
�

Ω

(v+)γ1u ≤

�

Ω

|v+|γ1 |u| ≤

�

Ω

|v|γ1 |u|.

���������� � ������������ �� ������ �� ���� ������� �� ������������ ��������� ��� ��



��

������� ����� ���������� �������� �� ������ �������

�

Ω

|v|γ1 |u| ≤

��

Ω

(|v|γ1)
1

γ1
+γ1

�

γ1

γ2
1
+1

��

Ω

|u|σ1

� 1

σ1

.

��� ������ �����
�

Ω

|v|γ1 |u| ≤
γ1

γ2
1 + 1

||v||
γ2
1
+1

γ2
1
+1

+
1

σ1

||u||σ1

σ1
.

���� ���������� ���� ������� ���

1 < σ1 < 2 � 1 < γ2
1 + 1 < 2.

����� ������� ���� � ��������� ����� ���� ����� ���������� ������� C3, C4 > 0� ���� ���
�

Ω

|v|γ1 |u| ≤
γ1

γ2
1 + 1

C
γ2
1
+1

3 ||v||
γ2
1
+1

H1
0
(Ω)

+
1

σ1

Cσ1

4 ||u||σ1

H1
0
(Ω)

.

����������

K3 =
γ1

γ2
1 + 1

C
γ2
1
+1

3 � K4 =
1

σ1

Cσ1

4 ,

�������

−

�

Ω

(v+)γ1u ≥ −K3||v||
γ2
1
+1

H1
0
(Ω)

−K4||u||
σ1

H1
0
(Ω)

.

�� ������� ������� ���� α2 ∈ (0, 1)� ������� K5, K6 > 0 ���� ���

−

�

Ω

(u+)α2v ≥ −K5||u||
α2
2
+1

H1
0
(Ω)

−K6||v||
σ2

H1
0
(Ω)

.

��� ������������� ���������� � �� ������� �������

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ ||(u, v)||2E −K1||u||
1−α1

H1
0
(Ω)

−K2||v||
1−γ2
H1

0
(Ω)

−K3||v||
γ2
1
+1

H1
0
(Ω)

− K4||u||
σ1

H1
0
(Ω)

−K5||u||
α2
2
+1

H1
0
(Ω)

−K6||v||
σ2

H1
0
(Ω)

.

���� ||u||H1
0
(Ω) ≤ ||(u, v)||E� �������

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ ||(u, v)||2E −K1||(u, v)||
1−α1

E −K2||(u, v)||
1−γ2
E −K3||(u, v)||

γ2
1
+1

E

− K4||(u, v)||
σ1

E −K5||(u, v)||
α2
2
+1

E −K6||(u, v)||
σ2

E ,

���� ���� ��� (u, v) ∈ Um × Um� �� ������ �����

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ ||(ξ, η)||2 −K1||(ξ, η)||
1−α1

E −K2||(ξ, η)||
1−γ2
E

− K3||(ξ, η)||
γ2
1
+1 −K4||(ξ, η)||

σ1

− K5||(ξ, η)||
α2
2
+1 −K6||(ξ, η)||

σ2 ,

������

���� ���� (ξ, η) ∈ R
m × R

m� ����� �������� ���� ���� � > 0, � �������� ��������� r > 0



��

�������������� ������ ��� ��� ���� ���� (ξ, η) ∈ Sr(0) ⊂ R
m × R

m� ����

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ 0,

���� �������� m ∈ N� �� ����� ���� �� ��������� ��� �������� ��� �������� �� ����
������� �� ������������ ������ ����� ��������� � (0, 2)� ���� ��























0 < 1− γ2
1 < 1,

0 < 1− α2
2 < 1,

0 < 1− α1 < 1,



















0 < 1− γ2 < 1,

0 < σ1 < 2,

0 < σ2 < 2,

���� ����� r > 0 �������������� ������� �����

�F (ξ, η), (ξ, η)� ≥ 0,

���� ���� �(ξ, η)� = r� ������� ���� ��������� m ∈ N � � > 0� ����� ����� �� ���� ���
��� F � �������� � �� ���������� ��� ������� ��� ������ �� ��� (ξm, ηm) ∈ R

m × R
m�

��� ���
||(ξm, ηm)|| ≤ r � F (ξm, ηm) = 0,

�� ��� ξm = (ξm1 , ξm2 , . . . , ξmm)� ηm = (ηm1 , η
m
2 , . . . , η

m
m)� ���� ���� ���� ������� um, vm ∈

Um ���������� � ξm, ηm ����� ��������� ����������

um =
m
�

i=1

ξmi φi � vm =
m
�

i=1

ηmi φi,

��� φ1, . . . ,φm ∈ S� ����������������� ���� ���� i ∈ N� �����

0 = Fi(ξm, ηm) =

�

Ω

∇um∇φi −

�

Ω

φi

(|um|+ �)α1
−

�

Ω

(v+m)
γ1φi,

�

0 = Gi(ξm, ηm) =

�

Ω

∇vm∇φi −

�

Ω

φi

(|vm|+ �)γ2
−

�

Ω

(u+
m)

α2φi.

��������� � �������� ���������� ���� ������ ������� ���� ���� m ∈ N�

��������� ���� ����� αi, γi ∈ (0, 1)� ���� i = 1, 2� � k �� ������ ������� ����� ��
����� � m� ������ �� �������� (um, vm) �� ���� ��� ������ �������� ��















�

Ω

∇um∇ψ1 =

�

Ω

ψ1

(|um|+ �)α1
+

�

Ω

(v+m)
γ1ψ1,

�

Ω

∇vm∇ψ2 =

�

Ω

ψ2

(|vm|+ �)γ2
+

�

Ω

(u+
m)

α2ψ2,

���� ����� ψ1,ψ2 ∈ Uk ⊆ Um�

������������� ������� � ������������ �� ��������� �����

���������� ���� ������ ���� �� �������� ��������� � ��������� r > 0 ��� ������� ��
m ∈ N� ��� �� � > 0� � ������ �� ������������� � m � ������� �� ����������� ��



��

���������� ��� � ���� �� ���������� Ki� �������� �� ���� ��� ��� �������� �� �� �
��������� r > 0 ������ ���� ��� ������ ���� ���� � > 0�

�������� �� ���������� ��������� ������� ������ ��� � ��������� (um, vm)
+∞
m=1 �

��������� ����
||(um, vm)||E ≤ r,

���� ���� m ∈ N� ����� ���� ���������� ����� � ����� �� ��� ������������� �����


















um � u� � vm � v�, �� H1
0 (Ω),

um → u� � vm → v�, �� L2(Ω),

um(x) → u�(x) � vm(x) → v�(x), ������ �� Ω.

����

���� ����� ��� (u�, v�) ∈ E�

������� ��� ����������� ��������� ��� ����� ����� ������� � ��������� � �������

������� ����� ����� αi, γi ∈ (0, 1)� ���� i = 1, 2� � k �� ������ ������� ��� �����
�� ����� � m� ������ ���� ���� � > 0� ������� u� � v� ��� ����������















�

Ω

∇u�∇ψ1 =

�

Ω

ψ1

(|u�|+ �)α1
+

�

Ω

(v+� )
γ1ψ1,

�

Ω

∇v�∇ψ2 =

�

Ω

ψ2

(|v�|+ �)γ2
+

�

Ω

(u+
� )

α2ψ2,

���� ���� ψ1,ψ2 ∈ Uk�

������������� ���� �������� ������������ �� ����� �����

�um,ω�H1
0
(Ω) → �u�,ω�H1

0
(Ω),

���� ���� ω ∈ H1
0 (Ω)� �� ����������� �����

�

Ω

∇um∇ψ1 →

�

Ω

∇u�∇ψ1 �
�

Ω

∇vm∇ψ2 →

�

Ω

∇v�∇ψ2,

���� ��������� ψ1,ψ2 ∈ Uk�

����� �� ���������� �� ������� (fm)
+∞
m=1 � (gm)

+∞
m=1� �������� �� Ω � ����� ���

fm(x) =
1

(|um|+ �)α1
(x) + (v+m)

γ1(x)

�

gm(x) =
1

(|vm|+ �)γ2
(x) + (u+

m)
α2(x).

���� α1 ∈ (0, 1)� �����

1

(|um|+ �)α1
≤

1

�α1
, ���� ���� m ∈ N



��

�� �����������������
1

(|um|+ �)α1
∈ L2(Ω).

������������� ����
1

(|vm|+ �)γ2
∈ L2(Ω).

���� ���������� �� ������� ������� �� ���� ����� �������
�

Ω

ψ1

(|um|+ �)α1
+

�

Ω

(v+m)
γ1ψ1 →

�

Ω

ψ1

(|u�|+ �)α1
+

�

Ω

(v+� )
γ1ψ1

�
�

Ω

ψ2

(|vm|+ �)γ2
+

�

Ω

(u+
m)

γ2ψ2 →

�

Ω

ψ2

(|v�|+ �)γ2
+

�

Ω

(u+
� )

γ2ψ2.

������ m → +∞� ���� ��������� ψ1,ψ2 ∈ Uk� ��������� �� ��������� �������� � ���
������������� ����������� � ��� (u�, v�) ��������

�

Ω

∇u�∇ψ1 =

�

Ω

ψ1

(|u�|+ �)α1
+

�

Ω

(v+� )
γ1ψ1,

�
�

Ω

∇v�∇ψ2 =

�

Ω

ψ2

(|v�|+ �)γ2
+

�

Ω

(u+
� )

α2ψ2,

���� ���� ψ1,ψ2 ∈ Uk� ���� ��������� ��������

������� ����� ����� αi, γi ∈ (0, 1)� i = 1, 2� ������ ���� ���� � > 0 � �������� ��2��
������ ������� ����� ��� ���������

������������� ��� ���������� �������� �� ������� ����� ���������� ��� u� � v�
����������







































−∆u� =
1

(u� + �)α1
+ vγ1� �� Ω,

−∆v� =
1

(v� + �)γ2
+ uα2

� �� Ω,

u�, v� ≥ 0 �� Ω,

u� = v� = 0 ����� ∂Ω,

����������� ���� ���� � > 0 ��� ��������� ��������

� ������� �������� �������� ��� � �������� ��2�� ������ ���� ����� ��� �������
����� ���� ���� � > 0� �� ������� ������� �� �������� ��������� � �������� �������������
u�, v� ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) ����� ���������� �� ��� ���� � ����� �� ��� ���� ���� ���� � > 0� �
����� �������� ��� ������������ ������� �� ��������� �� ������ ����� ���� ������� C2(Ω)�

������� ����� ����� αi, γi ∈ (0, 1)� i = 1, 2� ������ � �������� ��2�� ������ ���
������� ��������� ���� ���� � > 0�

������������� ������� � ����� �� ������� �����



��

��� ���������� �� ��� ������� ���� ����

��������� �� ���������� �� �������� ��������� ���� ���� � > 0 ������ (u�, v�) �������
�� ��2��� �� ����������� ���� �n = 1

n
� ������� (u�n , v�n) = (un, vn) ������������















































−∆un =
1

(un +
1
n
)α1

+ vγ1n �� Ω,

−∆vn =
1

(vn +
1
n
)γ2

+ uα2

n �� Ω,

un, vn > 0 �� Ω,

un = vn = 0 ����� ∂Ω,

��2n�

�� ���
||(un, vn)||E ≤ r, ���� ���� n ∈ N ������

� ���� r > 0 ���������� �� ������������ �� ���� ����

������ � �������� ���������� �� �������� �� ������� ����� ������� ���������
Φ,Ψ ∈ C2(Ω) �������� ���� �� ���������















−∆Φ ≤
1

Φα1
�� Ω,

Φ > 0 �� Ω,

Φ = 0 ����� ∂Ω

�














−∆Ψ ≤
1

Ψγ2
�� Ω,

Ψ > 0 �� Ω,

Ψ = 0 ����� ∂Ω,

�� ��� α1, γ2 ∈ (0, 1)� �� ����� ���������� ϕ � ���������� ��������� �� ��������� λ1

��� ��������










−∆ϕ = λ1ϕ �� Ω,

ϕ > 0 �� Ω,

ϕ = 0 ����� ∂Ω.

���� λ1 < 1� ������� � ��������� c0 :=
1

sup
Ω
ϕ
� ������ �����

(c0)(−∆ϕ) = −∆(c0ϕ) = c0λ1ϕ < c0ϕ ≤ (c0ϕ)
α1 ≤

1

(c0ϕ)α1
,

�� Ω� �����














−∆(c0ϕ) ≤
1

(c0ϕ)α1
�� Ω,

c0ϕ > 0 �� Ω,

c0ϕ = 0 ����� ∂Ω.



��

���� λ1 ≥ 1� ������� c1 :=
1

λ1 supΩ
ϕ
� �� ������� ������� �� ���� �������� �����

−∆(c1ϕ) = c1λ1ϕ ≤ (c1λ1ϕ)
α1 ≤

1

(c1λ1ϕ)α1
≤

1

(c1ϕ)α1

�� Ω� ����������������















−∆(c1ϕ) ≤
1

(c1ϕ)α1
�� Ω,

c1ϕ > 0 �� Ω,

c1ϕ = 0 ����� ∂Ω.

��� ���� ��������� �������� �� ��2n�� �����

−∆un ≥
1

(un +
1
n
)α1

� −∆vn ≥
1

(vn +
1
n
)γ2

.

���� α1, γ2 ∈ (0, 1)� ����� ������������� ���������� �������

un +
1

n
≥ Φ � vn +

1

n
≥ Ψ, ���

�� Ω ���� ���� n ∈ N� ����� ��� ������� � ����� �� ������� ��� �� ����������� ������
� ������ �����

���������� ����� �� ���������� (un)
+∞
n=1 � (vn)

+∞
n=1 ��� ��������� �� H1

0 (Ω)� �� �����
��� ������ ���������� ��� (un, vn)

+∞
n=1 � �������� �� E�

����� �������� ���� ���������� ����� � ����� �� ��� ������������� �����


















un � u � vn � v �� H1
0 (Ω),

un → u � vn → v �� L2(Ω),

un(x) → u(x) � vn(x) → v(x) ������ �� Ω.

����

���� ����� ��� (u, v) ∈ E�

��� ������������� ���������� � �� ���� ������� �������� ���

u(x) ≥ Φ(x) � v(x) ≥ Ψ(x) ������ �� Ω. ����

����������������� u(x) > 0 � v(x) > 0 ������ �� Ω�

���� ����� �� αi, γi ∈ (0, 1)� ����� ������ �� ��� (u, v) ∈ E ��� ��������















�

Ω

∇u∇ζ1 =

�

Ω

ζ1

uα1
+

�

Ω

vγ1ζ1,

�

Ω

∇v∇ζ2 =

�

Ω

ζ2

vγ2
+

�

Ω

uα2ζ2,

���� ���� ζ1, ζ2 ∈ C∞
0 (Ω)�



��

������������� ������������ � ��� (un, vn) ������� �� ������� �������� �� ��2n��
����������������� ��� ������ �������� ������



















�

Ω

∇un∇ϕ1 =

�

Ω

ϕ1

(un +
1
n
)α1

+

�

Ω

vγ1n ϕ1,

�

Ω

∇vn∇ϕ2 =

�

Ω

ϕ2

(vn +
1
n
)γ2

+

�

Ω

uα2

n ϕ2,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)� � ������� �������� ������ ���� �� ���������� ���� ���������

ζ1, ζ2 ∈ C∞
0 (Ω)� ���� ��

�

Ω

∇un∇ζ1 =

�

Ω

ζ1

(un +
1
n
)α1

+

�

Ω

vγ1n ζ1,

�
�

Ω

∇vn∇ζ2 =

�

Ω

ζ2

(vn +
1
n
)γ2

+

�

Ω

uα2

n ζ2.

�� �������� ������������ �� ����� �����

�un,ω�H1
0
(Ω) → �u,ω�H1

0
(Ω),

���� ���� ω ∈ H1
0 (Ω)� ����� �� ����������

�

Ω

∇un∇ζ1 →

�

Ω

∇u∇ζ1 �
�

Ω

∇vn∇ζ2 →

�

Ω

∇v∇ζ2,

���� ���� ζ1, ζ2 ∈ C∞
0 (Ω) ⊂ H1

0 (Ω)�

������� ���
ζ1

(un +
1
n
)α1

(x) →
ζ1

uα1
(x), ������ �� Ω.

���� ������ ����
�

�

�

�

ζ1

(un +
1
n
)α1

�

�

�

�

≤
|ζ1|

Φα1
�

|ζ1|

Φα1
∈ L1(Ω), ∀ζ1 ∈ C∞

0 (Ω).

���� ������� �� ������������ ��������� �����
�

Ω

ζ1

(un +
1
n
)α1

→

�

Ω

ζ1

uα1
, ∀ζ1 ∈ C∞

0 (Ω).

���� ������� �������� ���� ����

vγ1n ζ1(x) → vγ1ζ1(x) ������ �� Ω,

������ � ������� ���� � ���������� �������� �� ���� ����� �����
�

Ω

vγ1n ζ1 →

�

Ω

vγ1ζ1, ∀ζ1 ∈ C∞
0 (Ω).



��

������������� �������
�

Ω

ζ2

(vn +
1
n
)γ2

+

�

Ω

uα2

n ζ2 →

�

Ω

ζ2

vγ2
+

�

Ω

uα2ζ2, ∀ζ2 ∈ C∞
0 .

���������














�

Ω

∇u∇ζ1 =

�

Ω

ζ1

uα1
+

�

Ω

vγ1ζ1,

�

Ω

∇v∇ζ2 =

�

Ω

ζ2

vγ2
+

�

Ω

uα2ζ2,

���� ���� ζ1, ζ2 ∈ C∞
0 (Ω)� ���� ��������� ��������

���� ����� �� αi, γi ∈ (0, 1)� ����� ������� u, v ��� ����������















�

Ω

∇u∇ϕ1 =

�

Ω

ϕ1

uα1
+

�

Ω

vγ1ϕ1,

�

Ω

∇v∇ϕ2 =

�

Ω

ϕ2

vγ2
+

�

Ω

uα2ϕ2,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)� ���� ������ (u, v) � ������� ����� ������������ �� �����

������������� �� �������� ������������ �� ����� �����

�un,ω�H1
0
(Ω) → �u,ω�H1

0
(Ω),

���� ���� ω ∈ H1
0 (Ω)� �����

�

Ω

∇un∇ϕ1 →

�

Ω

∇u∇ϕ1 �
�

Ω

∇vn∇ϕ2 →

�

Ω

∇v∇ϕ2,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

�� ���� ��������� �����
�

Ω

ζ

(un +
1
n
)α1

+

�

Ω

vγ1n ζ →

�

Ω

ζ

uα1
+

�

Ω

vγ1ζ,

���� ���� ζ ∈ C∞
0 (Ω)� ���� ���� ϕ1 ∈ H1

0 (Ω) ������ ��� ��������� (ζn)
+∞
n=1 ⊂ C∞

0 (Ω) ���
���

�ζn − ϕ1�H1
0
(Ω) → 0, ������ n → 0.

����
�

�

�

�

�

ζn

uα1
+ vγ1ζn

�

−
� ϕ1

uα1
+ vγ1ϕ1

�

�

�

�

�

1

≤

�

�

�

�

ζn − ϕ1

uα1

�

�

�

�

1

+ �vγ1(ζn − ϕ1)�1

����� �������� ��� ���� � ���� ������������ �� ������ ������� �� ��������� ����������
2
γ1
� 2

2−γ1
�� ����� ������

�

�

�

�

�

ζn

uα1
+ vγ1ζn

�

−
� ϕ1

uα1
+ vγ1ϕ1

�

�

�

�

�

1

≤

�

�

�

�

ζn − ϕ1

Φα1

�

�

�

�

1

+ �v�γ12 �ζn − ϕ1� 2

2−γ1



��

���� ������� ������������ �� ���� � ���� ��������� ����� ������� ���������� M1,M2 > 0
���� ���

�v�2 ≤ M1 � �ω� 2

2−γ1

≤ M2�ω�H1
0
(Ω), ∀ω ∈ H1

0 (Ω).

�����
�

�

�

�

�

ζn

uα1
+ vγ1ζn

�

−
� ϕ1

uα1
+ vγ1ϕ1

�

�

�

�

�

1

≤ M1M2�ζn − ϕ1�H1
0
(Ω).

��� �������� α1 ∈ (0, 1)� ������ ����� ���� ������������

1

q
=

1

2
−

1− α1

N

��� ��� N � � �������� �� RN�� ����� �������� Lq(Ω) �→ L1(Ω) �
�

�

�

�

�

ζn

uα1
+ vγ1ζn

�

−
� ϕ1

uα1
+ vγ1ϕ1

�

�

�

�

�

1

≤

�

�

�

�

ζn − ϕ1

Φα1

�

�

�

�

q

+M1M2�ζn − ϕ1�H1
0
(Ω).

���� ������������ ������ ������ M > 0 ��� ���
�

�

�

�

�

ζn

uα1
+ vγ1ζn

�

−
� ϕ1

uα1
+ vγ1ϕ1

�

�

�

�

�

1

≤ M�φn − ϕ1�H1
0
(Ω) +M1M2�ζn − ϕ1�H1

0
(Ω) → 0,

������ n → 0� ���� ��
�

Ω

ζn

uα1
+

�

Ω

vγ1ζn →

�

Ω

ϕ1

uα1
+

�

Ω

vγ1ϕ1,

���� �������� ϕ1 ∈ H1
0 (Ω)� �� ������� �������� �����

�

Ω

ζn

vγ2
+

�

Ω

uγ1ζn →

�

Ω

ϕ2

vγ2
+

�

Ω

uγ1ϕ2,

���� �������� ϕ2 ∈ H1
0 (Ω)�

��������� ������� �� ��� (u, v) ∈ E ��� ��������
�

Ω

∇u∇ϕ1 =

�

Ω

ϕ1

uα1
(x)dx+

�

Ω

vγ1ϕ1(x)dx,

�
�

Ω

∇v∇ϕ2 =

�

Ω

ϕ2

vγ2
(x)dx+

�

Ω

uα2ϕ2(x)dx,

���� ���� ϕ1,ϕ2 ∈ H1
0 (Ω) ���� ��������� ��������

������� ����
�

Ω

∇(−u)∇ϕ = −

�

Ω

∇u∇ϕ = −

�

Ω

ϕ

uα1
−

�

Ω

vγ1ϕ ≤ 0.

���� ���� ϕ ∈ H1
0 (Ω) ��� ϕ ≥ 0 ������ �� Ω� ����� −u � ���������� ������������� �



��

���� � ��������� �� ������ ����� ���� ������� ���������� ��������������� �����

−u ≤ sup
Ω

(−u) ≤ sup
∂Ω

(−u)+ = 0,

���� �� u� ≥ 0 �� Ω� �� ������� �������� v ≥ 0 �� Ω� ������ ���� � ����� �����

u� ≥ 0 �� Ω, u > 0 ������ �� Ω

�
v� ≥ 0 �� Ω, v > 0 ������ �� Ω

��������� � ��� (u, v) ��������







































−∆u =
1

uα1
+ vγ1 �� Ω,

−∆v =
1

vγ2
+ uα2 �� Ω,

u, v ≥ 0 �� Ω,

u = v = 0 ����� ∂Ω

�����������

������� ����� �� αi, γi ∈ (0, 1)� ����� ���� ������ ������� ���������

������������� �� ������� ������� �� ������� ����� ���� ������ �� ������������
�������� � �������� �������� ��� u, v ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) ������ �� ��� ���� ������� � ���������
����� � ������ � ��������� ���� ���������� u, v > 0�



����������� �������������

��� �� �� ������ �� �� �� �� ������� �� �� �� ��������� � ��������� �� ��������� ���
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