RODOLFO ANDRADE CARDOSO

EXISTENCIA DE SOLUCOES POSITIVAS PARA DUAS CLASSES DE
SISTEMAS ELIPTICOS SINGULARES

Dissertagao apresentada a Universidade Fede-
ral de Vigosa, como parte das exigéncias do
Programa de Poés-Graduacao em Matematica,
para obtencao do titulo de Magister Scientiae.

Orientador: Edir Junior Ferreira Leite

VICOSA - MINAS GERAIS
2021



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Central da Universidade
Federal de Vigosa - Campus Vigosa

T
Cardoso, Rodolfo Andrade, 1991-
C268e Existéncia de solugdes positivas para duas classes de
2021 sistemas elipticos singulares / Rodolfo Andrade Cardoso. —
Vicosa, MG, 2021.
67 f. ;29 cm.

Orientador: Edir Junior Ferreira Leite.
Dissertacao (mestrado) - Universidade Federal de Vigosa.
Referéncias bibliograficas: f. 66-67.

1. Analise funcional. 2. Fungdes elipticas. 3. Galerkin,
Meétodos de . I. Universidade Federal de Vigosa. Departamento
de Matematica. Programa de P6s-Graduacao em Matematica.
II. Titulo.

CDD 22. ed. 515.7




RODOLFO ANDRADE CARDOSO

EXISTENCIA DE SOLUCOES POSITIVAS PARA DUAS CLASSES DE
SISTEMAS ELIPTICOS SINGULARES

Dissertagdo apresentada a Universidade
Federal de Vigosa, como parte das exi-
géncias do Programa de Pos-Graduacgio
em Matemaética, para obtencdo do titulo
de Magister Scientiae.

APROVADA: 10 de maio de 2021.

Assentimento:

fhdiﬁlib ﬂrv\s.%m@\)& Vool

' Radolfo Andrade Cardoso

Autor

Edir Junior Ferreira Leite
/ Orientador




Dedico este trabalho o memdria de meus Tios Bernardino Batista de Andrade
e José Ivo de Andrade, quem tiveram fortissima presenca em minha
infancia e sempre vao estar em minhas lembrancas e coracao.



Agradecimentos

Agradeco aos meus pais Marco e Irene pelo apoio e torcida, motivagdo e carinho,
em especial minha mae, sem sua perseveranca e insisténcia jamais teria chegado até este
momento.

Agradeco a Pollyane pela paixao, amizade, presenca e amor. Das infinitas épocas e
locais em que eu poderia ter nascido, ser seu contemporaneo no mundo e viver nosso amor
com tanta intensidade me faz sentir uma felicidade imensuravel. Te amo!

Agradeco ao meu irmio Miguel. A minha filha Agatha. As familias Cardoso e
Andrade, em especial meus primos Rafael, Samoel, Bruno, Lara e Hugo, minhas Tias
Eva, Margarida e Neusa e Helena, meus Tios Bernardino, Juninho, Adélio, Paulo, Ivo,
Nino e a V6 Mariazinha: um exemplo de luta, forca, compaixao e amor. Aos meus amigos
Tiago e Fabricio. Aos amigos de Ouro Preto: Adriana e Jefferson, que me acompanharam
também em Vicosa. A Repiublica Tigrada, em especial, Buxexa, Dizis e Megas, Bolshoi,
Thumé e Jirao. Agradeco a todos por todos os momentos, aprendizado e presenca.

Agradeco ao Professor Edir, pela dedicada orientacao, incentivo e aprendizado
essenciais para minha formacao matematica, pelos conselhos e paciéncia que me fizeram
chegar até aqui.

Agradego também aos professores da banca Anderson Luis A. de Araijo, Jéssyca
Lange F. M. Gurjao, Lais Moreira dos Santos e Olimpio Hiroshi Miyagaki, pelas sugestoes
e correcoes que enriqueceram este trabalho.

Aos professores e funcionarios do DEMAT-UFOP e DMA-UFV, por colaborarem com
minha formacao e pelos eficientes servicos prestados, em especial aos Professore Vinicius
Vivaldino e Eder Marinho.

Agradeco a todos que de alguma forma contribuiram para a realizacao deste trabalho.
Jamais me esquecerei de qualquer um.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Coédigo de Financiamento 001.



As visdes que oferecemos a nossos
filhos formam o futuro. O contetdo
dessas visbes & importante, pois elas
podem torna-se profecias. Os sonhos
Sa0 mapas.

CARL SAGAN



Resumo

CARDOSO, Rodolfo Andrade, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, maio de 2021.
Existéncia de solugoes positivas para duas classes de sistemas elipticos
singulares. Orientador: Edir Junior Ferreira Leite.

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucao fraca para sistemas elipticos singulares

da forma:
([ _Au= _ +T(xz,u,v) em Q,
H(xl,u, v)
—Av = S + K(xz,u,v) em Q,
u,v >0 em Q,
u=v=>0 sobre 012,

onde 2 C R™ é um dominio limitado e suave, n > 2 e H, K,T,S sao fungoes continuas,

como por exemplo

Q19471 Q2,72
v ,T(x,u,v):uﬁl,S(:v,u,v):u Y B2

em que hy, hy 1  — (0, +00) sdo funcdes continuas e oy, 5;,7; € (0,1) para j = 1,2, e
H(z,u,v) =u™, T(x,u,v) =", S(z,u,v) =u*? e K(x,u,v) = 0",

com «;,v; € (0,1).

Palavras-chave: Sistemas Elipticos. Método de Galerkin. Existéncia de Solucao

Fraca.



Abstract

CARDOSO, Rodolfo Andrade, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, May, 2021.
Existence of positive solutions for two classes of singular elliptic systems.
Adviser: Edir Junior Ferreira Leite.

The present work deals with existence of weak solutions for elliptic systems of the form:

1
( —Au = m + T(.CL', u, U) in Q,
1
—Av = S + K(x,u,v) in  Q,
u,v >0 in Q,
u=v=>0 on 09,

where 2 C R™ is a smooth bounded domain, n > 2 and H, K, T, S are continous, such as

UOQ /l)’y2

hg(l’)

where hy, hy @ @ — (0,4+00) are continuous functions and «;, 5;,7; € (0,1) for j = 1,2,

Ual /U'Yl

and K (z,u,v) = v,
e ( )

H(z,u,v) = T (2, u,v) = u, S(x,u,v) =

and

H(x,u,v) = u*,T(z,u,v) = 0™, S(z,u,v) = u** and K(z,u,v) =07,

with «a;,~; € (0,1).

Keywords: Elliptic Systems. Galerkin Method. Existence of Weak Solution.
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Introducao

Neste trabalho, apresentaremos resultados que garantem a existéncia de solugao para
duas classes de sistemas elipticos singulares que tém como prototipo o problema:

( 1

—Au = W-FT([E,UJ)) em Q,
1
—-Av=——"-—+4+K Q
v S(x,u,v) + K@ uv)  em ’ (P)
u,v >0 em Q,
u=v=>0 sobre 012,

em que 2 C R” é um dominio limitado e suave, n > 2 e H, K, T, .S sao funcoes continuas.

Os problemas elipticos com singularidades ja sao estudados a algumas décadas, como
por exemplo em Crandall e Rabinowitz [10], em que procura-se solu¢do para

Lu=g(z,u) em Q,
u=20 sobre 012,

onde L é um operador eliptico, Q é um aberto limitado em R e g ¢ singular no sentido
que
g(x,u,) — +o00, quando u, — 0.

Alguns problemas escalares, ja explorados na literatura, poderiam ser considerados
boas motivacoes para os estudos de sistemas deste trabalho, vejamos um exemplo.
Consideremos o seguinte problema:

—Au = M + u® em Q

uY
u>0 em Q (*)
u=>0 sobre 012,

onde A > 0ea,v € (0,1). No caso em particular, que A = 0 e h ¢ uma funcao nao-negativa
e nao-trivial em L?*(Q), entdo o problema possui uma tnica solucao fraca positiva em
H{ () (vide Lair e Shacker [[15], Teorema 4]). Também, quando i = 1, A > 0 o problema
possui pelo menos uma solucdo classica (vide Stuart [[20], Teorema 2.1]).

Para outros problemas escalares que poderiam inspirar os estudos dos sistemas deste
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trabalho, vide: Alves et al. 2], Ghergu et al. [11] e Sun et al. [21].

Algo importante a se considerar é que muitos problemas semelhantes ao anterior
surgem em estudos de fendmenos nao-lineares, como em Callegari e Nachman [9] (sobre
fluidos pseudoplasticos), Low ([I7] e [18]) (sobre astrofisica e fisica nuclear) e Wong [23]
(uma aplicagdo em matematica sobre equagoes Emden-Flower).

No Capitulo [} definiremos quais os espagos de funges em que trabalharemos, como:
Lr(Q), C™(2), C™(Q), os espacgos de Holder C™*(Q2) e C™*(Q)), os espagos de Sobolev
WHkP(Q), em que p > 1, k € NU{0}, m € Ne a € (0,1]. Apresentaremos
também, resultados e defini¢coes envolvendo Analise Funcional, Teoria Eliptica e Medida
e Integracao, como por exemplo as Imersoes de Sobolev, em destaque para o caso em que
o espago de Sobolev é H}(Q). As principais referéncias deste capitulo sao Biezuner [4],
Botelho et al. [6], Brezis [7], Gilbarg e Trundinger [12], Medeiros e Miranda [19] e Tausk

[22].
No Capitulo 2, inspirados pelo trabalho de Alves, Corréa e Gongalves, |1, trataremos

de solucao classica para o problema . Mais precisamente considerando

ua2v72

h2 ($)

em que hy,hy 1 Q@ — (0,+00) sdo fungoes continuas e aj, 3;,7; € (0,1) para j = 1,2,
estabeleceremos a existéncia de um par (u,v) € (C*(Q)NC(N2))? que satisfaz as equagoes
e condigdes de fronteira em ([P)).

uCt N 5
H(xz,u,v) = m, T(z,u,v) =u™", S(x,u,v) =

Y K(x7 u’ /U) = 1)527 (F)

Para provar a existéncia de solugao cléssica, inicialmente mostraremos que (P)) admite
solugdo fraca, isto é, existe um par (u,v) € (H}(Q2))? que satisfaz

h
/Vquo = /—1<x)(p+/u5190,
Q Q uctpym Q

/wa = /QM+ Qv%,

u*2zy2

para todos p,v € Hj(2). A existéncia de solugio fraca é estabelecida combinando-se
argumento de penalizagao e método de Galerkin. Observe que a natureza singular do
problema tratado, inviabiliza a abordagem direta de (P]) via método de Galerkin. Dessa
maneira, considere

ultpmn + € u2p2? + €

H (z,u,v) = T(UE) e Se(zr,u,v) = W,
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aproximagoes de H e S, respectivamente, eo seguinte problema auxiliar

( 1

—Au = o) +T(x,u,v) em Q,
1
NANv=——_+K Q
v AR + K(x,u,v) em , P.)
u,v >0 em Q,
u=v=0>0 sobre 0.

Uma vez que (P.) ndo é singular em v = v = 0, podemos mostrar através de métodos

usuais, que para cada € fixado, tal problema admite uma solucdo classica (u.,v.) €
(C*(Q) N C°(Q))%.

Para tanto, aplicaremos o método de Galerkin combinado com o seguinte resultado,
que é consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer:

Proposicao 0.1. Suponha que F : R™ — R™ € uma funcao continua tal que

[€]lem =7 = (F(£), &)rm = 0,

para algum r > 0, em que (-, -)gm € 0 produto interno usual de R™ e || - ||gm € a norma
induzida por este produto interno. Entao, eriste zy € {x € R™ : ||z|gm < 7}, tal que
F(ZO) = ORm.

Seja S = {¢; : i € N} a base de Schauder do espago Hj({2) e para cada m € N,
consideremos o subespago Uy, = span{¢y, ..., ¢, } com norma induzida de H} (). Como
U,, é isometricamente isomorfo a R™, é possivel utilizar a Proposicao para encontrar
funcoes u,,, v, € U, satisfazendo

/Vuqubi _ hl(l’)¢i _}_/(u;)&@’
Q Q

!umlo‘l\val +e

Vo, Vo, = / + / v )2,
/Q e 2rvmm+e o)

para cadai = 1,...,m. Através do processo de limite da sequéncia (u,,, v,,);"°, é possivel
encontrar um par (ue, v.) € (H())? satisfazendo

/QVUEWI — /Q al(%)zile /QUMh
/me — /Q aQ(w)‘fg /Qvf%,

para todo 1,1, € HJ(), em que u,, v, sdo positivas. E, ao considerarmos a Teoria
da Regularidade Eliptica, concluiremos que o par (u.,v.) é também solugao classica para
cada problema aproximado (P.]).

Da familia de solugoes (u., v)cso € possivel extrair uma sequéncia (u,, v,); > tomando
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€n = %, que satisfaz

( ha ()
—Au, VT + uﬁl em Q,
ha(z)
—Av,, = Faym L + UﬁQ em Q,
Up, Uy > 0 em Q,
Uy = Uy = 0 sobre 002

\

no sentido classico. E possivel concluir que tal sequéncia é fracamente convergente para
algum par (u,v) € (H3(9))? incluindo a hipotese de que

ha ho

WLz a2 Z 2

L*(Q), (H)

onde a;,7; € (0,1) parai = 1,2, e w,z € C?(Q) N C*(Q) sdo funcdes que satisfazem

—Aw=uw" em Q, w =0 sobre 09

—Az=2"em Q, z=0sobre 9.

Finalmente usando a Teoria da Regularidade Eliptica concluimos que o par (u, v) é solucao
para nosso problema quando H, S, T, K sao como em .

No Capitulo [3] usaremos a mesma estratégia para encontrar solucao classica para o
problema com

H(x,u,v) =u*, T(z,u,v) =", S(x,u,v) =v"% e K(z,u,v) =u?,

com «;,7y; € (0,1) para i = 1,2. Como no caso anterior, ao aplicarmos o método de
Galerkin encontraremos uma constante r > 0 que sera tutil para limitar uma sequéncia
(U, U )%, € U2, que convergira para a sequéncia (u,v.) € (H(2))?, para cada ¢ > 0
fixado. Neste caso r nao depende de €, o que implicara em

(e vo)ll ey < 7

para todo € > 0. Este fato substitui a necessidade de uma hipotese como (H|) nesse
capitulo, pois ao tomarmos €, = % a sequéncia (u,,v,); 2] serd limitada e por isso
convergente para um par (u,v) € (Hj(2))?, que via desigualdade de Hardy mostraremos

que é solugao do problema.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos rever alguns conceitos e resultados importantes para o estudo
dos capitulos seguintes.

1.1 Andalise Funcional

Nesta secao, vamos definir e apresentar alguns resultados de Analise Funcional. Para
maiores detalhes, consultar Biezuner [5] e Botelho et al. [6].

Definicao 1.1. Um espago normado (E,|| - ||g) completo com a métrica d: E x E — R,
d(z,y) = ||x — y||g induzida pela sua norma, é chamado de espago de Banach.

Defini¢ao 1.2. Sejam (X, ||.||x) e (Y, |||ly) espagos normados sobre o corpo R.
(1) Dizemos que T : X —'Y € um operador linear, se para quaisquer x,y € X ea € R
tem-se:

o T +y)=T(z)+T(y),
e T(ax) = aT(x).

(i7) Dizemos que T : X — 'Y é um operador linear continuo, para cada xy € X e >0,
existe § > 0 tal que |T(z) —T(zo)|ly < e, sempre que ||z — zo||x <.

(iii) O congunto dos operadores lineares de X para Y € denotador por L(X,Y).

(iv) Um operador linear T : X — Y € dito compacto se T(Bx) € conjunto compacto em
Y, em que Bx ={zr € X : ||z||x < 1}.

Definicao 1.3. (i) Uma fung¢ao f : M — N entre espagos métricos é uma imersao
1s0métrica se

dn(f (@), f(y)) = du(z, y),
para todos x,y € M.

13
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(i) Um isomorfismo entre espacos normados X e Y € um homeomorfismo linear
T : X — Y. Neste caso, dizemos que X e Y sdao isomorfos.

Se além disso T for uma isometria, isto €, |T(x)|ly = ||z||x para todo x € X,
dizemos que T € um isomorfismo isométrico e que X e Y sao isometricamente
1somorfos.

Exemplo 1.4. Sejam m € N e 0 o vetor nulo de R™. Consideremos R™ com sua norma
usual e R™ x {0} um espaco vetorial normado com a norma induzida de R™ x R™.
Entdo os espagos R™ e R™ x {0} sdo isomorfos isometricamente. De fato, as fun¢oes
g:R™ = R™ x {0}, g(x) = (z,0) e sua inversa g~ : R™ x {0} = R™, ¢g7'(z,0) = z sio
continuas e lineares. Além disso,

lg()]

Teorema 1.5. Sejam X e Y espacos normados e T : X — 'Y um operador linear. Entao
sao equivalentes:

-

RM xR™M == H(aj, 0)’ Rm xRm == H.I| Rm == ||x||R’m

(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de X.

(e) T é continuo na origem.

(f) sup{[[T(@)[| : 2 € X e [lz] <1} <oo.

(g9) Eziste uma constante C' > 0 tal que |T(z)|| < C|lz|| para todo x € X.

Demonstragao. Veja Botelho et al. [[6], Teorema 2.1.1]. O

Defini¢ao 1.6. Um espaco vetorial com produto interno (H,(-,-)g) que € Banach com
a norma induzida pelo produto interno, isto €, com a norma || - ||y : H — R, dada por

|x||lg = \/{z,x)g, é chamado de espago de Hilbert.

Definigao 1.7. Seja (E, (-,-)) um espaco vetorial com produto interno.

(a) Um conjunto S C E ¢ dito ortonormal se para todos x,y € S, tem-se

<x,y>:{ 0 sex#y,

1 sex=y.

(b) Um conjunto ortonormal S tal que S+ = {0} € chamado sistema ortonormal
completo.

Definigao 1.8. Seja E espago de Banach. Dizemos que a sequéncia (x,,),2] C E constitui
uma base de Schauder para E, se todo vetor x € E se escreve de maneira unica como

—+00
r = E Anp Ty,
n=1
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para alguns escalares (a,); > € R.

Exemplo 1.9. Os sistemas ortonormais completos em espacos de Hilbert sao bases de
Schauder (vide [6], Exemplo 10.3.3. (a)).

Proposicao 1.10. Sejam H um espaco de Hilbert e S = {x; € H : i € I} um conjunto
ortonormal. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

(a) Para cada x € H, temos x = Z(m,xl) - T
icl
(b) S é um sistema ortonormal completo.

(¢) span(S) = H.
(d) Para cada v € H é vdlido ||z||* = Z (2, z) |2

el
(e) Para todo, x,y € H, temos (x,y) = Z(x,xﬂ(y,x»
icl
Demonstragao. Veja Botelho et al. [[6], Teorema 5.3.10]. O

Teorema 1.11. Um espaco de Hilbert H de dimensao infinita € separdvel se, e somente
se, H possui um sistema ortonormal completo e enumerdvel.

Demonstragao. Veja Botelho et al. [[6], Teorema 5.4.3. O

Proposicao 1.12. Espacos de Hilbert separdveis sao reflexivos.

Demonstragao. Veja Botelho et al. [[6], Corolario 5.4.5]. O

Proposicao 1.13. Se E € um espago reflerivo, toda sequéncia limitada possui
subsequéncia fracamente convergente.

Demonstragao. Veja Botelho et al. [[6], Teorema 6.5.4]. O
Proposicao 1.14. Sejam E e F espagos normados e T € L(E, F).

(a) Se T é compacto, entdo a sequinte implicacdo € vdlida:

r, =z em E=T(x,) - T(x) em F. (1.1)
(b) Se E ¢ reflexivo, entdo T' é compacto se, e somente se, vale .

Demonstragao. Veja Botelho, Pellegrino e Teixeira [[6], Proposi¢ao 7.2.8]. O
Exemplo 1.15. Seja 2 C R™, n > 2, um dominio C'™ limitado. O problema de autovalor

—Au=>Mu em Q,
{ (1.2)

u=>0 sobre 0N
possui um conjunto enumerdvel de autovalores positivos convergindo para infinito cujas

autofuncoes associadas formam uma base de Schauder de L*(Q) (vide Biezuner [[5],
Teorema 8.35] ).
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1.2 Medida e Integracao

Nesta secao vamos descrever as notacoes, definicoes e resultados sobre Medida e
Integracao que serdo usados neste trabalho. Para mais detalhes consultar Tausk [22].

Definigao 1.16. (a) Uma o—dlgebra no conjunto X é uma familia > de subconjuntos
de X que satisfaz

(1) 0,X €3
(17) se Ae X, entao X \ A € X;
(ii1) se (A,)2 C X, entdo
DO A, €X.
n=1
(b) O par (X,X) é chamado espago mensurdvel.

Definicao 1.17. Seja (X,X) um espago mensurdvel. Uma medida em (X,X) é uma
funcgao p: ¥ — [0, +00] tal que:

o u(0)=0;

e dado (Ap)ren € X,uma sequéncia disjunta, vale
(U] - Suan.
k=1 k=1

Consideremos um espaco de medida (X, ¥). Dizemos que uma propriedade P referente
aos pontos de X é valida em quase todo ponto de X, se existe um conjunto X’ € ¥ tal
que (X \ X’) =0 e P é valida em todos os ponto de X'.

Defini¢ao 1.18. Sejam (X, X) e (Y,Y') espagos mensurdveis. Uma funcao f: (X, %) —
(Y,3') é dita mensurdvel se f~'(E) € ¥, para todo E € X.

Teorema 1.19 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam (2,3, u) um espago de
medida, (f,)t> uma sequéncia de fungoes mensurdveis nao-negativas definidas em €
com fo(x) — f(x) p-q.t.p. em Q. Suponhamos que exista uma func¢ao ndao-negativa e

integrdvel g tal que |f,| < |g|, para todo n € N e p-q.t.p. em Q. Entao,

lim /fn—>/f
n—+400 Q Q

Demonstragao. Veja Tausk [[6], Teorema 2.5.4]. O

1.3 Espacos Funcionais

Nesta secao vamos descrever as notacoes e definicoes de espacos funcionais que serao
usados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes consultar Biezuner ([4] e [5]), Botelho
et al. [0] e Brezis [7]. Nestas defini¢oes,  C R™ é um conjunto aberto.
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Definicao 1.20. Seja u : Q@ — R wuma funcao continua. O suporte de u, € definido
por supp(u) = {x € 2 : u(x) # 0}. Se supp(u) for um subconjunto compacto de Q, entio
dizemos que w possui suporte compacto. Denotamos por Cy(2) o espaco das fungoes
continuas em ) com suporte compacto.

Defini¢ao 1.21. C™(Q) € o espago das fun¢oes com todas as derivadas parciais de ordem
menor ou igual a m continuas em ) (m inteiro nao-negativo ou m = oo ). Denotaremos

por C°(Q) = C(Q).

Definigao 1.22. Definimos o espago C™(§2) como o espago das funcoes reais definidas
em Q) cujas derivadas parciais até ordem m (inclusive) sao limitadas e uniformemente
continuas (isso garante que elas possuem uma unica extensao continua ao 1), isto é,

C™(Q) ={f € C™(Q) : D' ¢ limitada e unif. continua em €, V|y| < m}.
Temos C™(Q) um espaco normado com a sequinte norma

m(Q\ — D’Y o .

1 flle ®) g@}i D7 fllre< (e

Defini¢dao 1.23. O conjunto das funcées que pertencem a C™(Q) e tém derivadas até a
ordem m continuas em S e que tém suporte compacto, € denotado por Ci*(2) (ou C3° se
m = 00).

Usaremos a notacao de multi-indice para denotar a derivada parcial

ol f
Y F(r) =
D) Or] 0x)?..0x)" (),

em que v = (1,72, V) EN"e [y =7 + 7 + .. 4+

Definigao 1.24. Seja 1 < p < oo. Denotamos por LP(QQ) o espaco de Banach das (classes
de equivaléncias) fungoes definidas em Q com valores em R, tais que |u|P € integrdvel no
sentido de Lebesgue, munido da norma

Jullz» = (/Q !u(x)|pdx>;.

Para p = oo, denotamos por L>(Q2) o espaco de Banach das (classes de equivaléncia)
funcoes mensurdveis definidas em € que sao essencialmente limitadas, dotada da norma

||| L = supess|u(z)| = inf {C € R; |u(z)| < C q.t.p. em Q}.

e

Definigao 1.25. Sejam 1 < p < co. Diremos que f : Q) — R ¢é localmente integrdvel em
LP(Q), e denotaremos por f € LV (Q), se [ for wma funciao mensurdvel e para qualquer

loc

conjunto compacto K C ) tivermos

/Kmp < foo.

Teorema 1.26 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e p,q € R expoentes conjugados.
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Entao,
11 _a b
ar -be < — 4+ —.
p g
Demonstragao. Veja Botelho et al. [[6] Prova do Teorema 1.2.1]. O

Teorema 1.27 (Desigualdade de Hélder). Sejam py,...,p, > 1 tais que

1 1
— 44 —=1
y4 Dn

e fungoes fy € LP1(Q), fo € LP2(Q), ..., f, € LP*(Q). Entdo f1-...- fn € L' (Q) e

LU fuldz < WAl [l
Q

Demonstragao. Veja Brezis [[7], p. 92]. O
Teorema 1.28 (Desigualdade de Holder Reversa). Sejap > 1 e f,g:Q — R tais que

/|f|é<+oo c O</]g]1_—lp<+oo.
Q Q

JZE (/Qm;)” (/ |g|11p>p1‘

Demonstragao. Veja Biezuner [[3], p. 47]. O

Entao,

Teorema 1.29. Suponha que 1 < p < 400 e (f,)1 C LP(Q) tal que (||fallp)i2 € uma

n=1

sequéncia limitada em R. Se f,(z) — f(x) q.t.p. em Q, entao f, — f em LP(Q).

Demonstragao. Veja Hewitt et al. [[13], Teorema 13.44]. O
Definicao 1.30. Dizemos que uma fungao f : 2 — R é Hélder continua com expoente «,
se
@) W _
zye ||z = yllgn

T#yY

para algum 0 < o < 1. Neste caso, representamos por C%(Q) e C1(Q) e que sio Hélder
continuas com expoente o € (0,1) e a = 1, respectivamente. Além disso, para f € C*(Q),

denotamos
wyea |7 = yllgn
T#y

Em particular, note que se f é Holder continua em €) com expoente «, entao

[f (@) = f(W)] < [flow@llz = yllzn

para todos z,y € ). Claramente, se uma funcao f é Holder continua em €2, entao ela é
uniformemente continua em (). Por esta razao, ¢ usual na literatura que as funcoes de
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Holder sejam tratadas por funcoes uniformemente Holder continuas. Uma fungao Holder
continua com expoente a = 1 é uma func¢ao Lipschitz continua.

Definicao 1.31. Os espacos de Hdilder C™*(Q) (C™*(QQ)) sao definidos como os

subespagos de C™() (C™(R2)) das fungoes cujas derivadas parciais até a ordem m
(inclusive) sao todas Hélder continuas em €0 com expoente :

Cm) ={feC™Q):D'f e C*Q) para todo |y| < m}

Cm ) ={feC™Q):D'f e C*N) para todo |y| < m}.

O espago C"™*(Q2) é um normado com a seguinte norma

[ fllemag@y = I fllem@) + maﬁ[Dﬁ/f]Ca(m (1.3)

[vI<

Podemos incluir os espacos C™(Q) (C™(Q)) entre os espagos Hélder, se permitirmos
a = 0. Neste caso,

C™Q)=C™(Q) e CO™(Q)=Cm™"Q).
Proposicao 1.32. Os espacos de Holder C™(Q)) munidos coma norma 5G40 espagos
de Banach.
Demonstracao. Veja Biezuner [[4], Teorema 9.5]. O

Definigao 1.33. Seja Q2 C R™ um dominio limitado. Dizemos que OS2 ou ) é de classe
Cka 0 < a <1, se para todo xg € O existem uma bola B = B(xq,r), um aberto Q C R®
e um difeomorfismo 1 : B — U, tais que

(i

(id

Y(BNQ) CRY,
Y(BNoN) C ORY,
¥ € CH(B),

(iv) Y=t e CP(U),

(iid

)
)
)
)

em que R} = {(z1,22,...,z,) € R" : z,, > 0}. Em particular, se « = 0 dizemos que 05
ou Q € de classe C*. Se Q ¢é de classe C*, para todo k € N, entdo dizemos que ) € um
dominio limitado e suave.

1.4 Espacos de Sobolev W#?

Vejamos agora, algumas definicoes e resultados sobre os espacos de Sobolev. Para
mais detalhes, consultar Gilbarg e Trundinger [12], Kesavan [14] e Medeiros et al. [19].

Definig¢ao 1.34. Sejam Q C R™ aberto, o = (aq, ..., ap), oy € N, para todoi =1,2,...,n
eue L} (Q).

loc
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1
loc

olel
9" )dr=(-1 al/ .
foo () o= 00 e

em que |a| = ay + -+ - + ayp,. Neste caso, denotamos

glal
Du=(—"u) =,
' (ax?l---axzn“> ’

(b) Dizemos que u é fracamente diferencidvel se existir v; € L}, .(Q) tal que

/u 0 (pdx:—/vitpda:,
o Oz Q
1,2

para todo ¢ € CP(Q) ei = 1,2,---,n. Ou seja, existe D*u para todo o =
(c,..., ) com |af =1;

(a) Dizemos que v, € L;,.(2) € a a—ésima derivada fraca de u, se para todo ¢ € C§°(Q)

tiwermos

(¢) u é fracamente diferencidvel k-vezes, quando ezistir D“u para todos « tal que
0<|a| <Ek.

Definicao 1.35. Sejam Q um aberto de R*, p > 1 e k > 0 um inteiro. Definimos o
espaco de Sobolev como

WHhP(Q) = {u € LP(Q) : D"u € LP(Q) para todo 0 < || < k},

que um espag¢o munido da norma

ey = | 3 [ iprulras |
Q

0<|y|<k
Definimos ainda
WEP(Q) = fecho de C(Q) em WHP(Q).
Em particular, no caso em que p = 2, denotamos W*2(Q) simplesmente por H*(Q) e
WE2(Q) por HE(Q), para todo k € {0,1,...}.

Teorema 1.36. Seja Q C R" um dominio. Entao W"P(Q) é um espago de Banach se
1 <p<ooeéreflerivo se 1 < p < oo.

Demonstra¢ao. Veja Medeiros et al. [[I9], Proposi¢ao 2.2.1 e Teorema 2.2.3 |. O

Teorema 1.37. Seja Q C R"™ um dominio. Entio C®(Q)NWHFP(Q) é denso em W*P(Q).

Demonstracao. Veja Gilbarg e Trudinger [[12], Teorema 7.9]. O
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1.4.1 Imersoes Continuas

Teorema 1.38. Se k < L definimos
p

«__ _1p
P Cn—kp

Sejam Q C R™ um aberto limitado de classe CF, n > 2 e 1 < p < co. Entdo, as sequintes
1mersoes $a0 continuas:

(i) WhP(Q) — L1(Q), para todo q € [1,p*] se kp < n,

(ii) W*P(Q) — LY(Q), para todo q € [1,00) se kp = n,
(i3i) WFP(Q) < C™*(Q) se kp > n.
No item (iit) m é um inteiro satisfazendo m < k — % <m-+1 e a um real que satisfaz
O<a§k—m—%:a0 seap<lelO<a<lseay=1.
Demonstragao. Veja Medeiros e Miranda [[19], Teorema 2.5.1]. O

Teorema 1.39. Sejam 1 < p < 0o, k um wnteiro positivo. Entao, as sequintes imersoes
sao continuas:

(i) WkP(R™) — LI(R™), para todo q € [p,p*] se kp <n,
(ii) WEP(R") — LY(R™), para todo q € [p, ) se kp = n,
(iii) WEP(R™) — C™(R") se kp > n.

No item (iii), m € um inteiro satisfazendo m < k — 5 <m+1ea um real satisfazendo
O<oz§k:—m—%::oz0 seap<lelO<a<lseay=1.

Demonstragao. Veja Medeiros e Miranda [[19], Corolario 5, Teorema 2.3.2 e Teorema
2.3.3]. O

1.4.2 Imersoes Compactas

Teorema 1.40. Sejam Q C R™ um aberto limitado de classe C* e 1 < p < co. Entdo as
sequintes 1mersoes sao compactas:

(i) WHFP(Q) — L1(Q), para todo q € [1,p*) se kp < n,
(ii) WFP(Q) — LY(Q), para todo q € [1,00) se kp =n,

(iii) WHP(Q) — C™(Q), para todo m inteiro nio negativo satisfazendo m < k=2 <m+1
se kp > n.
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Demonstragao. Veja Medeiros e Miranda [[19], Teorema 2.5.5]. O

O seguinte caso particular das imersoes anteriores, quando k = 1 e p = 2, seré utilizado
neste trabalho diversas vezes.

Corolario 1.41. Seja Q C R"™ um aberto limitado de classe C'. Entdo, as sequintes
mmersoes sao compactas:

(1) H*() < LI(2), para todo q € [1,-25) sen > 3,
(ii) HY(Q) < LI(Q), para todo q € [1,+00) sen = 2,
(i3i) H'(Q) — C°(Q), sen = 1.

Observagao 1.42. As imersdes anteriores também valem para H}(Q), jd que este é um
subconjunto de H'(Q).

1.5 Alguns Resultados sobre o Espago H} ()

Nesta subsecao, vejamos algumas defini¢coes e resultados, especificamente, sobre o
espago de Sobolev HJ (). Para mais detalhes, consultar Gilbarg e Trundinger [12] e
Kesavan [14].

Proposicdo 1.43. Seja Q C R" aberto e limitado. O espago vetorial Hy(2) é um espago
de Hilbert munido com o produto interno

(U, V) pa ) = / Vu - V.
Q
Demonstragao. Veja Gilbarg e Trundinger [[12], Secao 7.5, pagina 154]. O
Teorema 1.44. O espaco H}(Y) € separdvel.

Demonstragao. Veja Kesavan [[14], Teorema 1.2.1]. O

Corolario 1.45. O espago H}(Q) € reflexivo.

Demonstragdo. Como HE(€)) é um espago de Hilbert separavel, pela Proposi¢ao m
concluimos que ele é reflexivo. O

Coroléario 1.46. O espago H}(Q) contém um sistema ortonormal completo.

Demonstra¢ao. Concluimos diretamente da Proposicao e do Teorema [1.44] O
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Teorema 1.47 (Desigualdade de Hardy-Sobolev). Seja Q2 um dominio limitado em R", ¢
uma autofuncao positiva associada ao primeiro autovalor do problema do Exemplo
aec(0,1]e

1 1 1-a
qg 2 N
Entao,
— e 1YQ)
(ba
e existe C' > 0 tal que
u
@ ) < CH“HH&(Q);
para todo u € H(Q).
Demonstracao. ***** ]

Proposigdao 1.48. Seja (u,):>, sequéncia limitada em HY(Q). Entdo, eriste uma

subsequéncia (U, )25 e uw € HY(Q), tais que

(@) um, — u em H3(Q);
(b) U, — u em L*(Q);

(€) Um,(x) = u(x) ¢.t.p. em Q.

Demonstra¢io. Suponhamos (u,,); >, limitada em H}(Q2). Como o espago Hi(Q) é

reflexivo, pela Proposicio existe uma subsequéncias (un,, )5 e u € H(Q), tais
que

U, — u em Hy (),

quando k — o0, concluindo o item (a).

Pelo Corolério temos que H}(Q) estd imerso compactamente em L?(Q). Com
isso,
U, — u em L*(9),

quando k& — 400 o que conclui a prova do item (b).

Do item anterior, segue que
[, — ull2 = 0

quando k — +o00. Usando que
llulla = 0 < u =0 q.t.p. em Q, (1.4)
(vide Tausk [[22], equivaléncia 4.4.2]), temos

lim (up, —u) =0 q.t.p. em .

k——+o0

Portanto, u,, () = u(z) q.t.p. em 2, quando k — 400, concluindo o item (c). O
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1.6 Principios de Maximo

Nesta secao, abordaremos alguns Principios de Maximo. Para mais informacoes, veja
Biezuner [4] e Gilbarg e Trundinger [12].

Definicao 1.49. Considere o sequinte operador diferencial linear L de sequnda

Lu= Z CLZ']'DijU + Z bZDZu + cu, (15)
ij=1 i=1
0*u u :
onde a;; = a;;(x),b; = bj(z),c = c(z), Djju = ——=— e Dju = . Assuma ainda que a

matriz A(x) = (a;;(x)) € simétrica para cada x € €.

(a) Dizemos que L € eliptico no ponto x € Q, se a matriz dos coeficientes é positiva
definida, isto €, se Nx),A(x) denotam o maior e o menor autovalor de A(x),
respectivamente, entao

0 < A@)IE]* < D ai(@)&l; < A@)|I¢]P, Vo e Q e e R™\{0},
ij=1
em que ||€]? =& + &+ ... + &
(b) O operador € dito eliptico em 2, se o for em cada ponto x € .

(¢) Dizemos que o operador L é estritamente eliptico em 2, se existe A\g > 0, tal que
Az) > Ao > 0, para todo x € S).

A
(d) Se x (z) ¢ limitado em Q, entao L é dito uniformemente eliptico.

A(z)
Teorema 1.50 (Principio do Maximo Forte). Sejam Q@ C R™ um aberto e L um operador
uniformemente eliptico.
(a) Suponha que c =0 e u € C*(Q) satisfaz Lu > 0 (Lu < 0) em . Se u atinge o seu

mdzximo (minimo) no interior de §, entao u é constante.

(b) Se ¢ <0 ewu atinge um mdzimo nao-negativo (minimo nao-positivo) no interior de
Q, entao u € constante.

(¢) Independentemente do sinal de ¢, se u atinge um mdzimo igual a 0 (minimo igual
a 0) no interior de Q, entao u € constante.

Demonstragao. Veja Gilbarg e Trudinger [[12], Teorema 3.5]. O

Para este trabalho, é interessante o caso em particular do teorema anterior.

Corolario 1.51. Seja Q2 C R™ um aberto. Se Au < 0 e u atinge o seu minimo no interior
de €, entao u € constante.
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Demonstracao. Este corolario é uma aplicacao direta do item (a) do Teorema |1.50, uma
vez que A é um operador uniformemente eliptico com ¢ = 0. ]

Definigao 1.52. Dizemos que u € H}(Q) satisfaz Au > 0 (sub-harmonica) fracamente,
se

/Vu-VgoSO,
Q

para todo v € H}(QY) em que ¢ >0 q.t.p. em Q.

Teorema 1.53 (Principio do Méximo Fraco). Se u € H3(Q) satisfaz Au > 0 fracamente
em €2, entao

supu < suput.
0 a0

Demonstragao. Veja Trundinger |[12], Teorema 8.1]. O



Capitulo 2

Uma Primeira Classe de Sistemas

2.1 Introducao

Neste capitulo, temos como objetivo encontrar solucao fraca para problema a seguir:

.

hy(z)

—Au=—"" 44" em
ualfU’Yl
hg x

—Av = L + P2 em
uc2y2

u,v >0 em

u=v=0 sobre

092,

(P1)

em que hy, hy : Q — (0,400) sdo fungoes continuas, a;, B;,7v; € (0,1), i =1,2, ¢ Q é um

aberto suave e limitado de

RY, com N > 2.

Definicao 2.1. Dizemos que o par (u,v) é solugcao cldssica do problema , se
u,v € C2Q)NC°(Q) e (u,v) satisfaz problema (P1)).

Definicao 2.2. Dizemos que o par (u,v) € Hj(2) x H}(Q) € solugio fraca do problema

7 seu ev sa0 positiva

J
J

para todos 1, s € HJ ().

s e (u,v) satisfaz:

h
VuVp, = /M_‘_/uﬁl@l’
Q Q

urpym

h
VoV, = /M+/UB2@Q,
Q uc2y2 Q

As singularidades do sistema associado ao problema (P1)) impedem a aplicagao direta

do método de Galerkin da forma que este trabalho propde-se a fazé-la.

26

Por isto,
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inicialmente trabalharemos com a seguinte familia de problemas:

( h
—Au = —1(:6) +u® em Q,
UMY + €
hQ(I) B2
—Av = —— + v em Q, (P1,)
u,v >0 em Q,
(| u=v=0 sobre 02,

que através de uma perturbacao nos quocientes, por hora, contorna a singularidade do
problema inicial.

Definicao 2.3. Para ¢ > 0 fizado, dizemos que o par (e, ve) € solugao cldssica do
problema , se u, v, € C*(Q)NCYNQ) e o par (ue,v.) satisfaz o problema .

Definigao 2.4. Para € > 0 fizado, dizemos que o par (uc,v.) € H}(Q) x H}(Q) € solugdo
fraca do problema , S€ Ue € Ve $G0 positivas e o par (ue,v.) satisfaz:

hi(z)p1
VuNVe: = [ —-t— T,
fiewa = famaser [

h2(I>902 /
VoV, = [ 27— P25,
/Q eV /gzU?2U22+€+ 0 <7

para todos @1, pa € Hy(9).
Para os calculos deste capitulo (e do proximo), serd necessaria a seguinte consequéncia
do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer:

Proposicao 2.5. Suponha que F : R™ — R™ é uma funcao continua tal que

€]

para algum r > 0, em que (-, -)gm € 0 produto interno usual de R™ e || - ||gm € a norma
induzida por este produto interno. Entao, existe zy € {x € R™ : ||z|gm < 7}, tal que
F(Zo) = ORm.

g =17 = (F(§),rm >0,

Demonstragao. Veja Lions [[16], Lema 4.3]. O

Ao combinar a proposicao anterior com o Método de Galerkin, obteremos uma familia
(Ue; Ve)eso C HE() x HE(Q) de solugdes fracas para (P1J). Através da Teoria da
Regularidade Eliptica veremos ainda que tais solu¢oes também sao classicas. Dessa
maneira, considerando €, = % com n € N, teremos uma sequéncia (u,, v,);'%5 de solugoes
classicas para os problemas aproximados.

Posteriormente, consideraremos hq, hy tais que

hq ho

WLz a2 z 2
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em que —Aw = w?, —Az = 22 em Qe w = z = 0 em 0. Essa hipotese sobre as

fungoes hy, hy implicara que as sequéncias (u,)%5 e (v,)!2] sdo limitadas em H} () e

pela Proposigao [1.48] existem u,v € HJ(Q) tais que u, — u e v, — v, a menos de uma
subsequéncia. Finalmente, concluiremos que (u,v) ¢ solugao fraca do problema (P1J).

2.2 Existéncia de uma Solucao para cada Problema
(Ple)

O objetivo desta se¢do é encontrar uma solucao fraca (u.,v.) para cada problema
, com € > 0 fixado, combinando o Método de Galerkin e a Proposi¢ao e concluir
sua positividade através dos principios de maximo. Para tal, consideremos o espago
E = Hi(Q) x H}(Q) munido com produto interno

(Ve ExXE — R,
(21,22) V= (z1,22)p = <U1>U2>H5(Q) + <Ul>’02>H5(Q),

em que z; = (ug,v1) e 2o = (ug, v2), € a norma associada ao produto interno
212 = (2, 2 = el ) + ol o

com z = (u,v) e
HIH?“{&(Q) = <x7$>H(}(Q)7

para todo x € H}(Q). Sejam também o sistema ortonormal completo

S:{¢1,¢27-~}

de H; (), assegurado pelo Corolario [1.46] e a seguinte familia de subespacos (Up,)men C
H}(Q) dados por
Um = Span{th ¢2a s 7¢m}7vm e N.

Para os calculos futuros, é importante o seguinte resultado envolvendo os subespacos
Un.

Lema 2.6. Seja m € N. Considere R™ x R™ munido de sua norma usual e U, X U,, com
norma induzida pela norma de E. Entao, U, x U, e R™ x R™ sao espagos normados
1sometricamente isomorfos.

Demonstracao. Seja a aplicagao I : R™ x R™ — U, x U,,, dada por
I(&n) = (Z §i%is Zm@) ;
i=1 i=1
em que £ = (&1,...,&n) en = (m,...,nn) s@o elementos pertencentes & R™.

(a) Linearidade: Sejam & = (&1,...,&m), 7 = (M, ,0m), a = (a1,...,am,) €
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b= (b1,...,by) elementos de R, A € R e ¢1,¢9,...,0, € S. Logo,

I((&,m) + MNa, b)) = I(E+ Xa,n+ \b)

Z gz + )‘az ¢27 Z(nz + )\b1>¢1>

i=1 =1

;
= <§35¢Z+AZ m,ZmHsz@)
;

@
I
—

m

m,Zm) +A (Z a; i, Zbi@)
=1 =1

1 =1

Ms

-
Il

= I(¢&n)+ M(a

(b) Continuidade: Dados (£,17) € R™"xR™em que { = (&1,...,&m)en = (N1, Nm),

temos
Hl(ﬂ) H§(Q)
Logo,
||[(§>77)H?3 = <Z§z’¢i> Z§i¢i> + <Z ni®i, Zm¢i>
i=1 i=1 HE(Q) i=1 i=1 HE(Q)

Como ¢; € S, para todo ¢ € N, e S é um sistema ortonormal completo, vale

o ={ o
Dai, - -
HEMIE =D 16l ol + D 1ml 16:l 5y @) = 1€ )11
=1 i=1
Consequentemente

(& mlle = 1€l (2.1)
Portanto I é continua (vide Teorema [1.5)).

(¢) Isomorfismo isométrico: Da equagao (2.1), concluimos que I é uma isometria.
Mais ainda, se (w, z) € Ker(I), temos

0= 1(z,w)lle = (2, w)[.

Equivalentemente, (z,w) = (Ogm,Ogm). Portanto ker(I) = {(Ogm,Orm)} e
concluimos que I é um isomorfismo.

Portanto dos itens (a), (b) e (¢) concluimos que R™ x R™ e U,, x U, sdo espagos
isometricamente isomorfos. O
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Como nosso objetivo é utilizar a Proposicao precisamos definir uma funcao
continua. O préximo resultado serd util nesse sentido.

Lema 2.7. Seja € > 0 firado. Suponhamos hi,hy € C() N L*(Q), u,v € U, e
E=(&, -, &n), n="_(m,-..,0m) elementos de R™, tais que

U= Zfz'¢i e v= mebi.
i=1

Entao, as funcoes F; : R™ x R™ - R e G; : R™ x R™ — R dadas por

/!u\al\vhl T /Q(UJF)’BIG%

I ha(7)¢; . B2 1
Gi(&:n) =mn; /Q|u|0‘2\7j]72+6 /S)(UJr) i,

sao continuas, para todo 1 =1,2,...,m.

Demonstragio. Seja uma sequéncia (&, mx)>) € R™ x R™ convergindo para (&y,17), em

que fk = (5{6’7551)7 Nk = (nfvﬂnrljz)J 50 = (6?77521)7 o = (n?a7777(’)n)7 para todo
keN e

0 0
§=lm & e = lim (2.2)
para cada ¢ = 1,...,m. Mostraremos que

kgglwﬂ(ﬁk, ) = Fi(&,m0) e kggloo Gi(&k k) = Gi(&o,m0),

para cada ¢ = 1,...,m. Para tal, consideremos uy, v, € U, tais que

=) o e w=> nfes
=1 i=1

Logo, existem ug, vy € U,,, tais que

Zfoqbl Z hm {gbl hm kaqb, hm U, (2.3)

:ingqﬁz Z lim i = m chbz— lim vy (24)
i=1

Consideremos também as sequéncias (F; (&g, mi)) 25 e (Gi(&k,mr))i2], dadas por

Fy(&eomw) = & — Mm@ _ /Q(u;“)ﬁlcbi

 [ug|*tvg] " + €

, v P2 s
) =t = [ Gt - [

paracada k e Nei=1,.
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Inicialmente definamos para cada i = 1,...,m as sequéncias de fungoes (fi);2] e
(91):25 definidas em €, dadas por
i o ha ()¢ 81
fk:(x) - ]uk|0‘1\vk|“/1 T + (uk) ¢z(x)
) hs()o
i _ 2\L)Pi +\B2 4.
gk(x) |uk’a2‘vk|w T + (Uk) (bz(x)
Definamos também as fungoes fg, g : Q — R, dadas por
( )¢z \51
fO( ) |u0|0l1’1)0|71 T e (UO) ¢z(l’>
) ha()o
i 2\T)Pi +152
T) = + (v oi(x),
gO( ) |U,()|a2|1)()|72+€ ( 0) ( )
para cada i = 1,...,m. Por (2.3)) e (2.4) podemos concluir
hi(z)i B ha ()i B :
! ) — ! 7 = fo )
fk( ) |uk|a1|vk|% Te (uk) (b(x) |UO|a1|U0|71 +€+<U0) (b(x) fO(SU)
e
: ha () +62 ha () 8 :
; = ) — ? % = g5 )
gk(x) |uk’0¢2|vk|,Y2 1€ + (Uk) ¢ (SC) |u0|a2|vo|72 1€ + (UO ) (b ('T) gO(x>
paratodox € Qer1=1,2,...,m, quando k — +o0.
Por outro lado, como a sequéncia (&, n;)/ 25 € limitada, existe N > 0 tal que
(ks me) || < IV,
para todo k € N. Pelo Exemplo temos
1€kllrm = (€6, O <N e |lmllrm = 1, 0)[| < N,
para todo k € N. Dessa maneira, para cada ¢ = 1,...,m, obtemos
Gl <N e |m[ <N, (2.5)

para todo k € N. Definamos também as fungoes [¢, 1% : Q — R, dadas por

4 1
() = ~ I (@)1 +Nﬁlz|¢ (2)|%]64()

. 1
(%) = ~|ha(a) | !+Nﬂ221¢ (2)%]64(x).

para cada i = 1,...,m. Segue da desigualdade de Holder que I},15 € L'(Q), para cada
i=1,...,m, pois, por hipdtese hy, ho € L?(Q) e por construcao ¢y,..., ¢, € S C L*(Q).
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No caso do somatoério, a integrabilidade de cada parcela é verificada aplicando-se a

desigualdade de Holder com os expoentes conjugados Bl e ﬁ

Notemos que |fi| < |li|, para todo i = 1,...,m. De fato,

ha(2)¢i |7 ()| 6i()]

g | [og [ + € — Juk(@)| o (2) 7+ €

+ (uf) " pu(x)| < + 1(uf) " ¢u(x)).

|fu(@)] =

Como
e <|up(@)|or(@)™ +e e |(up)" ()] < Juk(@)],
ainda temos
fi(z)] < ’hl(l’)!@(m)‘
Pela definicao de u; e usando , obtemos

i) < M@, ()" l0o)

1
< —|m(@)]oi( |+Z|§’f|ﬂl|¢g )P ()|

+ Jup(2)| ™ i (2) -

1
< —|m(@)gix)| + N* Z [65(2)[*64()
= li(l’),
para todo z € Q,i=1,...,m e k € N. Analogamente, podemos concluir |gt| < |l}|, para

keNeit=1,...,m

Estamos entao sob as hipoteses do Teorema da Convergéncia Dominada. Logo,
podemos concluir que f¢, gi € L*(Q) e

hi(z); / ﬁ / / ny
! (3 % _|_ 1 i
et enre [ B o

h2($)¢z / 52 / / s
v i —> + U 2 (x 7
q |ugloz|vg|2 + € Q( )i |Uo’a2\vo’” +e Q( o) ¢i(z)

quando k — 400, para cada ¢ = 1,..., m. Portanto, das duas convergéncias anteriores e

de (2.2)), concluimos que

lim F;(&, nk) = Fi(&o,m0) e lim G;(&,me) = Gi(o.mo0)-
k—4o0 k—+o00

Consequentemente, F; e GG; sao continuas para todo i = 1,2,...,m. ]

2.2.1 Aplicacao do Método de Galerkin

Nesta parte do texto, procuraremos por solucoes em U, x U, para um sistema que se
aproxima das defini¢ao de solucao classica do problema (P1.)), que serdo encontradas via
Método de Galerkin.
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Lema 2.8. Suponha h; € C(Q) N L*(Q) e a;, Bi,vi € (0,1), para i = 1,2. Entdo, para

cada m € N, eziste um par (Upm, V) € Uy, X Uy, que satisfaz

v%ﬁ@::/‘ +/u;m%
/Q |um|al|vm|w et )

/VUmV@ _ Q(x)¢z —I—/(U;)&@,
Q Q

o |tum|®2om |72 + €

para todo i =1,2,....m

Demonstra¢ao. Dados u,v € U, existem & = (£,&,...,&m), 1 = (1,72, ..

elementos de R™ tais que

U= Zfz‘¢z‘ e U= Zﬁz‘¢i-
i=1 i=1
Definamos também a aplicacao F': R™ x R™ — R™ x R™, dada por

F(f?ﬂ) = <<F1<§777)7 te 7Fm(£7n))7 <G1(€7n)7 te 7Gm(§777)>>7

Fién) = [ Vavo. - —ﬂ@ﬂ——AWWm

o lul*rfo[ 4 e

, = oV, — M_ o2 0,
Gi(en) LVV% L()@

o lul*zv] + €

em que

777m)

(2.6)

para todo ¢ = 1,--- ,m. Usando a defini¢io do produto interno de HJ (), podemos

reescrever as fungoes anteriores como

hl ZT)D;
Fi(&,n) = (u, ¢i>H§(Q) - & - /Q(UJF)&@-

o lul*to[m + €

Gi(&m) = (v, O ur (o) — _m@é /Q(UJF)BIQ%-

o [ul*tfur +e
Pela equagoes de (2.6, obtemos

< (bz H}(Q <Z§j¢ja¢z> =

Hg(@) 7

M

gj <¢j7 ¢i>H6(Q) - gz

1

3

<U ¢z H}(Q) — <Zn]¢]7¢l> Z ¢]a¢z HE(Q :771
Hg ()

Logo, podemos reescrever e como

/ |u|a1|v|m + P /SZ(U+)Blgzﬁi.

(2.7)

(2.8)
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ha(x) i /
Gi R =1 — —_—— — ’U+ B2 i
para todo ¢ = 1,2,...,m. Ao calcular o produto interno usual de R™ x R™ entre F'(£,n)

e (£,1m), obtemos

wen e = Y (a- [ 00 [

=1

([ he@éi [ s )
- Z(n /Q|uya2yv|72+e /Q(v) o ) 7

)—/ ut)P (Z@&)
o [ ha(e) 0 nid) )5 -
" Z” / [l o + ¢ /Q( ) (ZM>

Donde obtemos a equacao

Consequentemente,

(F(E,n), (£,1)) = Zgiz_/ghl(x) (o &

jufos o + €

h h
FEm Em) = Nl + Nolldy — [ —ontde [ falo)e

a TP e Jo TulhlE T e (g
_ /(qu)ﬁlu_ /(UJr)BzU_
Q Q

Vejamos algumas desigualdades envolvendo os termos do lado direito da equagao anterior.
Em primeiro lugar, observe que

1
/|u|oq|v|~,1+€ < E//u(x)u.
Q

Pela desigualdade de Holder, temos

1 1 1
! / h(a)u< / (@l < Ll ol
€ Q € Q €

1
) .
S R (AT

Pelas Imersoes de Sobolev, existe C; > 0 tal que

isto &,

|wl]2 < Cl||w||H3(Q),

para todo w € HJ (). Logo,

1
——|h1|[2C
L L e LTS
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e como ||ullg1(q) < [|(w, v)||p, ainda temos

h1<l')u Cl
| T —=——lh . 2.10
o [uler|v]n 4+ € = || 2l (u, v)|| e ( )

De maneira analoga, obtemos

e A N [ 9 (2.11)

o lul*v]= + e

Para os termos restantes, usaremos as seguintes desigualdades

1
/ (w)u < / ] < / P = JJuf 2L
Q Q Q

Como 1 < f1 + 1 < 2, segue das Imersoes de Sobolev que, existe Cy > 0 tal que
[wllgi+1 < Collwll g
para todo w € H}(Q2). Dai,
/Q< < G M ullie) < 6 G o)1
isto é,
T 21
Q

Analogamente, como 1 < 85 + 1 < 2, existe C5 > 0 tal que

- [z R 219

Por(2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e tomando K; = (M) + (M) Ky =Cythe
K3 = 032“, temos de (2.9

(F(&m), (€m) = 1w, 0) | = Kl (u,0)l| e = Ksl|(w, 0) |2 = Kall(w, 0) |

Pelo Lema concluimos

(P& ). (&) 2 &I = K€l = Ksll€mIP+ = Kall€,ml=*. (2.14)

Logo, para cada € > 0, é possivel encontrar r. > 0 suficientemente grande tal que

(F'(&m),(&m) =0

para todos (£,71) € S, (0) C R™ x R™ e qualquer m € N. De fato, suponha que este fato
nao se verifique para algum €, > 0. Entao, para qualquer r > 0, existe (£o, 1) € S,(0) tal
que

(F'(€0,m0), (€0510)) <0
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e assim,
] K, K Ky <0
1€osmo)ll N1(So, mo) M2 [1(§osmo) =72~
Como ||(&,m0)|| = 7, podemos reescrever a desigualdade anterior como
Ky Kj Ky
L= T B rl=>61 - rl=52 <0, (2.15>

que pela hipotese de contradicao deve valer para todo r > 0. O que é uma contradicao!,
pois como [y, By € (0,1), temos

K K K
<1——1——3——4)—>1, quando k& — +o0.

L= T 0
o que contraria ([2.15)).
Portanto, existe r. > 0 tal que
(&,m) € 5c(0) = (F(&,n), (§,m) > 0. (2.16)

Assim, como F' é continua pelo Lema e da implicagao (2.16]), segue da Proposigao
2.5 existe um par (tm, vm) € Up X Uy, € (s in) € R™ X R™, em que &, = (£, -+, &),

M = (07", m) e ; ,
:Zfzm@, Umzzmm@,
=1

i=1
tais que
H(umwvm)”E = H(fmﬂ?m)” STe e F(&m”ﬂl) = Ogmxgm,

para cada m € N. Ou seja, temos

= Al = [ VunTor - [ e gy,

e
0= ms m vav i UJF & 5
5 77 / (b / |Um|a2’Um"y2 +€ /gvz( m) ¢
para todot =1,2,...,m. Portanto, o sistema ) possui solucao para cadai=1,...,m
com m € N, O]

Observacao 2.9. Notemos que a constante r. mencionada na prova do lema anterior
nao depende de m. Com efeito, para cada m natural a desigualdade vale para
todo (&,m) € R™ x R™. Logo, € possivel encontrar r. > 0 suficientemente grande tal que
(&, m)|| = re implica em (F(&,m), (§,n)) > 0 para todo m € N.

Coroléario 2.10. Suponha h; € C(Q) N L*(Q) e ay, Bi, v € (0,1) parai = 1,2 e k um
nidmero natural menor ou igual & m. Entdao, as solugoes (U, vy,) de também sao
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solugoes de

Vu,,V = +
/Q tim VY1 /|um|l|vm|w+e
Vo,V _ 2($)¢2
/Q V0 = Telomle €

para todos Y,y € U C U,,.

[ yan

T / (0%,

Demonstra¢ao. Fixemos um natural £ < m e tomemos (¢, 1s) € Uy X Uy, isto &,

k

=) ai¢; e

1=1

(ala ag, ... 7ak:)7 (bh b27 sy
por a; e b;, respectivamente, temos

hi(x)da;

Q |Um|® [vm |7 + €

/ Vu, Voia;
Q
()i

/ Vo, Vb = / o () i
Q Q |um|a2|vm|w + €

Somando as k parcelas, temos

[ (3:v0a) - |
b)iﬁ

Como V@bl = Zle CLZVQZSz e V’ng

(@) (I, dia)

|Um | |[Um | + €

ha(w) (T4, oib.)

|tm®2|vm |72 + €

hyi(x)y

= Zle b;V¢;, obtemos

/ Vi, Vi
Q

Q |um|al‘vm|71 +e€

ho ()1,

vav¢2 = /
/Q Q [Um|®2|vm]7? + €

como queriamos mostrar.

Como consequéncia da observacao n podemos concluir que as sequéncias (u,)
, € Uy, obtidas no Lema 2.8 sdo limitadas em H{(€2) pois

(Um)
[ (s vi) | 2 < e,

para todo m € N.

K
o =) bigy,
=1

br) € RE. Multiplicando as equagdes do i-ésimo sistema (S1)

+/(u;)6l¢iaiu

Q

+/(U;})62¢z‘bz‘
Q

+/Q(U$)Bl (sz; sz‘ai) ;
+/Q(U;§)ﬂ2 (i: Cbz'bi) :

=1

n / ()P,
n / (v) P4,

]

+oo
m:]_7

(2.17)

Observacao 2.11. Também € relevante observar que, da hipdtese hy e hy serem positivas,
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temos u,, # 0 evy, # 0 g.t.p. em Q. De fato, se hy e hy sdo positivas, o par (OHl(Q) Om1(a )
nao pode ser solucao do sistema (ﬂ) Portanto, u,, e v, sao solugoes nao nulas de

Das Observagoes[2.9e[2.11 podemos concluir que, dado € > 0, existem duas sequéncias
()2, € (v)E2% de termos nao nulos e limitadas em HE (), tal que (up,, vy,) é solugao
de (S1). Consequentemente, pela Proposi¢ao a menos de uma subsequéncia, temos

U — Ue € Uy, — v em H(Q),
Uy — Ue € Uy — Ve em L2(Q), (C1)
U (T) = ue(x) € vy (z) = ve() q.t.p. em £,

para algum par (u,v) € E.

Lema 2.12. Sejam h; € C(Q) N L*(Q), i, Bi,vi € (0,1) para i = 1,2, e k um nimero
natural fizo menor ou igual & m. Entdo, para cada € > 0, existem uc,v. € HY(Q) que

satisfazem
Vu.V = —|—/ ul )Py,
/S; wl /|u6‘a1‘ve|“ﬂ+€ Q( ) ¢1

\VAY, — +)82 7
v = [ et Lo

para todo P,y € Uy.

Demonstragao. Da convergéncia fraca em (C1]), temos
<um7W>H§(Q) - <u67w>Hé(Q)7 quando m — 400,

para todo w € H}(Q) (pela defini¢do de convergéncia fraca em um espaco de Hilbert).
Em particular,

/ Vi, Vi — / Vu Vi e / V0, Vi — / Vo Vs, (2.18)
Q Q Q Q

para qualquer par (1, 1) € Uy X U,

Sejam as sequéncias de fungoes (f,,)> e (gm),-, dadas por

hl (I)

|| [0 |7t + €

m=1>

Sm(x) = + (uf) (@),

ha(z)

[t |2 [ 12 + €

gm(x) = + (v) 2 (@),

para cada m € N. Sejam também as funcoes

hq(x)

|ue| @ |ve| 1" + €

fe(x) = + (u)" (@)

hg (.T)

[e|*2|ve= + €

ge(x) = + (vF)*(2).
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Pela terceira convergéncia de (C1]), podemos concluir que

) = ha () ut) (i ha(2) uV (1) = fo(x
) = ot ) 0) > T ) ) = o)
gy = — 120 ey 1@ ey g ),

| U |2V |72 + € |2 v + €

q.t.p. em Q, quando m — +oo. Da segunda convergéncia de (C1)), existe M > 0 tal que
lumll2 < M, para todo m € N

e usando a desigualdade de Holder com os expoentes conjugados,

1 1
— e

B 1—p6

temos

Iw)? 2 < / P

c (fomrr) ([

= w3 QP
< M2,31|Q|17ﬂ1’

par todo m € N. Como h; € L*(Q2), consideremos

Logo,

F(@h)P s < C1 + MPYQ| 5", Vm € N.
2

1flla < Hh“"”)
€

Analogamente, existe C's > 0 tal que
Assim, pelo Teorema temos

Jm = fe € Gm — g €m LZ(Q)J

/fmsol—>/f901 e /gmwz%/ng,
Q Q Q Q

para todo ¢y, s € L?(Q). Em particular vale

hy(x)Yy / / / Y
+ —> + 1
Q [tm|* vt + € (u |Ue|°‘1|Ue|7l +e Q(ue )7 ()

isto é,
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hy(z)1bs 52 o
/Q ’um|°‘2‘vm|“f2 + € /( w2 —> / ’ue|a2‘ve|72 iy + /Q(Ue ) wg(:l?),

para qualquer iy, 1y € Uy.

Portanto, das convergéncias anteriores e de (2.18)) e do corolario anterior, temos

+\61
/VUeV@Z)l /|Ue|a1|7)e|’yl—|—e+/g(ue) ¢17

+)B2
A Ar 2 (e

para todo ¥y, 1 € Uy, como queriamos mostrar. n

Teorema 2.13. Sejam h; € C(Q) N L*(Q) e ay, B,y € (0,1), para i = 1,2. Entdo, para
cada € > 0, existem u,v. € H}()) nao-negativas, tais que o par (uc,v.) satisfaz

_ hl( ) / B1
/Qvuevwl - /Q a1 ’Yl +€ + Que gpl?
ha ()2 /
VoVgs = [ —alP2 4 [ o,
/Q R /Q e Jo

para todo @1, s € H ().

Demonstracao. Pelo lema anterior, para todo k € N e 91,1, € Uy, existem u. e v, em
H}(Q) satisfazendo

VucVipy = )y,
/Q UV /|ue| vaemﬁfﬂws) i

Vo Vi = £)P2apy.
/Q vV /|ue| 2rverw+e+/g<”€> Y2

Como S = {¢1, ¢, -} ¢ uma base de Schauder em H}(Q) (vide Exemplo , podemos
escrever qualquer elemento ¢y, py € H} () de forma tinica como

(52)

k

= lim Zaz@ e @ = lim bi i,

k—+o00 k—4o00
i—

em que a;, b; € R, para todo ¢ € N. E mais,

k k
Y1 = Zai¢i =1 e Y= sz¢z — 9, em Hy(),
i=1 i=1

quando k — +o00. Portanto, fazendo k — +00 nas equacoes do sistema , obtemos

()1 /
Vi,V _ e VB, 2.19
/ Ue VP1 = / |U€|a1|7}6|71 T + Q(ue ) ¥1 ( )
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Vo V +)52 2.20
/ v Y2 = / |u6|a2|,06’72+6 +/£;<U€) P2, ( )

para quaisquer @1, s € Hg ().

Note que,

_ — +\61
[y enave == [vuve=- [ praii - [ereso

para todo ¢ € H} (), em que ¢ > 0 q.t.p. em Q. Assim, —u, fracamente sub-harmonicas
e pelo Principio do Méaximo Fraco para fungoes fracamente sub-harmonicas (ver Teorema,

1.53), temos

—Ue < Sup(_ue) < sup(—u:_) - 07
Q 17]9)

isto é, uc > 0 em (). Analogamente é possivel concluir que v. > 0 em (). Dessa maneira,

podemos reescrever (2.19)) e como
ha(z)pr 5
/Vu Vi, = / S‘lvgl+e+/9u61@1
hQ( )2 5

para todo @1, ps € H(}(Q). Portanto, o par (ug,ve) satisfaz

—Au, = hl—() +uft em Q,
utvl' + €
—Av, = % +v%2  em Q,
Ue, Ve > 0 em Q,
[ Ue=v.=0 sobre 02,
fracamente. L

Teorema 2.14. Sejam h; € C(Q) N L3(Q) e oy, Bi,7: € (0,1) para i = 1,2. Entdo, para
cada € > 0, o problema possui uma solucao cldssica.

Demonstragio. Temos uc,v. € C2(Q)NCY(Q) (vide Alves et al. [2] e Gilbarg et. al [12]).
Pelo Corolario caso exista g no interior de 2, tal que u.(zg) = ve(xg) = 0, teriamos
u. = v. = 0, 0 que nao ¢é possivel, pois por um argumento semelhante ao da Observacao

2.11} é possivel mostrar que <OH&(Q), OH&(Q)> nao é solucao para (P1.). Portanto, u.,v. > 0
em (). ]
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2.3 Existéncia de uma Solugao para (P1)

Anteriormente, dado ¢ > 0, encontramos um par (u,v.) que é solugdo classica do
problema (P1J). Nosso objetivo agora, é fazer € tender a 0 e através disso obter uma

solucao para o problema 1} Para cada n € N, tomemos ¢, = % Logo, o par
(Ue,,, Ve, ) = (Up, vy,) satisfaz
( ha ()
_Aun = W + ugl em Q
ha () b
—Auv, S f 1 + v, em Q, (P1,)
Up, Uy > 0 em Q,
| Un =0, =0 sobre 012,
no sentido classico.
Para tal, sejam w, z € C?(€2) N C°() as tnicas solucdes dos problemas
—Aw=uw"  em Q,
w >0 em €,
w =70 sobre 0N
e
—Az=2" em Q,
z>0 em Q,
z2=10 sobre  0f)
(vide Brezis e Oswald [§]). Do problema (P1,)), podemos concluir que
—Au, > uP e — Av, > 0% em Q.
Dessa maneira, como (1, 83 € (0, 1), temos
un () > w(x) e vy(z) > 2(x) q.t.p. em Q,Vn € N, ()
como por exemplo na prova do Teorema 2.2 em Ambrosseti, Brezis e Cerami [3].
Lema 2.15. Sejam «;, i,y € (0,1) para i = 1,2 e hy, hy tais que
h h
- — e L}(Q). (H)

WLz a2 Z 2
Entao, a sequéncia (u,,v,)! 23 € limitada em E, onde (u,,v,) € solugdo de .

n=1

Demonstracio. Sejam (u,,v,), > asequéncia de solugoes do sistema (P1,)). Pela defini¢ao

de solucao fraca, temos
ha(z)uy,
/Q|Vun|2=/ﬂm+/ﬂuﬁl+l. (2.21)
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De (E]), podemos concluir que
upt(z) > w*(z) e v'(z)>z2"(x) q.t.p. em Q.
Logo,
upt () (x) > w (x)2" (z)  q.t.p. em € (x*)

e consequentemente
hl( ) U, < hl (ZL’)U”

uptvgt + 1 T w4 1

g.t.p. em §2. Tomando a integral em () de ambos e usando a desigualdade de Hoélder,

obtemos
ha (), < ha(z)un < ha () w, < ha ()
Q Un'Un" + %  Jowtzm + % T Joweizm T T lwMzm

Pelas Imersoes de Sobolev, existem C4,Cy > 0 tais que

[[en[2-
2

lwllz < Cillwllmy@) e lwlgr < Callwllay @),

para todo w € H}(Q). Da desigualdade anterior e da equagao (2.21]), obtemos

/|Vun|2<C' H 1(2)

1
||un||H1(Q + Collunllsiq):

aq ’Yl

De maneira analoga, existe C3 > 0 tal que

/\v <o | 2@

anHHl )+ Calloall gy

wa2 Y2
Escrevendo h h,
P CON e (R 1C)
wat zM 9 w2 z72 9
Ky =y, K4 = (5 e usando o fato que
lvall a2 @) lunllgi @) < 1(wns va) |5, VR € N, (2.22)
obtemos
1

w0y = /Q Vit |* < K| (tn, 0) || 5 + Kol (i, va) |15

e

1
lon By = [ 19007 < Kalln )l + Kot ) 2

para todo n € N. Somando as duas inequacoes anteriores e escrevendo K; + K3 = K5,
obtemos

a3y + NvnlFgg ) < K5l (s 0a) 12+ Kzl (s ) 5+ Kol (s 0a) 17

para todo n € N. Logo, (u,),™ e (v,)}* sdo sequéncias limitadas em H(€2). De fato,
suponhamos que tais sequéncias sejam ilimitadas. Como u,,v, > 0 para todo n € N
temos ||(un, vn)||% # 0. Assim, podemos dividir ambos os lados da desigualdade anterior
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por |[(u,,v,)||% e obter

| < Ks K, Ky

< + — + -
G, va)llz (e, va)ll ™ (e o)l

para todo n € N. Elevando ao quadrado em ambos os lados da desigualdade, obtemos
ainda

1 1 1
1<K | .
B (mewM%4wwmmm@fﬁl+ﬂm%an@F@> )

para algum K > 0 e para todo n € N. De (2.22) caso alguma das sequéncias (u,),> e

ni
(Un)°° sejam ilimitadas em H{(£2), obtemos

[ (tn, vn)[| 2 () — +00, quando n — +oo.

Como supusemos que ambas sequéncias sao ilimitadas, para algum ny € N suficientemente
grande, vale

1 1 1
K 1. oo
QwW%M@+me%m@km+wwWWM@k@>< -

Um absurdo!, pois temo (o) e (o)), ocorrendo simultaneamente. Portanto (u,),;>] e

(v,),r25 sdo limitadas em H{ (). O

Da limitacao de (u,,v,):> em E obtida no lema anterior, segue da Posposigao

que a menos de uma subsequéncia, temos
Up — u e v, = vem H}Q),
Up — U € v, — v em L*(Q), (C2)
un(x) = u(zr) e vy(x) = v(x) q.t.p. em Q,
para algum par (u,v) € E.
Das convergéncias anteriores e de @), podemos concluir que
u(z) > w(z) e v(r) > z(x) q.t.p. em .

Teorema 2.16. Sejam «;, Bi,v; € (0,1) para i = 1,2 e assuma (H). Entdio, existem
u,v € Hy(Q) ndo-negativas, tais que o par (u,v) satisfaz

h
/VW% = /%)ilﬂL/uﬁlsm,
Q Q uv Q
ho(x)e
/QVUV@ = /Q—;C(ngz +/Qv52g02,
para todo @1, s € HY(Q).

Demonstragao. Primeiramente provaremos a existéncia de solugoes fracas para (P1).



45

Da primeira convergéncia de (C2|) vale

<Un,W>H3(Q) — (u, W>H§(Q),

para todo w € H}(Q). Ou seja,

/VUHV% —>/Vqu01 e /anVg02—>/VvVg02, (2.23)
Q Q Q Q

para todo @1, 2 € H} ().
Sejam as sequéncias de fungoes (f,)12 e (¢9,),23, definidas em Q e dadas por

hi(z)

_ B
folz) = ol % + ul (z)
’ hal2)
_ 2 B
gn(ZE) ugzvgg + l _'_UnQ(x)?

n

para cada n € N. De (%), temos
h ? h ?
(#)1) < (ﬂ)  VneN
/U/'nlvn + ; wO‘lZ%

22

a1 ~71
w=+z 2

e por (HJ), vale
hi ()

I S A <(C, VneN
uplol' + & - ’

para algum C' > 0. Procedendo de maneira analoga a prova do Lema [2.12] temos

ha(@)er R 8

q udtolt + L +3 a2 u"‘lwﬂl o
_ha(z)ps 3

/Q ugron? + 1 / U2 / u”v’m / Ve

se n — +00, para quaisquer o1, o € H}(Q). Portanto, das duas convergéncias anteriores

e de ([2.23) obtemos
h
/Vquo —/ 1< )¢1 +/u/31s01,
ualrU’Yl Q

ha(x
/VUVgpg:/ 2( >902+/v62<p2,
Q Q uX2p2 Q
para todo @1, ps € H(£2), como querfamos mostrar.

As funcoes u e v sao positivas q.t.p em €2, pois satisfazem @ Vejamos agora que u e
v sao fungoes nao-negativas em todo 2. Para isso, note que

/v /Vuw_ /hl() /u%go,
Q utum Q0
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para todo ¢ > 0 ¢.t.p. em 2. Ou seja, u é fracamente sub-harmonica e usando o Principio
do Maximo Fraco para fungoes fracamente sub-harménicas, temos

—u < sup —u < sup—ut =0.
Q o9

Isto é, u > 0 em €. Analogamente, podemos concluir que v > 0 em €. Mais ainda, por

() temos

uw>0em €, wu>0q.t.p. em ()

v>0emQ, ©v>0q.t.p. em .
Portanto, o par (u,v) satisfaz
( hy(x
—Au = (@) +u” em Q,
usitpM

—Av = M + v em Q,

uX2py2

u,v >0 em Q,

u=v=0 sobre 0N

fracamente. O]
Teorema 2.17. Sejam h; € C(Q) N L*(Q), a;, Bi,vi, € (0,1) para i = 1,2 e assumindo
(H). Entao, o par (u,v) € E obtido no Teorema (2.16), é uma solugio cldssica de (P1).

Demonstragio. Considerando (u,v) € (C*(2) N C%(Q))? (vide Alves et al. [2] e Gilbarg
et. al [12]), temos u,v > 0. O



Capitulo 3

Uma Segunda Classe de Sistemas

3.1 Introducao

Neste capitulo, temos como objetivo encontrar solucoes para o seguinte problema

;

—Au=—+0" em Q,
uOé
A ! + u® Q
_ - 2 e
< v= ot m , (P2)
u,v >0 em Q,
u=v=>0 sobre 012,

onde «;,7; € (0,1), para i = 1,2, e Q é um aberto suave e limitado de RY com N > 2.

Definicao 3.1. Dizemos que o par (u,v) é solucao cldssica do problema 7 se
u,v € C*(Q)NC%Q) e (u,v) satisfaz o problema .

Definicao 3.2. Dizemos que o par (u,v) € Hy(2) x H}(Q) € solugao fraca do problema
(P2), se u e v sao positivas e (u,v) satisfaz:

/Vquol = / il ~|—/U%<P17
Q o u™ Q
/VUV(,OQ = /ﬂ—l-/ucmsf?z?
Q QU Q

para todos 1, s € H ().

De maneira anéloga ao capitulo anterior, para contornarmos as singularidades do
problema (P2), primeiramente procuraremos solugdes em problemas aproximados. Para

47
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tal, consideremos

( 1
—Auy=——— 40" em Q,
(u+ €)™
A L + u®2 Q
—Av=——"—+u em
(v+e)r (P2,)
u,v >0 em Q,
u=v=0 sobre 012,

para cada € > 0.

Definicao 3.3. Para ¢ > 0 fizado, dizemos que o par (ue,v.) é solucao cldssica do

problema , 5€ U, v € CHQ) N COQ) e (ug, v.) satisfaz o problema (P2J).

Defini¢ao 3.4. Para ¢ > 0 fizado, dizemos que o par (uc,v.) € Hi(Q) x H}(Q) € solugio
fraca do problema , S€ Ue € Ve $G0 positivas e (Ue,ve) satisfaz:

P1
Vu. V = —_— / vy,
/Q s /Q (ue + €) Q 1

©2
Vo .V = —_— + / U g,
/Q 72 /Q (Ue + e)w2 Q &

para todos 1, py € HY(Q).

Combinando novamente a Proposicao [2.5] com o Método de Galerkin obteremos uma
familia (ue, ve)eso C H(Q) x H(Q) de solugoes fracas para os problemas da forma (P2.),
que juntamente com a Teoria da Regularidade Eliptica nos fornecerd uma solucao classica
para cada problema . Tomando €, = % (com n € N), teremos duas sequéncias
(un) 1S e (v,)!2] limitadas em HE () que, a menos de uma subsequéncia, convergirao

fracamente para u,v € HJ(2), com o par (u,v) solugao fraca de (P2).

3.2 Existéncia de uma Solucao para cada (P2,)

De forma andloga ao capitulo anterior, usaremos que Hj(f2) possui um sistema
ortonormal completo S = {¢y,¢o,...}, uma familia de subespagos (U,,)men C HJ(S2)
dados por

Un = [¢1’¢27~w¢m}7

e o isomorfismo isométrico entre R™ x R™ e U,, X U,,.

Como nosso objetivo é utilizar a Proposigao ([2.5) antes de avangarmos é necessério o
seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.5. Seja € > 0 fizado. Suponhamos u,v € Uy, € &= (&1, &m), 1= (M-, 0m)
elementos de R™, tais que

u=>Y Lo e v=> ndi
i=1 i=1
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com ¢1,...,0m € S. Entdo, as funcoes F; : R™ x R™ - R e G; : R™ x R™ — R dadas

por
— & L _ 1.
E(£7n) - gl /Q <|U| + E)al /S;<U+)PY ¢l

Gileon) =~ [ =t = [,

o ([v] + €)=

$a0 continuas.

Demonstragio. Seja (&, me);2; uma sequéncia convergindo para (&, 70) em R™ x R™.

Consideremos &, = (&, ..., &5), e = (F,....n%), & = (€9,...,6%), no = (n,...,n°)
em que

0 . k 0 . k
&= Jm ef e o= lm o (3.1)
para todoi=1,...,m e cada k € N. Pelo Lema [2.6, existem uy, vy € U, tais que

up =Y o e ve=> nies
=1 =1

Analogamente, existem ug, vy € U, funcoes associadas a &y e 1y pela seguinte igualdade

m m
0 0
UOZZ@@ e Uozzm@a
i=1 i=1

com ¢1,...,¢, € S. Dos limites (3.1) e das definigdes de ug, vy, ug, v, Obtemos

to — SZ ¢Z — k—l>r-{loo 61 ¢Z k—g{loo — fl ¢l k:—1>r-}¥loo Uk (3 )
€ m m m
pr— . O — 1 . K — ]_ . [ — 1 . .
Yo — i Cbz — k:—1>I-Eloo i gbl k—1>1:|I-100 1 i QSZ k—1>I-Poo Uk (3 3)

Consideremos também as sequéncias (F;(&g, mi))iy e (Gi(&kyme))iSS, para cada i =
1,...,m, onde

— ¢i T .
E(§k777k)—££€_/ﬂm_/ﬂ(vz_) i

_ b -
Giltm) =1t = | =P = [ i),

para todo k € N. Para concluir a continuidade das funcoes F; e G;, mostremos que
lim Fj(&,me) = Fi(o,m0) e lim Gi(&,m) = Gi(§o,m0),
k—+o0 k—r+o00

para todoi=1,...m.

7

Consideremos as sequéncias de fungdes (f7)>5 e (gi); > definidas em Q e dadas por

¢i(z)

fr(z) = (T + o1

+ ()" ()
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7 qbZ('T) a2
gr(x) = (Torl + o + (u))* ¢i(x),
para todo k € Nei=1,...,m. Sejam também as fungoes g}, fi : & — R, dadas por
folz) = Mool e (vg )" ()
e
¢i(z)

ir) = —A— 4 (ud)®2 ¢ (x
9o(x) (o] + €)2 + (ug ) ¢i(2),

para cada i = 1,...,m. Utilizando (3.2) e (3.3) concluimos que

i _ i(z) v ¢i(x) 1 _ gi
fk(x) - (’uk’ + E)al + (vlj)'y ¢z(x) — (’u0| 4 6)0‘1 + (USF)V ¢2<x) - fO(x)a
e
i o sz(flf) as i gbl(l‘) as b 4
(@) = ([ox] + €2 + (u)* di(z) — (Jvo| + € + (ug) i) = go(x),
paratodoxz € Qe =1,...,m, quando k — +o0.

Como a sequéncia (&, )25 € limitada (ja que é convergente), existe N > 0, tal que

[1(&e: me) || < IV,

para todo k € N. Como no Exemplo concluimos que

&kl =[x, O < N e lmil[em = [[(m, 0)]| < N,

para todo k € N. Dessa maneira, para cada ¢ = 1,..., m, obtemos
<N e gl <N,

para todo k € N. Dai, sejam as fungoes h! : Q — R e hi : Q — R, dadas por

hi @) = 2 +N”1Z|¢ i)

e
i | (e «
hy(z) = Y ZZ|¢J )% ()],
para todo ¢ = 1,...,m. Notemos que h}, h} € Ll(Q) para cada i = 1,...,m. Mais ainda,
¢i(z) |¢i()]|

|fi(@)] = + ()" i(x)| < + () (@)™ ()]

(lur| + ) (lun ()] + €)o

Usando que
(lul + €)™ > €™,
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temos

@) < L2 e o)

Pela definicao de vy podemos escrever

@ < 22Ol ) o)

71

< Joll (anasj) @)| 16z
=1
< JoDl +Z|m|“|¢g ™ 1oi(z)

< w@VMWZw P n()],

204171 6&1

= hi(z),

para todo z € Q e i = 1,...,m. De maneira aniloga, podemos concluir que |gi| < |hj],

paratodo k€ Nei=1,...,m.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

Pi - 4 n

f it oo [ g+ e
L T\ . L T4
/Q(|vk,+€)m +/Q(uk) d)z—>/9(‘v0|+€)a1 +/Q(u0) i,

se k — +oo, para todo i = 1,...,m. Portanto, de (3.1)), (3.4) e (3.5) concluimos

kgglwﬂ(fkaﬁk) = E(507770) € kgr—{loo Gi(fk,nk) = Gi($07U0)>

consequentemente F; e (G; sao continuas para todo ¢ =1,...,m.

3.2.1 Aplicacao do Método de Galerkin

Para usar a Proposicao neste capitulo, serd necessario encontrar expoentes
conjugados convenientes. Por hipotese, o nimero v, € (0, 1). Logo, definamos os niimeros

reais . -
71+
—+ e
no "—m+1

Como 0 < v; < 1, temos Vil > 1 e consequentemente

1
—+mn>1L
i

(3.6)
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Também temos 0 < 42 < 1, implicando em

1<y +1<2 e 0<yi—-m+l<l

Logo,
1
1< < 400
nontl
Finalmente,
2
1
1< AT (3.7)
Mmn—ntl
Mais ainda,
1 1L m - mtl
T . | v 4+1 =1
m R s | 1 1

Portanto os nimeros definidos em (3.6 sao expoentes conjugados.

Analogamente, como ay € (0,1), podemos definir os niimeros reais expoentes
conjugados

1 a3+ 1
—4ay e .
Qg a5 —ag+1

Observagao 3.6. Como 71, as € (0,1), temos

241 24+1
it <2 e 1< %t

_ —— <2
¥-m+1 a—az+1

1<
Mais ainda,
1 1

1<fyl(—+fyl><2 e 1<a2(—+a2)<2.
71 o%)

V2 +1

7 —m+1
Unindo a desigualdade com a anterior, concluimos

De fato, temos

< 2.

2

+1
P Y

7m—n+l
Analogamente para as, temos
2

1

< 27F < 2.

a3 —ay+1

1
Para v, (— + 71> , temos
g

1
M (—+’Yl) =7 +1
g

Por hipotese 0 < 1 < 1 e consequentemente 0 < ~2 < 1. Logo,

l<~yi+1<2
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De maneira andloga para as, podemos concluir
l<as+1<2.

como quem’amos mostrar.

Para facilitar a notacao, consideremos as seguintes igualdades:

i+ 1 . o3 + 1

o] = —5—— Oy = —5—.
S T 2 —an+1

Analogamente ao capitulo anterior, procuraremos por solucées em U, e ao aplicarmos
o Método de Galerkin encontraremos solucoes fracas para cada um dos sistemas
aproximados.

Lema 3.7. Sejam «a;,v; € (0,1), para i = 1,2. Entao, para cada m € N, existe um par
(U V) € Uy X Uy que satisfaz

/Qvu””‘wz‘ N /waﬁ+/g(v$)”¢i,
fromen = [ gt [

para cada vt =1,2,...,m.

(53)

Demonstracao. Consideremos u,v € U,,. Pelo Lema , existe um par (£,7), em que
E=(&,&, .-, &) en=(m,n,-..,0n) elementos de R™, tais que

w=> &b, v=> méi e |(wv)|s=[Enl (3:8)
i=1 i=1

Do Lema 3.5 podemos concluir que a aplicacao F': R™ x R™ — R™ x R™, dada por

F(&mn) = (F1(&mn), .-, Fn(€n), Gi(&n), ..., Gu(&,m))

em que,

Ri&n = [ vuve— [ ﬁ— e

Gi(&:m) :/QVUVCbz’—/QM—iG)W—/Q(UJF)%@

para todo i = 1,--- ,m, é continua. Pela definigao do produto interno de H}(£2), podemos
reescrever as equacgoes anteriores como

FiEn) = (. é3) ey — / L / (vH) e,

(luf +€)o

Gi(&,n) = (v, i) ur (o) _/Q(\v|i—le)72 - /Q(UJF)OQ@-
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De (3.8)), temos

<U ¢z H(Q <ny¢g7¢z>

5 <¢j7¢Z>H1 = fz

'MS

Hi(@) =1

3

<U ¢z H}(Q <Z773¢37¢z> Z ¢]7¢1 HL(Q = -
H§ ()

Podemos reescrever, as fungoes F; e G; como

Fi(&,n) :fi—[]w—iew—/ﬂ(w)“%

e
. —p — L_ +ya2 ).
66 == | s — e
para todo 2 = 1,2,...,m. Por outro lado
— . R L_ +\n ) )
Fen e = 3 (6= [ s - fere)s
_ +yez 4. )
i, > (0= [~ o)
Dali,

(Femen) = Y- [ b [u e

+ e [ EE [t S e
P N TESE S
Finalmente, obtemos

(P&, €m) = ol +lolBye — [ ot

o (Ju + )

/ﬂ ESEE /Q(“)““ - /Q (ut)*2.

Observemos algumas desigualdades envolvendo as parcelas do lado direito da equagao
(3.9). Como a; € (0,1), vale

(3.9)

(lul + )™ = (Jul* + €)= Jul™.

/ Uu </|u|1—oz1
o (Jul +e) = Jq ’

>1 e 0<l—0a7<l1.

Logo, vale

onde

1—0(1
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Usando a desigualdade de Hoélder reversa, temos

e )T . L
J R

Elevando ambos os lados da desigualdade anterior a 1 — a4, obtemos

1—aq
A ( / |u|) .

em que |()| representa a medida de Lebesgue do conjunto 2. Consequentemente,

u
< QY |ul)i .
| e <

Usando também as ImersGes de Sobolev, existe C > 0 tal que [|u[|s < Cil|ul|g(q) para
todo u € Hy(2). Logo, da desigualdade anterior temos

/( e < Ol ullge

o (ul+ )

Assim, tomando
— i

segue da desigualdade anterior que

u
— | > K|l
oo = g
De maneira analoga, como v, € (0, 1), é possivel tomar
K, = C; Q)"

tal que

v —’72
‘/ﬂ (ot o 2 ~Hallully,

Logo, usando as desigualdades anteriores podemos escrever, a partir de (3.9) a seguinte
desigualdade:

(FEm. €m) > Nl + 0lBe — Kl - Kl

- /Q(UJF)”lu—/Q(qu)a?v. (310

[ [t < [ ol
Q Q Q

Utilizando a desigualdade de Hdélder no lado direito da desigualdade anterior, com os

Note que
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ntimeros reais conjugados definidos em ([3.6)), obtemos

Lotz ([ o) ()™
el < 2
Q i+

Pela Observagao sabemos que

Por Young, temos
Y41
i+l

+ Il

l<o;1<2 e l<Ai+1<2

Logo, podemos usar o Corolario para obter constantes existem C, Cy > 0, tais que

71 Vi1 i+l I & -
/|U|’Yl|u| < C’l v ||f}1(9)+0'_1041||u||H1&(Q)

Escrevendo

1
Ky = i e Ky = —Cp
- %+1 e

obtemos
B / ()M > =Kol [ty — Kallullg
Q

De maneira analoga para as € (0, 1), existem K5, Kg > 0 tais que

- [ty = ~Kalllighl, = Kol e
Das desigualdades anteriores e de (3.10]), obtemos

«a — 241
(F&m), &m) = I, 0)l[5 = Kallullath) — Kellvll s, — Ksllvllq
0 ()

2+1
— Killull3h K5|ru\|i;1m Kauvmm

Como ||ul| gz ) < |/(u,v)|[E, obtemos
e — 241
(F(&m), (€m) = [, 0)l|F = Kill(u, o)l = Kal[(u, 0)| |5 = Ks|[(u, 0)[[}}
o241 o
— Kyll(u, 0)||F — Ks[|(w, 0)[[77 — Kol (u, v) ||
para todo par (u,v) € Uy, X Uy,. De (3.8)), temos

(F&m), &m) = |IEmIP = Kall(€mllE™ — Kall(€ )5
— ll(E P = Kyl )l (3.11)
— Ks[|(EmIIoF = Kl|(& )|

para todo (&,n7) € R™ x R™. Dessa maneira, para todo € > 0, é possivel encontrar r > 0
Ui
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suficientemente grande tal que para todo (£,7) € S,.(0) C R™ x R™, vale

(F'(&m), (& mn)) >0,

para qualquer m € N. De fato, como os expoentes das parcelas que subtraem do lado
direito da desigualdade (3.11]) estao pertencem a (0, 2), isto é,

0<1-19f<1, 0<l—m<l,
0<1_Oél<]_7 O<O-2<2,

para algum r > 0 suficientemente grande, temos

(F'(&m), (& mn)) >0,

para todo [[(&,n)|| = r, valendo para quaisquer m € N e € > 0. Logo, segue do Lema
que F' é continua e da Proposicao sabemos que existe um par (&, 7,) € R™ x R™,
tal que

[ Emmn)l| <7 e F(§nynm) =0,

em que &, = (E7,&58, ... EM), N = (05", .. ..n). Pelo Lema [2.6] existem wp,, v, €
U,, associados a &, n,, pelas seguintes igualdades

m m
U =Y &' e vn =Y nléi,
=1 =1

com ¢y, ...,¢0, € 5. Consequentemente, para todo i € N, temos
0= Fz<§manm> - / vumv¢z - / L - /(U;>71¢i7
0 o (luml +e)r Jq
e
0= Gi(§m:Mm) = / Vu,Vo; — / L - /(U:;)OQ@
Q o (lvml +€)2  Jg
Portanto, o problema aproximado possui solucao para cada m € N. O

Corolario 3.8. Sejam «;,v; € (0,1), para i = 1,2, e k um ndmero natural menor ou
igual & m. Entdo, as solugées (U, v,,) de sao também solucoes de

/QVU"LV% N /QMDﬁﬂL /Q ()" 1,

para todos Y,y € U C U,,.

Demonstracao. Analogo a demonstracao do Corolario [2.10 ]

Observacao 3.9. Assim, como no capitulo anterior, a constante r > 0 ndo depende de
m € N, nem de € > 0. O motivo da independéncia a m € andlogo ao apresentado na
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Observagao e como as constantes K;, definidas no Lema nao dependem de €, a
constante r > 0 também pode ser tomada para todo € > 0.

Partindo da observagdao anterior, podemos afirmar que a sequéncia (U, v,)F2 é

limitada, pois
| (i v )| |2 <,

para todo m € N. Logo, pela Proposicao [1.48, a menos de uma subsequéncia, temos
U — Ue € Uy — Ve, em Hi (),
Um — Ue € Uy — U, em L2(), (C3)
U () = ue(x) e v () = ve(x), q.t.p. em .
para algum par (u,v.) € E.
Através das informacoes coletadas até aqui, vamos mostrar o resultado a seguir:

Teorema 3.10. Sejam «;,7y; € (0,1), para i = 1,2, e k um nimero natural fixro menor
ou igual o m. Entao, para cada € > 0, existem u. e v. que satisfazem

/QWEW N /QW#WJF/Q(UJ)”%
foum = [+ oo

para todo Py, vy € Uy.

Demonstragao. Pela primeira convergéncia em (C3)), temos
<Um>W>Hg(Q) - <U57W>H3(Q),

para todo w € H}(Q2). Em particular, temos

/VumV1/)1 %/VUEVQﬁl e /VUmVQﬂQ%/VUeVZDQ,
Q Q Q Q

para quaisquer ¥y, ¥y € Uy.

+oo

Sejam as sequéncias de fungoes ()5 e (gm)F, definidas em Q e dadas por

T) = ; x v (2
Fnle) = G )+ (0@
e () = (2) + () ()
I (oml + e o
Como oy € (0,1), temos
L1

<

(| + €)1 tod cN
(|Um| + 6)0‘1 60‘1’ para todo m
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e, consequentemente,
1

—(Iuml o € L (Q).

Analogamente, vale
1

(CRETE c L*(Q).

Dai, procedendo de maneira analoga ao Lema [2.12] obtemos

% +\n I .
/Q(‘um‘—"—e)al ‘|‘/Q(Um) (0 _>/Q(]u€]—|-€)a1 —l—/ﬂ(ve) N

L 72 L .
ft e+ L [ gt e

quando m — 400, para quaisquer ¥,1 € U. Portanto, do corolario anterior e das
convergéncias anteriores, o par (u., v.) satisfaz

/Qvuevwl - \/Q Mﬁ + /Q(U:)%%,

[rvewin= [ gt [

para todo ¢y, 1 € Uy, como queriamos mostrar. O
Teorema 3.11. Sejam «;,7; € (0,1), ¢ = 1,2. Entdo, para cada € > 0 o problema

possui solucao fraca nao negativa.

Demonstracao. Com argumentos andlogos ao Teorema [2.13] concluimos que u. e v,
satisfazem

( 1
—Aue = ——— + ! em Q,
(ue + €)™
1
—Ave = ———+u?? em Q,
(ve + 6)72
Ue, Ve > 0 em Q,
[ Ue=ve=10 sobre 02,
fracamente, para cada ¢ > 0 com queriamos mostrar. O

O teorema anterior assegura que o problema possui pelo menos uma solugao
fraca para cada ¢ > 0. De maneira analoga ao capitulo anterior, é possivel considerarmos
ue, ve € C?(Q) N C°(Q) (vide Trundinger et al. [12] e Alves et al. [2]) para cada € > 0, e
assim concluir sua positividade através do Principio de Maximo Forte para fungoes C?((2).

Teorema 3.12. Sejam a;,v; € (0,1), i = 1,2. Entdo, o problema POSSUL UMa
solugao cldssica, para cada € > 0.

Demonstracao. Analogo a prova do Teorema [2.14 O



60

3.3 Existéncia de uma Solugao para (P2)

Repetindo os argumentos do capitulo anterior, para todo € > 0 existe (u,,v,) solugao
de (P2J)). Em particular, para ¢, = =, tomemos (uc,, v, ) = (un, v,) satisfazendo

)
1

—Au, = (.5 Do +oul' em Q,

A ! + uf? Q

—Av,, = g em ,
(vn + %)72 (P2,)

Up,y Up > 0 €1m Q,

| Un = Un = 0 sobre 02,

em que

||(tn,vn)||g <7, paratodon €N (3.12)

e para r > 0 encontrado na demonstracdo do Lema [3.7]

Usando a primeira autofuncao do problema do Exemplo [1.15] podemos encontrar
¢, ¥ € C?(Q) solugoes para os problemas

(

1
—AD S E cIm Q,
d >0 em Q,
| =0 sobre 02
e
( 1
—AVU S w em Q,
v >0 em Q,
U =0 sobre 012,

\
em que aq,7 € (0,1). De fato, suponhamos ¢ a autofuncao associada ao autovalor A\;
que satisfaz

—Ap =Xy em Q,

>0 em Q,
p=0 sobre  0f).
Caso A1 < 1, tomemos a constante cq := . Assim, temos
Supg ¥
o 1
(co)(=Ap) = —A(cop) = cohip < cop < (cop)™ < ot
(cop)™
em €). Logo,
1
—Alcop) < em Q,
(0P = (o
cop >0 em Q,

cop =0 sobre  0f).
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1
Caso A\; > 1, tomemos ¢, := —— . De maneira analoga ao caso anterior temos

A1 supg ¢

1 1
—Al(c =\ < (1A M < <
(c1p) 11¢—(1W)-—@Mwwl_kwﬁl

em (2. Consequentemente

1
—Alcp) < em Q,
9= g
cip >0 em Q,
=0 sobre 0.
Das duas primeiras equagoes de (P2,)), temos
1 1

—Au,, > - e —Av, > ———.
(n + ) (on + )2

Como ay, 72 € (0, 1), pelas desigualdades anteriores obtemos
1 1
Up+—>P e wv,+—>V0, (%)
n n

em ) para todo n € N, (veja por exemplo a prova do Teorema 2.2 em Ambrosetti, Brezis
e Cerami [3]).
+oo

Observagao 3.13. As sequéncias (u,):> e (v,)12 sao limitadas em HY(Q). De fato,

por concluimos que (U, v,)t € limitada em E.
Dessa maneira, pela Proposicao [1.48, a menos de uma subsequéncia, temos
U, — u e v, —=vem H}(Q),
Up = u e v, — vem L), (C4)
up(z) = u(z) e vy(r) = v(x) q.t.p. em €.
para algum par (u,v) € E.
Das convergéncias anteriores e de @, podemos concluir que
u(z) > d(x) e w(x)>VY(r) qt.p. em . (k)

Consequentemente, u(x) > 0 e v(z) > 0 q.t.p. em €.
Lema 3.14. Se «;,v; € (0,1), entdo existe um par (u,v) € E que satisfaz

/g)VuVQ-/g%%—/QU%Ch
/QVUV@:/Q%—F/QUQQQ;

para todo (1, € CF°(Q2).
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Demonstra¢ao. Consideremos o par (up,v,) solucdo no sentido classico de (P2,).
Consequentemente, sao também solugoes fracas

©1
Vu,Vip; = / - 4 / v,
/Q Q (un + l>a1 Q

n

P2
Vv,V = —_— + 2D,
A R

para todo 1, 2 € H}(Q). O sistema anterior também vale em particular para quaisquer

G, G € C§°(Q), isto é,
/ Vup VG = / Ll + / CASCE
0] Q (U'n _|_ _)al Q

n

Jvmva=| % b [

n
Da primeira convergéncia de (C4)), temos
<Un,w>H5(Q) — (u, W>H§(Q),

para todo w € H}(Q). Logo, em particular

/VunVQ —>/VUV§1 € /VUnVCQ%/VUVCQ,
Q Q Q Q

para todo (i, € C5°(R) C Hy ().

Notemos que

C1 G
m@) = (), atp. em Q.
Mais ainda, como
‘1 G [
= o €L (Q *(9).
(tn + Dor| =@ P e LNQ), V¢ e G (Q)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

/Q—(u f;)al —>/Qu%1 V(¢ € C(Q).

n

Para segunda parcela, como vale
oG (z) = v G (x) q.tp. em Q,

usando o Teorema [1.29| e argumentos analogos ao Lema temos

/UZIQ—)/U’YIQ, V(¢ € CpR(92).
Q Q
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Analogamente, obtemos

G2 / / G2 /
S e 22 4 [, G eC.
/Q (vn + %)72 - Qun @ QU - Qu & @€

Portanto,
/VUVQ:/ C; —i—/U%Ch
Q o u™t Q
/VUV@:/Q—F/U&Q@’
Q QU Q
para todo (1, (s € C§°(£2), como queriamos mostrar. a

Lema 3.15. Se «;,7; € (0,1), entao existem u,v que satisfazem

/Vquolz/ P +/v“<,01,
Q o ut Q
/VvVgoz:/ﬂ+/ua2902,
Q Q U2 Q

para todo 1, s € HY(Q). Mais ainda, (u,v) € solugdo fraca nao-negativa de .

Demonstragao. Da primeira convergéncia de (C4)), temos
<Umw>Hg(Q) — <U7W>H3(Q)7

para todo w € H} (). Logo,

/VunV@l —>/VuV<,01 e /anVg02—>/VvVg02,
Q Q Q Q

para todo @1, s € Hy(92).

Do lema anterior, temos

lL@ﬁ%F+A”“%ﬂﬁ%+Awm

para todo ¢ € C5°(Q). Dai, dado ¢, € H}(Q) existe uma sequéncia ((,), 2] C Cg°(Q2) tal
que
1o — #1llmi@ — 0, quando n — 0.

H(ﬁ£+mwg)_<fl+wm%>
ual uOtl
Dessa maneira, por (E]) e pela desigualdade de Holder (usando os expoentes conjugados

Z ¢ -2-), temos também
Mmoo 2-m

(0e) -z

Dai,
Cﬁ — ¥

u*t

S ‘

v (G = @)y

1 1

Cn — ¥

<
= e

1

2-7

+ vl 6 —ull 2
1
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Pela segunda convergéncia de (C4)) e pelo Corolario existem constantes My, My > 0
tais que
lolla <My e lwll 2 < Ms|lwll e, Yo € Ho(€2).

| e) =G eem)

Por hipdtese a; € (0, 1), munido deste fato consideremos

Logo,

< My Mol|Gn = @11l o)
1

1 1 1-m
q 2 N

(em que N é a dimensdo de RY). Dessa maneira, L(Q) — L'(Q) e

(o) (o=
u*t u® 1

Pela desigualdade Hardy, existe M > 0 tal que

| ve) =G

quando n — 0, isto é,

<n — Y1
iy

+ MiMa |G — @1l ()
q

< M| ¢n — o1llap) + MiMal[G — 1l mi@) — 0,
1

[& [ren [ [
u*t u*t Q

para qualquer ¢; € H}(€). De maneira andloga, temos

71 Y1
o [E4 [
/QW2 /Q Qm

para qualquer py € HJ ().

Portanto, obtemos um par (u,v) € E que satisfaz

/Vquol / dx—l—/v“gol

u* Q
/VUV(,OQZ/ xdx+/u2<,02
Q IR 0

para todo @1, ps € H}(2) como queriamos mostrar.

Notemos que,

/V(— /Vquo = / /U“(p <0.
Q utt o Jo

para todo ¢ € H}(Q) que ¢ > 0 q.t.p. em Q. Logo, —u é fracamente sub-harmonica e
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pelo o Principio do Maximo Fraco para fun¢oes fracamente sub-harmonicas, temos

—u < sup(—u) < sup(—u)" =0,
Q a9

isto €, ue > 0 em Q. De maneira analoga, v > 0 em Q. Unindo isto a (), temos

uUe > 0em Q, u>0q.t.p. em (2

ve>0em ), v >0q.t.p. em €

Portanto, o par (u,v) satisfaz

( 1
—Au=—+o" em Q,
u“t

1
—Av = — +uy* em Q
V2

u,v >0 em Q

u=v=>0 sobre OS2
fracamente.

Teorema 3.16. Se «;,v; € (0,1), entdo possui solucdao cldssica.

Demonstragao. De maneira analoga ao Teorema [3.12} pela Teoria da Regularidade
Eliptica ¢ possivel concluir que u,v € C*(Q2)NC%(Q) (Alves et al. [2], Gilbarg e Trudinger

[12]) e usando o Corolario concluimos u,v > 0.

]
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