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Resumo

ALMEIDA, Bruna Aparecida Vieira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fe-
vereiro de 2019. Fluxos Anosov de codimensao um em variedades com-
pactas com bordo. Orientador: Bulmer Mejia Garcia. Coorientador: Enoch
Humberto Apaza Calla.

Fluxos Anosov de codimensao um tém sido objeto de estudo frequente em Siste-
mas Dinamicos. Gerando, entre outras linhas de pesquisa recentes, a hiperbolici-
dade parcial, a decomposicao dominada e os fluxos pseudo-Anosov. No presente
trabalho, nosso objetivo principal é mostrar que se M ¢ uma variedade compacta
com bordo entao M nao suporta fluxos Anosov de codimensao um. Este resul-
tado foi provado por Aguilar, Apaza e Morales no artigo [IJ.



Abstract

ALMEIDA, Bruna Aparecida Vieira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Fe-
bruary, 2019. Nonexistence of codimension one Anosov flows on compact
manifolds with boundary. Adviser: Bulmer Mejia Garcia. Co-adviser: Enoch
Humberto Apaza Calla.

Anosov flows of codimension one have been the object of frequent study in Dyna-
mic Systems. Generating, among others recent lines of research, partial hyperbo-
licity, dominated decomposition and pseudo-Anosov flows. In the present work,
our main goal is to show that if M is a compact manifold with boundary then
M does not support Anosov flows of codimension one. This result was proved by
Aguilar, Apaza and Morales in article [1].
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Introducao

Os fluxos Anosov tém um papel importante no desenvolvimento e compreensao
da teoria de sistemas dinamicos diferenciaveis. Essa importancia decorre de varios
motivos, um deles é por se tratar de sistemas com hiperbolicidade global, além
disso, possuem conexoes com diversas outras areas de pesquisa em matematica,
como topologia diferenciavel, geometria, folheagoes, entre outras.

A nogao precisa de fluxos Anosov foi introduzida por Dmitri Anosov na década
de 60. Ele propoe os Y-flows. No inicio da década de 70 o trabalho de Alberto
Verjovsky levantou questoes importantes sobre fluxos Anosov em variedades de
dimensao 3. Alberto Verjovsky conjecturou e provou que fluxos Anosov de codi-
mensao um em variedades fechadas de dimensao maior ou igual a 3 sao transitivos.
No entanto, pouco tempo depois foi encontrado um contra exemplo de um fluxo
em dimensao igual a 3 que nao era transitivo. Mais tarde, em sua tese de douto-
rado no ano de 1992, Thierry Barbot da outra demonstracao do resultado provado
por Verjovsky que vale para dimensoes maiores ou iguais a 4.

Neste trabalho, estamos interessados em fluxos Anosov de codimensao um.
Nossos sistemas terao como ambiente variedades compactas com bordo. Sejam
M uma variedade compacta com bordo e ¢, : M — M um fluxo Anosov. Isto
significa que M ¢é um conjunto hiperbdlico, ou seja, existe uma decomposicao
continua do fibrado tangente 7'M em subfibrados E3,, Ef, e E}, invariantes pela
derivada do fluxo, onde EY, é a direcao do fluxo, E3, e E}; sao os subfibrados de
contracao e expansao de T'M , respectivamente. Um fluxo Anosov tera codimensao
um se sua decomposigao hiperbélica TM = E3, @& ES, @ E}, satisfizer dim(F5,) = 1
ou dim(Ey,) = 1.

Esta dissertacao tem como base o artigo Nonezistence of codimension one
Anosov flows on compact manifolds with boundary de I. W. Aguilar, E. H. Apaza
e C. A. Morales, publicado no Journal of Differential Equations, no ano de 2005
cujo objetivo principal é provar o seguinte teorema:

Teorema: Nao existem fluxos Anosov de codimensao um em variedades com-
pactas com bordo.

Este trabalho esta organizado em capitulos, os quais descrevemos brevemente:

No capitulo 1 nos dedicamos a apresentar ao leitor conceitos e resultados para
o entendimento do trabalho, o qual esta estruturado em quatro secoes que, em
linhas gerais, abordam os seguintes temas: nogoes de variedades diferenciaveis e
conceitos de sistemas dinamicos. As principais referéncias deste capitulo foram



A1, 1, 8, 1, [12], [13] e [14].

No segundo capitulo apresentamos os fluxos Anosov definidos em variedades
fechadas. Tratamos das variedades estaveis e instaveis e enunciamos o teorema
que justifica sua existéncia. Além disso, apresentamos algumas propriedades
de fluxo Anosov para uso ao longo do préximo capitulo e a suspensao de um
difeomorfismo no toro como exemplo de fluxo Anosov. Este capitulo teve como
principais fontes as referéncias [7] e [§].

No terceiro capitulo apresentamos os principais lemas que serao tuteis para a
demonstragao do teorema principal deste trabalho, baseado em [I].



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo serao introduzidos os conceitos e resultados necessarios para
a compreensao dos capitulos seguintes. Além disso, fixaremos a notacao que sera
utilizada ao longo do trabalho. Tem-se como principal objetivo ajudar o leitor
a se familiarizar com conceitos e resultados basicos que sao fundamentais para o
nosso trabalho.

1.1 Nocoes sobre Variedades Diferenciaveis

Variedade diferenciavel é um conceito importantissimo no estudo de siste-
mas dinamicos diferenciaveis, geometria e topologia. Nesta secao vamos definir
conceitos e apresentar alguns resultados basicos sobre variedades diferenciaveis
(pois esses sdo os ambientes dos nossos sistemas dinamicos), os quais podem ser
encontrados em [5], [9] e [12].

Definicao 1.1. Uma topologia sobre um conjunto M ¢é uma cole¢do T de sub-
conjuntos de M satisfazendo as sequintes propriedades:

1. O e M estao em 7.

2. A unido dos elementos de qualquer subcolecao de T estd em T.

3. A intersecao dos elementos de qualquer subcolecdo finita de T estd em T.

Um conjunto M munido de uma topologia T (fixrada) é chamado espago to-
polédgico.

Um subconjunto A C M € um conjunto aberto do espaco topoldgico M se, e
somente se, A € T.

Exemplo 1.2. ) Seja X um conjunto qualquer. A cole¢io 7 = P(X) de
todos os subconjuntos de X € uma topologia sobre X, conhecida como To-
pologia Discreta.

Qualquer subconjunto de X € aberto na Topologia Discreta.



b) Seja X um conjunto qualquer. A colecao T = {0, X'} € uma topologia sobre
X, conhecida como Topologia Cadtica.
Os conjuntos O e X sdo os tnicos abertos de X na Topologia Cadtica.

c) Seja X ={a,b,c,d}.
7 =10, {a}, {b},{a,b}, X} € uma topologia sobre X.
7 = {0,{a,b},{c,d}, X} € uma topologia sobre X .
3 = {0, {a}, {b},{a, b}, {c,d}, X} nao é uma topologia sobre X.
1 = {0,{a}, {b},{a,b},{c,d},{a,c,d},{b,c,d}, X} € uma topologia sobre
X.

A seguir, vamos lembrar rapidamente o que é uma métrica e um espago
métrico.

Definicao 1.3. Uma métrica sobre um conjunto X € uma funcaod : X x X — R
que associa a cada par ordenado de elementos x,y € X um nidmero real d(zx,y)
chamado distancia de x a y, de modo que se tenha, para todos x,y,z € X:

d.1) d(xz,x) =0

d.2) Se x #y entio d(z,y) >0

d.3) d(z,y) = d(y,z) (Simetria)

d.4) d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) (Desigualdade Triangular)

Um conjunto X munido de uma métrica d (fixada) é chamado espago métrico.

Exemplo 1.4. a) Métrica Discreta:

®
=
I

. . d 0
Seja X um conjunto qualquer, d : X xX — R dada por { dxy) = lsexy
€ uma métrica em X, conhecida como Métrica Discreta.

b) Métrica da Soma em R" :
O conjunto R™ das n-uplas de numeros reais admite uma métrica dada

por d(z,y) = S0 |z — yil, onde x = (21,...,2,) ey = (Y1, Yn)-

Vamos mostrar a condi¢ao (d.4). Sejam x = (x1,...,2,), Yy = (Y1,---,Yn)
ez=1(21,...,2n). Temos
dxz,z) = |z1— 21|+ |v2 — 22| + -+ |20 — 23]

lzy =y +yr — 21|+ e — g2 +yo — 2l + -+ T — Yn + Yn — 2l

|21 — w1l + |y1 — z1] + |22 — g2 + |y2 — 22| + - + [2n — Yn| + [y — 22

(|21 =yl + w2 —yo| + -+ |zn —yul) + (ly1 — 21| + |y2 — 22| + -+ + [yn — 2l)
d(z,y) + d(y, 2)

IA -l

Para o préximo resultado é necessario a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.5. Sejam (M,dy;) e (N,dy) espagos métricos. Dizemos que uma
aplicacao f : M — N € uma contragao, se existe 0 < A\ < 1 tal que

dy(f(x), f(y) < Mduy(z,y), Yo,y € M.



O seguinte teorema ¢é bem conhecido e o enunciamos sem demonstracao. A
prova pode ser encontrada em [10].

Teorema 1.6. (Ponto fixo para contragoes) Seja (M,d) um espa¢o métrico
completo e f: M — M uma contracao. Entdo existe um unico ponto fixo de f,
isto €, existe um unico p € M tal que f(p) = p.

Definicao 1.7. Um espaco topologico M ¢ dito ser um espago de Hausdorff
se, e somente se, para cada par de pontos distintos x,y € M é possivel obter
abertos disjuntos U e V tais que x € U ey € V.

Exemplo 1.8. a) Qualquer espago topolégico discreto é um espago de Haus-

dorff.

b) O espago X ={0,1,2} com a topologia {0,{0},{2},{0,2}, X'} nao é Haus-
dorff: os pontos 0 e 2 podem ser separados um do outro mas nao do ponto
1.

Definicao 1.9. Um espacgo topologico M possui base enumeravel de abertos
se existe uma colecao enumerdvel de abertos de M tal que todo aberto € a uniao
de abertos dessa colecao.

Definicao 1.10. Um subconjunto V' de um espaco topologico M diz-se uma vi-
zinhanca do ponto x € M se existe um aberto A tal que x € A C V.

Definicao 1.11. Um subconjunto F' de um espaco topolégico M € dito ser fe-
chado se, e somente se, o conjunto A= M \ F' € aberto.

Definicao 1.12. Seja M um espaco topologico. Dado um subconjunto B C M,
definimos o fecho de B, denotado por cl(B), como a interse¢iao de todos os
conjuntos fechados que contém B.

Definicao 1.13. Um subcojunto S de um espaco topologico M € dito denso em
M se o fecho de S € igual a M. Equivalentemente, S € denso em M se qualquer
vizinhanga de qualquer ponto de M contém um elemento de S.

Definicao 1.14. Uma variedade topolégica de dimensdo n é um espaco to-
pologico M com as sequintes propriedades:

1. M ¢ um espaco topolégico de Hausdorff.
2. M tem uma base enumerdvel de abertos.

3. M ¢ localmente euclidiano: para qualquer ponto p € M existem abertos
U C M contendo p, A C R™ e um homeomorfismo ¢ : U — A, em outras

palavras, cada ponto p € M possui uma vizinhang¢a homeomorfa a um aberto
de R™.

Definicao 1.15. Sejam M wma variedade topolégica e U C M aberto tal que
p € U, A C R" aberto e ¢ : U — A um homeomorfismo. O par (U,¢) é
denominado carta local ou sistema de coordenadas local de M em p e U é
denominado vizinhanga coordenada.



As vezes, diremos que a aplicacao ¢ : U — A, com U C M, A C R"™ abertos
e p € U, é uma carta local ou um sistema de coordenadas local ao invés de dizer
que (U, ¢) é uma carta local ou um sistema de coordenadas local de M em p.
Defini¢ao 1.16. Um atlas de dimensao n de M é uma colecio U = {¢q : Uy —
Vataea de homeomorfismos, onde U, C M aberto, V,, C R™ aberto e U U,=M.

acA
Os homeomorfismos:

pp o 90;1 : gpa<Ua N Ug) cV,— gOg(Ua N UB) C Vg

sao chamados de mudancas de coordenadas.

v i
; % Pp° Pt Wvﬁ
—

Figura 1.1: Cartas Locais e Mudangas de Coordenadas.

Um atlas U é dito de classe C", 1 < r < oo, se todas as mudancas de coorde-
nadas do atlas U sao de classe C".

Um sistema de coordenadas 1 : W — R"™ de M diz-se admissivel relativa-

mente a um atlas U de dimensao n e classe C”, r > 0, de M se para todo ¢ € U
com UNW # ), onde ¢ : U — A C R™, tem-se que as mudancas de coordenadas
porp~t erpod! sao de classe C". Ou seja, U U {y} é também um atlas de classe
Cr.
Exemplo 1.17. Seja U o atlas de classe C*™ em R que consiste de uma unica
carta local x = id : R — R. Seja z : R — R o sistema de coordenadas dado por
2(t) = t*. Entao z ndo € admissivel em relagdo a U pois, embora (zox™')(t) = t*
seja de classe C*, (z 0 271)(t) = t3 ndo ¢ diferencidvel em t = 0.

Um atlas U de dimensao n e classe C", r > 0, de M é chamado maximal

quando contém todos os sistemas de coordenadas que sao admissiveis em relacao
ald.

Todo atlas de dimensao n e de classe C", r > 0, de M, pode ser ampliado até
se tornar um atlas maximal de classe C", para isso basta acrescentar-lhe todos os
sistemas de coordenadas admissiveis.



Definicao 1.18. Uma variedade diferenciavel de dimensao m e classe C",
r >0, é um par (M,U), onde M é um espago topoldgico de Hausdorff, com base
enumerdvel e U € um atlas maximal de dimensao m e classe C".

De agora em diante, a dimensao de uma variedade M serd denotada por
dim(M). Uma variedade unidimensional é chamada de curva e uma variedade
bidimensional é chamada de superficie.

As vezes, denotaremos por M™ uma variedade diferenciavel M de dimensao
n, isto é, o atlas maximal tem dimensao n.

Exemplo 1.19. Os espacos euclidianos R™ sao variedades de dimensao n e classe

C*>, com atlas U de classe C* contendo o unico sistema de coordenadas ¢ = id :
R™ — R™.

s

Exemplo 1.20. A esfera S™ = {(x1,...,2p41) € R" raf+ . a2, =1} €
uma variedade diferencidvel de dimensao n.

De fato, para cada @ = 1,...,n 4+ 1, considere os semiespacos determinados
pelo hiperplano x; =0

Hf ={z e R0, >0} e H ={recR"" 2 <0}
e os conjuntos obtidos pela intersecao destes hiperplanos com a esfera unitdria
Ur=H'nNnS" e U =H; NS"
que sao abertos de S™.
Note que
n+1

U(U;“ U Ui_) =5"

=1

isto €, estes 2(n + 1) abertos sao suficientes para cobrir toda a esfera.

Desse modo, € suficiente mostrarmos que cada um destes abertos € difeomorfo
a um aberto do R".

Considere entao as aplicacoes,

Gt UE o B"(0,1)
(T1, - Tpg1) = (@1, T, Tig, - Tng1)
no qual o i-ésimo termo € omitido para cada t=1,...,n+ 1 fizado.

Provemos apenas que a aplicagio o : U — B™(0,1) € bijetiva. De forma
andloga € possivel mostrar a bijetividade da aplicagao ¢; . Com efeito,

@T(ajl?"'axn—kl) = @j(yla---aynﬂ)@

(.1’1, ey L1, Tig 1y - - - 7In+1) = (yh o Yi-1,Yik 1 - - 7yn+1)-



Como x,y € S™ e x;,y; > 0 seque que

xl':\/1—(x%—i—...—f—xf_l—l—xfﬂ—i—...—i—xiﬂ):\/1—(y%—i—...—kyf_l+y§+1+...+y2+1)Zyi,

mostrando assim a injetividade da aplicagao oy .

Ut

1

/ B™(0,1)

Seja y € B™(0,1) um ponto arbitrdrio da bola aberta e tomemos

x:(yla"wyi—l? 1_|y|2ayl77yn>68n

Observe que ; = /1 — |y|> > 0 e, consequentemente, x € U;". Logo

(p;r(yla"wyi*lu 1_|y|2aylauyn>:y
provando assim que a aplicagio @; € sobrejetora e, portanto, uma bijegdo.

Pela construcao acima concluimos que

G y) = (97) W) = Wy BV = YR Y ).
Note que ¢ e sdo aplicagdes continuas e diferencidveis.

Sendo assim, a colecio U = {¢F : UX — B™(0,1)} é um atlas de dimensdo

n de M, pois gpf sGo homeomorfismos, onde U sdo abertos contidos em S™,
n+1

B™(0,1) ¢ aberto em R™ e U(Uf uU;)=_5".

=1

Como S™ € um espaco topologico de Hausdorff, com base enumerdvel e U é
um atlas de dimensao n, entao S™ é uma variedade diferencidvel de dimensao n.

Exemplo 1.21. Se U C M ¢é um subconjunto aberto de uma variedade dife-
rencidvel M de dimensao n, entao U € uma variedade diferencidvel. Para mos-
trar isso, € suficiente considerar a restrigao dos sistemas de coordenadas locais
ao subconjunto aberto U.



Exemplo 1.22. Sejam M, uma variedade de dimensao my e My uma variedade
de dimensdao my. Entdo My x My é uma variedade de dimensao mi+ms. De fato,
sep: V= Vye: U — Uy sao cartas locais para My e My respectivamente,
entdo Vo C R™ e Uy C R™2. Assim a aplicagio o X ¢ -V x U — Vo x Uy dada
por o X Y(z,y) = (p(x),1(y)) € uma carta local para My x My e como Vo x Uy €
aberto de R™*™2 implica que My X My € uma variedade (my + ms)-dimensional.

MxXM?’

R™1

Exemplo 1.23. O toro T? = S!' x S!' € uma variedade de dimensdo 2. De
fato, uma vez que S tem dimensao 1, pelo Exemplo dim(7?) = dim(S') +
dim(S), logo dim(T?) = 2.

Figura 1.2: T? = St x St

Definigao 1.24. Sejam H" = {(z1,...,z,) € R" : x, > 0} o semi-espaco
superior e OH" = {(xy,...,2,) € R" : z,, = 0}. Uma variedade com bordo, de
classe C*, é um espaco topoldgico M, Hausdorff, com base enumerdvel de abertos,

munido de um atlas {p; : Uy — V; C H"} cujas mudangas de coordenadas sao de
classe C*.

O bordo de M, denotado por dM, é o conjunto dos pontos x € M tais que
existe uma carta ¢; : U; — V; no atlas tal que ¢;(x) € OH". Observe que se
@; » U; — V; é uma outra carta, entdo ¢;(x) também pertence a OH". Assim,
OM esta bem definido e é uma variedade (sem bordo) de dimensao n—1. Quando
M for uma variedade com bordo, escreveremos OM # ().
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Figura 1.3: Variedade com Bordo

Exemplo 1.25. Considere a fungio f: R®> — R dada por f(z,y,2) = (z* +y* —
1)2+ 22. O conjunto M = {(x,y,2) € R®: f(z,y,2) < ¢} é um toro sdlido, ou
seja, uma variedade compacta tridimensional, cujo bordo é um toro bidimensional
(OM =T? = 5" x S1).

Figura 1.4: Toro Sélido

Exemplo 1.26. Considere N uma variedade sem bordo e I = [0,1] entdo temos
que N xI € uma variedade com bordo e o bordo é (N xI) = (N x{0})U(N x{1}).

A figura abaixo ¢ uma ilustracao do Exemplo [1.26] e /N representa uma varie-
dade sem bordo qualquer, nao necessariamente um toro.

N N
) | N><I<
0 1

Exemplo 1.27. B" = {x € R" : || z ||< 1} € uma variedade com bordo OB™ =
St
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Definicao 1.28. Uma variedade compacta sem bordo é chamada variedade fe-
chada. Uma variedade nao-compacta sem bordo é chamada variedade aberta.

1.1.1 Diferenciabilidade entre Variedades

Defini¢ao 1.29. (Aplicacao Diferenciivel entre Variedades) Dada as vari-
edades diferencidveis M™ com atlas {(Uy, Pa) taca e N com atlas {(Vs, ¢s)}sen
de classe C%, (k > 1), dizemos que uma aplicacio f : M — N ¢ diferenciavel
no ponto p € M se existem cartas locais po @ Uy — pa(U,) C R™ em M e
Ys Vs = Ys(Vg) CR" em N, comp € U, C M e com f(U,) C Vs C N tais
que

fgasss) = a0 fowg" : 0alla) = ¥s(Vs)

¢ diferencidvel no ponto v (p).

Geralmente, chamamos f(y,, 4,) como a expressao da aplicagao f nas coorde-
nadas ou cartas ¢, € ¥g.

M JREERERE __ ............. ; / \ N .
! ﬂa Vi 4 \\.. Vﬁ
\I /-_’_-—\ K / . \";
p ) L S )
Pa f l‘bﬁ'
Sba(Ue) ’ V)
/ . :' / / . /
k‘\-,..._r 7__.-//.‘ . \_-—'-_/ _./ "\\7. _ —_— g
T wﬁ ofo (pgl y
R™ R™

Figura 1.5: Aplicacao Diferenciavel f : M — N entre M e N.

Vale ressaltar que a nocao de diferenciabilidade entre variedades independe
da escolha das cartas ¢, e 1. Considere as cartas ¢, : U, — ¢, (U,) C R™ em
M e Y- Vi — p(Vy) CR* em N tais que p € U, e f(U,) C Vj. Entdo

po fol(p,)™ = Yhowyovgofolp,op,’op,)!

= Yhoyzl oo fop topso(g,)!

= Y50 U5 0 figaun © (Paowal)
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Como w’ﬂowﬁ_l e @l 0@, sdo difeomorfismos e fy, ) € diferencidvel em @, (p)
segue que fi,. W) = Yo fo (¢!,)~1 é diferencidvel em ¢/, (p). Isto significa que a
nocao de diferenciabilidade entre variedades diferencidveis esta bem definida.

Definicao 1.30. Dizemos que a aplicagao f : M — N descrita como na defini¢ao
acima ¢ diferenciavel se f ¢ diferencidvel em cada ponto de M.

Definicao 1.31. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis de classe C", r > 0.
Uma aplicagio f : M — N ¢ diferencidvel de classe C* (k < r) para cada
ponto p € M se ezistem cartas @q : Uy — ©oaUs) C R™ em M e g : Vg —
Vs(Vs) CR™ em N, comp €U, C M e f(Uy) C Vs C N tais que pgo fop,t:
VaUs) CR™ — h5(V5) CR™ € de classe C*.

Como as mudancas de coordenadas em M e N sao difeomorfismos de classe
C" tem-se que a definicao acima nao depende da escolha das cartas ¢, € 3.

Defini¢ao 1.32. (Difeomorfismo) Um difeomorfismo f : M — N é uma
bijecao diferencidvel cuja inversa é também diferencidvel. Um difeomorfismo em
que ambas f e f~! sdo de classe C* (k > 1) € dito difeomorfismo de classe C*
(ou C* difeomorfismo).

Se existe um difeomorfismo entre duas variedades diferenciaveis M e N dize-
mos que elas difeomorfas.

Exemplo 1.33. As funcoes reais diferencidveis sao as aplicagoes diferencidveis
f: M — R. Para todo sistema de coordenadas v : U — R™ em M, a funcao
composta fox™t : x(U) — R deve ser uma funcao diferencidvel de m varidveis
reais, definida num aberto x(U) C R™.

Exemplo 1.34. Caminhos diferenciaveis em uma variedade M sao aplicagoes
diferencidveis o : I — M, onde I ¢ um intervalo aberto da reta real. A condicao
de diferenciabilidade de o exige que a seja continua e que, dado um sistema de
coordenadas x : U — R™ em M, para todo subintervalo J tal que a(J) C U, a
composta x oo : J — x(U) seja um caminho diferencidvel em R™.
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1.1.2 Espaco Tangente

Vamos comecar definindo vetores tangentes em um espago Euclidiano.

Definicao 1.35. Fize um ponto x € R™. Um vetor tangente em x € um par
(z,v), onde v € R™. O par (z,v) € também denotado por v,. O conjunto de
todos os vetores tangentes em x € denotado por T,R™ e é chamado de espago
tangente em x.

O espago T,R™ é um espago vetorial onde (z,v) + (z,w) = (x,v + w) e
AMz,v) = (x,\v). A unido disjunta dos vetores tangentes nos diferentes pontos
de R™ é chamado fibrado tangente de R™ e é denotado por TR™. Assim

TR™ = {(z,v) : x € R™ e v é um vetor tangente em x} = R™ x R™.
Para uma variedade M de classe C", r > 1, precisamos especificar o que
significa um vetor ser tangente a um ponto de M.
Seja v : (—6,8) C R — M uma curva C' com v(0) = z. Seja ¢, : Uy, — V,

um sistema de coordenadas em x. Pela defini¢ao de diferenciabilidade, ¢, o y(t)
é C'. No sistema de coordenadas o vetor tangente determinado por v é dado por

(¢a ©7)'(0) = vg.

cM

Do °Y

\/

v, c R™

Se pg : Ug — V3 é outro sistema de coordenadas em x entao o vetor tangente
determinado por 7y nesse sistema de coordenadas ¢ dado por (pg o 7)'(0) = v2.

Note que
-1
V7 = D(pp 09y t)sars
onde 7% = @, (z). Esses vetores v e v? representam o mesmo vetor em diferen-

tes sistemas de coordenadas pois eles representam a derivada das coordenadas
representantes da mesma curva.
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A derivada de uma curva em uma variedade, ou vetor tangente a curva, é a
classe de equivaléncia de representantes de diferentes sistemas de coordenadas,
« _ -1 «
onde v ~ v? se v2 = D(pg 0 @ 1) 02

Sendo assim, dizemos que um vetor tangente a M em z é a derivada de
uma curva diferencidvel em x. E o espago tangente de M em x é o conjunto
de todos os vetores tangentes em x e é denotado por T, M. Assim:

T.M = {v, : v, € a derivada de uma curva diferencidvel em z}.

Figura 1.6: Espago Tangente 7, M.

Fixado um ponto x em M temos que T,M é um espago vetorial (usando a
adi¢do em qualquer um dos sistemas de coordenadas em z). A unido disjunta dos
vetores tangentes em todos os pontos de M da o fibrado tangente da variedade
M que é denotado por T'M:

TM = {(x,v):z€ M ev éum vetor tangente em x}
= J{a} x T
zeM

Definigao 1.36. Seja f : M, — My uma aplicagdo C' entre variedades. A
derivada de f no ponto x é uma aplicagao linear de T, M, em Ty Ms, Df, :
Ty My — TrayMy. Se oo : Uy C My — Vo e g Ug C My — Vg sao sistemas de
coordenadas arbitrdrios em x e f(x), respectivamente, entao:

D50 f o g st = wl,

leva o representante de um vetor em x no sistema de coordenadas (¢q, Uy, Vi) 1o
representante de um vetor em f(x) no sistema de coordenadas (pg, Ug, Va).

A figura seguinte é uma ilustracao da Defini¢ao [1.36
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Df.

T.M, /7\‘ oM

N\

Ue : U

_ M, M,
q o

A o 051
S

Definicao 1.37. Seja f : M — N uma aplicacdo de classe C*, k > 1. Um
ponto ¢ € N diz-se um valor regular de f se, para cada p € f~1(c), a derivada
Df(p) : T,M — T.N ¢ sobrejetiva.

Quando ¢ € N — f(M) entao ¢ é obviamente um valor regular de f. Se algum
c € f(M) é valor regular, entdo dim(M) > dim(N).

Exemplo 1.38. Se U é um subconjunto aberto de uma superficie M, entao T,,U =
T,M para todo p € U. De fato, claramente temos T,U C T,M. Sev € T,M,
existe uma curva A : (—€,€) — M, diferencidvel em t = 0, com A(0) = p e
N (0) = v. Podemos restringir o intervalo (—e¢, €) de modo que N\(—e, €) C U, logo
v € T,U. Em particular, se V. é um subconjunto aberto de R", entao T,V =
T,R" = R".

Exemplo 1.39. Sejam f : U — R"™™ uma aplicacao diferencidvel, definida no
aberto U C R™ e g € R™™™ um wvalor reqular de f. Entao, o espaco tangente a
M = f~(q) num ponto p é dado por T,M = ker Df(p). De fato, basta provar
que T,M C ker Df(p), jd que ambos sao subespagos vetoriais de dimensao m
em R"™. Entao, dado um vetor v € T,M, seja A : (—€,e) = M uma curva
diferencidvel em t = 0 tal que A\(0) =p e N'(0) =v. A curva o : (—€,¢) — R"™™,
dada por a(t) = f(A(t)), € constante, igual a q para todo t € (—¢,€). Assim,

DJ(p) -0 = DFN0)- X(0) = 5 (f o )(0) = (0) =0,
ou seja, v € ker Df(p).

Definicao 1.40. Duas variedades V- C M e W C M sao transversais em M se
para qualquer ponto ¢ € V. NW temos que os espagos tangentes T,V e T,W sao
complementares e as respectivas bases geram T,M. Notagao: V th W.
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1.1.3 Variedade Riemanniana

Definigao 1.41. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma métrica Rieman-
niana em M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto
interno no espaco tangente T,M.

Seja g uma métrica Riemanniana, denotaremos por g(p; u,v) ou (u, v), o pro-
duto interno dos vetores u,v € T,M.

Definicao 1.42. O comprimento ou norma de um vetor v € T,M ¢ dado
por:
ol = Vv, v).

Esta norma recebe o nome de norma Riemanniana.

Uma variedade diferenciavel onde estd definida uma métrica Riemanniana é
denominada variedade Riemanniana. Em termos mais precisos, trata-se de
um par (M, g), onde g é uma métrica Riemanniana na variedade M.

Para variedades Riemannianas, denotaremos por x : U C M — R™ o sistema
de coordenadas em M. Assim, para cada sistema de coordenadas x associamos a
funcao

g x(U) x R™ x R™ — R,

definida por
g (z(p);a,b) = (@'(p) ™" - a,2'(p) ™" - b),.

Note que, para cada p € U, tem-se um produto interno em R™, dado por

(a,0) = g“(z(p); a,b).

Consideremos também as fungoes
g U—=R, 1<i,j<m,

3 X X . R a a
definidas por gij(p) = 9" (z(p); e, ej) = <%(p), %(p)>p~
Sea=(al,...,a™) eb=(B,..., ™) sdo vetores em R™, entao

u=da'(p)"a= Zaigii (p) ev="a(p)" b= Zﬁj%(p),

i

logo g*(x(p); a,b) = g(p;u,v) = Y _ gfi(p)a’B.
i,J



17

Exemplo 1.43. O espaco euclidiano bidimensional M = R? com o produto in-
terno usual € uma variedade Riemanniana de dimensao 2.

Exemplo 1.44. Seja M = R? o plano de coordenadas (u,v) e defina o produto
interno em cada ponto p = (u,v) € R? colocando

9 ON_{ [9 ON_ /O O\ _
ou ou/ 7 \ou v/ T \ov Ov -

M munida desse produto interno é uma variedade Riemanniana de dimensao 2,
chamada de Plano Hiperbdlico.

Definicao 1.45. Diz-se que a métrica Riemanniana g em M € de classe C* se,
para cada sistema de coordenadas x em M, a func¢do g* : x(U) x R™ x R™ — R
¢ de classe C* ou, equivalentemente, se as funcoes g5+ U — R sao de classe C*.

Proposicao 1.46. Toda variedade diferencidvel M de classe C*, k > 0, admite
uma métrica Riemanniana de classe C*~1,

Demonstracao. Ver [9], pagina 210. O

1.1.4 TImersao e Submersao

Definicao 1.47. Sejam M e N wvariedades diferencidveis de dimensao m e n,
respectivamente. Uma aplicacdao diferencidvel f: M — N € uma submersao se
Df(p) : T,M — Ty N € sobrejetora para todo p € M, isto é, o posto da matriz
jacobiana (J f,) € igual a n para todo p € M.

Vale ressaltar que se f : M — N é uma submersao entao m > n.

Exemplo 1.48. Uma funcao diferencidvel f : M — R € uma submersao se, e
somente se, D f(p) # 0 para todo p € M. Isso decorre do fato de que um funcional
linear € sobrejetor ou nulo.

Exemplo 1.49. Dada uma decomposicio em soma direta da forma R™™ =
R™@R™, seja m a projecao sobre o primeiro fator, w(x,y) = x. Como m € linear,
seque que Dm(xz,y) = m para todo (x,y) € R™™ logo m é uma submersio. A
matriz jacobiana de ™ tem como linhas os m primeiros vetores da base canonica
de R™t"™ . Da mesma forma podemos concluir que a projecdo sobre o sequndo
fator também € uma submersao.

Teorema 1.50. (Forma Local das Submersoes para variedades) Sejam M
e N wvariedades diferencidveis de dimensao m e n respectivamente e f : M — N
uma aplicacao diferencidvel de classe C", r > 1, que é uma submersao num
ponto p € M. Entao existem cartas locais ¢ : U - R™, pe U ey : V — R,
qg = f(p) € V e uma decomposicio R™ = R" x R™™" tal que f(U) C V e
Yo fop Nax,y)=x. Em outras palavras, f € localmente equivalente a projecdo
(r,y) — x.
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Demonstra¢ao. A prova deste teorema pode ser encontrada em [9]. O]

Definicao 1.51. Sejam M e N wariedades diferencidveis de dimensao m e n,
respectivamente. Uma aplicacao diferencidvel f : M — N € uma imersao se
Df(p) : T,M — Ty N € injetora para todo p € M. Se além disso, f for um
homeomorfismo sobre sua imagem f(M) C N com a topologia induzida por N,
dizemos que f é um mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N é um
merqulho, entdo M ¢ chamada subvariedade de N.

Note que para f : M — N ser uma imersao é necessario que m < n, a
diferenca (n — m) é chamada de codimensao da imersao f.

Exemplo 1.52. Considere a aplicagao inclusao f : R™ — R™ x R", dada por
f(p) = (p,0). Como f € linear, seque que df (p) = f para todo p € R™. Assim, f
¢ uma imersao de classe C™°.

Exemplo 1.53. Uma curva diferencidvel o : I — R"™, definida no intervalo
aberto I C R, € uma imersao se, e somente se, o/(t) # 0 para todo t € I. Isso
significa que em cada ponto «a(t) da imagem estd bem definida uma reta tangente.

Exemplo 1.54. Uma imersao pode nao ser injetora, um exemplo simples é a
curva « : R — R? dada por a(t) = (t3 — t,t%). Um cdlculo simples mostra que
o/ (t) = (3t —1,2t) # (0,0) para todo t € R e, além disso, a(1) = (0,1) = a(—1).

Definicao 1.55. Seja M uma variedade compacta. Uma subvariedade fechada
N em M é uma subvariedade compacta, conexa, sem bordo de M. Se dim(N) = 2
dizemos que N € uma superficie fechada em M.

Exemplo 1.56. A esfera de raio v no espaco euclidiano R™+!
St={zeR"™ || z|=r}

¢ uma subvariedade fechada do R™ de dimensio n. Em particular, S? é uma
superficie fechada de R3.

Exemplo 1.57. O toro T?* = S' x S € uma subvariedade fechada do R? de
dimensao 2, portanto T? é uma superficie fechada de R3.

1.2 Nocoes de Sistemas Dinamicos

Nesta secao vamos definir e apresentar alguns resultados basicos de siste-
mas dinamicos, como campos de vetores, fluxos associados a campos de vetores
numa variedade e suas principais propriedades. Além disso, apresentamos os
difeomorfismos Anosov e construimos o exemplo classico de um difeomorfismo
Anosov induzido por um automorfismo do toro. As principais referéncias para
esta secao foram [3], [8], [13] e [14].

Definicao 1.58. Um campo de vetores de classe C", r > 0, em uma variedade
M € uma aplicacao de classe C™ X : M — TM, tal que a cada ponto p € M
associa o vetor X (p) € T,M. Denotamos por X" (M) o conjunto dos campos de
vetores de classe C" em M.
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M

X
P

Exemplo 1.59. A aplicacio X : R* — R? dada por X(z,y) = (y,—z) € um
campo vetorial de classe C™, uma vez que para cada p = (x,y) € R? temos que
X(p) = (y,—=) € T,R? = R2.

Defini¢ao 1.60. Um fluxo (ou um sistema dinamico continuo) é uma aplicag¢ao
0 :Rx M — M que satisfaz:

1. ¢(0,p) =p, Vp e M,
2. ¢(t,¢o(s,p) = @(t+s,p), Vt,s € R,Vp e M.

Dizemos que o fluzo € de classe C* se a aplicacdo ¢ € de classe C*.

Escrevemos ¢;(p) = ¢(t, p), onde ¢, : M — M.

Definicao 1.61. Seja ¢, : M — M um fluxo sobre uma variedade compacta M
e sejap € M, dizemos que

1. a 6rbita de p € o conjunto O(p) = {¢:(p);t € R};
2. a 6rbita positiva de p € o conjunto OT(p) = {¢i(p);t > 0};

3. a 6érbita negativa de p ¢ o conjunto O~ (p) = {¢(p);t < 0}.

A um fluxo de classe C* (k > 1) podemos associar um campo vetorial
X : M — TM, de classe C*~! pela seguinte férmula:

X(@) = S o(t,)

t=0

O campo X assim definido é tal que t — (¢, z) é a érbita de X que passa
por x. De fato, da definicao

d

d d
asﬂ(t;x) - E@(S +t7 l') 40 - %90(8790(1571‘))

= X(p(t,x)).

s=0

Reciprocamente, se X é um campo de vetores de classe C* em M, cujas 6rbitas
estdo definidas em R, entao existe um tnico fluxo de classe C*, ¢ : R x M — M,
tal que t — ¢(t,x) é a érbita de X com condicao inicial ¢(0,z) = x.

Denotamos por ¢; o fluxo associado ao campo X.
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Definicao 1.62. Seja ¢, : M — M um fluxo sobre uma variedade compacta M
e seja p € M, dizemos que p é um ponto fixo se ¢;(p) = p para todo t € R
(equivalentemente, O(p) = {p}).

O ponto p € M é chamado singularidade para o campo X se X (p) =0, ou
seja, se p é ponto fixo para o fluxo ¢;.

Definicao 1.63. Seja ¢, : M — M um fluxo sobre uma variedade compacta M
e sejap € M, dizemos que

1. um ponto periédico de ¢ é um ponto p tal que ¢r(p) = p para algum
minimal T > 0 e ¢i(p) # p para 0 <t < T. O tempo T > 0 € chamado
periodo da orbita e a orbita de um ponto periodico é chamada de 6rbita
periédica. Denotamos por Pery,(H) o conjunto dos pontos periddicos do
fluxo ¢y contidos no conjunto H C M ;

2. uma 6rbita fechada é uma orbita que é um conjunto fechado. Sendo
assim, as orbitas fechadas em conjuntos compactos sao as singularidades e
as orbitas periodicas.

3. as orbitas que nao sao singularidades sao ditas Orbitas regulares. Os
pontos requlares sao 0s pontos para 0s quais o campo nao se anula.

4. ¢y € nao singular se nao possui singularidades;

d. ¢y € transitivo se possui uma orbita densa, isto €, existe o € M tal que

{pi(x0);t e R} = M.

6. A C M éinvariante com respeito ao fluzo ¢; (ou p-invariante) se ¢;(A) =
A para todo t € R. Em particular, A C M € dito invariante positiva-
mente (negativamente) para um fluzo ¢ se ¢p(A) C A, vVt >0 (Vt <0).

Exemplo 1.64. Seja S? C R? a esfera unitdria. Considere o fluzo definido pela
rota¢ao de cada ponto da esfera em torno do eixo NS, como na figura abaizo.
Temos que o polo norte e o polo sul tem como orbita o proprio ponto. FE, as
demais Orbitas sio os paralelos da esfera S*. Entdo, as singularidades sio 0s
polos norte e sul e as outras orbitas sao orbitas requlares e periodicas.

——
—

S

Figura 1.7: Fluxo em S2.
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Defini¢ao 1.65. O conjunto dmega-limite de um ponto x (com respeito a ¢) é
o conjunto

wy(z) = {y e M:y= nl—lgloo ¢, (x) para alguma sequéncia t,, — +oo} .

Assim, w(x)y € o conjunto dos pontos de acumulag¢do da drbita positiva de x.

O congjunto alfa-limite de um ponto x (com respeito a ¢) € o conjunto ay(x) =
w_g(x), onde —¢ € o fluzo reverso ¢_y, isto €,

ay(z) = {y eM;y= nl_l&loo ¢, (x) para alguma sequéncia t,, — —oo} )

Assim, o conjunto oy(x) € o conjunto dos pontos de acumulagao da orbita
negativa de x.

0(x)

Figura 1.8: Conjuntos omega-limite e alfa-limite de x.

Intuitivamente, o conjunto alfa-limite de um ponto = é onde a érbita de x
"nasce”e o conjunto omega-limite de um ponto x é onde ela "morre”.

Note que, se p é uma singularidade do campo X € X"(M) entao w(p) =

a(p) = {p}-

De fato,
X(p) =0« ¢(p) =p, Vt € R= Vi, » 400 (ou t, = —00) ¢, (p) — p.
Portanto, w(p) = a(p) = {p}.

Teorema 1.66. Seja ¢; um fluxo em uma variedade M.

1. O congunto omega-limite pode ser representado em termos da orbita posi-

tiva:
w(x) = ﬂ cl (U gbt(x)) .

T>0 t>T
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FE o conjunto alfa-limite pode ser representado em termos da orbita negativa:

a(z)=(d <U gbt(x)) .

T<0 t<T

2. Se ¢i(x) =y para um nimero real t, entao w(z) = w(y) e a(r) = ay).

3. Os conjuntos w(x) e a(x) sao fechados e invariantes positivamente e nega-
tivamente (contém orbitas completas).

4. Se OF(x) estd contida em algum subconjunto compacto de M, entio w(x)
¢ nao-vazio, compacto e conexo. Além disso, d(¢i(x),w(x)) vai para zero
quando t vai para infinito. Analogamente, se O~ (x) estd contida em um
subconjunto compacto de M, entdo «(x) € nao-vazio, compacto, conexo e
d(¢¢(x), a(x)) vai para zero quando t vai para menos infinito.

5. Se D C M é fechado e invariante positivamente e x € D, entdo w(x) C D.

6. Sey € w(x), entio w(y) C w(x) e a(r) C a(zr)

Demonstragio. 1. Sejay € w(x). Entao y € cl (Usr ¢¢(x)) pela definigao de
conjunto 6mega-limite. Sendo assim, y € (5, cl (UtZT ¢u(z)). Isto prova

w(x) C Nysocl (Upsr @e(x)). Agora, suponha y € Npugcl (Uar ¢e(x)).
Entao, para qualquer T', y € cl (Ut>T gzﬁt(x)). Para cada T', tome kp > kp_4
com kr > T e d(¢p,(z),y) < +. Entao d(¢r, (z),y) vai para zero quando T
vai para infinito e y € w(x). Isto prova a outra inclusao (\psq cl (Uysr ¢¢(2))
C w(z). Portanto, os conjuntos sdo iguais. Analogamente, provamos para
o conjunto alfa-limite.

2. Primeiramente, vamos mostrar que w(z) C w(y). Seja z € w(z), entao
existe uma sequéncia ¢, — +oo tal que ¢, () — 2. Pela continuidade do
fluxo ¢; tem-se que:

G1(D1, () = ¢i(2) = Prye, (¥) = H1(2) =

= 01, (0e(2)) = D1(2) = 01, (y) = Du(2) =
= ¢_1(¢r,(y)) = 9-+(Pe(2)) =
= ¢, 1(y) = 2

Fazendo s, = t, — t segue que s, — +00 pois t,, — +00. Assim,

Gs, (y) — 2

Portanto, z € w(y) e w(z) C w(y).

Agora, vamos mostrar que w(y) C w(x). Seja z € w(y), entdo existe uma
sequéncia t, — 4oo tal que ¢y, (y) — z. Pela continuidade do fluxo ¢y
tem-se que:

O-+(¢1,(y) = d-1(2) = b1, —1(y) = ¢4(2) =
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= 1, (0—1(y)) = ¢-4(2) = ¢, (2) = d4(2) =
= 0u(Pr, (7)) = r(d—i(2)) =
= O (T) = 2

Fazendo k,, = t, + t segue que k,, — 400 pois t,, — 400. Assim,

O, () = 2

Portanto, z € w(z) e w(y) C w(z). Assim, w(x) = w(y), como querfamos.

Analogamente se verifica para o conjunto alfa-limite.

3. Para qualquer z, w(z) é fechado pois é a interse¢ao de conjuntos fechados
pelo item (1). Para ver que w(z) é invariante positivamente e negativa-
mente, tome y € w(x). Entdo, existe uma subsequéncia t; — 400 tal que
d(¢y, (2),y) val para zero. Para qualquer j € R fixado, d(¢y,+;(x), 9;(y))
val para zero pela continuidade de ¢. Portanto, ¢;(y) € w(z). Isto prova
que w(x) é invariante. De maneira andloga se verifica para o conjunto alfa-
limite.

4. Se O est4 contida em algum subconjunto compacto de M, entao
cl (UtZT ¢(z)) é compacto, logo w(z) = Nrso €l (U@T ¢u(z)) é compacto.
Além disso, w(z) é a intersegdo de conjuntos nao-vazios encaixados, por-
tanto é nao-vazio.

Agora, suponha d(¢:(x),w(z)) ndo vai para zero. Entdo, existe algum 6 > 0
e uma subsequéncia t; com ¢, indo pra infinito tal que d(¢y;,w(z)) > d. Os
pontos ¢;, sao limitados, portanto existe um ponto limite z fora de w(w)
contradizendo a definigdo de w(x). Logo, a distancia deve ir para zero
quando n vai para infinito.

Finalmente, para um fluxo, os conjuntos J,> ¢+(x) sdo conexos, logo
cl (Ut>T qbt(x)) ¢ uma colecao de conjuntos compactos e conexos encaixados.

Portanto (- cl (UtZT ¢:(z)) é conexo.

A prova é similar para o conjunto alfa-limite.

5. Tome z € D. Pela invariancia de D, ¢,(z) € D. Como D é fechado, todos
os pontos limites de ¢;(x) devem pertencer a D, provando que w(x) C D.

6. Seja y € w(z). O conjunto w(x) é invariante, portanto, pelo item (5),
w(y) C w(x). Um argumento similar se aplica ao conjunto alfa-limite.

[]

Os seguintes exemplos mostram campos de vetores com singularidades e os
conjuntos 6mega-limite e alfa-limite.

Exemplo 1.67. Este exemplo mostra um fluxo no plano para o qual a orbita nao
¢ limitada e o conjunto limite nao é conexo (a condigcao de que a orbita € limitada
¢ mecessdria para provar que o conjunto limite é conexo).
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Seja y1 < 0 < yo dois valores fizos de y e L; a linha horizontal {(z,y;)} para
j=1,2.

Seja @ o fluro definido por

Spt(xayl) = (x_tvyl)a
(pt(xayZ) = (x+t7y2)7

para o qual a origem € um ponto fixo e as orbitas dos pontos q entre as linhas
Yy =1y1 ey =1ys tém comportamento de uma espiral limitada por Ly e L.

Y)Yy =y ouy =

Para q = (z,y) # (0,0) e y1 <y < y2, temos w(q) = {(z,y
=1 ouj = 2, temos

Y2} que ndo € conexo e a(q) = 0. Para q = (x,y;), J

w(q) = alq) = 0.

» L,

A

Ly

Figura 1.9: Conjunto Limite Desconexo.

Exemplo 1.68. Considere a esfera unitdria S* C R?® centrada na origem e sejam
(x,y,2) as coordenadas candnicas em R3. Chamamos py = (0,0,1) de polo norte

e ps = (0,0,—1) de polo sul de S%. Definimos o campo de vetores X de classe
C> em S? por:

X(l‘, Y, Z) = (—QTZ, —Yz, {L'2 + yQ)
As singularidades do campo X sao os pontos (x,y,z) € S* tais que:
X(z,y,2) = (—xz, —yz,2* + y*) = (0,0,0).
Entao,

r=1y=0.

Como
Pyl =1==1= 2= 41,

temos que as singularidades sao py = (0,0,1) e ps = (0,0, —1).
Uma paramentrizacdao da esfera S* é dada por:

Y (0, @) = (cosbseny, cosBp, send).

Para cada ¢ fizado, temos a parametrizacao de um meridiano de S?*. Temos,
entdo, que o campo X € tangente aos meridianos de S?.
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De fato, considere uma parametrizacao de um meridiano dado por:

a(0) = (cosbsenyp, cosOseny, send).

Assim,
o' (0) = (—senbseng, —senflcosp, cosb).

X(a(f)) = cost(—senbseny, —senbcosp, cosh)
= coshd/(0).

Portanto, o campo de vetores X € tangente aos meridianos de S* apontando
pra cima. Segue que w(p) = px e a(p) = ps, para todo p € S* — {pn,ps}. E,
w(py) = a(py) = {pn}, wips) = a(ps) = {ps}-

Py

Ps

Definig¢ao 1.69. Um ponto x € M é recorrente (para ¢) sempre que x € wy(x).

Obsevagao 1.70. Quando M é uma variedade compacta, sabemos que o conjunto
omega-limite é nao-vazio, compacto e conexo. Mais ainda, pelo Lema de Zorn
mostra-se que o conjunto dos pontos recorrentes {x € M;x € w(x)} € nao-vazio,
em outras palavras, todo conjunto omega-limite em uma variedade compacta pos-
sut a0 menos um ponto recorrente.

Definicao 1.71. Um ponto p € M € dito wm ponto nao errante para o fluro
@, se para qualquer vizinhanga U de p e para qualquer numero real T' > 0, existir
t > T tal que ¢(U)NU # D. Se um ponto p € M nao é nao errante, entao ele é
dito um ponto errante.

Denotamos por €2(¢;) o conjunto dos pontos nao errantes para o fluxo ¢;.

Exemplo 1.72. Se x € M é um ponto fixo de um fluxo ¢y, entdo x € um ponto
nao errante para ¢, pois para qualquer vizinhanga U de x e qualquer tempo T’ > 0,
existe t com t > T de modo que x € ¢,(U)NU.

Exemplo 1.73. Se ¢; é um fluro sobre M, entdo O e M sdo invariantes com
respeito a ¢;.

Exemplo 1.74. O conjunto Q(¢;) C M € invariante, fechado e contém os pontos
periodicos de ¢y.
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De fato, primeiro vamos provar que (¢;) € invariante com respeito ao fluzo

1, isto €, ¢i(Qer)) = Q¢y), VE € R.
i) Vamos mostrar que ¢.(2(¢r)) C Q(epy), VE € R.

Seja y € ¢:(Qpr)) com t € R, assim existe x € Q(¢py) tal que y = ().
Agora, como x € Q(¢p;) temos que para qualquer vizinhanca V de x e qualquer
numero real T > 0, existe to > T tal que:

¢, (V)N V£ 0.

Por outro lado, seja U wuma vizinhanga de y = ¢y(x), dai seque que x =
d_1(y) € ¢p_+(U). Logo, ¢p_4(U) é uma vizinhan¢a de x, entdo:

b1, (D (U)) N p_(U) # 0.

Assim,

¢t(¢to(¢7t<U)) N ¢7t(U)) = ¢t(¢to(¢7t(U))) N ¢t(¢—t(U)) + 0.

De onde,
(bto(U) nu # (Z)

Portanto, y € Q(¢y) e, assim, ¢:(Q(gy)) C Q¢y), Vt € R.
i1) Agora, vamos provar que (¢p;) C (), Vt € R.

Seja x € Q¢y), logo ¢—i(x) € ¢_i(¢y)). Agora, como ¢ (Q2(dr)) C Qy)
para todo t € R, seque que ¢_(x) € Q(¢), de onde x € ¢1(2(¢y)).

Isto é, Q(¢pr) C de(¢Pt)) para todo t € R.
Assim, Q(¢y) C M € invariante com respeito ao fluxo ¢;.

A seguir, vamos mostrar que Q(¢;) € fechado.

Seja p € Q(¢y), entao para toda vizinhanga U de p temos

UNQ(er) # 0.

Assim, existe x € U tal que © € Q(¢). Como x € Q(¢:) seque que para
qualquer vizinhang¢a V' de x e qualquer nimero real T > 0, existe |t| > T tal que

o:(V)YNV £ (. Como U € vizinhanga de x, entdo:

Une(U) # 0.

Logo, p € Q(¢y) e, portanto, Q2(¢) € fechado.

Finalmente, vamos mostrar que Q(¢;) contém o conjunto dos pontos periddicos
de th.
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De fato, se p é um ponto periddico entio existe to > 0 tal que ¢y (p) = p.
Assim, para qualquer vizinhanca V' de p e qualquer niumero real T > 0, existe
n € N tal que ntg > T e ¢ny,(p) = p, entao

Gty (V) NV £ 0.

Logo, p € Q(¢).

Obsevacao 1.75. Por argumento que nao desenvolvemos aqui, pela invariancia
do dominio, o bordo OM € uma subvariedade invariante de codimensdo um de ¢.

Definicao 1.76. Um conjunto compacto ¢-invariante A é dito transitivo se
A =w(z) para algum x € A.

Obsevagao 1.77. Conjuntos transitivos em variedades compactas sao conexos.

De fato, se A C M € um conjunto transitivo em uma variedade compacta M,
entao existe © € A tal que A = w(z). Pelo Teoremal[l.66 (item 4), w(z) € conexo,
portanto A € conexo.

Definicao 1.78. Dizemos que um conjunto C' € isolado se existe uma vizinhanca
U de C de modo que C' = ﬂ o(U).

teR

Definicao 1.79. Um atrator para um fluzo o, : M — M € um conjunto A C M
que satisfaz as sequintes propriedades:

1. Eziste U vizinhanga (compacta) de A tal que

A=Nal).

U é dito bloco isolante ou regiao de atragao.
2. Para todo t > 0, ¢, (U) C U.

3. Existe uwma orbita densa em A.

Um repulsor ou uma fonte para o fluro ¢, é um conjunto A, o qual é um
conjunto atrator para o fluzo reverso (p_).

1.2.1 Difeomorfismo Anosov

Definicao 1.80. Um difeomorfismo f : M — M ¢é dito Anosov se existe uma
decomposicao continua T'M = E* @ E? tal que:

1. Ambos E* e E® sao invariantes por Df, ou seja,

Df(x)(E7) = Ef, (0 =u,s) Vo € M.
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2. FExistem constantes C > 0 e 0 < X < 1 tais que para todo x € M
| Df*(x)(v) | SCA" v, ve En>0
| DF@)@) || <CN [ v, ve B > 0.
Exemplo 1.81. (Difeomorfismo Anosov) Consideremos a aplicagio A : R? —

R? dada pela matriz
A 2 1
(1)

O determinante desta matriz € igual a 1 e 121(22) = 7% A expressio em
coordenadas dessa aplicacio é A(x,y) = (2x + y,x +y). Definimos a sequinte
relacdo de equivaléncia em R?:

(z,y) ~ (2 y) se (x—a',y—y) €’

o “ R2
Assim, A(x,y) ~ A(2',y). Isto define uma aplicacio A : T? = 73 — T? dada
por A(z,y) = (2x + y,x + y)(mod 1) e temos o sequinte diagrama comutativo:
RQ _A>R2
T2 $_ TQ

Neste caso, A € um difeomorfismo Anosov. De fato, como m é um difeomor-
fismo local (pois m € a aplicagao projecao), basta entao mostrar que A satisfaz
a condicao Anosov, uma vez que as derivadas de AedeA diferem apenas por
isomorfismos.

Os autovalores de A sao

ou seja, 0 < Ay <1 < Ay

Seja E o autoespago associado a N, (0 = s,u). Para todo z € R? definimos
E? = 2+ Ef. Uma vez que R* = E§ & EY, temos

T.R* = E¥ @ E*, Vz € R%.

Agora,

DA(2)(E?) = A(z + E7) = A(2) + A(E]) = A(2) + Ef = EY ..

Assim, consegquimos uma decomposicio TR? = E* @ E" invariante pela deri-

A

vada de A.
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Y ag ag g __ g ag ag
Para finalizar, firemos v? € EY de forma que v = z+v{ para algum v € Ef
e tal que [v7], = |[v]|. Aqui, |-|. é a norma em T,R* com a métrica usual. Dai

DA(z)(v7) = fl(z +05) = fl(z) + A(vg) = A(z) + Ao - 0],

e entao |DA(2)(U§)|A(Z) = Ao |V]| = As|[V7],. Portanto
[DA(2) (W) 4y = Aslezl,

[DA)(0)] iy = Aulv? s

1.3 Folheacoes

Apresentamos nesta secao, de forma breve e de acordo com nosso propésito,
a nocao de folheacao e as propriedades mais elementares que serao utilizadas no
restante do trabalho, bem como alguns exemplos.

A decomposicao de uma variedade M em subvariedades imersas, todas de
mesma dimensao, da origem a uma folheacao da variedade M. Uma folheacao
de uma variedade M, a grosso modo, é a decomposicao de M numa uniao de
subvariedades conexas, disjuntas e de mesma dimensao chamadas folhas, as quais
se acumulam localmente como as folhas de um livro. A principal referéncia desta
segao foi [4].

Definigao 1.82. (Folheacao) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo
m e classe C*°. Uma folheacao de classe C" e dimensao n de M, € um atlas
mazimal F de classe C" em M, satisfazendo:

1. Se (U,p) € F entdo
o(U)=U; x Uy CR" x R™™"
onde Uy e Uy sao discos abertos de R™ e de R™™", respectivamente.
2. Se (U,p) e (V,9) € F sao tais que
Unv #0
entao a mudanca de coordenadas
Yo tipUNV)—=ypUNV)

¢ dada por
Yo (z,y) = (lu(z,y), ha(y))

Dizemos que M ¢ folheada por F, ou ainda que F ¢é uma estrutura folheada
de dimensao n de classe C" sobre M.
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7

U, p(U)

U, v,
o) =U, xU, W)=V, xV,

Figura 1.10: Folheacao de uma Variedade n-dimensional.

As cartas de (U, ¢) € F sao chamadas cartas folheadas.

Definicao 1.83. Sejam F uma folheacao de classe C* em M™ de dimensao n,
com 0 < n < m e (Uy) uma carta local de F tal que p(U) = Uy x Uy C
R"™ x R™™. Os conjuntos da forma o~ (Uy x ¢), ¢ € Uy sio chamados placas
de U, ou ainda placas de F.

Fixando ¢ € Us, a aplicacdo g = ¢ |1, xfep: Ur X {¢} = U é um mergulho de
classe C7, portanto as placas sao subvariedades conexas de dimensao n de classe
C"™ de M. Além disso, se a e (3 sao placas de U, entao aN B # 0 ou a = .

Definicao 1.84. Um caminho de placas de F é uma sequéncia o, ..., q de
placas tal que a; N ajiq # 0, para todo j € {1,...,k—1}.

Como M ¢é recoberta pelas placas de F, definimos em M a relacao de equi-
valéncia: "pRg se existe um caminho de placas aq,...,q, com p € ay e ¢ € ay,”.
As clases de equivaléncia da relagao R sao chamadas folhas de F. Segue da
defini¢ao que uma folha de F é um subconjunto de M conexo por caminhos.

Definicao 1.85. Seja M™ uma variedade folheada por uma folheacao F de di-
mensao n < m. O espago de folhas de F, M/F, é o espago quociente de M
pela relagao de equivaléncia R que identifica dois pontos de M se eles estao na

mesma folha de F.

Exemplo 1.86. Seja f : M™ — N™ uma submersao de classe C". Entao as
curvas de nivel f~(c), c € N, sdo folhas de uma folheagiao F de classe C" de M.

De fato, utilizando o Teorema da Forma Local das Submersoes temos que
dados x € M e q = f(x) € N existem cartas locais (U, p) em M, (V 1) em N
tais que x € U, q € V' tem-se que:
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1) p(U) =U; x Up C R™™ x R";
2) (V) =V2 D Uy;

3) o fop ™t =m, ondemy € a projecao tal que (z,y) — y.

As cartas dadas pelo Teorema da Forma Locas das Submersoes de M definem
uma folheagao F de M. Com efeito, o item (1) da Definicio ¢ satisfeito
como podemos ver acima. Para mostrar o item (2) da Definicao basta mos-
trar que a composicio do item (2) independe de x. Sejam (U, ) e (U,9) cartas

de M fornecidos pelo Teorema da Forma Local das Submersoes. Mostraremos
1

que, p o~ independe de x € Uj.
mopopt = Yofoplogoyp!
= Yofop!
= Yoy loofop!
= Yoy lom
Entao

mo(pop )= (Vo) om.

Dai, a composi¢ao do item (2) da Deﬁm’g&o nao depende de x € Uy. Isto
prova que F € uma folheacao de classe C" de M. Por definicao, as placas de F
estao contidas nas curvas de nivel de f. Isto prova que as folhas de F sdao os
conjuntos de nivel de f e seque o resultado.

Um exemplo mais especifico é o seguinte.

Exemplo 1.87. Seja f : R?* — R uma aplicacdo definida por

f(z,y,2) = a(r?)e?,

onde r* = 2% + 192, e
a:R—R

¢ uma aplicacao C™ tal que a(0) = 1, a(l) = 0 e &/(t) < 0, para todo t >
0. Entao, f € uma submersao, onde as folhas sao as componentes conexas das
superficies de nivel f~*(c), onde c € R.

De fato, suponhamos, por absurdo, que f mao seja uma submersao. Entao,
existe um ponto (x,y, z) tal que

vy, 2) =0,

ou seja,
(20 (r*)xe?, 20/ (r?)ye?, a(r?)e®) = (0,0,0).

Dai, x =y =0 e a(r?) = 0.

De a(r?) = 0 temos que x*> + y*> = 1. Portanto, v =y = 0 com 2% +y*> = 1,
0 que € uma contradicao.
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Logo, f € uma submersao e como visto no exemplo anterior, as curvas de
nivel sao folhas de uma folheacao de codimensao um e de classe C* de M.

As folhas desta folheacdo sao descritas por
f(l‘7 y’ Z) = C?

ou seja,

i) Sec=0, entio a(r®) =0 e, portanto, x*> +y? = 1. Aqui as curvas de nivel
correpondem ao cilindro de raio 1 que é representado por f~1(0).

ii) Se ¢ >0, entio a(r?)e* = ¢ > 0. Assim, a(r?) > 0. Mais precisamente,
z = In(c) — In(a(r?)).

Quando ¢ =1, temos
z = —In(a(r?)).

O grdfico da curva acima no plano y =0 € dado por
z = —In(a(r?)).

Dat,

Entao v = 0 € o 4nico ponto critico de z. Temos z — +oo quando x — 17
ou 17. O grdfico de z € uma paradbola.

No caso ¢ < 0, a andlise € andloga. O grdfico das folhas de F estd representado
na figura abaizo.

<0

C=0
Figura 1.11: Exemplo de Folheagao.

Exemplo 1.88. Um exemplo de uma folheagdo de dimensdo 1 é a folheacdo de
R? = R! x R%?7Y, onde as folhas sdio retas da forma R x ¢, com ¢ € R?7L,
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Definicao 1.89. Se F ¢é uma folheagao de uma variedade M, entao um subcon-

junto S C M ¢é dito ser F-saturado ou simplesmente saturado se € uma uniao
de folhas de F.

1.4 Sombreamento

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados importantes de sombreamento,
como o Lema do Sombreamento e o Lema do Fecho de Anosov para fluxos. As de-

monstragoes dos resultados desta secao e maiores detalhes podem ser encontrados
em [8].

Definicao 1.90. Sejam M uma variedade Riemanniana e ¢ : R x M — M
um fluzo diferencidvel. Uma curva diferencidvel ¢ : R — M diz-se uma e-orbita
para @y se || c(t) — oi(c(t)) ||< € para todo t € R. Se ¢ € periddica entdo diz-se
uma e-orbita fechada. Uma curva diferencidvel ¢ : R — M € d-sombreada pela

d
orbita de x € M se existe uma funcao s : R — R com ‘%5 — 1‘ < 0 tal que
d(c(s(t)), pe(z)) < 9 para todo t € R.

A escolha da fungao s nao é tnica embora a érbita seja tnica.

Teorema 1.91. (Lema do Sombreamento para Fluxos) Sejam M uma va-
riedade Riemanniana, o, um fluxo diferencidvel e A um conjunto hiperbolico para
@i Entao existe uma vizinhanga U(A) D A de A tal que para todo 6 > 0 existe
e > 0 tal que toda e-orbita € §-sombreada por uma orbita de ;.

Teorema 1.92. (Teorema do Sombreamento para Fluxos) Sejam M uma
variedade Riemanniana, d a distancia natural, p; um fluzo diferencidvel e A um
conjunto hiperbélico compacto para @;. Entao existem uma vizinhanga U(A) D A
de A e €y, 09 > 0 tais que para todo 6 > 0 existe € > 0 com a sequinte propriedade:

Sepy : U(N) = M é um fluzo e-prézimo de ¢; na topologia C*, Y é um espago
topoldgico, v : Y — Y é um fluzo continuo, a € C°(Y,U(N)) tal que a(y(y)) €
uma curva C' para cada y € Y, cujo vetor tangente (ary;)'|o(y) em a(y) depende
continuamente de y, e

sup((a)o(v): (v o(v)) < ¢

d
entdo existem uma transformacdo s 'Y x R — R com ‘Esy — 1‘ <dep €
CY(Y,U(N)) tais que
Bsty = B

e sup,cy d(a, 3) < 0.

Além disso, B € unico a menos de uma mudancga temporal: se B%y(t) = Y

para algum o, : R — R, ‘%ay — 1) < 0 € Sup,ey d(a, ) < o entdo B(y) =

BYs, (t+m)—oy)(y) para algum 7, : R — R pequeno.
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Corolario 1.93. (Lema do Fecho de Anosov para fluxos) Sejam M uma
variedade Riemanniana, @; um fluxo diferencidvel e A um conjunto hiperbolico
compacto para @;. Entdo existem uma vizinhang¢a U(A) D A de A e ey, 69 > 0
tais que para todo 6 > 0 existe € > 0 tal que toda e-orbita € §-sombreada por uma
orbita periodica.



Capitulo 2

Fluxos Anosov

Neste capitulo apresentamos o objeto a ser estudado, fluxo Anosov. Defi-
nimos variedade estavel e instavel, apresentamos o Teorema da Variedade Estavel
e enunciamos as principais propriedades de fluxo Anosov, como a existéncia das
folheacoes forte estavel, forte instavel, fraca estavel e fraca instavel. Construimos
um exemplo de fluxo Anosov dado por suspensoes de um difeomorfismo Anosov
e em seguida mostramos diferentes equivaléncias de transitividade para fluxos
Anosov. As principais referéncias para este capitulo foram [I], [2], [7] e []].

2.1 Teorema da Variedade Estavel
Para o propdsito deste trabalho, consideramos o fluxo como sendo sempre
transversal (apontando para dentro) ou tangente ao bordo 9M.

Defini¢ao 2.1. Seja ¢ um fluro C' em wma variedade M possivelmente com
bordo. Um conjunto compacto ¢-invariante A C M ¢é hiperbdlico se existem
uma decomposicao continua e invariante do fibrado tangente TAM = E3BESSEY
sobre A e constantes C, X\ > 0 tais que:

1. E} € contrativo, isto é

| Dey(z)vs || < Ce ™ || vi || paravi € ES, 2 € A eVt > 0.

2. E} € expansivo, isto é

| Doy(z)v" || = C7reM || v* || parav® € E* 2 € A eVt > 0.

3. E} € a diregao do fluzo, isto é, E° € tangente a curva {¢;(x) : t € R} para
todo x € A.

A decomposicao TaM = EXOE{DE}R é chamada de decomposicao hiperbdlica
de A.
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Obsevacao 2.2. 1. Dizer que a decomposicao do fibrado tangente é continua
e invariante sobre um conjunto compacto ¢-invariante A significa:

i) D(¢e)pEy = E3, ), 0 =8,u,0 e Vp €A

i) E; e E} variam continuamente com p, para todo p € A. Isto signi-
fica que se p e x, pertencem a A tal que x, — p, entdo E; — E;.
De fato, podemos extrair uma subsequéncia x,, tal que dim(Ef:nk) =
J para algum j. Seja {v},...,v]} uma base ortonormal de E;nk e
{vI*' ... v} wma base ortonormal de LY. . Podemos supor (to-

mando uma subsequéncia, se for necessdrio) que vi — v' e, portanto,
{vt, .. v} e {o?t . v} sdo conguntos ortonormais de T,M. Seja
E=<vl.. . jvi>eF=<vTl . o> Agora, seveFE, ||v]=1,
entio || Déy(p)v ||< Ce ™ para t > 0. De fato, podemos escolher
v € ES || vk ||=1 tal que vy — v. Logo, fixrado t > 0 tem-se que

wnk7

| Déw(p)v ||= h}gn | Dy (n, Jure || < Ce™.

Isto mostra que E C E*(p). Analogamente, F C E“(p). Em parti-
cular, ENF = {0} e, portanto, E = E*(p) e FF = E"(p). Dessa

s

forma, provamos que qualquer subespago limite de E*(x,) e E“(x,) €
necessariamente E*(p) e E"(p).

2. Para fluzos associados a campos vetoriais sem singularidades temos que
dim(E?) = 1, para todo x € A.

Definicao 2.3. Um conjunto hiperbdlico H de um fluzro ¢ C* é expansivo se
sua decomposicao hiperbolica Ty M = Ef; & B¢ ® EY; satisfaz ES =0 e EY # 0
para todo x € H.

Definicao 2.4. Os conjuntos
W (z) ={y € M : d(¢(z), &:(y)) — 0 quando t — +o0}

W (z) ={y € M : d(¢i(x), p:(y)) — 0 quando t — —oo}

sao chamados, respectivamente, variedade estavel forte e variedade instavel
forte de x, onde d denota a métrica Riemanniana da variedade M .

Definicao 2.5. Dado ¢ > 0, a variedade estavel local de tamanho ¢ do
ponto x € M € o conjunto denotado por W5*(z) dos pontos y € M tais que

lim d(¢y(x), di(y)) = 0

t—-+o0

d(¢e(), ¢r(y)) <€, VE=0.

Analogamente, a variedade instavel local de tamanho ¢ do ponto x € M
¢ o conjunto denotado por W' (x) dos pontos y € M tais que

tEI_IlOO d(¢t(x)7 ¢t(y)) =0
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d(dy(x), u(y)) <€, ¥Vt <0,

Assim, as variedades estavel e instavel forte de um ponto x € M para um
fluxo ¢; também podem ser obtidas da seguinte forma:

We(z) = U P—1(WE (du())

t>0

W (z) = U (W (9—t())

>0

Teorema 2.6. (Teorema da Variedade Estavel para fluxos) Seja H C M
um conjunto hiperbolico invariante para um fluzo ¢, : M — M. Entao existe
€ > 0 tal que para cada ponto x € H existem dois discos mergulhados W*(x) e
Wi(x) em M os quais sao tangentes a ES e EY, respectivamente.

A demonstracao deste resultado é bem extensa para ser inclusa neste trabalho,
no entanto, para o leitor interessado, a demonstracao com detalhes pode ser
encontrada em [7], [8], [14].

Se H é um conjunto hiperbdlico de um fluxo ¢ C" em uma variedade compacta
M, no caso sem bordo (OM = ), o Teorema da Variedade Estédvel diz que para
todo € H os conjuntos W*(z) e W"%(x) sao subvariedades C" sem bordo
imersas em M.

Além disso, W**(z) e W"¥(x) sdo tangentes aos subespacos ES e E¥ da de-
composicao hiperbdlica de H em x e as aplicagoes de valor fixo v € H — W7 (z),
para o = ss,uu, sao continuas em compactos.

Consequentemente, os conjuntos

W (z) = | W™ (¢i(x))

teR

W (z) = (W (¢u(x))
teR
denominados, respectivamente, variedade estavel e instavel do ponto z € M
para um fluxo ¢; sao também subvariedades C” imersas em M.

O Teorema da Variedade Estavel assegura que em um conjunto hiperbdlico,
o sistema nao linear possui variedades estaveis e instaveis, W* e W", que sao
tangentes, respectivamente, aos subespacos £° e E*, do sistema linearizado. Além
disso, W* e W" tém as mesmas dimensoes de F£® e E*, respectivamente.

Obsevacgao 2.7. O Teorema da Variedade Estdvel também é vdlido para o caso
com bordo. De fato, seja H um conjunto hiperbdlico de um fluzo C' em uma
variedade compacta com bordo M. Podemos assumir que ¢ € definido em uma
variedade fechada M’ e que M € uma subvariedade de codimensao 0 de M'. Apli-
cando o Teorema da Variedade Estdvel no caso sem bordo, temos que para todo
xr € H, os conjuntos W**(x) e W*(x) sao também subvariedades C" de M’.
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y—

N>

Figura 2.1: Teorema da Variedade Estavel.

Obsevacgao 2.8. Lembre-se que uma fonte de ¢, por definicao, € um conjunto A

1solado e transitivo de ¢ satisfazendo A = ﬂ &+(U) para alguma vizinhanga U.
t<0

Teorema 2.9. Seja A um conjunto atrator para ¢.. Suponha que uma das se-
gquintes hipoteses ocorre
i) p € A é um ponto hiperbélico periddico

it) A tem uma estrutura hiperbdlica e p € A.

Entao, W"*(p) C A.

Demonstracao. O conjunto A, por ser atrator, estda contido no interior de uma
regidao de atragao U, entdo existe € > 0 tal que W¥*(¢(p)) C U para todo t € R.

Portanto, para qualquer ¢ > 0

W (o-i(p) = | oe(W"(b—k—t(p)) CU e

k>0

W (p) = ¢e(W"(¢—+(p))) C ¢:(U).

Tomando a intersegao para t > 0 de ¢;(U) temos

(YW (p) C [ :(U) = A.

>0 >0

Logo, W*(p) C A. O

Obsevacao 2.10. E importante observar que se A € uma fonte para o fluro ¢y
entdo A é um atrator para o fluro reverso ¢_;. Sendo assim, se A € uma fonte
para ¢ e p € A € um ponto hiperbdlico periddico de ¢y, entao W**(p) C A uma
vez que W (p) com respeito ao fluxo ¢, € igual a W*(p) com respeito ao fluxo
reverso ¢_y.
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2.2 Fluxo Anosov: Propriedades e Exemplos

Definicao 2.11. Um fluzo ¢ C' em uma variedade M é Anosov se M é um
congunto hiperbolico para ¢.

Figura 2.2: Fluxo Anosov: E* contrae e E" expande.

Definicao 2.12. Um fluxro Anosov é de codimensao um se a decomposi¢ao
hiperbolica TM = E3, & ES, & EY, satisfaz dim(E?) = 1 para todo x € M ou
dim(EY) =1 para todo x € M.

Destas defini¢bes, observamos que um fluxo é Anosov se exibe dire¢oes de con-
tragao e expansao formando com o fluxo uma decomposi¢ao continua do fibrado
tangente e um fluxo Anosov é de codimensao um se sua direcao de contragao ou
expansao for unidimensional.

Definigao 2.13. Um fluzo ¢, € Azioma A se:

1. Q(¢y) € hiperbdlico;
2. Qo) € o fecho das drbitas fechadas de ¢;.

Exemplo 2.14. Um fluro Anosov é Axioma A.

De fato, seja ¢y um fluxo Anosov em uma variedade M. Uma vez que M
¢ hiperbélico e Q(¢y) C M entao Q(¢y) € também hiperbdlico. Agora, usando a
estrutura hiperbdlica em M, podemos ver que todo p € U¢y) pode ser aproxi-
mado por drbitas fechadas, pelo Lema do Fecho de Anosov[1.93. Logo, as drbitas
fechadas sao densas em Q(¢y). Portanto Q(¢py) € o fecho de drbitas fechadas.

Exemplo 2.15. Todo fluxo @, : M — M Azioma A transitivo € Anosov.

De fato, como o fluro ¢, € transitivo, entao existe um ponto x € M tal que
sua orbita, O(z), € densa em M. Logo

Ox)=M e O(x) C Qepy).
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Assim,
M = O(z) C Qpr) = Q)
ou seja,
Como Q(pr) C M seque que

Como o fluxo é Azioma A temos que () = M € hiperbdlico. Logo, o fluxo
@ € Anosov.

Teorema 2.16. (Teorema da Decomposigao Espectral para Fluxos) Se o
fluxo py : M — M ¢é Azioma A, entdo o conjunto nao errante Q(p;) se decompoe
de maneira unica e finita

Qo) = U U,

como uma uniao disjunta de conjuntos fechados, invariantes e p;|q, € transitivo.
FEstes Q;’s sao chamados de conjuntos bdsicos de Q(py).

Demonstragao. Ver [3], [14]. O

Definicao 2.17. Seja M uma variedade diferencidvel e 2 C T'M um subfibrado
continuo do fibrado tangente. E é chamado integravel se € o fibrado tangente de

uma folheagao C' (ou seja, uma folheagdo determinada por uma carta coordenada
de classe C*).

Considerando E* ¢ E° @ E° a decomposicao do fibrado tangente T'M, é co-
nhecido que:

i) E" e E*® sao chamados de subfibrados de expansao e contragao de TM,
respectivamente.

ii) Os subfibrados E* @ E°, E* & E°, E*, E® sao unicamente integraveis e que
as variedades integraveis sao de classe C". As variedades integraveis deter-
minam folheagoes de M, as quais sao denotadas por F* (folheacao fraca
instavel), F* (folheagao fraca estavel), F** (folheagao forte instével), F*°

(folheagao forte estavel), respectivamente. Se x € M entdo as respectivas
folhas dessa folheagao contendo x sao W*(x), W#(x), W*(z) e W*(x).

iii) O subespago E" @ E® nao é necessariamente integravel. Se E" @ E* for
integrével, entao existe uma folheacao F de classe C! tal que o subespaco
E" & E* é tangente a F. Se L é uma folha de F entao L é tangente a
E" & E?, além disso L ¢ F""-saturado e F**-saturado.

Sobre 3-variedades os fluxos Anosov sdao de codimensao 1, neste caso ambas
as folheagoes F* e F" sao de codimensao 1. Em geral, para n-variedades, se F"
(respectivamente F*) é de codimensao 1, entdao F*° (respectivamente F"*) é de
dimensao igual a 1.
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Teorema 2.18. Seja ¢, um fluro Anosov de classe C™ (r > 1). As folheagies
F*5 e F"™ sao continuas e possuem folhas de classe C". Cada folha de ambas as
folheagdes sio difeomorfas a RY, onde d = dim(F?) (o = ss,uu). Além disso

1. Dois pontos x e y pertencem a mesma folha de F*° se, e somente se,

d(¢e(x), ¢e(y)) — 0 quando t — +o0.

1. Dois pontos x e y pertencem a mesma folha de F"* se, e somente se,

d(p—i(x), 0_+(y)) = 0 quando t — +o0.

Demonstragao. Ver [14], [§]. O
Teorema 2.19. (Equivaléncias de Transitividade) Seja ¢ um fluro Anosov
em M. Entao, as sequintes sentencas sao equivalentes.

1. O conjunto de pontos nao errantes Q(¢) = M.
Os pontos periodicos sao densos em M.
Eziste um ponto xo € M tal que a orbita {¢(zo);t € R} € densa em M.

Todas as folhas de F* sao densas em M.

S N

Todas as folhas de F* sao densas em M.

Demonstracao. A demonstragao deste teorema seguira o diagrama de implica¢oes
abaixo

V%

N,
<]

(1 = 2) Decorre do Lema do Fecho de Anosov [1.93] O que esse resultado nos
permite concluir é que os pontos peridédicos sao densos nos pontos nao errantes.
Isso mostra a implicagao desejada.

(2 = 1) Todo ponto periédico é também nao errante. Por hipdtese todo ponto

de M é ponto de acumulacao do conjunto de pontos nao errantes. Uma vez que
Q(¢) é fechado e invariante, temos Q(¢) = M.

(2 = 4) Seja x um elemento qualquer de M e considere W*(z) uma folha instével
de F* passando por x. Como estamos supondo M conexa, basta mostrarmos que
We(z) é também aberto em M. E uma propriedade de folhecoes (ver por exemplo
[4]) que Wu(x) é uma uniao de folhas de F* (conjunto saturado por F"). Seja
z € Wu(x), U uma vizinhanga pequena de z e p € U um ponto periédico (isso é
possivel, pois estamos assumindo (2)).
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Se U for suficientemente pequena, por produto local vale que W#(p)NW*"(z) #
(). Se tomarmos um ponto y nessa interse¢ao, temos que a 6rbita {¢;(y) : t € R}
estd contida em W"(z), logo estd contida em W*(x). Mas, como y também estd
contido em W#(p), no futuro {¢:(y) : t € R} acumula na érbita {¢:(p) : t € R},

ou seja, p € W (z). Isso finaliza a demonstragao, pois como os pontos periddicos

sao densos em U, obtemos U € W*(z) de modo que W¥(x) é nao-vazio, aberto e
fechado numa variedade conexa o que implica W¥(z) = M.

(2 = 5) Olhamos para o campo negativo (o que é instavel vira estavel) e adap-
tamos o feito na demonstragao anterior.

(3 = 1) Os pontos da drbita {¢:(xg) : t € R} sdo nao errantes. O conjunto dos

pontos nao errantes é fechado e invariante. Isso implica que {¢:(zg) : t € R} =
M C Q(¢) C M, ou seja, Q(¢p) = M.

(4 = 3) Em [3] (Corolario 4.5) temos que qualquer fluxo Anosov possui um
atrator. Atratores sao invariantes por folheacao fraca instavel. De fato, suponha
que A seja um atrator de ¢, fixando z € A ey € W"(x) \ A, no passado a
érbita {¢:(y) : t € R} se afasta de A (definigao de atrator), mas por outro lado,
como x e y estao na mesma folha fraca instavel, no passado suas érbitas ficam
arbitrariamente préximas, uma contradi¢do, ja que a érbita de ¢;(x) esté contida
em A. Desse modo, W"(x) C A C M, o que nos d& M = Wu(x) C AC M. Ou
seja, A é denso em M. Mas A, contém uma drbita densa, digamos {¢.(zg) : t €
R}, o que implica {¢;(zo) : t € R} também é densa em M.

(5 = 3) A demonstragao é similar a do item anterior, basta apenas fazer uma
adaptacao trocando atrator por repulsor e usar o fato que um repulsor R é inva-
riante pela folheagao F*. O

O seguinte teorema ¢é célebre pela sua abrangéncia e repercussao no ambiente
cientifico matematico. O enunciamos sem demonstragao. Sua prova pode ser
encontrada em [11].

Teorema 2.20. (Teorema de Verjovsky) Seja ¢, um fluro Anosov de codi-

mensao um definido numa n-variedade fechada M (n > 4). Entdo ¢, € transitivo.

A definicao e o teorema a seguir aparecem na tese de doutorado de T. Barbot
[2]. Eles sao tteis para a demonstragao do resultado principal deste trabalho.
Pela sua extensao, o teorema é enunciado sem demonstracao.

Definicao 2.21. Um fluzo Anosov de codimensdao um € dito produto se, e so-
mente se, um dos espacos de folhas de codimensao um € difeomorfa a R.

Teorema 2.22. Todo fluxo Anosov produto € transitivo.

Demonstracao. A prova deste teorema pode ser encontrada em [2], pagina 35. [
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2.2.1 Aplicagcao de Poincaré

Seja 0 uma orbita periédica de um campo. Por um ponto xg € ¢ considere
uma transversal ou se¢ao transversal > ao campo X.

A orbita passando por x( volta a intersectar X no tempo 7, onde 7 é o periodo
de 0. Pela continuidade do campo, a o6rbita por um ponto em X suficientemente
proximo a xy também volta a intersectar ¥ em um tempo préximo a 7.

Seja V' C ¥ uma vizinhanca suficientemente pequena de x(, podemos definir
a aplicacao
PV - X
x — P(x)

que a cada ponto x € V associa P(x) € X, onde P(z) é o primeiro ponto onde a
orbita de x volta a intersectar Y. Esta aplicacao é denominada Transformacao
de Poincaré ou Funcao de Primeiro Retorno de Poincaré associado a
orbita 0 e a secao transversal X.

Figura 2.3: Transformacao de Poincaré

Os exemplos mais simples de fluxos Anosov sao dados pelas suspensoes de di-
feomorfismos Anosov. O fluxo suspensao dado pelo difeomorfismo f: M — M é
construido, considerando o produto M xR com a seguinte relacao de equivaléncia

(z,5+1) ~ (f(x),s).
Denotamos o quociente por essa relacao por My = M x R/ ~. Assim, para
obter todos os pontos de My basta tomar 0 < s < 1.

Proposigao 2.23. Se f € de classe C*, o quociente My é uma variedade que tem
estrutura C*. Considere a sequinte equacdo diferencial em M x R:

¥ = 0,
s = 1.
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Esta equacao induz um fluxo ¢, em M xR que por sua vez induz um fluxo ¢f
em My (com campo associado Xy). O fluzo ¢, satisfaz

¢1($,O) = (:L‘, 1) ~ (f($)70)7
logo f € uma aplicagdo de Poincaré sobre a transversal global M x {0} C My

para o fluxo gbf .

Demonstracao. Ver [12] para detalhes sobre suspensao de um difeomorfismo e
para a prova de que My é uma variedade com estrutura diferencidvel. O

Proposicao 2.24. Dado um difeomorfismo Anosov f : M — M, a suspensao ¢f
de f é um fluxo Anosov em M.

Demonstracao. Denotemos por T'M = E° @ E" a decomposi¢ao continua associ-
ada a f. Queremos contruir uma decomposicao

TM; = E*® E° & E*.

Para conseguir isso, definimos para (z,0) € M x 0

E(S:v,(]) = EZ?
EEILQ%O) — E;:L

Quando (z,t) € M x [0, 1] definimos
By = D] (2,0)(E3),
B,y = Dol (x. 0)(£}).

Dessa maneira, temos a decomposicao desejada T'My = E*® E°@ E". Mostra-
remos agora que essa decomposicao satisfaz as condi¢coes Anosov para ¢{ . Vamos
analisar Ef, , 1, to € R. Por definicao temos que Ef, , ) = D(bfo(x, 0)(E%), assim

(x,t())’
Dqﬁ’ito (x,t0)(E? , ) = E3. Fixando t > 0

(x,to)

qu{(x, tO) = D¢{+t0*to (:z:, tO) - D¢{+to<x7 0) ) ng{tO(x?tO)

Logo,
Del(w,t)| = Dol (w,0)|

(z.t0) z

Como esta tltima expressao vale para qualquer ¢ > 0, podemos fazer a anélise
da condic@o de ser Anosov em M x 0, ou seja, num ponto da forma (x,0). To-
memos ¢t = [t] + r, onde r € [0,1) e [] significa a parte inteira.
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Em M x 0, por construcao de gb{ temos que ¢f;] = fll. Entdo, como gb,{ (x,0) =
gbf;]w(x, 0) = qﬁfﬂt](x, 0) = qb{(gbf;}(x, 0)) (pela defini¢ao de fluxo), temos

Dg](x,0) = Dol (f"(x)) - Df(x).

Portanto,

|1Do! (,0)(0)] < [DL(fU(2))] - D (@)(0)| < K - C-AJo], v € B, Y € M.

Um raciocinio analogo vale para E*. Concluimos assim que ng{ ¢ de fato um

fluxo Anosov em M. O
GORECE)
Eix.ﬂ

Elet

o )@f@)
D! (x.O)( o
7 BT \Wxo)

%

Figura 2.4: Suspensao de um Difeomorfismo Anosov.



Capitulo 3

Teorema Principal

Neste capitulo apresentaremos a prova do teorema que motivou este es-
tudo. Para isto, utilizaremos os resultados e conceitos apresentados nos capitulos
anteriores, bem como os resultados apresentados na primeira secao deste capitulo.
A principal referéncia para este capitulo foi [J.

3.1 Resultados Auxiliares

No que segue M é uma variedade compacta com bordo (OM = ()) e conside-
ramos um fluxo definido em M.

Lema 3.1. Seja H um conjunto hiperbélico de um fluro ¢ C' definido em uma
variedade compacta com bordo M. Entao, valem as sequintes propriedades:

1. Se x € H esta suficientemente prozimo de OM, entdo wg(x) C OM ou

ag(zr) C OM.

2. cl(Pery(H)) \ OM ¢ fechado em M.

3. Se H ¢ transitivo, isolado e H N OM # (), entao H C OM.
Demonstra¢ao. Para provar (1) suponha por contradigao que existe uma sequéncia
x, € H convergindo para algum z € OM tal que wy(z,) ¢ OM e ay(z,) ¢ OM.
Como H ¢é hiperbdlico, pela Definicao H ¢é compacto e, portanto, fechado.

Sendo assim, z € H. Seja TyM = E}, @ E};, ® EY a decomposicao hiperbdlica de
H.

Afirmacgao 3.2. Ei @ EY C T.(OM).
De fato, suponha que E? ¢ T.(OM). Entao E? th T,(OM) em z. Portanto,

W#5(z) h OM em z. Pela continuidade das variedades estaveis de ¢ concluimos
que, para n grande, W*(z,) f OM em algum ponto w. Como w € W?*(x,)

46
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temos que w e x,, tétm os mesmos conjuntos omega-limite. Mas o conjunto 6mega-
limite de w esta contido em OM uma vez que OM é fechado e invariante para ¢.
Portanto, wy(z,) C OM, contrariando a suposigao. Isto prova E? C T,(0M).

De maneira analoga provamos EY C T.(OM). Suponha E* ¢ T,(0M). Entao
EY th T,(O0M) em z. Portanto, W"*(z) h OM em z. Pela continuidade das
variedades instaveis de ¢ concluimos que, para n grande, W*(x,) M OM em
algum ponto ¢. Como ¢ € W"%(x,,) temos que ¢q e x, tém os mesmos conjuntos
alfa-limite. Mas o conjunto alfa-limite de g esta contido em M uma vez que M
é fechado e invariante para ¢. Portanto, ay(z,) C 0M, contrariando a suposicao.
Isto prova E¥ C T,(OM) e a afirmagao segue.

Como o fluxo é tangente a M temos E? C T,(0M), logo T.M = E: & E' &
E? C T,(OM), o que é absurdo, pois dim(7, M) > dim(7,0M). Isto prova (1).

Para provar (2) suponha por contradigao que cl(Pery(H))\ OM nao é fechado
em M. Entao, qualquer vizinhanca de qualquer ponto de 0M contém um ponto
periddico p € H \ dM. Como p é periddico temos p € wy(p) = ay(p). Logo,
we(p) € OM e ay(p) ¢ OM. Segue de (1) que p € IM, o que é absurdo.

Para provar (3) suponha por contradigdo que H é transitivo, isolado, H N
OM # 0 e H¢ OM. Uma vez que conjuntos transitivos para fluxos definidos em
variedades compactas sao conexos (Observacao podemos obter pelo Lema
do Fecho de Anosov para fluxos uma sequéncia de pontos periddicos em
Pery(H) \ OM convergindo para algum ponto em dM. Isto contradiz (2) e a
prova segue. ]

Corolario 3.3. Nao existem fluros Anosov transitivos em variedades compactas
com bordo.

Demonstracao. Suponha por contradicao que exista um fluxo Anosov transitivo
¢ em uma variedade compacta com bordo M. Entao, por definicao de fluxo
Anosov, M é um conjunto hiperbdlico de ¢.

Além disso, M é um conjunto transitivo e isolado de ¢. De fato, se ¢ é
transitivo entao ¢ possui uma érbita densa, ou seja, existe g € M tal que O(xy) =
M, onde O(zo) = {¢(z0);t € R}. Sendo assim, dado € > 0, B(x,€) N O(xq) # 0
Vo e M.

Tomando e =1, emistet; € R tal que ¢, (zo) € B(z, 1)

existe ts € R tal que ¢y, (o) € B(z, 1)

N =

€= %, existe t3 € R tal que ¢y, () € Bz, %)

=2, emistet, € R tal que ¢y, (o) € B(z, 1)

Dessa forma, construfmos uma sequéncia {¢, (o) }n>1 tal que B(x, )N{¢y, (z0)} #

0 Vn € N*. Fazendo n — +o00 temos ¢y, (o) — z. Portanto, € w(xg) Vo € M.
Logo, M = w(zg) para algum zy € M. Concluimos assim que M é transitivo.
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Agora, uma vez que M é um conjunto hiperbdlico de ¢, entao M é ¢-invariante.
Logo ¢,(M) = M Vt € R. Dai, (| ¢(M) = (| M = M, concluindo que M ¢
teR teR
isolado.

Portanto, M é um conjunto hiperbdlico, transitivo, isolado que intersecta OM.
Pelo Lema [3.1] (item 3), temos M C OM, o que é absurdo. O

Lema 3.4. Seja ¢ um fluro C' ndo singular em uma variedade compacta N com
dim(N) > 2. Sex € N tem conjunto omega-limite hiperbélico expansivo, entao
x € um ponto periodico de ¢.

Demonstragao. Como wg(x) é hiperbélico expansivo segue que todo ponto y €
wg(z) existe uma variedade instdvel forte, Wi*(y), em N. Uma vez que ¢ ¢é
nao singular e wy(z) é hiperbdlico expansivo, entdao dim(Ey) = 1 Vy € N e
dim(E;) = 0 Yy € wg(z). Sendo assim, temos

dim(N) = dim(T,N) =dim(E; © Ej) Vy € wy(r) =
= dim(N) = dim(E)) +dim(E}) Yy € wg(z) =
= dim(N) = 1+dim(E})) Yy € wy(r).
Logo, dim(E;) = dim(N)—1Vy € wg(z). Portanto, dim(W*(y)) = dim(Ey) =
dim(N) — 1 # 0 Vy € wy(x), pois dim(N) > 2.

Pela Observacao , tome um ponto recorrente y € wy(z) e considere um
pequeno disco fechado D C Wi*(y) de dimensio dim(N) — 1 centrado em y.
Denote por II a aplicacao retorno induzida pelo fluxo reverso ¢_; em D, ou seja,
IT: D — D definida por II(z) = ¢_.(z).

Afirmacao 3.5. Il € uma contracao.

De fato, pela desigualdade do valor médio
[ I(z) = I(y) [| = || ¢—+(z) — o—e(v) | < || Do—e(2) || - [[ 2 —y ||
para algum z pertencente ao segmento [z,y] = {z + pu(y — x) : u € [0, 1]}.

Sabemos que

| Do—i(z) [| = sup {|| Do—i(2) v ||; v € Ef, (o) (v E EJ ()} €

l[oll=1

I Dp_o(2) v ||< Ce™ [ v || Vv € B, 0.

Portanto, por defini¢cao de supremo

| Dp-i(2) [I< Ce™.
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Logo,

I (@) ~TL(y) [| = | o-e(2) =62 (y) | < | Do—i(2) | - | z—y < Ce™ [~y ||

Tomando C' < e, temos || I(z) — I(y) ||< Ce™ ||  —y ||, onde Ce ™ < 1.
Sendo assim, II é uma contracao e isto prova a afirmacao.

Como D é fechado, D C Wj*(y) C N e N é compacto, entao D é compacto e,
portanto, completo. Pelo Teorema (Teorema do ponto fixo para contragoes),
IT tem um 1nico ponto fixo que é atrator, o qual vamos denotar por p. Uma vez
que p é ponto fixo atrator para o fluxo reverso ¢_; entao a érbita de p é o proprio
ponto p e além disso p é repulsor para o fluxo ¢;. Sendo assim p produz uma
érbita periddica repulsora para ¢ contida em wg(x).

Agora, seja V}, uma vizinhanga de p. Suponha que z € V,, e que = nao seja
ponto periddico de ¢. Entao z ¢ O(p). Se z € V,, e v ¢ O(p) entao a orbita de z
se afasta da 6rbita de p, uma vez que O(p) é repulsora. No entanto, isto contradiz
o fato de que p € wy(x). Logo, x € O(p) e, portanto, = ¢ ponto periddico de

¢ O

Lema 3.6. Seja ¢ um fluzo C' em uma variedade compacta M. Seja N uma
subvariedade fechada em M que também é um conjunto hiperbélico de ¢ com
decomposi¢ao hiperbolica TnM = E¥, & ES, & EY. Suponha que dim(N) > 2. Se
E* € unidimensional (ou seja, dim(E2) = 1 para todo x € N ), entao E C T,N
para todo x € N.

Demonstracao. Denote por Y; o fluxo ¢; restrito a N. A prova do Lema sera
dada via as seguintes afirmagoes.

Afirmacao 3.7. O fluzo Y; € ndao singular.

De fato, N (como todo conjunto hiperbédlico de ¢) tem um numero finito de
sigularidades de ¢. Portanto, o conjunto de pontos regulares (ou seja, o conjunto
de pontos nao singulares) é denso em N. Uma vez que N é uma subvariedade
conexa e a decomposicao TyM = E}, & EY @ E}, é continua, concluimos que Y;
¢ nao singular.

Afirmacgao 3.8. Se E; ¢ T, N, entio T,N = (E; NT,N) ® E; para todo y €

wy ().

De fato, é suficiente mostrar que T, N C £} @ E; para todo y € wy (z).

Para provar isto, introduzimos algumas notagoes tteis. Para todo vetor tan-
gente Z € Ty M escrevemos

J=70+7°+7"

para indicar as componentes de Z na decomposicao Ty M = EJGE{@®EY. Defina
o subfibrado E°* = E° @ E" com decomposicao correspondente Z = Z° + Z°%.
Claramente, Z°% = Z° + Z"“.
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Sejam C, X as constantes da definicao de hiperbolicidade (Deﬁnigéo. Uma
vez que c;St‘ é nao singular (e N é compacta) temos que existe uma constante
N

positiva K tal que

| Dou(x)Z7 |2 K || Z7 ||V 27 € EY.

Como A > 0 existe uma constante positiva K’ tal que

min{K,C~'e*} > K’ Vt > 0.

Portanto, para todo x € N, Z = Z9* € EJ* e t > 0 temos

| Dou(x) 27" || = || Do) Z7 || + || Deu(x) 2 ||
> K| zz|+CteM | Zy |
> min{K,C7eMH(|| Z2 | + [ Z; )
> K2
Em conclusao, temos
| Dow() 23" [|1Z K" || 22" |, (3.1)

para todo z € N, Z2* € ES" et > 0.

Agora, escolha v, € T, N —0 e uma sequéncia t,, — +oo tal que y,, := Y}, (z) —
y quando n — +o0. Uma vez que y, — y, existe outra sequéncia v,,, € T, N tal
que vy, — v, em T, N quando n — +00. Defina

wn = D¢—tn (yn)vyn

Entao w, € T,N—0. Normalizando w,,, se necessério, assumimos que || w,, ||=
1 para todo n.

Agora, vamos provar que existe uma constante positiva K” tal que

| we | = K7 V¥n. (3.2)

De fato, suponha que nao exista tal K. Entao podemos assumir que wg" —
0, passando a uma subsequéncia se necessario. Novamente, passando a uma
subsequéncia, se necessario, podemos assumir que w, — w, para algum vetor
w,. Claramente, || w, ||= 1. Como w?* — 0 temos w, € EZNT,N. Mas E*® é
unidimensional e E? ¢ T,.N por hipétese. Entao ES N'T, N = 0, a partir do qual
obtemos w, = 0, o que é uma contradigao pois || w, ||= 1. Concluimos assim que
existe K7 satisfazendo 3.2
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Agora, vamos mostrar que 0 = Z(v,, By ® E}) ¢ igual a zero.

u
EY ®Fy

Vy

jo/' N

y

Seja Z(vy,, By @ B ) o angulo entre v,, e E @ E . Entao temos

P TN
(vy., By, ® By ) = [ oow ||
YUn

Pela invariancia da decomposicao hiperbdlica, temos

v, = D¢, (v)w;, e vy = Dy, (v)wy".

Logo, .
r)w;
o B3, © B3 = o
De B.1] e B.2l obtemos
L(vy B @ EL) < (K)"'Ce |||\;U;||\|

<)) CeM g (1< (K7 (K) T Ce e

pois || w ||< 1 para todo n (lembre-se que || w, ||=1). Uma vez que t, — 400
quando n — 400, temos

lim Z(v,,, B, ©E;)=0.

n—-+0o

Mas a continuidade da decomposicao hiperbdlica também implica

lim Z(v,,, B, ©E,)=/2(v,E ®E)).

n—-+oo

Portanto,
Z(vy, E) & E;j) =0
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o qual ¢ equivalente a v, € Ej & E,. Isto prova T,N C E; @ E; e o resultado
segue.

Afirmacao 3.9. Sex € N entio ES C T,N ouT,N = (EYNT,N) & E?.

De fato, suponha que E; ¢ T,N. Entao, T,N = (E; NT,N) ® E; para
todo y € wy(x) pela Afirmagao [3.8, Isto implica que wy(x) é um conjunto
hiperbdlico expansivo de Y. Uma vez que Y é nao singular, dim(N) > 2 e
wy () é hiperbdlico expansivo, o Lema implica que x é periddico e, portanto,
r € wy(x). Substituindo y = z acima, temos T,N = (E* NT,N) @ E?, provando
a afirmacao.

Agora, para concluirmos a prova do lema, defina os conjuntos

e B={xe N:T,N=(E*NT,N)® E°};
e C={reN:ECT,N}.

Afirmagao 3.10. B e C constituem um cisao de N.

De fato, pela Afirmacao [3.9] temos N = BUC. Além disso, BN C = ), uma
vez que se existir x € N tal que z € BNC, entdao EX C T,N C (E*NT,N)®E? C
E? ® E?, o que é absurdo, pois £ ¢ E¥ @ E?.

Vamos provar que B e C' sao ambos fechados em N.

Seja x, € B uma sequéncia convergindo para x € N. Como x, € B temos
T,,N = (B} NT,,N)® E; ¥n ou, equivalentemente,

dim((E; NT,,N)®LE, ) = dim(T,,N) = dim(E; NT,, N)+dim(E; ) = dim(7,,N) =

= dim(&; NT;,N)+1=dim(T,,N) = dim(E£; NT, N)=dim(T, N)—-1=
= dim(&; NT,,N)=dim(N)—1Vn.

Pela compacidade de IV, podemos assumir que a sequéncia £ NT, N con-
verge para um subespago de dimensao (dim(N) — 1) de T, N. Este subespago
estda necessariamente contido em EY N 7T,N pela continuidade de E*“. Entao
dim(E* @ T,N) = dim(N) — 1 e, portanto, x € B. Isto prova que B é fechado.

Agora, seja y, € C' uma sequéncia convergindo para y € N. Como vy, € C
temos E; C T, N Vn. Pela continuidade de E* e da decomposigao hiperbdlica
de N, temos E; C TN, logo y € C e, portanto, C' ¢ também fechado.

Como BNC =0 e N = BUC concluimos que B e C' sao ambos abertos
em N. De fato, se B é fechado e C' é o complementar de B em N, entao C é
aberto. Analogamente, se C' é fechado e B é o complementar de C' em N, entao
B ¢é aberto.

Uma vez que N # () temos que ou B # @ ou C' # ) e entao N = Bou N = C,
pois N é conexo.
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No caso N = B, temos que a aplicacao Y; expande volume, o que é uma
contradicao pois N é um conjunto hiperbdlico de ¢. Concluimos assim que N =
C, ou seja, B2 C T, N para todo x € N e o resultado segue. O]

Proposicao 3.11. Seja ¢ um fluro C* em uma variedade compacta M e N uma
subvariedade fechada em M com dim(N) > 2. Se N € um conjunto hiperbdlico

de ¢ com dim(E?) =1 para todo x € N, entdo ¢¢| ¢ Anosov.
N

Demonstracao. Sejam ¢ um fluxo C' em uma variedade compacta M ¢ N uma
subvariedade fechada em M, a qual é também um conjunto hiperbdlico de ¢ com
dim(N) > 2.

Seja TyM = ER, @ E% @ EY a decomposigao hiperboélica de N. Suponha que
dim(E?) =1 para todo = € N.

Pelo Lema , temos ES C T, N Vx € N. Para provar que ¢;| ¢ Anosov, é
N

suficiente provar que

TN =FE,®E}®(EyNTN).

Note que, E% & EX, C TN, logo E* & E$, & (E% NTN) C TN.

A inclusao C segue observando que se v € TN entao, como na prova da
Afirmagao 3.8 podemos escrever v = v* + v° + v*, onde v’ € E7(0 = s,u,0).
Portanto, v* = v —v° —v* € E*NTN ja que v* € E¥ e v,v°,v® € TN. Isto
finaliza a prova. O

Corolario 3.12. Nao existem fluros C' em 3-variedades compactas exibindo uma
superficie fechada como um conjunto hiperbolico. Em particular, fluzos Anosov
em 3-variedades compactas nao possuem superficies fechadas invariantes.

Demonstracao. Suponha por contradicao que existe um fluxo ¢ C' em uma 3-
variedade compacta M exibindo uma superficie fechada N como conjunto hi-
perbdlico.

Note que N é conexa por definicao. Como na prova da Afirmacao podemos
ver que Y; = ¢;| ¢é nao singular. Segue disto que dim(E?) =1 Vz € N.
N

Definimos o conjunto B = {z € N : dim(E?) = 2} e afirmamos que B é
aberto e fechado em N. De fato, seja x,, € B uma sequéncia convergindo para
r € N. Como z, € B entdo dim(E} ) = 2 Vn. Pela compacidade de N, podemos
assumir que a sequencia Ej converge para um subespago de dimensao 2 de T, N.
Este subespaco estd necessariamente contido em E? pela continuidade de E°.
Segue disto que dim(E#) = 2 e, portanto, x € B. Logo, B é fechado. Agora, seja
y € B. Entao dim(E;) = 2. Dado € > 0, tome B(y, €) a bola aberta de centro y
e raio €. Pela continuidade de E®, dim(E?) = 2 Va € B(y, €). Logo, B(y,¢) C B.
Portanto, B é aberto.
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Analogamente, provamos que o conjunto C' = {x € N : dim(EY) = 2} é
também aberto e fechado em N usando a continuidade de E™.

Além disso, BN C = (), pois se € B entao dim(E?) = 2, logo dim(E¥) = 0,
portanto x & C.

Pela conexidade de N, concluimos que N = B ou N = C.

No caso em que N = B temos que a aplicacdo ¢;| contrai volume (para t

grande) e no caso em que N = C' temos que gbt‘ expande volume (para t grande).
N

Em ambos os caso temos uma contradicao, pois N é um conjunto hiperbdlico.
Logo, dim(E?) < 2 Yz € N. No entanto, por N ser um conjunto hiperbdlico,
devemos ter dim(E?) > 1 Va € N. Sendo assim, dim(E?) =1 Vz € N.

Pela Proposigao[3.11} como N é um conjunto hiperbélico de ¢ com dim(E?) =

1Vx € N, entao ¢;| ¢é Anosov. No entanto, superficies fechadas nao suportam
N

fluxos Anosov. De fato, se (bt’ :N — N é Anosov, T,N = ES®EGE!Vr € N,
N

logo dim(7T,N) > 3 Vx € N, contudo 2 = dim(N) = dim(7,N) > 3 Vz € N, o
que nao pode acontecer. Isto gera uma contradicao, concluindo assim que nao
existem fluxos C! em 3-variedades compactas exibindo uma superficie fechada
como um conjunto hiperbdlico.

Em particular, suponha por contradicao ¢ um fluxo Anosov em uma 3-
variedade compacta M e S uma superficie fechada invariante em M, isto é,
e(S) = S e dim(S) = 2. Como ¢ é Anosov, M é um conjunto hiperbdlico,
entdo (M) = M e T,M = E: ® EC @ EY VYx € M. Uma vez que S C M,
T,M = E; @ E) ® Ej Vy € 5, ou seja, TsM = E§ @ ES @ Eg. Logo, S ¢
compacto, invariante e vale TsM = E§ @ B¢ @ Ef, portanto S ¢ também hi-
perbdlico, o que é uma contradicao pois S tem dimensao 2. Logo, fluxos Anosov
em 3-variedades compactas nao possuem superficies fechadas invariantes. O

Obsevacao 3.13. Dizer que a aplicacdo ¢t’ contrai volume significa que, dados

u,v € B2 comx € N, a drea do paralelogramo definido por w e v € maior do que a
drea do paralelogramo definido por D¢y(x)u e Doy(x)v. Analogamente, dizer que

a aplicagao ¢¢|  expande volume significa que, dados w,z € EY com v € N, a

area do paralelogramo definido por w e z € menor do que a drea do paralelogramo

definido por Doy(x)w e Doy(x)z.

O seguinte resultado é uma extensao do Teorema de Verjovsky para variedades
compactas com bordo.

Teorema 3.14. Seja ¢ um fluro Anosov de codimensao um em uma variedade
compacta com bordo M. Se dim(M) > 4, entdo ¢ € transitivo.

Demonstracao. Seja ¢ um fluxo Anosov de codimensdao um em uma variedade
compacta com bordo M, entdao dim(E?) = 1 ou dim(E¥) = 1 para todo z € M.
Sendo assim, revertendo o fluxo, se necesséario, podemos assumir dim(E¥) = 1
para todo x € M.



95

Vamos verificar a seguinte propriedade: Existe uma folheacao continua tan-
gente ao subfibrado E" cujas folhas sao difeomorfas a R em M.

Aplicando a Observacao temos que o subfibrado E* é tangente a folheacao
continua F** em M. Por outro lado, seja N C M tal que N é uma componente
conexa de OM. Como OM é uma subvariedade fechada invariante entao N é
também uma subvariedade fechada invariante de dimensao maior ou igual a 3,
pois dim(M) > 4. Uma vez que ¢ é um fluxo Anosov em M entdo M é um
conjunto hiperbdlico. Como N C M, vale TyM = E3, @ EY @ EY. Sendo N
compacto, invariante e Ty M = E} ® EY @ ER;, temos que N ¢ hiperbdlico. Entao,
pelo Lema (aplicado ao fluxo reverso e nas componentes conexas N de 0M)
temos EY C T,N para todo v € N. Portanto, £ C T,0M para todo z € N.
Logo, E" é tangente a OM. Segue disto que todas as folhas da folheacao F**
sao unidimensionais e, pelo Teorema [2.18, W**(z) é difeomorfa a R para todo
x e M.

Pela Definigao temos que o fluxo Anosov ¢ é produto e pelo Teorema
¢ ¢ transitivo, como queriamos. O

3.2 Prova do Teorema Principal

Agora, com os resultados apresentados na secao [3.1 conseguiremos de-
monstrar o teorema que motivou esse estudo.

Teorema 3.15. Nao existem fluzos Anosov de codimensdo um em variedades
compactas com bordo.

Demonstracao. Seja M uma variedade compacta com bordo. Suponha que M
suporta um fluxo Anosov ¢ de codimensao um.

Vamos dividir a demonstracao em dois casos:
e CASO 1: dim(M) =3

Se dim(M) = 3 temos uma contradigdo pelo Corolario [3.12) pois qualquer
componente conexa de dM é uma superficie fechada invariante de ¢.

o CASO 2: dim(M) > 4

Se dim(M) > 4 temos uma contradigio pelo Coroldrio [3.3]e Teorema[3.14l De
fato, o Teorema garante que se ¢ é um fluxo Anosov de codimensao um em
uma variedade compacta com bordo de dimensao maior ou igual a 4, entao este
fluxo ¢ é transitivo. No entanto, pelo Corolério [3.3 nao existem fluxos Anosov
transitivos em variedades compactas com bordo.

Estas contradicoes provam o resultado. O



Consideracoes Finais

A referéncia [1], usada como base para o nosso trabalho, tem como objetivo
principal dar resposta a seguinte pergunta: Se M é uma variedade compacta com
bordo, entao M suporta fluxos Anosov de codimensao um?

A resposta para esta questao é negativa, conforme foi apresentado no Teorema
Neste trabalho mostramos que:

1. Nao existem fluxos Anosov transitivos em variedades compactas com bordo

(Coroldrio [3.3)).

2. Se ¢ é¢ um fluxo C' em uma variedade compacta M, N é uma subvariedade
fechada em M com dim(N) > 2 e N é um conjunto hiperbélico de ¢ com

dim(E?) = 1 para todo = € N, entao (bt‘ ¢ Anosov. (Proposicao|3.11
N

3. Nao existem fluxos C' em variedades compactas exibindo uma superficie
fechada como um conjunto hiperbélico (Corolério [3.12]).

4. O Teorema de Verjovsky também é valido para o caso de variedades com-
pactas com bordo. (Teorema |3.14])

5. A prova do Teorema [3.15] em dimensao igual a 3 segue do Corolario [3.12

6. A prova do Teorema|3.15/em dimensao maior ou igual a 4 segue do Corolario

e Teorema [3.14]

Ressaltamos que o estudo realizado neste trabalho foi para fluxos sem sin-
gularidades. As referéncias usadas nos permitiram saber que é possivel definir
fluxos Anosov para o caso com singularidades. Uma extensao natural sao os flu-
xos seccionalmente Anosov em variedades compactas com bordo. A partir disso,
uma pergunta razoavel é: Quais propriedades de fluxos Anosov em variedades
compactas com bordo podem ser estendidas para fluxos seccionalmente Anosov?
Como linha de pesquisa recente, isto pode constituir uma motivacao para estudos
posteriores.

26
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