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RESUMO

LIMA, Lazaro Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2019.
Interacao atrativa do tipo K, entre dois elétrons em duas dimensoes
espaciais: uma possivel aplicagao para a supercondutividade de altas
temperaturas criticas. Orientador: Daniel Heber Theodoro Franco. Coorien-
tador: Oswaldo Monteiro Del Cima

Neste trabalho, pretendemos estudar uma dinamica planar de um par de elétrons
interagindo por meio de um potencial atrativo do tipo Ky, em trés dimensoes
espago-temporais, onde K, ¢ uma funcao de Bessel modificada de segunda espé-
cie. Este potencial surge da aproximagao nao relativistica do potencial obtido
quando se estuda o espalhamento Mgller para um modelo na QE D3, com pre-
servagao de paridade e quebra espontanea de simetria U(1), e possivelmente tem
aplicagao em teorias que buscam explicar a supercondutividade de altas tempe-
raturas criticas. Pretendemos estudar a auto-adjuncao do hamiltoniano com o
potencial do tipo K em duas dimensoes espaciais, bem como estabelecer condi-
¢oOes necessarias e suficientes para a existéncia de estados ligados elétron-elétron,
e, para o caso de momento angular zero, calcular o nimero maximo destes esta-

dos.



ABSTRACT

LIMA, Lazaro Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2019. K-
type attractive interaction of two electrons in two space dimentions: a
possible application for high temperature superconductivity. Advisor:
Daniel Heber Theodoro Franco. Co-Advisor: Oswaldo Monteiro Del Cima

In this present work, we intend to study a planar dynamics of an electron pair
interacting through an attractive Ky-potential type, in three space-time dimen-
sions, where K is a modified Bessel function of second kind. This potential arises
from the non- relativistic approximation of the potential gotten by the study of
Mogller scattering for a (QF D3 model, with parity preservation and spontaneous
break of symmetry U(1), and possibly it has application in theories that intend
to explain the high critical temperature superconductivity. We intend to study
the self-adjointness of the Hamiltonian operator with an Ky-potential type in
two space dimensions and establish necessary and sufficient conditions to the ex-
istence of electron-electron bound states as well. For the case of zero angular

momentum, we intend to estimate the maximum number of bound states.
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Capitulo 1:

Introducao

Ha pouco mais de 100 anos, em 1908, o fisico neerlandés Heike Kamerlingh
Onnes (1853-1926) conseguiu a obtencao de hélio liquido, utilizando o processo
de Hampson-Linde [1]. Isto permitiu que varios metais fossem resfriados a tem-
peraturas bem baixas, abaixo de 4K. Na época, havia uma duvida quanto ao que
ocorreria com os materiais condutores caso fossem resfriados a temperaturas cada
vez mais baixas: a resistividade iria diminuir continuamente até zero no zero ab-
soluto, ou a resistividade deveria crescer indefinidamente devido a diminuigao da
mobilidade dos elétrons no interior do material [2]7 Motivado por essas questoes,
o proprio Onnes comegou a utilizar o hélio liquido para resfriar alguns metais a
temperaturas que nao haviam sido atingidas até aquele momento. A curva para
a resistividade obtida com experimentos com mercirio o surpreendeu, como se

mostra no grafico abaixo.
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Figura 1.1: Curva da resisténcia do mercurio em fungao da temperatura.
Fonte: https://infofavour.blogspot.com/2016,/01 /short-note-on- superconductivity-and.html

O mercurio foi um dos materiais que foram escolhidos por ser obtido com um
grande grau de pureza e, ao ser resfriado a uma temperatura em torno de 4,2K,
verificou-se que o comportamento da resisténcia contrariava as duas hipoteses
em que se acreditavam na época: houve uma diminuicao abrupta da resistivi-

dade, que caiu a zero. A temperatura de 4,2K para o mercurio foi definida como



temperatura critica. Este fendomeno s6 foi observado pela primeira vez em 1911.
Além do mercirio, outros materiais também foram submetidos ao resfriamento,
porém, tiveram uma resistividade residual, cuja causa Onnes atribuiu a impure-
zas contidas neles. Estas foram as primeiras observagoes do fendmeno que hoje
é conhecido como supercondutividade. A queda abrupta da resisténcia elétrica
nesses materiais nao é o unico fato intrigante que acontece. Ha também alguns
efeitos, como o comportamento do campo magnético no interior destes materiais,

COImo veremos a seguir.

1.1. Algumas caracteristicas de supercondutores

1.1.1. Efeito Meissner

Até 1933, nao havia ocorrido um avango significativo nos estudos sobre o feno-
meno da supercondutividade. Até esse periodo, acreditava-se que as previsoes
feitas para o comportamento magnético dos condutores também se aplicariam aos
materiais supercondutores. Mas isso nao foi o que se observou de fato, quando
Walther Meissner (1882-1984) e Robert Ochsenfeld (1901-1993) descobriram que
o campo magnético no interior dos supercondutores conhecidos até entao era
zero [1]. Isso sugeriu que um material supercondutor nao se caracterizava apenas
por ser um condutor de resisténcia nula: a supercondutividade era um novo estado
da matéria. O fato de o campo magnético ser zero no interior dos supercondu-
tores conhecidos até aquela época ficou conhecido como efeito Meissner. Este
efeito, porém, nao aparece para qualquer valor de campo externo aplicado, uma
vez que a partir do magnético critico, ocorre a perda do estado supercondutor. Os
materiais que obedeciam perfeitamente ao efeito Meissner e apresentavam uma
queda brusca na resisténcia elétrica ao serem resfriados abaixo da temperatura
critica ficaram conhecidos como supercondutores do tipo I, classe esta na qual se
encaixam praticamente todos os metais. A Figura 1.2 mostra as linhas de campo
no interior de um supercondutor do tipo I, para temperaturas acima e abaixo da

temperatura critica.
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Figura 1.2: Linhas de campo no interior de um supercondutor do tipo I, para temperaturas acima e abaixo da
temperatura critica
Fonte: [3]

Um pouco mais tarde, descobriu-se alguns materiais, que ficaram conhecidos
como supercondutores do tipo II, que nao seguiam o efeito Meissner perfeitamente
[4] abaixo da temperatura critica. De fato, para determinados valores de campo
magnético aplicado, o campo no interior do supercondutor poderia ser zero ou
diferente de zero, mantendo ainda o estado supercondutor, diferentemente do
que ocorria para os supercondutores do tipo I. De fato, ha trés valores de campos

criticos que sao relevantes para os supercondutores do tipo IT [1]:

i) He,, campo abaixo do qual o supercondutor do tipo II se comporta como o

supercondutor do tipo I, estado a que podemos chamar de estado Meissner;

ii) Hce,, campo maior que H¢, e, para campos aplicados que estejam entre esses
dois valores, o supercondutor estd num estado misto, havendo presenca de

campo magnético em seu interior;

iii) Heg,, campo maior que He,, e, para campos aplicados que estejam entre esses
dois campos, o material apresenta supercondutividade superficial e, para

campos aplicados maiores que H¢,, ocorre a perda do estado supercondutor.

A Figura 1.3 resume bem as caracteristicas do supercondutor tipo II em relacao
ao comportamento magnético em funcao do campo magnético externo aplicado
e mostra as diferencas do comportamento dos supercondutores do tipo II em

relacao aos do tipo I.
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Figura 1.3: Diferengas dos comportamentos dos supercondutores tipos I e II em relagdo aos campos magnéticos
aplicados.
Fonte: [1]

Além das caracteristicas mencionadas para o comportamento dos supercon-
dutores do tipo II, temos uma diferenca a mais em relagao aos do tipo I quanto
a resisténcia elétrica. Os do tipo II nao apresentam queda brusca da resisténcia

para zero, mas uma queda suave, diferentemente dos do tipo 1.

1.1.2. Comprimento de penetracao: as equagoes de London

O campo magnético no interior do supercondutor tem a tendéncia de se anular,
como ja explicado pelo efeito Meissner. Isso nao ocorre, porém, nas superficies
destes materiais, isto é, o campo magnético consegue penetrar um pouco pela su-
perficie dos supercondutores. Uma das primeiras teorias que conseguiu explicar
este resultado foi a teoria dos irmaos London [1], que obtiveram as equagdes que
carregam seus nomes em sua homenagem, partindo de observacoes puramente
fenomenologicas, conseguindo oferecer uma boa descricao para o fendmeno da
supercondutividade, sem, contudo, explicar sua origem. Um parametro impor-
tante para as equagoes de London, explicitadas abaixo, ¢ um fator A, que permite
verificar a penetracao do campo no interior do material no estado supercondutor.

Segue abaixo estas equagoes.

d 1
1



onde J é a densidade de supercorrente, E e B sao respectivamente o campo
Ty

HoNs€
e a carga dos portadores de carga responsaveis pelo estado supercondutor, os

elétrico e magnético e A = com m, € e, respectivamente a massa

2 )
¥
quais eram chamados de "superelétrons"e o parametro ng é a densidade de tais
portadores de carga.

Utilizando as equagoes de London, é possivel demonstrar que o campo mag-
nético decai exponencialmente no interior do supercondutor, permitindo obter
assim, através do parametro A, a penetragao caracteristica do campo no super-
condutor, que fica basicamente restrita a superficie. Além disso, devido ao decai-
mento exponencial, o campo se torna praticamente nulo no interior do material
no estado supercondutor, o que é a previsao do efeito Meissner obtida através das

equagoes de London.

1.2. A Teoria BCS: um importante passo para a

compreensao da supercondutividade

Uma das teorias que teve maior éxito em explicar o fendmeno da supercon-
dutividade foi a desenvolvida em 1957 pelos fisicos John Bardeen, Leon Cooper e
Robert Schrieffer, que ficou conhecida como Teoria BCS, em homenagem a seus
criadores. Ela teve éxito ao mostrar que os portadores de carga responsaveis
pelo fenémeno da supercondutividade eram na verdade pares de elétrons, que
ficaram conhecidos como pares de Cooper 2] e a formagao dos pares saia como
consequéncia da teoria, isto é, nao era uma hipotese da qual se partia.

A Teoria BCS mostrou que dois elétrons, mediados por um foénon da rede cris-
talina, podem interagir por meio de um potencial atrativo que supera a repulsao
Coulombiana, quando estes elétrons tem energias proximas as energias da superfi-
cie de Fermi [5]. Deve-se notar que atragao entre elétrons, mediada por féonons da
rede, foi primeiramente proposta pelo alemao Herbert Frohlich e que a diferenca
entre a atracao e a repulsao Coulombiana era a responsavel pela criacao de um
gap de energia, responsavel pela possibilidade da existéncia da condensacao do
par de elétrons [1].

A Teoria BCS consegue prever um Gap de energia para os supercondutores,



a temperatura zero, dado por [1]:
2A = 3,52K 5T, (1.2.1)

com Kp sendo a constante de Boltzmann e T, é a temperatura critica para a
transicao do material para o estado supercondutor. Quebrar o par de Cooper
significa fornecer uma energia com o valor do Gap para o par e este valor depende
da temperatura. O Gap de energia é maior a temperatura zero, quando nao ha
vibragoes da rede [1], e tende a diminuir & medida que a temperatura aumenta.
A Teoria BCS, além de conseguir dar uma explicagao satisfatoria do fenémeno
da supercondutividade, conseguiu obter como previsao o efeito Meissner, bem
como descrever o comportamento de vérios supercondutores conhecidos até aquele
momento, ganhando répida aceitacao no meio cientifico. Esta teoria foi além,
estipulando qual deveria ser a temperatura critica maxima que um supercondutor
poderia ter, afirmando que o fenémeno da supercondutividade nao deveria ser
observado & temperaturas maiores do que 30K [5]. Hoje, sabemos que esta teoria

se aplica muito bem aos supercondutores do tipo I.

1.3. Supercondutores de altas temperaturas criti-
cas

A Teoria BCS foi satisfatoria para explicar a supercondutividade por varios anos,
por obter 6timas concordancias com os dados experimentais, além de dar expli-
cagoes satisfatorias para varios efeitos que apareciam juntamente com a queda da
resisténcia a zero nos supercondutores, como por exemplo o efeito Meissner. Mas
em 1986, foi descoberto o primeiro supercondutor de altas temperaturas criticas,
o que permitiu que a Teoria BCS tivesse sua validade questionada, e levantou
dividas sobre até que ponto ela seria satisfatoria para explicar o fenémeno da
supercondutividade [1]. De fato, George Bednorz e Alex Miiller descobriram o
primeiro material que se tornava supercondutor a temperaturas acima dos 30K
previstos pela Teoria BCS, e o fato mais interessante era que o material era uma

cerdmica que era isolante em temperaturas normais [2].



Também em 1986, foi descoberto um outro material que apresentava o estado
supercondutor a temperaturas bem mais altas que os supercondutores convencio-
nais conhecidos até o momento. Os fisicos Paul Chu, Mang-Kang Wu descobriram
que o composto YBay,Cu3O7 apresentava o estado supercondutor na temperatura
de 93 K, temperatura mais alta que a do Nitrogénio liquido, que é de 77 K.
Estas descobertas, além de mostrarem que o mecanismo da supercondutividade
nao estava completamente compreendido, abriram um caminho para que ela fosse
produzida em condigoes mais faceis. Além disso, violando-se o limite na tempera-
tura critica que a Teoria BCS havia imposto, estas descobertas abriram caminho
para que se procurasse a supercondutividade em temperatura ambiente, o que
proporcionaria avangos tecnolégicos bastante signigicativos. Vale ressaltar que
todos os supercondutores de altas temperaturas criticas conhecidos pertencem a
categoria de supercondutores do tipo II.

E de se notar que, ainda que a Teoria BCS nao explique corretamente a
supercondutividade de altas temperaturas criticas, a condensacao de pares é fun-
damental para se compreender a supercondutividade a qualquer temperatura.
Mesmo que o mecanismo proposto por Cooper para a condensagao dos pares nao
seja valido para altas temperaturas criticas, ainda assim deve haver condensacao
de pares de elétrons, para que haja a supercondutividade [5].

Alguns dos supercondutores de alta temperatura critica conhecidos tem uma
estrutura de planos de cobre-oxigénio separados por planos de outros éxidos e
terras raras, o que nos sugere uma dinamica planar [6]. Por isso, neste trabalho,
utilizaremos resultados obtidos a partir de uma eletrodinamica quéantica planar
(QEDs), e, uma vez que sao os pares de elétrons os responsaveis pela supercon-
dutividade, buscaremos condigdes necessarias e suficientes para a existéncia de
estados ligados elétron-elétron, bem como o limite do nimero de estados ligados.
Os estudo da possibilidade de existéncia de estados ligados sera feito no regime
nao relativistico, utilizando a versao de duas dimensoes espaciais da equacao de
Schrodinger, uma vez que esperamos obter energias da ordem de meV, compati-
veis com os dados experimentais de supercondutores de alta temperatura critica

conhecidos, para que possamos aplicar nosso modelo a esse fendmeno.



1.4. Aplicacoes dos supercondutores

Uma das aplicacoes mais 6bvias que se pode pensar para a supercondutividade
é a transmissao de energia elétrica sem perdas, uma vez que a resisténcia neste
estado é zero. Isto, infelizmente, ainda nao estd economicamente vidavel, uma
vez que resfriar varios quilémetros de materiais supercondutores nao é barato.
Esta aplicacao torna-se mais interessante a medida que novos supercondutores,
com maiores temperaturas criticas, sao descobertos. Claro que supercondutores a
temperatura ambiente, caso sejam descobertos, permitirao a aplicagao ideal para
a transmissao de energia elétrica.

Outra aplicacao, mais factivel para os supercondutores atualmente conheci-
dos, é a geragao de energia elétrica, utilizando estes materiais para a confecgao de
geradores mais leves, menores e com maior eficiéncia do que os que se tem atu-
almente. A empresa estadunidense de engenharia elétrica GE Power Conversion
vem trabalhando para a confec¢ao destes geradores. [2,7].

Os supercondutores também podem ser utilizados na levitagao magnética de
trens, uma vez que correntes altas podem ser obtidas. Hoje ja se usa magnetos
convencionais, mas utiliza-los apresenta algumas desvantagens em relagao a uti-
lizacao dos supercondutores, uma vez que os magnetos convencionais precisam
ser bem maiores e desperdicam uma grande parte da energia elétrica utilizada
na forma de calor, o que torna a utilizacao de supercondutores, neste caso, bem
interessante [2].

Aqui, foram mostradas apenas algumas breves aplica¢oes de supercondutores,
onde eles ja sao usados e onde espera-se que possam ser utilizados num futuro
proximo. Fica evidente que o fenémeno da supercondutividade nao é motivado
apenas pelo interesse de se desvendar os mecanismos pelos quais ela ocorre, por
pura curiosidade. Entender como se da o fenémeno da supercondutividade, bem
como a descoberta de materiais que apresentem-na a temperaturas criticas cada
vez mais altas, até chegar quem sabe, na tao sonhada supercondutividade a tem-

peratura ambiente, é algo fundamental para avancos tecnologicos e cientificos.



1.5. O potencial de interacao

A Teoria BCS foi um grande avanco para a compreensao deste fendémeno, mas
ainda faltam explicacoes satisfatorias para a supercondutividade de altas tempe-
raturas criticas e, para isso, algumas teorias ja foram desenvolvidas. Como ja
mencionado em [8], alguns autores propuseram alguns modelos, como foi o caso
de Anderson [9], que propos que o estado de camada ressonante de valéncia nos
oxidos supercondutores ou o estado quantico liquido de spin de Mott poderiam
ser levados a um estado supercondutor por um processo de dopagem. Mas esta
proposta se mostrou eficaz apenas a temperatura zero.

Também na tentativa de explicar a supercondutividade de altas temperatu-
ras criticas, foram desenvolvidos modelos baseados na (QE D3, uma vez que estes
supercondutores apresentavam estruturas praticamente planares. Foram usadas
abordagens que se baseavam nos modelos de Maxwell-Chern-Simons, para gera-
rem massa para o féton, contornando o surgimento de um potencial confinante
para a interagao e levando a um potencial de ligagao [8]. Estes modelos previ-
ram a existéncia de estados ligados elétron-elétron, a principio satisfatorios, mas
depois algumas controvérsias surgiram.

A fim de evitarmos todas as dificuldades que podem surgir dos tratamentos
mencionados acima, seguiremos o que foi proposto em [8], onde se considera um
modelo de preservagao de paridade com quebra espontanea de simetria-U(1) com
um potencial de sexta poténcia. O mecanismo de quebra da simetria-U(1) local
da origem a um boéson do tipo de Higgs e da origem a um féton massivo, o que
evita o aparecimento de um potencial confinante do tipo logaritmo.

Usando a aproximagao nao relativistica do potencial que surge quando estu-
damos o espalhamento Mgller, cujos detalhes podem ser encontrados em [10, p.
276, obtemos um potencial atrativo em duas dimensoes espaciais para a intera-
¢ao entre os elétrons, representado por uma fungao do tipo Ky, que é uma funcao
de Bessel modificada de segunda espécie. De fato, podemos dizer que o potencial
V de interacao é dado por

V(r) = —aKo(Br), (1.5.1)

onde r é a distancia entre os elétrons, a é uma constante positiva, com dimensao



de energia, que mede a "forca"da interagao, e § é uma constante positiva com
dimensao de inverso de comprimento, e esté relacionada com a massa do mediador
da interagao.

Segue abaixo um gréafico da fungao —Kj, onde fazemos as constantes o e (3

com valor igual a 1.

Kgiryvsr

-Kolr)
F S
—
1

Figura 1.4: O potencial de interagdo, quando fazemos a =1e 8 = 1.

De acordo com [11], a fun¢do Kj pode ser dada por uma série da forma

Ko(z) = = {In (g) +7} Io(Z)—l-éf;—l-(l + %) ((%*22!2)>22+(1 + % + %) <(‘l*32!2))23+- >
(1.5.2)
onde
=1t 2o G GE) (1.5.3)

(1) (22 - @)
e v é uma constante cujo valor é 0,5772156649... [11]. Além disso, em [11, p. 378§],
podemos ver que o comportamento assintotico da fun¢do Ky(z) quando z — oo

é dado por

T 1 9 9 % 25
Ko(2) ~ 4/ e 41— — - 1.5.4
o(2) ~ 4/ 55¢ { 32 T8 T 3I(8p } ’ (1.5.4)
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Ainda, podemos ver que

d
%Ko(m) = —Ki(z), (1.5.5)

onde K;(x) é a fungdo modificada de Bessel de segunda espécie de ordem 1, cujos
detalhes podem ser encontrados em [11]. E de se notar que, como comportamento
geral, o potencial dado por (1.5.1) tende ao infinito para r tendendo a zero, de
acordo com (1.5.2). Além disso, pode-se notar que este potencial tende a zero
para r tendendo ao infitito, de acordo com (1.5.4).

E evidente a dificuldade de se trabalhar analiticamente com um potencial do
tipo Ky, como se pode ver pela complexidade das expressoes (1.5.2) e (1.5.3). Mas
em muitos casos, como alguns que serao considerados neste trabalho, no momento
em que estudarmos a auto-adjun¢ao do hamiltoniano, por exemplo, poderemos
utilizar apenas o comportamento assintético, para pequenos ou grandes valores

dos argumentos de tais fungoes.
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Capitulo 2:

Alguns resultados matematicos

2.1. Elementos de Analise Funcional

2.1.1. Espacos de Banach e espacos de Hilbert

A mecéanica quantica esté apoiada em conceitos e resultados da Anélise Funcional.
Um dos espagos mais importantes que utilizamos, por exemplo, é o espago Lo, que
é um espaco de Hilbert, frequentemente chamado de espaco das fungoes que sao
quadrado-integraveis. Outros conceitos bastante utilizados sao os de operadores
hermitianos e operadores auto-adjuntos, conceitos estes que faremos disting¢ao
nesta segao, onde daremos alguns elementos de Analise Funcional, com defini¢oes

formais e alguns exemplos.

Definicao 2.1.1. Um espago vetorial sobre um corpo K € um conjunto nao vazio
X de elementos x,y, z... com algumas operagoes chamadas de adigcao vetorial e
multiplicacao de um vetor por escalares a, 3, que sao elementos de K, de modo

que:
i) aty=y+a;
W) r+ (y+2)=(x+y)+z;
iii) existe um vetor nulo, 0, tal que x +0 =z ez + (—z) = 0;
i) a(fr) = (af)z;
v) existe um elemento identidade 1 € K, tal que 1 -z = x;
vi) oz +y) = axr + ay;

vii) (a+ B)r = ax + fu.

12



Definigao 2.1.2. Um espag¢o normado (X, || ||) € um espaco vetorial em que
se pode definir uma fun¢ao chamada norma (||e||), que associa a cada elemento

x,y € X um nimero real, obedecendo as sequintes propriedades’
i) [lz]|= 0;

i) ||z]|=0 <=2 =0;

iit) e |[= [ed[|]l;

w) ||z 4+ y||< ||lz||+]lyll (Desigualdade triangular).

Por simplicidade, utilizaremos X como representante do espago normado, em

vez de (X, | ).

Definicao 2.1.3. Seja C o conjunto dos complexos®*. Um espago com produto

interno X definido sobre os complexos, também chamado de espaco pré-Hilbert
complexo, € um espago vetorial em que se pode definir uma fungao (a,«) : X x X —
C chamada de produto interno, que associa a cada (x,y) € X x X um escalar,

obedecendo as sequintes propriedades:
i) (x+y,2) = (r,2) + (Y, 2);

i) (z,ay) = alx,y);

) (x,y) = (y,2);
w) (x,x) >0 e (v,2) =0<= 2 =0.

E facil verificar que uma norma pode ser derivada do produto interno, se
fizermos ||z||= \/(x, x), bastando observar que \/(z, z) satisfaz as quatro propri-
edades de norma. Isto nos permite concluir que todo espagco com produto interno
também é um espacgo normado. Além disso, todo espago normado e todo espaco
com produto interno também sao espacos métricos, uma vez que com a norma
é possivel definir uma métrica, cujo conceito pode ser encontrado no Capitulo 1
de [12]. O conceito de norma nos permite ainda fazer a definicdo de uma bola

aberta.

!Separamos aqui as propriedades i) e ii) para destacar a importancia da propriedade ii). De
fato, uma seminorma nao precisa satisfazer a propriedade ii).

2Em vez de C, podemos usar também o conjunto R e, nesse caso, o espaco pré-Hilbert é dito
real.
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Definigao 2.1.4 (Bola aberta). Seja um ponto x¢ de um espago vetorial nor-
mado X . Dizemos que a bola aberta centrada em xq e raio r é o conjunto B(zg, 1)
dado por

B(zg,r) ={z € X : ||z — xo||< 7}

Com a definicao de bola aberta, podemos fazer a seguinte

Definicao 2.1.5. Seja X C M, com M um espago normado e seja x € M.
Dizemos que x € um ponto aderente de X se qualquer bola centrada em x contiver

pelo menos um ponto de X.

Nota. Caso ocorra que qualquer bola centrada em um x € M contenha pelo
menos um elemento xy € X diferente de x, dizemos que x é um ponto de acu-
mulacao de X. Com isto, vemos que todo ponto de acumulacao é também um
ponto aderente, mas nem todo ponto aderente é um ponto de acumulacao. Por
exemplo, se consideramos X = {0}, segue que 0 é um ponto aderente de X, mas
nao é um ponto de acumulagao de X. Para maiores detalhes, consulte [13, p. 53].
Além disso, podemos ver que qualquer elemento de X é um ponto aderente do

proprio X.

Defini¢ao 2.1.6. Sejam X, M espacos normados e seja X C M. Seja X o
conjunto dos pontos aderentes de X. Dizemos que X € denso em M se X = M.
Dizemos que M € um espaco separdvel se existe um subconjunto denso de M que

é contdvel 3.

Exemplo 2.1.1. Considere o conjunto dos reais R com norma definida por
|z||= |z|, para x € R. Considere também o conjunto dos racionais Q. Cada
bola centrada em um numero irracional contem um ntmero racional. Isto nos
permite concluir que todos irracionais (além dos proprios racionais), sdo pontos
de acumulacao de Q. Além disso, a unidao dos racionais com os irracionais nos
dé os reais, o que nos permite concluir que QQ é denso em R. Ainda, como Q é

contavel, segue que R é separavel.

Definicao 2.1.7. % Seja X um espaco normado. Uma sequéncia de elementos

de X € uma funcao x : N — X, que associa a cada natural n um elemento

3Dizemos que um conjunto S é contavel quando podemos estabelecer uma funcao f injetora
f:95—=N
4As definigoes de sequéncia aqui dadas foram adaptadas de [13, p. 23]
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z, € X. Denotamos a sequéncia por (x,). Dizemos que uma sequéncia em X €
convergente se existe um x € X tal que dado um ¢ > 0, existe um Ny € N tal
que n > Ny = ||, — z||< €. Em outras palavras, uma sequéncia em X ¢é dita

convergente se possui um limite em X.

Até o momento, ainda nao falamos de espacos de Banach ou espacos de Hil-

bert, porque ainda precisamos da seguinte

Definigao 2.1.8. Uma sequéncia (x,) num espago normado X é dita uma sequén-

cia de Cauchy se, para todo € < 0 existe um N tal que, para quaisquer m,n > N,
|zn — zml||< € . (2.1.1)

Um espaco normado X € dito completo se toda sequéncia de Cauchy é convergente
nesse espago, isto €, se (x,) € uma sequéncia de Cauchy em X, entdo se existe

um x € X tal que x,, — x quando n — 0o, dizemos que X € um espago completo.

Definicao 2.1.9. Um espaco de Hilbert € um espaco com produto interno que €
completo. Um espaco de Banach é um espago normado que é completo. Disto,

decorre que todo espago de Hilbert também é um espaco de Banach.

Exemplo 2.1.2. O espacgo formado pelo conjunto dos reais munido da operagao
(x,y) = zy é um espago com produto interno e, portanto, um espago normado,
cuja fungado norma pode ser definida por ||z||= |z|. Além disso, é um espago
completo, o que o faz ser um espaco de Hilbert e, como consequéncia, um espago
de Banach. Se consideramos agora o conjunto R\N, que é o conjunto dos reais,
com excecao dos naturais, temos um espaco que nao é completo. De fato, a
sequéncia x, = l é de Cauchy, pois, tomando N = 2/e, temos que, se m,n > N,

n

Mz
—|+|=|<z+==c¢
n m

1 1H
- —| <
n m

€ €
2 2

1
mas o limite da sequéncia x, = — é zero quando n — oco. De fato, tomando
n

Ny = 1/e, temos

1 1
——OH:—<5.
n n
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Disto, concluimos que R\N nao é completo, como ja era esperado, obviamente.
Entretanto, ainda que esse espago nao seja completo, ele pode ser completado,
acrescentando novamente os naturais. Este fato vale para qualquer espago nor-
mado, isto é, qualquer espaco normado pode se tornar um espaco de Banach,
como se pode ver em [12, Teorema 2.3-2]. Além disso, todo espago pré-Hilbert
pode se tornar um espaco de Hilbert, como é explicitado na referéncia [12, Teo-

rema 3.2-3. |

O espaco Lo, que € o mais importante para a mecanica quantica, sera mostrado

no seguinte exemplo, que pode ser encontrado com mais detalhes em [12].

Exemplo 2.1.3. Considere o espago das funcoes continuas reais no intervalo real

[0, 1], denotado por C|0, 1], com produto interno

A norma derivada deste produto interno é

lel= / £(t)2dt.

Vamos mostrar que este espago nao é completo. De fato, considere uma sequéncia
de funcgoes

0, se 0 <t<1/2

f®) =920t —n, sel/2<t<1/2+1/2n

, sel/2+1/2n<t<1

A proxima figura nos da uma ideia do comportamento geral da funcao f,,. E de

se notar que, para qualquer n, temos que f, € C[0, 1].
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N
N[
B

Figura 2.1: Comportamento geral da fungdo fy (t).

Nao é dificil ver que a sequéncia de fungdes (f,,) é de Cauchy. Para isto, basta
calcular o limite de (f,, — fn, fn — fm) quando n,m — oo. De fato, supondo, sem

perda de generalidade, que n > m,

bt 1\ [ 2
<fn—fm,fn—fm)—/ (2n—2m)* |t — = dt—i—/ (1 —2mt +m)” dt.
1/2 2 3+tan
2 ' 2n
(2.1.2)
Estas integrais podem ser resolvidas trivialmente fazendo a mudanga de variaveis
1
z=1— 5 e nao ¢ dificil ver que o limite de (2.1.2) é zero, quando n e m tendem
ao infinito. Isto nos mostra que a sequéncia de fungoes (f,) é uma sequéncia de
Cauchy. Intuitivamente, esta sequéncia de funcoes nao pode convergir para uma
funcao continua. Esperamos que, quando n tenda para o infinito, a fungao tenha
1
uma descontinuidade no ponto t = 7 Vamos mostrar que esta sequéncia nao
pode convergir para uma funcao continua. Com efeito, se a sequéncia converge
para uma funcdo continua f, devemos ter que ||f, — f||— 0 quando n — oc.

Temos que

1 — flP= / g /

e, quando n tende ao infinito, a integral do meio se anula, uma vez que serd uma

1

((2nt—n)—f)2dt+/ (1— f)2dt.

1 1
PR

1
+an

N

funcao limitada integrada em intervalos cada vez menores. Além disso, o intervalo

de integracao da terceita integral tende para o intervalo [%, 1] Logo, a funcao f,
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continua & priori, deve ser zero quando 0 <t < % e deve ser 1 quando % <t<l1.
Evidentemente, a funcao f nao é continua e isso nos permite concluir que o espago
das fungbes coninuas C[0, 1], munido do produto interno aqui definido, nao é
completo. Isto pode ser generalizado facilmente para o espago Cla, b], podendo a
e b serem infinito. Mas os espagos Cla, b] podem ser completados [12], e com este
produto interno, geram o espago Ls[a, b], que, sendo completo e com um produto
interno, se torna um espaco de Hilbert. E este espaco onde estdo as funcoes de

onda da mecéanica quantica, que devem ser quadrado integraveis. [ |

2.1.2. Os espacos L, e Lﬁfc

O Exemplo 2.1.3 nos mostrou o espago onde vivem as fungoes de onda da mecéanica
quantica. O espago Lo pertence a uma classe mais geral de espagos, os quais
chamamos de espagos L,, que sao espacos de Banach. O espaco Ly tem uma
caracterfstica especial em relagao aos outros espagos L,: ele é o tnico destes

espagos que é um espaco de Hilbert. A definicao dos espacos L, segue abaixo.

Definicao 2.1.10. Chamamos de espagos L,(S), S C R™, para qualquer 1 < p <

0o real, 0s espacos de Banach das funcoes f: S — C cuja integral

([iswp) <o

A norma de tais funcgoes € definida da forma

171 ( [ircora) " (213

Se consideramos p = 0o, temos o espaco das fungoes essencialmente limitadas,
isto €, fungoes que sao limitadas, exceto possivelmente em um conjunto de medida

zero ° (a Lebesgue), ou seja, [ € Lo se existir uma constante M tal que
flz) < M, (2.1.4)

exceto num conjunto de medida zero . A norma no espaco Lo, € dada pelo menor

5Nao mencionamos nada sobre medida, ou conjuntos mensuréveis, por fugir do escopo deste
trabalho. Para maiores detalhes, consulte [14]
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valor dos M que respeita (2.1.3).

Exemplo 2.1.4. Considere a funcao f : R — R dada por

x, se x € QQ;

1, caso contrario.

Evidentemente, esta fungao nao é limitada. Mas, como o conjunto dos racionais
tem medida zero (a Lebesgue), esta funcdo é essencialmente limitada e pertence

a0 espago L. (R) e sua norma é dada por || f||.= 1. |

Exemplo 2.1.5. A fungdo f : R — R, f(¢t) = 1 ndo pertence ao espago L;(R).
De fato, esta fun¢ao nao pertence a nenhum espago L,(R), com excegao do espaco
Lo (R), uma vez que a integracdo dela em toda a reta resulta em infinito para

qualquer 1 < p < o0. [

O exemplo anterior nos mostrou o exemplo de uma funcao que nao pertence
aos espagos L,;,, com exce¢ao do L,. Mas pode haver situacoes que nao precisamos

de uma exigéncia tao forte. A préxima definicdo nos mostra uma condi¢ao mais

loc

"> 1sto é, uma fungao que ¢ localmente

fraca, o conceito de uma funcao que é L
L,.

Definicao 2.1.11. Dizemos que a fungao f : D(f) C R* — C € localmente L,

se, para qualquer conjunto compacto® K C D(f) tivermos

Jir@pde < o

Neste caso, dizemos que [ pertence ao conjunto espaco LéOC(D(f)).

Exemplo 2.1.6. No Exemplo 2.1.5, vimos que a func¢ao l4 definida nao podia ser
L,(R). Mas, evidentemente, a funcdo 14 definida é LLOC(R), para qualquer valor

de p > 1. [ |

2.1.3. Operadores lineares e auto-adjuncao

Os operadores que lidamos comumente na mecanica quéntica sao lineares, como

por exemplo o operador hamiltoniano, o operador potencial, ou o operador de evo-

6No R”, um conjunto compacto é o mesmo que um conjunto fechado e limitado.
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lucao temporal. Por isso, vale a pena darmos uma breve introducao formal aqui,
para que possamos depois estabelecer uma distingao entre um operador hermiti-
ano de um operador auto-adjunto. Em muitos textos de mecéanica quantica, como
em [15], € comum vermos afirmagoes de que os observaveis na mecéanica quantica
sao operadores hermitianos, mas isso nao é verdade. Como veremos posterior-
mente, operadores, para representarem observaveis, devem ser auto-adjuntos. A

hermiticidade é apenas uma condicao necessaria.

Definicao 2.1.12. Sejam X,Y dois espagos vetoriais. Um operador linear T :
X =Y € uma aplicagao que, dados x,y € X e um escalar o, obedece as sequintes

propriedades:
i) T(x+y) =Tz +Ty;
it) Tz = T(ax).

Dizemos que X € o dominio de T, e frequentemente denotamos por D(T). Dize-
mos que Y € o contradominio de T. Denotamos por R(T') o conjunto imagem de
T, sendo este tultimo o conjunto de todos os vetores z em Y para os quais existe

um x € D(T) tal que z = Tx.

Definigao 2.1.13 (Operadores limitados). Seja T : X — Y um operador
linear, com X,Y espacos normados. Se para qualquer x € X e para algum M > 0

tivermos

ITz|y < M||z|x, (2.1.5)

dizemos que T € limitado. Definimos como a norma de T’ por
|T)|=inf{R>M >0:||Tz|y< M|z|x} (2.1.6)

Caso nao exista nenhum M que satisfaca a desigualdade dada por (2.1.5), dizemos

que T € um operador limitado.

Exemplo 2.1.7. O operador derivada segunda no espaco L»[0, 7], com domi-
nio definido pelas fungoes que sdo duas vezes diferenciaveis no intervalo [0, 7] é

ilimitado. De fato, considere a sequéncia de fungoes f,,(z) = cos(nz). Temos que

d*f,
dx?

= [|=n? cos(nz)||= n’||cos(nz)||= n*|| full,
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e, como o valor de n pode ser arbitrariamente grande, concluimos que o operador

derivada segunda neste espago ¢ ilimitado. [ |

Definicao 2.1.14. Dizemos que um operador S € uma extensao de um operador
T se D(T) C D(S) e, para todo x € D(T), temos Tax = Sx. Em contrapartida,

dizemos que T' € uma restricao de S.

Definicao 2.1.15. Sejam T : X1 — X5 e S : Xy — X; dois operadores lineares,
onde X1 e Xy sao espacgos de Hilbert. Dizemos que S € um operador formalmente

adjunto de T se
<Tx7y>X2 = (x,Sy>X1

para quaisquer x € D(T) ey € D(S5).

Definicao 2.1.16. Dizemos que o operador T é o operador adjunto de T', den-
samente’ definido em um espaco de Hilbert X, se T* é um operador formalmente
adjunto de T' e além disso, para qualquer operador S, formalmente adjunto de T,
verificarmos que D(S) C D(T*). Em outras palavras, o dominio do adjunto deve

conter o dominio de todos 0s outros operadores formalmente adjuntos.

Definigao 2.1.17. Um operador T é dito hermitiano se para todos z,y € D(T) C
X temos

(Tz,y) = (z,Ty). (2.1.7)

Um operador € simétrico se € hermitiano e se seu dominio de definicdao € denso

em X.

Podemos ver que um operador hermitiano é, por definicao, um operador for-
malmente adjunto de si proprio, mas note que nao é necessariamente o seu proprio
adjunto, devido ao seu dominio de definicao. Além disso, deve-se tomar um certo
cuidado de se avaliar o dominio de defini¢do de um operador que satisfaz a (2.1.7).
De fato, se algum operador é ilimitado e satisfaz a esta expressao, ele nao pode
ser definido em todo o espaco de Hilbert, como nos mostra o seguinte Teorema,

cuja prova pode ser encontrada em [12].

"Para que um operador admita a existéncia do adjunto, ele deve ser densamente definido no
espago de Hilbert X. Ser densamente definido significa que D(T) é denso em X. Para mais
detalhes, consulte o Capitulo 10 de [12].
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Teorema 2.1.1 (Hellinger-Toeplitz). Se um operador linear T € definido em

todo o espago de Hilbert X e satisfaz (2.1.7), entao T é limitado.

De posse de todas as defini¢oes anteriores, podemos dar a definicdo mais

importante desta secao.

Definicao 2.1.18. Dizemos que um operador é auto-adjunto se ele é o adjunto de
si proprio, isto é, T é auto adjunto se T = T*.® Dizemos que T € essencialmente

autoadjunto se T' possui uma unica extensao auto-adjunta.

E necesséario que fique clara a distincdo entre um operador hermitiano, ape-
nas, e um operador auto-adjunto. Como dissemos, um operador hermitiano nao
necessariamente é o adjunto de si proprio e é preciso que se olhe cuidadosamente
para o dominio de tais operadores. De fato, podemos afirmar que todo operador
auto-adjunto é hermitiano, mas nem todo operador hermitiano é auto-adjunto.
Note, porém, que esta distingao s6 se faz necessaria em espacos de dimensao in-
finita, uma vez que em espagos de dimensao finita, ser hermitiano implica em ser
auto-adjunto e vice-versa. O proximo exemplo nos mostra a aplicagao de algumas

das mais importantes definicoes que foram dadas nessa secao.

Exemplo 2.1.8 (Gieres, [16]). Considere o espago de Hilbert Ls[—a, a] definido
2

sobre os reais. Considere o operador T' = cujo dominio ¢ dado por?

dz?’

2

D(T) = {w € AC[—a,d]: Y € AC[—a,a] e Y(—a) = Y(a) = 0} .

dax?

Vamos mostrar que T é auto-adjunto neste dominio. De fato, temos que

a d2
(n,Te) = / n#ﬁdw

- [ ot + [0 @)~ -0 P -a)

R d¢ d¢
= T06) + @@ - (-0 -a).
e, como temos (T*n,¢) = (n,T¢), e como na definicdo do dominio de 7" néo

fizemos nenhuma restricdo sobre a derivada das fung¢oes que pertencem D(T),

8Com T = T*, queremos dizer que D(T) = D(T*) e que para todo z € D(T), Tx = T*z.
9Usamos o espaco das funcoes absolutamente continuas, AC, porque este espaco é denso no
espago Lo e além disso, em AC a integragao por partes esta bem definida (veja Cap. 3 de [17]).
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segue que 7(a) = n(—a) = 0. Isto nos mostra que D(T*) = D(T). Além disso,
T e T* definem a mesma regra, isto é, T¢p = T*¢. Logo, T é auto-adjunto
no dominio definido. Notemos que se tivéssemos definido o operador 1" com o

dominio
d*y /
Dy(T) = {@/} € AC[—a,al : e € AC[—a,al] , ¥(Fa) =9 (fa) = 0} ,

nao terfamos um operador auto-adjunto, uma vez que o dominio nao conteria o
dominio de todos os outros operadores formalmente adjuntos. Evidentemente,

nesta situagao, o operador 1" seria apenas hermitiano. [ |

Gostarfamos de frisar a importancia de se observar o dominio de aplicagao
dos operadores, pois a falta de rigor pode nos levar a alguns paradoxos, como

discutidos em [16,18,19].

2.1.4. Propriedades espectrais de operadores auto-adjuntos

Frequentemente faz-se a afirmacao de que o espectro dos operadores hermitianos
é real. Isto é verdade apenas para uma parte de seu espectro, a qual chamamos
de espectro discreto, os conhecidos auto-valores dos operadores. De fato, como
veremos adiante, o espectro dos operadores auto-adjuntos esta inteiramente con-
tido nos reais, enquanto o espectro dos operadores apenas hermitianos pode ter
uma parte que é imaginaria, quando trabalhamos com espagos de Hilbert defini-
dos sobre os complexos, que é o caso da mecanica quantica. Temos uma diferenca
importante entre estes dois tipos de operadores, uma vez que, de acordo com um
dos postulados da mecanica quantica, os resultados que podem ser mensurados
experimentalmente para a grandeza que um operador representa devem ser um
dos valores do espectro de tal operador. Obviamente, o que vai ser mensurado
deve ser real. Isto traz uma importancia a mais para olharmos o dominio em
que vamos definir nossos operadores. A proxima defini¢ao, como pode ser vista
em [12], nos mostra o que queremos dizer quando falamos de espectro de um

operador.

Definicao 2.1.19. Seja X um espaco normado nao vazio definido sobre os com-

plezos e seja T : D(T) C X — X um operador linear. Considere o operador
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Ty =T—M\, com I o operador identidade e A um complexo. Chamamos A de um
valor reqular de T se (Ty)~! existe, € limitado e é definido em um conjunto que
€ denso em X e chamamos o conjunto de todos os A que sao valores requlares de
T de conjunto resolvente de T, denotado por p(T). O conjunto o(T) = C\ p(T)
¢ chamado de espectro de T'. O conjunto o(T) ainda pode ser dividido em trés

conjuntos disjuntos, sendo eles:

e o(T),, o espectro discreto de T, sendo o conjunto dos X para os quais (Ty)™*

nao existe. \ nesse caso é chamado de auto-valor de T';

e 0.(T), o espectro continuo de T, sendo o conjunto dos \ para os quais (Ty) ™!

existe, mas nao € limitado;

e 0.(T), o espectro residual de T, sendo o conjunto dos \ para os quais (Ty)™!

existe, podendo ser limitado ou nao, mas D ((Ty)™!) nao é denso em X.

Nota. Podemos encontrar algumas vezes a divisao do espectro em dois conjuntos
disjuntos, sendo o primeiro o conjunto de todos os auto-valores de T' com multipli-
cidade finita, que nesse caso é chamado de espectro discreto, e um outro conjunto,
denotado por o.s(7T), chamado de espectro essencial de T, formado pelos auto-

valores de multiplicidade infinita, juntamente com os pontos de acumulacao de

a(A).

Como vimos, o espectro nao é formado apenas pelos auto-valores do operador.
Por mais que os operadores puramente hermitianos possam ter auto-valores reais,
o seu espectro residual pode ser complexo. Este problema nao existe para os

operadores auto-adjuntos, como se mostra no seguinte

Teorema 2.1.2. O espectro o(T) de um operador linear auto-adjunto T € real e

fechado.

A demonstragao do Teorema anterior pode ser apreciada no Capitulo 10
de [12]. Além de tudo o que se expds sobre o espectro, ha um outro fato que nos
motiva a utilizarmos operadores auto-adjuntos na mecéanica quantica. De fato,
como consequéncia do Teorema de Stone para grupos unitarios uni-paramétricos
fortemente continuos [20,21], a dinAmica quantica existe se, e somente se, 0 ope-
rador hamiltoniano for auto-adjunto. Para maiores detalhes, consulte as referén-

cias [19,22,23]. Por isso, uma de nossas motivac¢oes neste trabalho é provar a
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auto-adjuncao do operador hamiltoniano com o potencial do tipo K, dado por

(1.5.1).

2.2. A equacao de Schrodinger em duas dimensoes
espaciais para duas particulas

Desenvolveremos nesta seg¢ao alguns resultados sobre a equagao de Schrodinger
em duas dimensoes espaciais. Apesar de ser um procedimento que pode ser
encontrado em muitos livros, ou na referéncia [6], vale a pena refazé-lo, uma
vez que os resultados aqui obtidos serao constantemente usados e referenciados
ao longo do texto. Além disso, gostariamos de ressaltar que a definicao dos
dominios onde os operadores atuam nao serd uma preocupacao nesta secao, onde
suporemos que as fungoes consideradas atendem todos os requisitos.

A equagao de Schrodinger tem a forma geral

o
h— = HU 2.2.1
1h 5 ( )

onde H é o operador hamiltoniano, que deve ser auto-adjunto. Além disso, esse
operador é relacionado com a energia do sistema e, para um sistema de duas

particulas com massas iguais m., ¢ dado por

2 2

p
H=_—+— 2.2.2

onde P é o momento linear do centro de massa sistema, p € o momento relativo
ao centro de massa, M ¢é a massa total do sistema, cujo valor é 2m,, enquanto que
i € a massa reduzida e vale % e V é o potencial de interacao a que as particulas
estao submetidas, que neste caso, consideramos apenas dependente da distancia
entre elas. Este hamiltoniano surge quando consideramos que as coordenadas
independentes a serem utilizadas sao a posi¢cao do centro de massa, representada
por R e a coordenada 7, que marca a posicao relativa entre as duas particulas.
A funcao de onda, & priori, deve depender das coordenadas ﬁ, 7 e do tempo
t. Para resolver a equagdo de Schrodinger dada pela Equagao (2.2.1), podemos

—
—\

usar o método de separagao de variaveis e dizer que V(R,7,t) = ¢(é)w(r)n(t).
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Além disso, sabemos que os operadores P? e p? sao dados, respectivamente, por

—hQV% e —h*V2. Isso nos permite escrever a Equacdo (2.2.1) da forma

d h? h?
ihgp=l =~ Un V6 - 30NV + GUnV(r), (2.2.3)

onde suprimimos os argumentos das fungoes ¢, ¥, n, por simplicidade. Podemos
dividir ambos os membros de (2.2.3), de modo a obter
L _ 1, 1

2

A expressao em (2.2.4) s6 pode ser verdadeira caso ambos os membros sejam
iguais a uma constante. Chamaremos esta constante de Fr, a qual relacionamos
a energia total do sistema. Isto nos mostra que as fungoes n dependem dessa

constante FEr e sao dadas por

iBr,

n:Ae_h ,

onde A é uma constante. De (2.2.4), temos

I 1V2¢ h21V2w+V()—E (2.2.5)
2M¢ R‘ 2Mw 7 r) = T, L.

2

e, novamente, a tnica possibilidade é —W$V2R¢ ser uma constante, da mesma
2

maneira que —2—EV727¢ + V(r), e a primeira, podemos dizer que vale E¢cys, que
I

esta relacionada com a energia do centro de massa e a segunda, chamaremos
simplesmente de £ = Er — Ec)yy. A parte relativa ao centro de massa nao nos diz

nada em especial sobre os estados ligados. Vamos nos concentrar agora apenas

na equacao
A1
———V,%z/J +V(r)=FE, 2.2.6
5 (r) (2.2.6)
que pode ser reescrita como
]‘;L2
—@V%(F) + VI(r)e(r) = Ey(r), (2.2.7)

onde foram omitidas as coordenadas do laplaciano por simplicidade.
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De agora em diante, todos os esforcos serao direcionados para a Equagao
(2.2.7). usaremos coordenadas polares para reescrever a Equacao (2.2.7) como
9P 10 1 0

_Z (ﬁ + ;8_7” + 7“_287152) w(F‘) + V(T)w(’F) = EQ/J(F) (2'2'8>

Utilizaremos novamente o método de separagao de varidveis, para escrever

dessa vez

P(r) = R(r)M(o).
De (2.2.8), temos

) R(r) + 2—‘2%2@ V) + @%&M(@ ~0. (2.2.9)

r?  d? LT d
R(r)dr? = R(r)dr
Como ja visto antes, os termos com dependéncia em r tem que ser uma cons-
tante, assim como os termos dependentes em ¢, para que a equagao anterior seja
verdadeira. Disso, olhando para a parte que é dependente em ¢, temos

d>*M
do?

(¢) = —m*M(¢), (2.2.10)
cuja solucao pode ser encontrada trivialmente, resultando em
M(¢) = Aye'™?,

onde A, é simplesmente uma constante. Se exigimos a unicidade da fungao M,

quando o argumento desta funcao for acrescido de 27, devemos ter que
M(¢+ 271') — M(¢) = eim¢ — eim¢eim27r = eim27r — 17

concluindo, disso, que m deve ser um nimero inteiro. Este resultado ja era espe-
rado, uma vez que m esta relacionado ao nimero quantico do momento angular.

Olhando agora para a fun¢ao R(r), temos

(2 1d h*m?
=+ ZZ\R Vv = FER(r). 2.2.11
24 (dr2 + r dr) (r) + < (r) + 2/LT2) (r) ( )
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Como visto em [6], podemos fazer a mudanga de variaveis
R(r) —» 22 (2.2.12)

0 que nos leva a equacao

%] g(r) = Eg(r). (2.2.13)

K2 2

g(r) +

E de se notar a semelhanca da Equacdo (2.2.13) com a equacdo de Schrédinger
unidimensional, sujeita ndo apenas ao potencial V' (r), mas sim, a um potencial
efetivo dado por

h*(m? — 1)

4

Vet =V (1) + (2.2.14)

24412
e este potencial serd importante quando estivermos calculando condicoes neces-

sarias para a existéncia de estados ligados.

2.3. Estados ligados e estados espalhados

Nesta se¢ao, vamos definir estados ligados e estados espalhados de acordo com as
definigoes encontradas na referéncia [24]. Primeiro, antes de definirmos estados
ligados ou espalhados, considere o operador de projecao ortogonal, F,. de Ly(R™)
em L?(B,), onde B, ¢ uma bola de raio r centrada na origem. Se () representa

o estado de um sistema, temos que / (Foab)*(Fap)d*x nos da a probabilidade de

T

encontrar o sistema no interior de B,.

Defini¢ao 2.3.1 (Estados ligados e estados espalhados). Seja {U;} um
grupo de evolucao e seja seu gerador infinitesimal o operador hamiltoniano H.

Um estado ¢(x) € dito ser um estado ligado se
/ \Up(z)]Pd"x < ¢, para algum R > 7 > 0.
R™\ B,

De maneira andloga, dizemos que um estado € ligado se € verificado que

00

lim (SupH(I - FT)Ut@bHQ) =0, (2.3.1)
teR
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onde I € o operador identidade. Dizemos que um estado € espalhado se o contrdrio

acontece, 1sto €, se
\Upp(z)]Pd™x < e,¥r € Ry, quando t — Foo0.
By
De maneira andloga, também podemos escrever

lim (||[F.U¥|?) =0,Vr < co. (2.3.2)

t—=o0

Aqui, U; deve ser entendido como o operador de evolucao temporal, que ao atuar

em 1, a leva de um tempo ty até um tempo to +t.

Em conjunto com a Defini¢ao 2.3.1, é natural definirmos o conjunto M?°, que
¢ o conjunto formado por todos os estados ligados e definirmos o conjunto M,
de todos os estados espalhados. Também podemos definir os conjuntos M¢, que
representam os estados ligados para tempos positivos e negativos e podemos de-
finir também os conjuntos MS°, que representam os estados espalhados quando
t — xoo. ObviameFnte, M° = M N M? e M*> = M2 N M. Ainda podemos
definir o conjunto H,, que é o conjunto de todos os estados que sao auto-estados
relacionados ao espectro discreto de H e H., que é o conjunto dos estados rela-
cionados com o espectro continuo de H. E fato que H, C M° |24]. Assim, se
provarmos que H, ¢ nao vazio para um hamiltoniano com potencial do tipo Ky,

provamos a existéncia de estados ligados.
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Capitulo 3:

Resultados e discussoes

3.1. Estudo da auto-adjuncao do hamiltoniano do
modelo

Antes de verificarmos se de fato ha estados ligados, precisamos estudar a auto-
adjuncdo do operador hamiltoniano, H, com o potencial V(r) = —aKy(fr),
uma vez que, como consequéncia do Teorema de Stone [20], a dindmica quéantica
sO existe se H for auto-adjunto. Antes de analisarmos a auto-adjuncao de H,

primeiramente precisaremos de algumas defini¢oes e teoremas.

Definigao 3.1.1 ( [21, Cap. 10]). Sejam A e B dois operadores lineares den-
samente definidos em um espac¢o de Hilbert 7. Suponha que:
(1) D(A) C D(B);

(ii) Para algum a e algum b nao negativos e todo ¢ € D(A),
[Bell< allApl|+l| o[- (3.1.1)

Neste caso, dizemos que B é A - limitado. O infimo de a é chamado de limite
relativo de B em relacao a A. Se o limite relativo for 0, dizemos que B ¢é

infinitesimalmente pequeno em relacio a A e escrevemos B < A.

Com a defini¢ao anterior, podemos apresentar o famoso critério de Kato, que

¢ uma forma de se verificar a auto-adjuncao de operadores simétricos.

Teorema 3.1.1 (Critério de Kato). Suponha A um operador auto-adjunto e
B um operador simétrico e A-limitado com limite relativo a < 1. Entio A+ B €

auto-adjunto em D(A) e essencialmente auto-adjunto em qualquer core' de A.

A demonstragao do teorema anterior pode ser encontrada em [21].

IDizemos que o core de um operador fechéavel A é um subconjunto de seu dominio, tal que
o fecho da restricdo de A ao core nos da o proprio A.
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- ?
Definicao 3.1.2. Seja Hy = —2—V2 o hamiltoniano livre. Dizemos que o0s
m
dominios
e Dy = {plp € LA(R™), V2p € L*(R"), no sentido das distribuigoes};

sao os dominios mdximo e minimo de Hy, respectivmente.

O proximo Teorema, cuja prova pode ser encontrada em [21, pp. 54-55] nos

diz sobre a auto-adjuncao de Hj.

Teorema 3.1.2. O operador Hy € auto-adjunto em D,,,, e essencialmente auto-

adjunto em D ;.

O seguinte Teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em |21, pp. 55—
56], sera importante para o estabelecimento do critério que nos permitira estudar

a auto-adjuncao de H.

Teorema 3.1.3. Seja o € L*(R"), n < 3, uma fungdo pertencente ao dominio

de Hy. Entao:

a) sen < 3, ¢ € uma fungao continua e limitada e para qualquer a > 0, existe

um b, independente de ¢, tal que

[elloe< all Howpl|+b][ . (3.1.2)

b) sen>4e2<qg<2n/(n—4), entio ¢ € LI(R"™) e para qualquer a > 0, existe

um b dependente apenas de q,n e a tal que

lella< all Howll+bl |l (3.1.3)

De posse de todos estes Teoremas e defini¢goes, podemos provar o seguinte

Teorema 3.1.4. 2 Seja um potencial V uma fungao real que pode ser escrita como

V = Vi + Vs, onde Vi € uma funcio que pertence a Lo(R?) e Vy € uma funcao

2A demonstracio deste Teorema é analoga para o caso tridimensional, dada em [21, Teo.
X.15|
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que pertence a Loo(R?). O operador hamiltoniano H = Hy + V € auto-adjunto

em D € essencialmente auto-adjunto em Dy, .

Demonstrac¢ao. O dominio de V' é dado por
D(V)={y € L*(R?) : V¢ € L*(R*)}

De fato, temos que se ¢ € D(H,), ¢ deve ser uma funcao limitada de acordo com

o Teorema 3.1.3. Considere [|-||o= ||-||, por simplicidade. Ainda, temos que
Vel=[I(Vi + Va)oll< [Vigl+[V24l, (3.1.4)
pela desigualdade triangular. Ainda, segue que
Viol[+Vaoll < Vil @lloe +1V2llo 0]l < oo, (3.1.5)

pela desigualdade de Holder. De (3.1.5), podemos concluir que ¢ € D(V'), uma
ver que [Vl < [Vi|+[Vagl|< oo. Logo, se ¢ € D(Hy), segue que ¢ € D(V),
isto ¢, D(Hy) C D(V). Além disso, de acordo com o Teorema 3.1.3, temos que

para qualquer a maior que zero, existe um b tal que

16]lo < all Hool|+b]| 4], (3.1.6)
0 que nos permite concluir de (3.1.5) que
Vil + Vel < al[ Vil Hogl|+ @[ VA I+ Valloo ) l]l- (3.1.7)
Escolhendo um a tal que A = a||V;]|< 1, é possivel reescrever (3.1.7) como

IVel< AllHooll+Bl ¢l (3.1.8)

com B = b|Vi|]|+][Vallc € A < 1, para qualquer ¢ € D(Hp). Logo, V ¢
Hy—limitado, com limite relativo menor que 1. Assim, de acordo com o Teo-
rema 3.1.1, o operador H = Hy + V' é auto-adjunto no dominio D,,,,, uma vez

que Hj é auto-adjunto nesse dominio, como mencionado no Teorema 3.1.2. Além
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disso, H é essencialmente auto-adjunto em D,,;,, devido a Hy ser essencialmente
auto-adjunto neste ultimo.

Utilizando o Teorema 3.1.4, poderemos provar a auto-adjuncao do hamiltoni-
ano em D,,,, com o potencial atrativo do tipo Ky. De (1.5.2), para valores de z

muito proximos de zero, podemos ver que
Koy~ —1In(z) + In(2) — ~,

com vy = 0,5772156649 - - -. Isto quer dizer que para um determinado valor z < 7
com 7 suficientemente proximo de zero, quando podemos desprezar os termos
com poténcias de z? em (1.5.2), temos que Ky +Inz~1In2—~v 0,12 < 1, isto

¢, Ko(z) <1—In(z). Assim, temos que

/05 K3 (Br)rdr = %/077 K3 (2)zdz < %/On(l —In(2))?zdz.

A tltima integral é convergente, logo, a fungao Ko(2)(1—x(z—n)) é Ly(R?), onde
x(x)=1sex>0e x(x)=0sex <0. Vale ressaltar que ndo nos preocupamos
com a parte angular para determinar se Ky(2)(1 — x(z — 1)) é Lo(R?), uma vez
que a integral na parte angular d4 como resultado simplesmente um fator de 2.
Além disso, a fungao Ky(z)x(z —n) ¢ limitada e, portanto, pertence a L., (R?).

Note que podemos escrever

Ko(2) = Ko(2)(1 = x(z = n)) + Ko(2)x(z = n),

onde z vale fr. Assim, de acordo com o Teorema 3.1.4, vemos que o potencial da
forma —aKy(pBr) é Hy-limitado e, portanto, H é auto-adjunto em D,,,, e nesse

dominio pode representar um observével.
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3.2. Momento angular critico

Sabe-se que o espectro essencial do operador hamiltoniano

h?
H=-——V’+V
24

é o intervalo [0,00), se o potencial V' se anula no infinito [22, p. 161]. Disto,
concluimos que o espectro discreto do hamiltoniano com o potencial V(r) =
—aKo(6r) necessariamente se encontra nos numeros reais negativos, uma vez
que Ko(5r) — 0 quando r — oo e, portanto, os estados estacionarios devem ter
energia negativa. Além disso, qualquer sistema nao pode ter valor de energia
menor do que o valor minimo do potencial. De fato, a particula esté sujeita a
um potencial, que surge devido a interacao. E devido a interagao, a particula
deve possuir energia pelo menos igual ao valor minimo do potencial. Um valor
de energia mais baixo que a energia potencial minima é fisicamente inaceitavel,
por contrariar a natureza da interacao que se supoe ocorrer. Além disso, caso
tivéssemos um estado com energia menor do que o valor minimo do potencial, o
valor esperado da energia neste estado também seria menor do que o valor minimo
do potencial, o que nao faz sentido. Isto nos mostra que, para que tenhamos a
possibilidade de o sistema ter um estado com energia negativa, o potencial deve
conter, necessariamente, uma parte negativa.

Usando (2.2.14), podemos encontrar as condi¢bes necessarias para a existén-
cia de estados estacionarios. Basta encontrarmos condi¢oes para que Veg(r) tenha
uma parte negativa, lembrando que V' (r) = —aKy(fr). Isto pode ser avaliado fa-
cilmente se verificamos que caso haja duas raizes de Vog(r), pois nessas condigoes,
Verr(r) necessariamente tem uma parte que é negativa, uma vez que Veg(r) tende
a +o0o quando 7 tende a zero e Veg(r) tende a zero quando r tende ao infinito.
Isto nos mostra que basta encontrarmos raizes da equacao
h? (m2 —

l)
47— 0. 3.2.1
2012 ( )

—aKy(pr) +

para buscar uma condi¢ao necessaria para a existéncia de estados estacionarios.
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2,.2

Como r # 0, podemos multiplicar a equagao (3.2.1) por , obtendo
2h2 m2 1
gm” = 4) 322 Ko(Br).
2ua
2
Fazendo fr =z e —— = C, obtemos
32h?
2 1 2
mi— = Cz*Ko(z). (3.2.2)

A equagao (3.2.2) consegue nos mostrar um momento angular critico em fun-
¢ao de C, assim como também nos fornece um C' critico em funcao de m. De
fato, se M é o momento angular critico, isto ¢, o maior momento angular possivel
para o qual exista a possibilidade de estados estacionarios, podemos ver que seu

valor é

1
M = {\/C x max{z?Ky(x)} + 1l (3.2.3)
onde |y| representa a fungdo piso, que retorna o maior nimero inteiro que é

menor ou igual a y. Com a ajuda do software Méxima, sabendo que

d
%xQKo(x) = 2vKy(x) — 2° K, (),

podemos encontrar os valores para os quais a primeira derivada de 22Ky(z) se
anula. No intervalo entre 0 e 100, a tinica raiz da primeira derivada encontrada
foi aproximadamente 1,552. Para valores de & maiores que 100, nao vale a pena
tos d fvei 1 d Axi 2K,
procurarmos por pontos de possiveis valores de maximo, uma vez que x*Ky(x
¢ praticamente zero para estes valores. O valor de 2?Ky(x) para x = 1,552
¢ aproximadamente 0,48 e realmente representa um ponto de maximo, como

podemos ver nos grafico a seguir.
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Figura 3.1: Grafico de 22Kp(z) em (a) e em (b) o mesmo gréafico, mas estendido, para mostrar que o tinico
méximo que esta fungao possui estd no ponto de aproximadamente 1,552.

Disto, podemos ver que o momento angular critico ¢ aproximadamente
1
M = C x 0,48 + 1l (3.2.4)

Também podemos calcular o valor critico de C, o qual chamaremos de Cj,
que seré o menor valor possivel de C' para o qual hé a possibilidade da existéncia

de estados ligados. De fato, retornando a equagao (3.2.2), podemos ver que

m? — E
4
=— 4 2.
C= TR (8:2:5)
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O valor maximo de z2Ky(x) ja foi calculado e vale aproximadamente 0, 48. Isto

nos mostra que o valor critico de C' vale aproximadamente
Corit = 2,08 x (m? — 0,25). (3.2.6)
e temos que hé a possibilidade de estados ligados caso
C > 2,08 x (m?—0,25). (3.2.7)

Em [6], usando-se os resultados de [25], mostrou-se que o ntimero N de estados

estacionarios obedecia a seguinte desigualdade, para momento angular nao nulo:

N< (3.2.8)

2m

Segue que nos casos em que ha pelo menos um estado estacionario, temos, segundo

6],
C > 2m, (3.2.9)

como condicao necessaria para a existéncia de estados ligados. O que obtivemos
em (3.2.7) para momento angular m = 1 nos da uma condigdo mais fraca do que
a apresentada em (3.2.9). Mas ao aumentarmos o momento angular, a condi¢ao
expressa em (3.2.7) se torna melhor do que a condigao expressa em (3.2.9). De
fato, podemos ver que se m = 2, de (3.2.7) obtemos que uma condigao necesséria
para a existéncia de estados estacionarios é C' > 7,8, enquanto que a condi¢ao
expressa em (3.2.9) nos leva a C' > 4. A condi¢ao necessaria que apresentamos
aqui neste trabalho s6 é pior do que a condi¢do apresentada em [6] no caso de

m = 1, mas para momentos angulares maiores, ¢ uma condi¢cao melhor.

3.3. Condicao suficiente para a existéncia de esta-
dos ligados

Na segao 3.2, encontramos uma condig¢ao necessaria para a possibilidade da exis-

téncia de estados estacionarios. Agora, buscamos estabelecer uma condicao su-
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ficiente que nos garanta a existéncia de estados estacionarios no modelo. Para
tal, usaremos o fato que ja foi aprensentado na Secao 3.2, que nos diz que, se
o espectro discreto existe, no modelo que estudamos, ele deve estar contido nos

reais negativos. Vamos usar, ainda, o seguinte

Teorema 3.3.1. Seja A um operador auto-adjunto. Se para algum n existe algum
u € D(A) tal que
(A = Mul[ < nllul], (3.3.1)

com X € R, entdo o(A)N[A—n, \+n] # O, isto €, A tem espectro em [A—n, A+1n)].

A prova do Teorema anterior pode ser encontrada em [22]. Note que, como
consequéncia imediata, se obtemos ||(A— A)ul||< n||u||, A tem espectro no interior
do intervalo [A—n, A+7], ou seja, A tem espectro em (A—mn, A+n). Se encontramos
um intervalo, inteiramente contido nos reais negativos, que contem um ponto de
espectro do operador auto-adjunto estudado, temos que o espectro contido nesse
intervalo deve ser necessarimente espectro discreto, o que implica na existéncia
de estados ligados.

Vamos aplicar o Teorema 3.3.1 para encontrar condigoes que nos garantam

que, para algum u € D(H) e algum A < 0, tenhamos

ICH = A)ul|< [Af[[ull. (3.3.2)

Note que a condi¢ao expressa em (3.3.2), com a aplicacdo do Teorema 3.3.1,
nos permite encontrar o maior raio possivel para o qual é possivel afirmar, com
certeza, que ha espectro em seu interior e que esse espectro seja discreto, o que
nos garante a existéncia de estados ligados. De fato, se tivéssemos ||[(H — \)u||<
n|lul|, com n > |A|, o espectro contido no interior de [\ —n, A 4+ n] poderia estar
contido nos reais positivos, nao nos garantindo assim necessariamente a existéncia
de estados ligados. Se tivéssemos o contrario, isto é, se tivéssemos n < |A|,
chegariamos a uma condic¢ao suficiente que seria mais fraca do que a que considera
um raio igual a |\|, pois haveria uma regido dos nimeros negativos que poderia
conter espectro, mas que estariam sendo desprezadas. A figura a seguir ilustra

bem porque a condigao suficiente deve ser obtida com um raio igual a |A|.
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Figura 3.2: Intervalos onde ha espectro com: (a) |n|> ||, (b) [n]< |A| e (¢) |n|= |A|]. Note que apenas (c) nos
da o maior raio |n| possivel, onde é possivel afirmar que ha espectro discreto.

De fato, encontrar condi¢oes sobre A para que ocorra |[(H — Aul|< |[A]||u]l,
com u € D(H) é o mesmo que encontrar condigoes para que ocorra ||(H — \)ul|*<
|AI?||u]|?>. Da conexao da norma com o produto interno definido no espago L*(IR?)

e pelo fato de A ser um real negativo e H ser auto-adjunto, temos que

[l =2X\(Hu, w) + AP [lul® < [A?]|u]=

= ||Hul|*-2\(Hu,u) < 0. (3.3.3)

Ora, em (3.3.3), o termo ||Hul|*> é positivo. Como A é negativo, a tnica
maneira da desigualdade ser respeitada é se o termo (Hu,u) for negativo. Com

isto, podemos ver que

[ H ]

—2)X(H — || Hul? A< —/————
(Huuw) < —|Hul? = X< gt

(3.3.4)

uma vez que —2(Hu, u) deve ser positivo. Note entdo que, para que consigamos
um \ que respeite a condigao expressa em (3.3.2), basta encontrarmos condigoes
para que (Hu,u) seja menor que zero.

Agora, precisamos escolher uma boa fungao teste para descobrir uma condigao

suficiente que nos garanta a existéncia de estados ligados. Uma boa fungao teste
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que pode ser usada é a funcao

u(r) = o)™ rMe P etme. (3.3.5)
V2r\/T(m + 2)

e, como pelo menos um estado ligado existe quando o momento angular é nulo,
podemos considerar que m # 0. Além disso, o parametro p é arbitrario e tem
dimensao de inverso de comprimento. Esta funcao de onda foi escolhida como
funcao de onda teste para se aplicar o Teorema 3.3.1 por representar o compor-
tamento assintotico das solucoes para grandes valores de r e, além disso, o valor
dela para r = 0 & zero, mostrando que a probabilidade dos elétrons se toca-
rem é nula, o que faz sentido fisicamente, uma vez que possuimos uma barreira

centrifuga quando o momento angular é diferente de zero. E evidente que esta

2 m+1
funcao de onda esta normalizada. Por simplicidade, faremos L =A,m.
I'(m+2)
h2
Lembrando que H = —2—V2 + V(r), com V(r) = —aKy(fr), podemos ver que
1
W p
Hu:—y( ——@m+n)mm+vwmm. (3.3.6)
I r

Disto, ¢é facil ver que

h2
(Hu,u) = =27 [/ % (pQ - §(2m + 1)) ru?(r)dr — a/Ko(ﬁT)UQ(T)TdT} :
(3.3.7)
Para resolver a integral —2mwa / Ko(Br)u*(r)rdr, vamos usar um resultado

que se encontra na referéncia [26|, que nos diz que

1
M9, s
(3.3.8)

/OO x'u_le_prKo(Bﬁ)dI‘ — ﬁ FQ(:U) F ( ’
0

1_2p—ﬁ)
20+ B)H T+ 3) '

Disto, podemos ver que

VT 2(2m + 2)
(204 B)*™ 2 T(2m + 2)
1 5 2p—p

F1l2 2,—:2 —:
(m+72> m+272p+ﬁ)7

/ Ko(pr)r*™ e 2" dy =
0

(3.3.9)
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onde F' é a funcao hipergeométrica. Disto, podemos perceber que

22 2
—2ma / Ko(Br)u?(r)rdr = — a A2, 2p +\/§)2m+2 F((anl—:—é)) %
2

5,2p—5)

(3.3.10)

A outra integral de (3.3.7) pode ser calculada se lembramos que

27r/u2(r)rdr =1
Portanto, o calculo do produto interno nos dé como resultado

(Hu,u) =

2h2 —a(2p)2m 2, /7 T'(2 2 1 5 2p —

P a(2p) 5 \/j (m+5)F<2m+2,—;2m+—; P ﬁ),

2 (2p+ B)Pm 2 T(2m+3) 2 2" 2p+
3

e, uma vez que (Hu,u) deve ser negativo, segue que devemos ter

242

22h omia VT T(2m+2) ( 1 5 2p—6>

2 a(2p) (2p + B)2m+2T(2m + g) mn 2 m 2 2p —i—(ﬁ )
3.3.12

Rearranjando a expressao anterior e fazendo p/f = z, podemos escrever

" -1
F(z,m) :x2<2x+1)2 T20(2m +5/2) {F (2m+2,1;2m+§ 2:1:—1)]

(2x)?m+2/m T(2m + 2) 2 2’2z +1
2
<1 _c (3.3.13)
h=p?

onde o C aqui obtido é o0 mesmo da se¢ao 3.2, em que discutimos sobre condi¢oes
necesséarias para a existéncia de estados ligados. E de se notar que o parametro
x na expressao (3.3.13) é arbitrario e depende de p. Dessa liberdade de escolha,
podemos escolher o & que minimiza o lado esquerdo da expressao anterior, para
obter uma melhor condic¢ao suficiente para a existéncia de estados.

Para comparar o resultado que obtivemos com o que foi obtido em [6] para a
condicao suficiente para a existéncia de estados ligados, vamos considerar o caso
de momento angular m = 1. Dos gréficos abaixo, podemos inferir o valor minimo

da fungao f(x,m).
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Figura 3.3: Graficos de f(z,1). Em (a), temos o comportamento geral e em (b), temos um "zoom"na regiao
proxima do minimo.

Fica evidente da analise grafica que se o valor da constante C' for maior que
3.56, teremos estados ligados e, com isso, mostramos que o modelo admite a
existéncia de tais estados.

Comparando agora com o trabalho realizado em [6], onde a andlise foi feita
utilizando-se o método variacional, que consiste em estimar a energia do estado
fundamental, calculando-se o valor esperado do operador hamiltoniano numa fun-
¢ao teste, que representa um possivel estado do sistema. A func¢ao utilizada como
teste foi a mesma fungao u(r) utilizada no presente trabalho. Em [6], um C' = 4.25
ainda nao conseguia prever a existéncia de estados ligados, para o caso de mo-
mento angular m = 1, enquanto que neste trabalho, com a condi¢ao suficiente
que obtivemos, qualquer valor de C' > 3.56 ja nos garante a existéncia de estados
ligados. Com isso, vemos que conseguimos melhorar um pouco a condigao sufici-
ente. E claro que ela ainda néo é conclusiva, pois este resultado ainda pode ser

melhorado, a depender do quao boa seja a nossa fungao teste.

3.4. Limite no nimero de estados ligados para mo-
mento angular zero

Nas secoes anteriores, tratamos de condi¢oes necessérias e suficientes para a exis-
téncia de estados estacionarios e, consequentemente, estados ligados. Nesta secao,
estudaremos um limite superior para o nimero de estados ligados. O Teorema
que utilizamos aqui esta demonstrado na referéncia [27]. A demonstragao ¢ bas-
tante longa, e além disso, a relagao entre as constantes que aparecem no Teorema,

bem como seus valores, sao bastante dificeis de serem obtidos de forma explicita.
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Mesmo assim, essa analise vale a pena ser feita, uma vez que reforca o limite
do ntmero de estados ligados, mesmo quando o potencial é puramente atrativo,
como ocorre no caso do momento angular zero. O fato de o nimero de estados
ligados ser sempre uma quantidade finita, independente do momento angular e
das demais grandezas envolvidas, mostra-nos que o modelo tem um espectro de
energias que é limitado inferiormente, o que é de interesse para aplicagoes fisicas.

Antes de apresentar o Teorema que sera utilizado, precisaremos definir as

quantidades A,, e B, onde n € Z. Primeiro definimos as regioes U,, e W,, de R:

)
e < |al< e n>1;

Up=(e! <|z|<e, n=0;

e 2" < zl< e n< -1,

W, = {z € R?e" < |z|< "M}

Agora podemos definir as quantidades A, e B, para um dado potencial V' que

seja localmente L' e para um p > 1:

An(V) = / V(x)(1 + |Infz||)dz, (3.4.1)

n

B, (V) = (/an(a:)|x|2(p_1)da:) l/p. (3.4.2)

Além disso, fazemos a ressalva de que o potencial, bem como as quantidades mos-
tradas em (3.4.1) e (3.4.2), s@o grandezas adimensionais, uma vez que em [27|,
o operador de Schrédinger considerado ¢ H = —V? — V. Desta forma,2 conside-
rando o nosso potencial Vo = —aKy(5r), o hamiltoniano dado por —ZV% + W

se transforma no hamiltoniano adimensional

H=-V2— (sg‘;m)) — V2 V(a), (3.4.3)
onde x = freV(z) = %Ko(x).
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1
loc

3

Teorema 3.4.1. Para qualquer funcao nao negativa Ve L; . e p > 1 temos

NegV,R®) <1+ K > A +K Y By, (3.4.4)

{n€Z:An>k} {n€Z:B,>k}

.

onde K, k sao constantes positivas que dependem apenas de p e Neg(V,R?) € o

numero de auto-valores negativos do operador de Schrédinger.

Antes de aplicar o Teorema 3.4.1, vamos mostrar a motivagao de o utilizarmos,
com dois exemplos discutidos na referéncia [27], que nos mostra que a desigual-
dade mostrada em (3.4.4) pode dar um resultado melhor do que o mostrado

em [25], que nos diz que

Neg(V,R*) <1+ K [ V(x)(1+ |In|z||)dz. (3.4.5)

RQ
Exemplo 3.4.1. Consideremos um potencial V tal que, para todo x € R?, ob-
!
servamos que V (z) < W, para uma constante positiva a, que é bem pequena.
x

Utilizando a expressao (3.4.2), temos

e'n.-‘,—l 6n+1 1

1/p
1
B, <« (/ Tr2(p1)27rrdr> = a2m)/P (/ —d'r‘) = a(2m)'/.
en TP en T

Assim, considerando o« << k, nenhum B,, devera ser considerado na soma na

expressao (3.4.4). Além disso, como os A,, considerados sdo maiores que k, temos

A”>1:\/A"<A"
k c k-

Portanto, usando a expressao (3.4.4), temos que

que

Neg(VR) <1+K S VA =1+KVE 3 \/%

{n€Z:An,>k} {n€Z:A,>k}
K
<l+— Y A (3.4.6)
\/E {n€zZ:A,>k}

Além disso, na expressao em (3.4.6), podemos estender a soma para todos os A,

30s valores explicitos de K e k sdo muito dificeis de se obter. Chegamos a entrar em contato
com um dos autores do artigo utilizado, e ele nos respondeu que explicitar a dependéncia K e
k com p é muito trabalho para qualquer ser humano executar.
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K
e podemos chamar —= de K5, de modo que chegamos em

Vi

K
Neg(V,R®) <1+ — Y A, <1+ Kz/ V(z)(1 + |In|z|])dz.
\/E {n€Z:An>k} R

Note que a estimativa que chegamos é melhor do que a que é dada por (3.4.5). B
Exemplo 3.4.2. Considere o potencial

1

V) = pa )

Calculando novamente os B,,, temos

6n+1

1 1/p
B,(V)= ——————2md ;
V) </en r(1 + Inr)p " T)

e, calculando esta integral, podemos usar a substituicao x = Inr, obtendo como

primitiva a fungao atan(r) que é limitada entre —7/2 e /2. Logo,
B, < 2.(2m)Y?.

Agora, calculando os A,,, temos, para n > 1,

on

2" 2"
€ 1 ¢ dr € Inr
——————(1+Inr)27rdr = 2 / —+/ ——dr| .
/eznl r2(1 + 11127")( ur)2mrdr i [ -t (1 4+ In’r) =1 (1 + In?r) 7’]

A primeira integral é limitada pela mesma quantidade que os B,. Ja a segunda
integral pode ser resolvida fazendo a substituicio & = 1 4 In?*r e é facil ver que
esta segunda integral ¢ limitada por alguma constante. Temos uma anéalise com-
pletamente analoga quando calculamos os A,, paran < —1. Com isso, escolhendo
um « suficientemente pequeno, temos que A,(aV') e B,(aV') sdo menores que k,

e o nimero de auto- valores nao positivos do operador hamiltoniano é
Neg(aV,R?) =1,

uma vez que os somatorios sao vazios nesse caso. Note que este resultado nao

pode ser obtido pela expressao (3.4.5), uma vez que a integral obtida usando esta
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expressao diverge caso usemos o potencial do Exemplo 3.4.2.

Agora que verificamos que a estimativa na expressao (3.4.4) pode dar resul-
tados melhores até mesmo que os encontrados em [25], vamos aplicé-la ao nosso
potencial especifico Vj. Para tal, vamos calcular os A,, e os B,, usando o software
livre Maxima, uma vez que analiticamente terfamos grandes dificuldades, dada
a complexidade da funcdo K,. E claro que para os calculos, devemos utilizar o
potencial V' dado em (3.4.3). Além disso, podemos ver facilmente que o potencial
V(z) = ;L;;Ko(x) = CKy(z) obedece as hipoteses do Teorema 3.4.1, uma vez
que esta funcao é localmente L.

Os resultados sao apresentados na tabela abaixo, com —4 < n < 3 e con-
sideramos p = 2. Para n < —4 ou n > 3, os resultados otidos para A, e B,

sao consideravelmente pequenos, nao alterando em praticamente nada o valor de

nossa estimativa final.

n —4 -3 -2 -1 0 1 2 3
A, 0 0,004 0,082 0.210 0,406 0,384 0.007 O
VA, | 0,005 0,164 0,718 1,149 1,598 1,479 0,208 0
B, 10,010 0,053 0,237 0,742 1,126 0,461 0,011 O

Tabela 3.1: Calculo dos A,, e By, para o potencial C1 Ko(x).

Como podemos observar na Tabela 1, os A, e B, sao maiores para valores
de n proximos de zero e decrescem rapidamente, & medida que |n| aumenta. O
valor exato da constante ¢ que s6 depende de p no Teorema 3.4.1 é dificil de
calcularmos e, por isso, consideramos todos os A,, e B, nas somas na estimativa

(3.4.4). Com isto, sabendo que para este caso,

> VA A+ B, ~T7,97,

neL nez
chegamos ao seguinte resultado quando consideramos um potencial atrativo do

tipo Ky,
Neg(V,R?) <1+ Cs. (3.4.7)

onde fizemos Cy, = 7,97.K.C, sendo C5 uma constante que depende de p, mas
que também depende de nossas constantes que especificam a fisica do problema

em questao, que sao as constantes « e 3. Note que o valor de p s6 influencia
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em podermos encontrar uma melhor estimativa no ntimero de auto- valores nao
positivos e nao tem um significado fisico. Ja a constante « esta relacionada com
"forca"da interacao, enquanto a contante [ esta relacionada com o comprimento
caracteristico da interacao. Note que quanto maior «, maior é o valor de Cj e,
com isso, maior o niimero possivel de estados ligados, como era de se esperar. Da

mesma forma, quanto menor 3, maior o nimero possivel de estados ligados.
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Capitulo 4:
Conclusoes e perspectivas

No Capitulo 3, aplicamos tudo o que haviamos exposto nos capitulos anterio-
res, além de desenvolver mais alguns resultados. Pudemos provar a auto-adjuncao
do operador hamiltoniano com o potencial do tipo Ky em D,, ., utilizando o crité-
rio de Kato, mostrando, assim, que este hamiltoniano poderia ser o representante
de um observavel e que a dindmica quantica necessariamente existe.

Apos o estudo da auto-adjuncao, obtivemos condigoes necessarias para a exis-
téncia de estados estacionarios quando o momento angular era diferente de zero
e, com isso, obtivemos um valor critico para a constante C, que depende exclu-
sivamente dos parametros do supercondutor, em funcao do momento angular,
permitindo, assim, avaliar até quais valores nosso modelo pode ser aplicado para
prever a formacgao de estados ligados. Ainda, obtivemos o valor do momento
angular critico em fungao de C', mostrando em quais os momentos angulares que
os estados ligados poderiam ser encontrados, a depender do supercondutor, que
estabelece o C'. Além disso, melhoramos a condi¢ao necessaria para a existéncia
de estados ligados para momentos angulares maiores que 1, que havia sido obtida
anteriormente em [6.

Também pudemos estudar uma condicao suficiente para a existéncia de esta-
dos ligados, utilizando um teorema da Anélise Funcional. Comparamos o resul-
tado que obtivemos com o que havia sido obtido anteriormente por [6], para o
caso de momento angular m = 1, e vimos que conseguimos melhorar o valor do
C' para o qual certamente havia estados ligados. Em [6], o valor para C' nessa
situagao era maior que 4,25, enquanto o que obtivemos aqui foi um valor de C
maior que 3, 56.

Na ualtima parte, discutimos o ntimero de estados ligados para o caso de mo-
mento angular zero, aplicando o teorema principal da referéncia [27]. Ainda que
o valor das constantes K, k seja dificl de se obter explicitamente [28], pudemos

ver qualitativamente o que acontece com o ntimero de estados estacionérios para
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o caso de momento angular zero.

Como perspectivas, pretendemos: (i) verificar possiveis aplicagoes do modelo
para explicar o comportamento de supercondutores de altas temperaturas criticas
grafeno e isolantes topologicos; (ii) estudar computacional e analiticamente a
dindmica e a termodinadmica de um gas de elétrons bidimensional interagindo
via potencial de espalhamento dado por V(r) = —aKy(5r), bem como verificar a
possibilidade de transigao de fase e computar os parametros criticos; (iii) verificar
a estabilidade dos estados ligados formados; (iv) estudar o comportamento dos
elétrons, interagindo por meio do potencial aqui descrito, na presenca de um

campo magnético aplicado.
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