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i

A Deus, que por mais que insistam
em dizer que estd morto, mas estd
vivo!

A minha minha familia.



“Make Physics as simple as possible, but no simpler...”

Albert Einstein

i1
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Resumo

MIRANDA, Emerson da Silva, M. Sc., Universidade Federal de Vicosa, Abril de 2016.
Potencial atrativo elétron-elétron na Maxwell-Chern-Simons QED; paridade invariate.
Orientador: Oswaldo Monteiro Del Cima. Coorientador: Daniel Heber Theodoro Franco.

Neste trabalho investigamos um modelo da Eletrodinamica Quantica em trés dimensdes espaco-
temporais com paridade preservada, onde calculamos o potencial de espalhamento elétron-
elétron (Mgller) no limite ndo relativisitico. O modelo acopla minimamente os campos de
calibre eletromagnético (A,) e o estatitico (a,), provenientes do gauging da simetria global
U(l)a x U(1),. Incialmente encontramos os propagadores livres e através de uma andlise
semi-cldssica verificamos a causalidade e a unitariedade, e pelo método de power counting
a super renormalizabilidade do modelo. Além disso, encontramos também as solugdes das
equacdes de Dirac livres através das quais determinamos os auto-valores de spin dos férmions
(14) e suas respectivas cargas associadas a simetria U(1) 4 x U(1),. Em seguida, com as regras
de Feynman para os vértices de interacao, calculamos as amplitudes de espalhamento Mgller, a
partir das quais, no limite de Born, determinamos os potenciais de espalhamento elétron-elétron
(e — e ) nos estados de onda-s (spin-0) e onda-p (spin-1). Os potenciais de espalhamento ob-
tidos para os estados de onda-p mostram-se repulsivos, ja o potencial no estado de onda-s se
mostra atrativo quando a contribuicao advinda do setor estatitistico supera a interagdo do setor
eletromagnético, ou seja, quando (g > e), permitindo a formagdo de possiveis estados ligados

sem o confinamento dos elétrons.
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Abstract

MIRANDA, Emerson da Silva, M. Sc., Universidade Federal de Vicosa, April, 2016. Electron-
electron attractive potential in parity-preserving Maxwell-Chern-Simons QED; . Advisor:
Oswaldo Monteiro Del Cima. Co-Advisor: Daniel Heber Theodoro Franco.

In this work we investigate a parity-preserving Quantum Electrodynamic model in three space-
time dimentions. We calculate the electron-electron scattering potential in the non-relativistic
limit (Mgller scattering). The model couples minimally the electromagnetic (A,) and the sta-
tistic (a,) gauge fields, both emerged from the gauging of the global simetry U(1)4 x U(1),.
Initially we calculate the free propagators and through a semiclassical analysis we verify the
causality and the unitarity, and through the power counting method, the super renormalizabi-
lity of the the model is identified. Furthermore, the solutions for the free Dirac equations is
obtained where for the fermions (¢/) their spin eigenvalues and their respectives charges asso-
ciated to the simetry U(1)4 x U(1), are determined. After that, from the Feynman rules for the
interaction vertices, we calculate the Mgller scattering amplitudes in the Born limit and then
we determine the electron-electron scattering potencials (e~ — e™) for the s-wave state (spin-0)
and the p-wave state (spin-1). The obtained scattering potentials for p-wave states showed up
repulsives, however the s-wave potential shows attractive when the contribution arising from
the statistical sector suppress the electromagnetic sector, in other words (g > e), allowing the

formation of possible bound states without eletronic confinement.



Capitulo 1

Introducao ao Modelo

1.1 Panoramico histérico da Supercondutividade

A supercondutividade [[1], fenomeno de grande interesse na atualidade, tem como chave
de sua descoberta o desenvolvimento de técnicas ligadas a Fisica de baixas temperaturas (Cri-
ogenia). Em 1908, Kamerlingh-Onnes consegue liquefazer o hélio (T, ~ 4K apés grandes
esforcos, tornando possivel resfriar amostras a temperaturas muito baixas. Dando continui-
dade ao seu projeto de mensurar a condutividade elétrica de metais puros a baixas tempera-
turas, em 1911, Kamerlingh-Onnes [2],decide medir a condutividade do mercurio e observou
que a temperaturas menores que 4/ a resisitividade do merctrio anulava-se, configurando a
primeira observagcdo do que atualmente conhecemos como supercondutividade. Nao s6 para
0 mercurio se observou este fendmeno, mas também amostras de aluminio (T, = 7, 18K),
chumbo (T, = 7, 20K), niébio (T. = 9, 25K), alguns outros metais e também alguns semicon-

dutores a alta pressao.

Sabemos hoje que a resistividade nula ndo € a unica caracteristica de um supercondutor. Em
1933, Meissner e Ochsenfeld [3] constataram um fendmeno que recebeu o nome de ambos: o
campo magnético se anula nesta fase, algo que pode ser interpretado como se a amostra ex-
pulsasse o campo magnético para fora da amostra na fase supercondutrora. Este efeito ficou
conhecido como efeito Meissner-Ochsenfeld. Em 1935, os irmaos London (Fritz e Heiz) pro-
puseram uma teoria fenomendlogica para a supercondutividade, baseada no fato dos campos
elétrico e magnético serem nulos no interior do material na fase supercondutrora. A teoria de
London [4] obteve éxito em calcular o comprimento de penetracdo que um campo magnético
externo consegue adentrar perpendicularmente dentro de uma amostra. Ja o modelo de transi¢cao
de fase de segunda ordem aplicado por Landau e Ginsburg [S] em 1950, desenvolvida por Lan-

dau em 1937, foi bem sucedida ao tratar a supercondutividade em termos de um parametro de
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ordem complexo, ¢ que representaria a propria fun¢do de onda associada aos portadores de
carga, e |$|? indicaria a densidade de “superelétrons” na amostra. No entanto, apesar dos éxitos
obtidos pela teoria de Landau e Ginsburg, nada se sabia acerca do mecanismo fisico que promo-
via a supercondutividade ao nivel microscépico, pois este modelo € puramente fenomenol6gico

e assume como ponto de partida o par elétron-elétron (e~ — e™) ja formado.

As dificuldades de uma teoria que explicasse do ponto de vista microscépico a superconduti-
vidade comec¢ou a mudar quando Maxwell e Reynolds, em 1950, descobriram o efeito isotopico
(T, M_%) [L], que evidenciou a importancia dos fonons na ligacdo dos pares de elétron-
elétron. Em 1957 Bardeen, Cooper, Schrieffer [6] propuseram um modelo baseado na troca de
fonons para explicar a atracao entre elétrons, que entdo se condensam aos pares com momentos
e spins invertidos. Este modelo foi construido em cima de uma formulacdo de muitos corpos, de
modo a admitir a criacdo e destrui¢cdo de elétrons no espaco de Fock aos pares, e obteve sucesso
ao explicar os dados experimentais disponiveis na época. Supondo o espalhamento por fonons
como mecanismo de interacdo atrativa para elétrons, com energia proxima ao nivel de Fermi,
foi possivel determinar o gap de energia que separa o estado fundamental do supercondutor

(condensado BCS) do espectro das excitagdes de uma particula.

Aos chamados supercondutores puros, constituidos por um sé elemento quimico, a teo-
ria BCS aplica-se muito bem . Nesses elementos quando o campo magnético atinge o valor
critico, H,, a fase supercondutora é destruida, o que permite a invasdo total do campo externo
na amostra, isso lhes garante a classificacdo de supercondutor tipo-I. H4 ainda os supercondu-
tores tipo-II, os quais apresentam comportamento distinto, nestes ocorrem duas transicoes de
fase: ao atingir um valor critico Hy., 0 campo magnético penetra na amostra de forma nao-
homogénea e concentrada em fluxdides; Elevando-se ainda mais H, até atingir outro campo
critico Hsc, ocorre entdo a transicdo para a fase ndo supercondutora, com a penetracao total do

campo na amostra, isto foi demonstrado em 1960 por Abrikosov [39].

Descoberto por A. Bednorz e K. A. Miiller em 1986 [40], o fenomeno da superconduti-
vidade a alta temperatura critica (SAT.) foi anunciado na forma de um breve artigo. Apds a
confirmacdo dos resultados da descoberta, iniciaram-se vdrias pesquisas sobre a estrutura das
ceramicas de 6xido-cobre, revelando uma estrutura planar: 6xidos constituidos por sucessivas
camadas de planos de cobre-oxigénio (planos Cu-O) separados entre si por planos de outros
oxidos e terras raras. Estas camadas de oxigénio-cobre se confundem com os planos-ab, per-
pendiculares ao eixo-c, que funciona como referéncia de orientacdo para medidas de varias
grandezas da SAT,.. Esta notdvel estratificacdo tem como consequéncia direta uma anisotro-
pia espacial das ceramicas supercondutoras, cujas grandezas apresentam comportamento dis-
tintos quando analisadas no plano-ab ou ortogonalmente a este. Esta estratificacdo constitui

uma motivacdo para a aplicacio do formalismo da Teoria de Campos, mais especificamente, da
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Eletrodinamica Quantica Planar (QEDs3) para explicar alguns aspectos da supercondutividade
“high-T.”, ja que ela implica numa planificagdo de algumas grandezas fisicas fundamentais do

estado supercondutor, como o parametro de ordem.

Além disso, temos uma outra caracteristica bem marcante destes materiais em sua transi¢ao
de fase quando dopamos esta estrutura. Alguns sdo isolantes (de Mott) que migram para a
fase metalica supercondutora quando dopados com elétrons ou buracos. Em 1987, surgiram os
primeiros experimentos demonstrando ser também a SAT, um fendmeno originado a partir da
ligacdo de elétrons correlacionados em pares, como acontece na supercondutividade BCS. Nos
gréaficos corrente-voltagem foram observados platds, os chamados platds de Shapiro, colhidos
dentro das juncdes de Josephson por Niemeyer et al. [7], que confirmaram este resultado,
indicando que o parametro de ordem de uma teoria para SAT. deve ser a propria funcdo de onda

que representa o par de elétrons.

Devido ao desenvolvimento e aperfeicoamento de algumas técnicas experimentais e a grande
quantidade de experimentos investigando questdes polémicas muitas mudangas ocorreram no
entendimento das ceramicas supercondutoras de alta-T. (CSAT.). Em um artigo de revisdo,
publicado em 1988, W. A. Little [9] discutiu o panorama da supercondutividade até aquela
época. Baseada em evidéncias experimentais, havia naqueles dias quase uma certeza de que
o parametro de ordem das CSAT, teria uma forma espacialmente simétrica no plano-ab, uma
espécie de projecdo da simetria esférica BCS no plano, e que nenhum mecanismo magnético
desempenharia qualquer papel relevante no estabelecimento do fenomeno [11]. No caso dos
“heavy férmions”, os supercondutores de férmions pesados como o caso do *He superfluido,
a descoberta do papel das excitagdes magnéticas despertou interesse por estes mecanismos,
abrindo portas para o aparecimento de algumas abordagens onde as flutuagdes de spin s@o to-
madas como interacdo principal [15]. Incompativeis com o parametro de ordem tipo-s, estes
modelos sdo consistentes com uma fun¢do de onda espacialmente anisotropica no plano-ab,
mais precisamente, uma simetria do tipo-d. Apesar das evidéncias em favor da simetria tipo-d,
novas interpretagdes de experimentos de Josephson [[17] indicaram a presenca de uma compo-
nente de onda-s e onda-d, de tal modo que o cendrio atual aponta para uma componente de

ordem mista: composta de uma parte simétrica (onda-s) e assimétrica (onda-d).

1.2 O Efeito Hall quantico e a QED;

Ha 36 anos, von Klitzing, Dorda e Pepper (1980) fizeram a primeira descoberta o que se
provou vital e a0 mesmo tempo uma excitante subarea da fisica da matéria condensada: o efeito
Hall quantico (EHQ) [8]. A descoberta da condutividade Hall (0,,) de um gas de elétrons bi-
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2
. . P . . € . A s .. . .
dimensional como multiplos inteiros de nﬁ unidade quantica da condutividade, € conhecido

como efeito Hall quantico inteiro (EHQI). Pouco depois, Tsui, Stomer e Gossard (1982) des-
cobriram ainda mais intrigante o efeito Hall quantico fraciondrio (EHQF). Desde entao, muito
mais tem sido observado [19]]. Ainda no inicio dos anos 1980 a Eletrodinamica Quantica Pla-
nar (QEDj3) estava em crescente desenvolvimento como uma extrapolacido da eletrodinamica
quantica convencional (QED,), motivada inicialmente pela sua possivel conex@o com teorias
quadridimensionais no regime de temperatura finita [20] e pelas particularidades e singulari-
dades, a QEDg foi sendo desenvolvida com um ferramental tedrico apropriado para discutir
questdes fundamentais da Teoria de Campos e Particulas confinadas ao mundo tridimensional,
como a quantizac¢do, spin, e suas interacdes [23]. Uma mudanga no perfil de investigacdo da
QEDj; ocorreu no inicio dos anos 1990, quando se mostrou também adequada para tratar alguns
sistemas da Matéria Condensada, como ao efeito Hall quantico e a SAT . trazendo uma nova

perspectiva para teorias tridimensionais.

O efeito Hall quantico ocorre a baixas temperaturas (7' < 4K’) e a campos magnéticos in-
2

tensos (B > 107') sendo caracterizado pela quantizagdo da condutividade Hall, o,, = n%
(n € N), e pela quase anulacdo da condutividade longitudinal (o, — 0) de um gés de elétrons
bidimensional, tornando a condutividade Hall universal. O efeito depende apenas de constantes
fundamentais (acoplamento eletromagnético e constante de Planck), independente de particula-
ridades como impurezas, estrutura, etc..., ou seja, ele ocorre bastando que o gas esteja formado
independente de como este se formou. Na verdade, a universalidade advém do fato da condu-
tividade em D=1+2 ndo depender das extensdes espaciais da amostra e como consequéncia da

quantizagdo dos niveis de Landau.

Originalmente em sua versao, no EHQI os elétrons sdo considerados livres, sujeitos a acao
apenas do campo magnético, sendo que os primeiros niveis de Landau estdo totalmente pre-
enchidos (v = n, fator de ocupacdo inteiro), correspondendo ao que chamamos de liquido
quantico incompressivel. Ha também alguns sistemas Hall que exibem estados fisicos com
nimeros quanticos fraciondrios (de carga ou spin, por exemplo). Estas excitagdes correspon-
dem a realizacao fisica dos anions, particulas de estatistica (spin) fracionaria que habitam o
mundo planar espacial. Isto corresponde ao que conhecemos como efeito Hall quantico fra-
ciondrio (EHQF), o qual Laughlin [21]] propés como solu¢do de onda uma funcdo de onda
variacional, representando um estado coerente de elétrons girando em fase, demostrando assim

o carater energicamente favoravel deste estado de ocupacao fraciondria.

Do sucesso da abordagem de Laughlin, surgiu um novo tratamento para o EHQF dentro
do contexto de uma teoria de campos, quando Zhang, Hanson e Kivelson [22], em 1989, pro-
puseram uma acao de Chern-Simons-Landau-Ginsburg capaz de explicar todos os aspectos fe-

nomenoldgicos conhecidos do EHQF de maneira completamente independente do formalismo
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de Laughlin. Este modelo ficou conhecido como ZHK. Ele consiste numa aproximacdo de
um campo médio, na qual os elétrons sdo mapeados em bdsons interagindo com um campo
estatistico a,, vinculado ao termo de Chern-Simons. O fator de ocupag¢ao em um sistema Hall
pode ser escrito como a razao entre o nimero de elétrons e a quantidade de fluxéides magnéticos
(v = N, /Ny = (2p + 1)™1), o que certamente implica na associacdo de um nimero fmpar de
fluxdides a cada elétron do sistema. No modelo ZHK, elétrons ligados a um nimero impar
de flux6ides magnéticos comportam-se como bdsons, ou seja, bdsons na auséncia de campo
magnético (o campo estatistico anula o campo externo: a + A=0),0 que abre espacgo para
o estudo da relacdo entre EHQF e superfluidez, e suas excitacOes elementares (vortices), que
agora exibem carga e estatistica fraciondria. Em sistemas Hall fraciondrios podem ocorrer a
condensacdo Bose-Einstein, devido a sua natureza bosonica, tornando a geracido de um estado
fundamental energeticamente favoravel, o que vird acompanhado da abertura de um gap, e da

incompressibilidade do sistema.

Novas linhas de pesquisa surgem constantemente, propostas de modelos que estabalecem
conexodes entre efeito Hall quéntico e a supercondutividade com a QED3, tém sido atualmente

objeto de inumeras publicacoes.

1.3 O modelo

No ambito da Teoria de Campos a Eletrodindmica Quantica Planar tem sido objeto de
intensa andlise, por se apresentar como um novo cendrio de discussdes fundamentais como
quantizagdo, spin e interagdo [23] e por suas particularidades e singularidades em relagcdo a
QED,, como o comportamento escalar do féton e a arbitrariedade do valor de spin, isso ainda
falando apenas do ambiente maxwelliano, que tem como forma genérica a acdo representada

pela expressao
1
SMAX:/d3$ (_ZFMVFMV+AMJM) . (11)

Utilizamos como métrica 7, = (1,—1,—1) , sendo p, v = 0, 1,2, o campo de gauge A4, e o
field-strenght F,, = 0,A, — 0,/A,, da maneira usual, mas agora, com duas dimensdes espaciais

e uma temporal.

Das equagdes de Maxwell em trés dimensdes espaco-temporais obtidas da ac¢do (I.1)), ve-
rificamos a propagacdo de um f6ton de massa nula com apenas um grau de liberdade, onde os
graus de liberdade ndo fisicos foram eliminados pelas equacdes de movimento. Ou seja, dife-
rentemente da natureza vetorial do féton em quatro dimensdes espago-temporais, as excitacoes
fisicas desta teoria apresentam um carater escalar (spin-0), configurando o chamado féton pla-

nar.
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Em D=1+2, dentro da formulacao criada por Wigner [29], o spin é tido como um ndmero
quantico associado as representagdes unitdrias e irredutiveis dos estados de uma particula. Estas
representacoes sdao geradas pelo “litle group”, um subgrupo de rotagdo do grupo de Poincaré
em 3D, 0 SO(1,2).

O SO(2) € o “little group” para as particulas massivas, que por ser isomorfo ao grupo abeli-
ano U(1), vincula representagcdes continuas e arbitrarias ao spin. J4 para as particulas de massa
nula, o “little group” estd associado a uma classe de matrizes com autovalores nulos, para es-
tas particulas indicando como tunica op¢ao spin=0 [37]. Embora relacionada com a teoria de
grupos em D=1+2, a idéia de estatistica arbitraria, surgiu no cendrio da fisica nos anos 70 [30]],
e tornou-se conhecida pelos trabalhos de Wilczeck [31, 32] que denominou estas particulas de

spin arbitrario de anyons.

Um fato interessante é que apesar de espinores sem massa terem consequentemente spin
nulo, sua natureza fermidnica segundo a ética do principio de Pauli é mantida [26], levando-nos
a uma nog¢do mais profunda da relacdo spin-estatistica para uma relacdo grupo de Lorentz-

estatistica.

Nos sistemas Hall o campo magnético é um fator externo, independente da densidade de
carga, conduzindo ao seu cardter incompressivel e a auséncia da natureza supercondutora apre-
sentando supercorrentes, mas ndo o efeito Meissner. No entanto, nos supercondutores anidonicos
a compressibilidade € uma premissa bésica para a formagao do estado supercondutor [27] sendo
que o campo magnético € fator intrinseco, gerado pelas proprias cargas fermidnicas que propor-
cionam a compressibilidade do sistema, pois a variagdo do campo magnético num ponto altera

localmente a densidade fermidnica.

Outra caracteristica, € a presenca dos niveis de Landau. Estes niveis localizados de energia
sdo gerados pela atuacdo de um campo magnético de natureza ndo-local, advindo da média dos
fluxdides associados as particulas de toda a amostra. Estes eventos foram culminados com a
identificagdo da SAT, como um fendmeno anidnico, através da aplicacdo da técnica RPA (Ran-
don Phase Aproximation) por Laughlin ef al. [28]. No entanto, o que se viu posteriormente €
que a supercondutividade se provou ser impossivel a temperatura finita [33]. Com a procura de
novas abordagens para SATc a formulacdo de Chern-Simons surgiu como um ferramental apro-
priado para substituicao dos modelos anidonicos na Eletrodindmica Quantica Planar [34, 35, 36].
A abordagem de Chern-Simons para a supercondutividade anidnica vem numa relagdo direta,
uma vez que o campo estatistico a,,, representando uma interacdo nao-local, reproduz perfeita-
mente a aproximacao de campo médio dos supercondutores anidnicos. A a¢do € representada,

formalmente, pelo termo:

Scs = /d3x (ge“p”auﬁpau) (1.2)
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Esta acdo apresenta invariancia de gauge, mas ndo preserva as simetrias de paridade e a simen-
tria por reversao temporal. Além disso, algumas peculiaridades sdo observadas como a geragao
de um féton massivo de natureza nao-local, isto porque o termo Chern-Simons (CS) tem carater
topoldgico, pois ndo depende da métrica nem contribui para o tensor energia-momento do sis-
tema [24]. Além disso, o termo CS ndo apresenta dindmica, sempre requerendo a adi¢do de
mecanismos para propagar o foton, e que também uma carga em repouso gera tanto campo

elétrico quanto campo magnético.

A quebra de paridade € uma caracteristica marcante nas teorias de CS, porém nos super-
condutores anidnicos nao ha evidéncias experimentais que comprovem a quebra de simetria
de paridade do estado supercondutor. Desta forma, modelos sem quebra de paridade consis-
tem em tentativas no entendimento da supercondutividade planar. Neste trabalho, sugerimos
uma abordagem de Chern-Simons sem violagdo de paridade, uma vez que poderd ser usado
em investigacoes da Supercondutividade a Alta-T.. O que propomos é um termo de CS misto,

acoplando os campos de gauge A, e a,. Deste modo, temos:
Ses = / &z (geWAuapay> . (1.3)

Com esta formulacdo teremos invariancia de gauge sem quebra de paridade. A conservagdo da

paridade € garantida pelas transformacoes:

A, s AP = (Ag,— Ay, Ay)
0, = 9 = (9y,~01,0)
a, N afj:(—ag,al,—ag),

(1.4)

2

E necessdrio introduzir a agdo de Chern-Simons um mecanismo que promova uma eletro-
dinamica propagativa. Para isto, adicionamos a acdo de CS a a¢do de Maxwell, configurando a

formulacao de Maxwell-Chern-Simons (MCS).

Por causa do carater topoldgico do termo de CS, nesta abordagem ndo sdo introduzidos
graus de liberdade adicionais a teoria de Maxwell. Portanto, o campo de MCS apresenta apenas

um grau de liberdade, caracterizando sua natureza escalar em 3D.

Assim, a proposta € uma agdo, invariante por paridade, de Maxwell-Chern-Simons para

ambos os campos de gauge, A, e a,, com acoplamento de um sistema de férmions com spin
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down(-) e up (+), do seguinte modo:
3 1 pv 1 pv ppv
S= [ dz _ZF FNV_Zf fuw + pe? A,0,a, +
Fi P+ i P —m( - EW} : (1.5)
onde F),, = 0,A,—0,A, éfield strength para o gauge eletromagnético e f,,=0,a,—0,a,, é para

o estatistico, respectivamente. A derivada covariante é definida por DY =(P + ie A + igd),

onde utilizamos a defini¢do genérica ¢' = y*C), e as matrizes gama v"'=(o,, —io,, i0y):

1 0 0 —z 0 1
’Yo—[o _1]7 71—[_2, 0]7 ’72—[_1 0]~ (1.6)

Verifica-se por meio das transformagoes (1.4) e das transformagdes:

P .
e — YF = —iv'x
) (1.7)
- P =P _ = - 40
vy, — Yp=wry ,onde =1y
a invariancia por paridade da ag¢ao 1} isto &, S Ly 8P = 5.
A agdo (1.5)) é invariante pelas seguintes transformagdes locais U4 (1) x U,(1):
Yy — Yy = ey,
by — = oy, (1.8)
| D — (DY) = e P@O=@) Papy
e através da condigdo ([D¢y1) = D'y, obtemos as transformacdes dos campos de gauge:
, 1
Ay = A= 20
1.9
/ 1 (1.9)
ay, =ty — —0u(@) -

9



Capitulo 2

O modelo: Maxwell-Chern-Simons QED-

paridade invariante

Ao se fazer o estudo de um modelo devemos nos perguntar: Para qué? E como fazer? A
primeira pergunta nos remete ao caso em que almejamos uma possivel aplicacdo, pois sabe-
mos que ao se tratar de novos modelos ndo conhecemos o total alcance de nossas idéias, pois
melhores percep¢des podem surgir com o melhor conhecimento e entendimento da proposta
inicial. Ja a segunda pergunta esté relacionada em como abordamos o problema, ou seja, como

concretizar uma proposta.

Em nosso trabalho adotamos o formalismo lagrangeano, onde a dinamica dos campos é
regida pelo principio da minima acdo. Os modelos devem satisfazer as seguintes condi¢cdes

fisicas de consisténcia:

Invariancia de Lorentz: As leis fisicas, no regime relativistico, devem ser invariantes entre

referenciais inerciais;

Causalidade: O principio da causalidade estabelece uma correlagcdo de tempo entre a causa

e seu subsequente efeito;

Unitariedade: Reflete o principio da conservacdo de probalidade, significando a auséncia

de particulas com estado de norma negativa;

Renormalizabilidade: A renormalizabilidade de um modelo estabelece que seus campos e
parametros em nivel quantico possam ser redefinidos a partir de seus campos e parametros em
nivel classico (estabilidade da acdo cldssica), como também, que suas simetrias cldssicas sejam

implementadas em nivel quéntico (auséncia de anomalias).

Neste capitulo, verificamos as condi¢des de causalidade, de unitariedade a “tree-level” e de

renormalizabilidade por “power-counting” da teoria. Para isto, se faz necessario o calculo dos
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propagadores. Para tal, expressamos a acdo de Maxwell-Chern-Simons QED3 com paridade
preservada dada por:
S:SMcs—i-S@w-i-ng-i—Smt, 2.1)

onde

Svcs =

Hkln—

FME,, — - f W F o+ e ALD ay} (A)

NM@YM + W @1&7 (EerJr - E?ﬂ)}, (C)

-
S, = /d?’x{—ziaAu 2B(8Ma“)2}, (B)
[

S = / d%{z%(z'eAngf)m+w_<z'eA—z'g¢>¢_}. (D)

2.1 Analise e calculo dos propagadores para A , e a,

Os propagadores sao identificaveis com as funcdes de Green causais, ou seja, seus polos
sdo interpretados como as particulas mediadoras das interagdes. Pela andlise dos pdlos é que
podemos verificar, a tree level, a causalidade, e pela andlise de residuos nos respectivos polos
que se inferird sobre a unitariedade. Os propagadores sdo obtidos pela parte bilinear da agdo,

ou seja, sua parte livre:

S = / dz (@O@ + J@) , 2.2)

Consideramos ¢ um campo que pode ser bosonico ou fermidnico e que o operador O é

inversivel escrito na forma O~'. Reescrevendo 1} teremos:

Stivre = /dx {%@O(qﬁ +07) + %J@} : (2.3)

Fazendo a seguinte substituicdo X = @+ O~'Jem 1i , visto que ponto de vista funcional

O~'.J é constante, obteremos:

1. - 14
Shivre = / dx <§XOX — 5JO—1J) . (2.4)
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onde indentificamos O~! como sendo o propagador.

Tomando-se primeiramente o termo de Maxwell de (A):

SMaz = /d3${ - %FW/FMV} - _i/dgfﬁ{ (aMAV - 6”14”) (a,uAu - ayAu> }7 (2.5)

e integrando-se por partes, pelo fato dos campos anularem-se no infinito, os termos de su-

perficie sao nulos. Logo,

AV
Shaz = / d%{ — iF“”FW} = / d%{%A@ (n“” — aDa )A,,} (2.6)

onde [ = 0,0" € o operador d’ Alambertiano.

Conhecendo os operadores de projecdo transversal ©*" e longitudinal w*”, definidos como:

o = v @.7)

wh” (2.8)

A partir de (2.6):

S faw = / d%{ — ;lF“”FM,,} = / d%{%AH(D@“”)AZ,} (2.9)

Aqui surge um problema, ja que os operadores transversal e longitudinal formam uma base
completa, a auséncia de um deles no operador de onda o torna nao inversivel. Precisamos que
operador de onda esteja escrito em sua totalidade.Vemos em (2.9) que o termo de Maxwell
encontra-se puramente transverso, portanto ndo inversivel. Adotando-se a gauge-fixing abaixo

e fazendo-se integracdes por partes, temos:

1 1
s = | dgl’{ﬁ@’w} -/ dg‘c{ﬁ <A“a“8VA”>} i
1 oHto¥ 1 O
—/d%{%(AMDTAV)} = /d?’x{éAu<Ew“”>A,,}. (2.10)

De (2.10) e (2.9)., onde Saa = Sirae + Sgsa, teremos:
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San = / de{%AM <D®W + EWW> Ay} (2.11)
(0

Procedendo-se do mesmo modo para campo estatistico a,, ja que este possui a mesma

estrutura do campo A,,, encontraremos um resultado similar:

Sn = / d%{%ap (D@W n %W) a,,} (2.12)

Analisado os termos bilineares da acdo para os campos bosonicos A, e a, separadamente,
seguiremos a andlise para o termo misto de Chern-Simons, mas antes disso, definimos um outro

operador transversal:

SH = ey, (2.13)

0 que nos leva consequentemente,

Y= /d%{,ue“p”Auapal,} - /d?’x{A#(,uS“”)a,,}. (2.14)

1 1
Nao obstante, sabendo-se que / dxASa = 3 / drxASa + 3 / dxaSA, podemos escrever

a a¢do completa bilinear nos campos A, e a,,.

O

1 e + —wh S A,

SMCS / Pr= (A, a,) « 0 (2.15)
2 S de + EWW a,

~~

Onv

A partir deste ponto estamos aptos a encontrar os propagadores dos campos A, e a,, isto serd

feito a partir do inverso de o

0 -1
) oM 4+ = [uS™
o= = @ . , (2.16)
(S™ 00" + Zu”

Para o célculo do inverso dessa matriz precisaremos saber quais relagdes obedecem os ope-
radores 6", w"” e S, o resultado é apresentado na Tabela (2.1)) e os detalhes sdo apresentados

no apéndice (B).
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| Operadores |
© w S
C] C) 0 S
w 0 w 0
S S 0 -0e

Tabela 2.1: Tabela dos operadores de projegao.

Além disso usaremos o método de inversdo de Hans Bolz e Tadeusz Banachiewz, um dos

métodos que permite inverter uma matriz em forma de blocos.

(A B)(X Y) (11 o)
— . 2.17)
C D Z W 0 1

/ \\ J/
~ ~~ ~~

0 01 1.,

Apds manipulagdes algébricas encontramos a matrix inversa:

X v\ (A-BD'C)™'  A'B(CA'B-D)! 018
z w ) \(CA'B-D)y'cA™t (D-CA'B)! ' '
Indentificando os elementos da matriz (2.16)), temos que:
O U
A:D@+EW; B =C = uS,; D:D@—I—Ew. (2.19)

De (2.19)), sabendo-se que A.A™' = 1 e D.D~' = 1 e utilizando-se da Tabela (2.1)) encon-

tramos:

1 a
Al == —
D@+ Dw,
8 (2.20)
1
-1 _ P
D = D@+ Dw.

Agora, finalmente podemos encontrar os propogadores, através da inversa de nossa matriz

(2.18). Eles sao expressos da seguinte forma:

— -1 -1 — J—
(A— BD™'C) 5 M2@ + 5w, (2.21)

- - - p
AT'B(CAT'B-D)! = —ms, (2.22)



CAPITULO 2. O MODELO: MAXWELL-CHERN-SIMONS QED; PARIDADE

INVARIANTE 14
A'B-D) oAt = H 22
@ o sE S 223)
D—-CA ‘Bt = ! b
ou seja,
1 @,uu 4 gwm/ . I %
(OA,uu)fl _ U+ MQ U D(D + [,62) (2.25)
. M v 1 @,Lw 4 ﬁwuv '
OO + u?) O+ p? O

Definindo a matriz dos propagadores G*:
G (z —y) = i(O") 83z —y), (2.26)

identificamos, portanto, os propagadores:

A%‘((‘?) = 3 (D _’1_ uz (S + %w/ﬂ/) (53(37 o y)7 (227)
A’X;(@) = —1 (_ﬁs#l’) (53(.1' — y), (228)
AGA0) = —i (—ﬁs’w) 8z —y), (2.29)
AL(0) = i (D +1 " oM + éw””) &z —y). (2.30)

Deste modo, obtemos os propagadores para os campos a, € A,, porém restam algumas
andlises a serem realizadas sobre os propagadores de modo a garantir que tenhamos uma teoria

fisicamente “saudavel”.

2.1.1 Propagadores no espaco dos momenta

Primeiro vamos analisar os polos e os residuos destes propagadores, mas antes passaremos
para o espaco dos momenta onde € mais conveniente a andlise. Deste modo, analisaremos 0s
polos, dai pode-se verificar os possiveis quanta da teoria s3o ou ndo taquionicos. Apds seguimos
para uma andlise de residuos onde inferiremos sobre a natureza fisica e dinamica desses quanta

e também a contagem sobre os graus de liberdade propagados.

Para isso, identificamos através da transformada de Fourier de G*(x — y):
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G#V( _ ): &’k ém/ ik(xz—y) 2.31)
xT—y ok e ) :

e definimos a distribui¢do delta de Dirac como:

Pk
Bl —y) = / (%)36*(90—?4), (2.32)

Da transformade de Fourier (2.31)) e da distribui¢do delta de Dirac (2.32)) obtemos a matriz dos

propagadores no espago dos momenta, G*”(k), como sendo:

1 krEY a kHkY , 1 X
(i — L S N
, 2 _ 2 L2 2 k2 B2(k2 — 2
G (k) = S . | (H ), gk |- @33)
ZkQ(kz_'uQ)E ka k2—M2(n T2 )+ﬁ L2

escrevendo-se,
AL (k) A (k)
G (k) = , (2.34)
AA(k) AL (k)

temos,

) 1 B e T
A(R) = —ig— " " = =5+ 15 (2.35)
AR (k) = ——t e, (2.36)
Aa - kQ(k2—ILL2)6 Ay .
AP (k) = M wwy (2.37)
o Rk —p2) '
V 1 B Nl T

2.1.2 Causalidade

O propagador € indentificado como uma fun¢do de Green causal, ou seja, intrepretamos 0s
polos como as particulas mediadoras estdveis da teoria. Entdo, pela andlise dos pdlos € que
poderemos verificar a causalidade, que € assegurada pela auséncia de tdquions do espectro e

através de uma andlise de residuos inferiremos sobre a unitariedade do modelo, que assegurara
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a auséncia de “ghosts”(estados de norma negativa) da teoria ou pelo desacoplamento destes dos

demais estados do modelo.

Comecaremos por uma inspe¢do dos propagadores acima, identificando seus pdlos e a na-

tureza dos mesmos, se bradions ou tdquions. Assim, temos:
A" e Al apresentam dois pélos simples no setor transversal, sendo: k* = p* e k> = 0 ;

AM apresenta dois pélos simples, um no setor transversal, k* = 1, e outro pélo simples,

k? = 0, no setor longitudinal;

AM apresenta um pélo simples no setor transversal, k% = 1%, e outro pélo simples, k* = 0,

no setor longitudinal.

Analisando as massas dos possiveis quanta mediadores dos campos vetoriais, verifica-se a

causalidade, pois para todas encontramos k? > 0, nos indicando a auséncia de taquions.

2.1.3 Unitariedade

A fim de evitarmos que funcdes de onda de normas negativas que geram estados de probabi-
lidade negativa, os conhecidos “ghosts” da teoria, ndo estejam presente, fazemos a verificacao
da unitariedade do modelo. O método empregado € o acoplamento de correntes externas ao
propagador, obtendo, desse modo, as amplitudes que representam a emissao e absor¢cdao das

particulas mediadoras, os quanta da teoria.

A unitariedade € garantida se a parte imagindria dos residuos dessas amplitudes, nos respec-

tivos pélos, sdo positivo-definidos, ou seja, € necessdrio que:

vV

Z) »AAA = JMAZQJV = Im{RGS(AAA|p61OS)} Z 0.
i) Ase = JAY G, = Im{Res(Ayalpsios)} = 0.
(2.39)

i) Aga = JuANT, = Im{Res(Aaalpsios)} = 0.

) A = JuALYG, = Im{Res(Aulpsios)} = 0.
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Tendo definido as amplitudes, podemos escrevé-las caso a caso:

. . 1 y kM EY o kPEY
1) Aaa :_ZJH<—/€2—M2(”M — 12 >+ﬁ—/{72 >Jy

, 1 , Ktk o [ kPEY
= _ZJ,u (k‘Q — IuQn'“ )Ju - J# (7> Jl, + EJH <7> Jl,

E importante salientar aqui que devido a invariancia de gauge as correntes sdo conservadas,

(2.40)

isto é, k,J" = k,j" = 0, logo:
. 1 uw
Awa = =id| s | (2.41)

Como consequéncia somente os graus de liberdade do setor transverso se propagam, ja que,
os graus de liberdade do setor longitudinal se desacoplam totalmente do modelo. Aqui, fica

claro que os termos de gauge-fixing nao possuem nenhuma dinamica.

Do mesmo modo, para as demais amplitudes temos

ll) AAa = JH (mEuAyl{A) jy, (242)
111) .AaA = jy (md‘)\ykk) Jy, (243)
: . 1 o\

lV) .Aaa = _ZJN (m?’]’u )]V (244)

No intuito de calcularmos a parte imagindria do residuo nos respectivos pélos, como pro-
posto em (2.39), escolhemos para k* = u* o vetor k* = (u,0,0) e para k> = 0 o vetor

k" = (u, 0, p), algo semelhante encontra-se em [16].

As correntes vetorias, J* e j*, podem ser decompostas em termos de uma base completa
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tridimensional no espago dos momenta como se segue:

Jt = AkM + BEM + Cet,

(2.45)
ak! + bk* + cet.

jﬂ

tendo k* = (KO, k' k?), k* = (K%, —k', —k?) e ¢* = (0,e!,¢?) obedecendo aos vinculos
2

covariantes ks, = 0, ke, = 0 e "¢, = —1. Onde, para os pélos massivos k"k, = k'k, = p
e para os ndo massivos k"k, = k"k, = 0, tendo em mente a conservagdo da corrente.
i) P6lo ndo massivo (k* = 0):

Podemos escrever J* e j* neste caso como:

J' = ((A+ B)u,Ce', (A - B)u+ Ce?), (2.46)
JU = ((a+ b, cet, (a —b)u + ce?). (2.47)

Além disso, pelos vinculos covariantes:

1°) ket =0 ket =—pe® = =0,
2°) kuet =0 ket = —pst =2 =0, (2.48)
2°) gt =—1 —(e)VlP=-1=c=1

Até este momento vemos que,
JH = ((A + B):ua C: (A - B):u)a
e utilizando a fato da conservacdo da corrente,

k,J'=2p’B=0= B =0,

assim,

JM’]@:O = (A,u, C, A[L) (249)

Procedendo do mesmo modo para j*|;2—¢, teremos:

k=0 = (ap, ¢, ap). (2.50)

i) P6lo massivo (k* = ;%)

Para os pdlos massivo, k* = (u,0), a operagdo é mais simplificada, onde tomamos a
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conservacdo da corrente.

kyJt = Ak,k*+ BEK,k'+ Ckue" =0,

:H‘2 :uz =0

(2.51)

Como consequéncia € necessario que A = B = 0. Se fazemos o mesmo para j* teremos

a =b=0, ou seja:
’
Ju|k2:M2 = Oé—?l.

ju|k2:u2 = cet. (252)

Com os resultados (2.49)), (2.50) e (2.52), calcula-se os acoplamentos definidos em (2.39) e

entdo encontramos a parte imaginaria dos residuos.

i) Para o caso k* = ;i? temos os acoplamentos nos pélos:

. 1, 1
AAA|]€2:#2 = —ZJ# <m7]u )Jy = —ij‘w]'u,

1 1
= —j—-Ce,Cc* =i—C>. 2.53
Zk2_ﬂ2 eute 2k2_,u2 ( )
Obtemos para A,,:
. 1 L) A
Asalre=z = —ijy (mﬁ“ )Ju = —ijuj“,
1 1
i e et — 2 2.54
zkz_'uzceuca Zk:Q _quc ( )
Para Ay, e Ay :
AAa|k2:u2 = AaA|k2:u2 = mccgueukyf‘:ukk =0 (255)

ii) Para o caso k* = 0, temos:

_ _ s K Av -
-AAa’k2=0 - AaA’kQ:O =Ju (mGu k)\> J,, =0
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Encontrando a parte imaginaria dos residuos (Res) dos acoplamentos (A ), teremos:

} = (2 Im{ResAaa } =2
k2=p2 k2=p2

} =0 Im{Res.AaA } =0
k2=p2 k2=p2

Apenas os propagadores A'") e A" tem a parte imagindria do residuo do acoplamento maior do

Im{ResAAA

(2.56)
Im{ResAAa

que zero (Im{ResA} > 0), excluindo a possibilidade de “gosths” e assegurando a existéncia
de graus de liberdade propagados. Ja os propagadores mistos A 4,, A, 4 apresentam

(Im{ResA} = 0) o que exclui os “ghosts” pois ndo hd propagagdo de graus de liberdade.
Com base neste resultado e nos demais dessa se¢do, escrevemos abaixo um resumo sobre 0s

propagadores dos campos A, € a,, gauge eletromagético e estatistico, respectivamente:

)AL
Setor longitudinal, pélo k* =0, ndo dinimico.

Setor transversal 6lo k? = 1%, dinamico, causal e unitério a tree-level.
) )

i) AR

Setor longitudinal, pélo k* =0, ndo dinimico.

Setor transversal, 6lo k? = 1%, dinamico, causal e unitério a tree-level.

)
i) A
Setor transveral,  pélo k* =0, ndo dinimico.

Setor transversal, pélo k* = p?, ndo dindmico.

i) A
Setor transveral,  pdlo k> =0, nao dinidmico.

Setor transversal, pélo k* = p?, ndo dindmico.

2.2 Calculo dos propagadores para ), e 1/_

Para finalizar o célculo dos propagadores da ag¢ao proposta (1.5, vamos obter os propaga-

dores dos campos fermiOnicos, através da acao S@w.

Considerando apenas os termos bilineares em ;. € ¢, temos Sy,,.

S5y = / d%{%(z‘@ — M)y + B (P + mw}
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= /d3x(1p+ P_) < ? ‘ ) , (2.57)
O Z@ +m w_
onde o operador de onda I' € dado por:
) — 0
FZ(@@ m ) (2.58)
0 i +m
Definimos o propagador por:

Gyylr —y) = =016 (z —y). (2.59)

Calculando-se a inversa da matriz I':

(z’@—m.() ><A B):<1 0)7 2.60)
0 id+m C D 0 1

(& / \\ J/
-

T -1

onde concluimos que B=C =0e,

i(@—m)A =1, (2.61)
i(@+m)D =1. (2.62)

Multiplicando (2.61) por (—i@ — m) e (2.62)) por (—i@ + m) teremos:

(v470,0, + m))A = —iv’9, —m, (2.63)
(v9%0,0, + m*)D = —iy"’0, +m. (2.64)

Observando as relagdes acima e sabendo-se que {7, "} = 2n", entdo

1 1
E(auav +0,0,)7"" = 5(81181/7#7” +0,0,7"")

(2.65)
1 v v v
3.0, (" ") = 0.0 =1
Continuando com a equagdo (2.63)) e fazendo-se andlogo para (2.64), teremos:
—iyH0, —m —1yH 0, +m
A= —L"F D=——™"__ 2.66
O+m?2 O + m? (2.66)
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Agora torna-se possivel escrever a matriz inversa:

—i —m 0

= O+m? D am (2.67)
0 R S—

O + m2

e, consequentemente, a matriz dos propagadores:

@ —im
O+ m? 0 3
Gy = — ) D+ im F(r —y), (2.68)
O+ m?

onde identificamos os propagadores para ¢, e ¢)_ , repectivamente, como sendo:

AM(P) = _%53@ —y), (2.69)
ATHY) = —%63@ —y). (2.70)

2.2.1 Anailise dos propagadores A"t e A7

Como anteriormente, faz-se necessdrio analisar os propagadores e para isso utilizamos o

espaco dos “momenta”. Portanto,

i (VR —im\  _ F-m

ATH(E) = (—_k2 — ) =i, 2.71)
- (MR tim E+m

AT (k) = (—_kQ +m2) =i (2.72)

Com base nos pélos dos propagadores, onde k> = m?, assegura-se a auséncia de tiquions,
garantindo-se a causalidade. Ainda nos falta certificar sobre a unitariedade e os graus de liber-

dade fisicos.

2.2.2 Unitariedade e graus de liberdade

Para completar nossa anélise, definiremos a matriz corrente-propagador-corrente:

-Aii == IAu(k)JZ onde, jz = JZT’)/O > JZ = (
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Temos portanto que:

k—m

Ay = TiA (k)T = i7+mj+;
= %Q;ﬁ%
(2.74)
A =T AT =iT EET
- %9;_91_.
Dai, tomando-se a parte imagindria dos residuos nos pélos, obtemos
Res(Ayi)|kzemz = 2imb; 0,1 = Im{Res(A,;)|p2—m2} = 2mb; 0oy > 0,
(2.75)

Res(A__)|g2emz = 2imb;_0;- = Im{(Res(A__)|2=m2} = 2mb;_6,_ > 0.

A partir deste resultado podemos ver que tanto para ¢, e ¢_ temos Im{Res(A)} > 0 em

k* = m?, logo os dois graus de liberdade propagados por ambos os espinores so fisicos.

2.3 A super renormalizabilidade da teoria

Embora nao seja o objetivo deste trabalho, o estudo de renormalizabilidade do modelo pro-
posto, tendo em vista a necessidade deste estudo posteriormente, serd discutido brevemente

com base no power-counting .

Na regidao do ultra-violeta (k — o00), ou seja, em altas energias, o objetivo do power-
counting é estabelecer resultados sobre a renormalizabilidade do modelo, para isso indentifi-

camos os vértices de interacdo do modelo.

Deste modo, da acdo (1.5 reconhecemos quatro termos de interagao:

S — / B, (e, =V, | (2.76)
St =i / v, (igd)s = Vi 2.77)
S =i / Prp_(iep- =V, (2.78)
SW— / Brp_(—igd)y_ = VP _ (2.79)

Identificados os respectivos vértices de interacao, passemos ao calculo da contagem de poténcias,

na qual saberemos o grau superficial de divergéncia do modelo.



CAPITULO 2. O MODELO: MAXWELL-CHERN-SIMONS QED; PARIDADE
INVARIANTE 24

Como as correcoes radiativas a 1,2,3... loops equivalem a integrais simples , duplas, triplas
e assim por diante dos propagadores e dos vértices, a contagem de poténcias é a contagem de
poténcias de k£ quando £ — oo. Da identidade topoldgica envolvendo o nimero loops (L),

linhas internas (I) e vértices (V), temos:
L=1—-(V-1) (2.80)

onde [ = Iyq + log + Lag + Loa + I%W + I%wf ¢ o numero total de linhas internas e
V=V +VE VL +VE

—a—

€ o numero total de vértices de um grafico.

Temos entdo para os propagadores:

1

AE+¢+(1€> e Aaiwi(k?) — E’
1

AAA(/{?) e Aaa(k‘) — ﬁ’
1

AAa(k') e AaA(k) — .
Portanto, em D = 3 o grau superficial de divergéncia () de um dado grafico dado por:

0=3L—1T; \ — Iy, —2Ixs =20 — 310 — 3La. (2.81)

Um vértice (V') decompde-se em linhas internas (I) e linhas externas (E), sabendo disso obtemos

as relacoes de V, E e I para cada campo:

Uit 2y, By, =2V, 4oV (2.82)
Yoo 2L, 4B, =2V, £oVE (2.83)
A 20ga+1ag+Ean =VE,, +VH, . (2.84)
a: 2+ Ian+Ew =V +VE_. (2.85)

Obtemos o grau superficial de divergéncia da teoria em altas energias com a ajuda das equagdes

acima:
1 1 1 1 1
5 =3— EV—{—LA—F - §Vfa+ - §V—”A— - §Vfa, - 5-[140, +
1 1 1
—§IaA — §EAA — éEaa — E@w — Ei_ws (2.86)
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A divergéncia 0 possui termos de linhas internas, desta forma, a medida que aumentamos a
ordem dos gréficos diminuimos o grau superficial de divergéncia. Constatamos entdo que se
trata de uma teoria super-renormalizdvel [18]], isto é, hd um nimero finito de diagramas que

podem conter possiveis divergéncias.

2.4 Solucoes das equacoes de Dirac livre para v, e i/_

Considerando as equagdes de Dirac livre para os espinores 1, e 1)_, obtidas a partir da

acao (1.5)

(iv"0, —ml )y =0, (2.87)
(iv"0, +ml)yp_ =0, (2.88)
suas solugdes, 1éem-se:
&k . .
Vo (z) = / e T (R (R)e™ 4+ B, (oK), (2.89)
&k ‘ .
v_(x) = / (ZW)Q%[a_(k)u_(k)e_’kx + 0" (k)yv_(k)e™*=], (2.90)

A partir das equagdes acima, encontramos quatro equagdes para as componentes dos espi-

nores.

(p —ml)uy(p) =0 ; (=p—mil)v (p) =0, (2.91)
(Pp+ml)u_(p) =0 , (—p+ml)v_(p) =0, (2.92)

Utilizando-se as matrizes v* ja definidas e tendo p* = (E, p,, p,), encontraremos as solugdes

de energia positiva e negativa para ¢, e ¢)_. Iniciando por u(p), de (2.91) temos:

E— Dy —
1Pz + py —FE—-m 6+<p>
Calculando-se o determinante do sistema acima, vemos que s6 possui uma varidvel indepen-

dente, isto estd de acordo com nossa andlise anterior, onde cada componente do espinor ¢,
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neste caso u, (p), carrega apenas um grau de liberdade:

a4 (p)
uy(p) = | ip. +p, (2.94)

E+tm 04+(p)

Utilizando-se a condi¢do de normalizagdo, T (p)uy (p) = 1, chegaremos finalmente em:

1 E+m

wa(p) = , 2.95
+(?) 2m(E +m) iDy -+ p (259)
z y

No referencial de repouso onde £ > 0, E = me pt = (F, 6), temos:

~ 1
uy(m,0) = [ 0 ] : (2.96)

Portanto, podemos reescrever (2.95)) diferentemente, como:

_Grm)

Analogamente, obtém-se:

u+<p>=;(“m> , v+<p>=;<p”pf)

2m(E 4+ m) \ ipy + Dy 2m(E+m) \ E+m
(2.98)

1 Py — 1Pa 1 E+m

u-(p) = —m——=1| , 0-(p) = ———— ],
2m(E+m) \ E+m 2m(E +m) \ py +ip,
(2.99)
considerando-se as seguintes condicdes de normalizagﬁoﬂ :

ur(pur(p) =1,  u(pu-(p)=-1, (2.100)
i (p)vs(p) = -1 v_(pv-(p) = 1. (2.101)

'Se encontram no apéndice w4 (p), 71 (p), T—(p) e 1_ (p).
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Expressando-se em termos dos espinores no referencial de repouso, tem-se que:

Grm) oo (hm)

uy(p) = \/m +(m, 0), —(p) = mu—(mao),

(2.102)

0ilp) = 2Ly (), ) =
i \/Qm(E—l—m)Jr T - V2m(E 4+ m)

v_(m,0), (2.103)

onde,

Um comentério deve ser deixado aqui, apesar do uso do termo solu¢do de energia “positiva” e
de energia “negativa”, deve-se ficar claro que a energia é sempre positiva (E=k"=v'k + m2>0),

o termo “‘energia negativa ~’ € usado apenas por questoes historicas!

2.5 Numeros quanticos: spin e carga

Continuando a constru¢io da base necessdria para o célculo do potencial de espalhamento,
determinaremos o hamiltoniano associado aos espinores ¢y e 1 [34]. Logo em seguida fa-
remos uma andlise do conteudo de spin e sua condicdo de numero quantico, calculando sua

relacdo de comutacdo com o hamiltoniano.

2.5.1 O hamiltoniano
A equacdo de Dirac para um espinor qualquer y € dado por:
(iv"0, —ml)x =0. (2.104)

Da equacdo (2.104) encontramos o hamiltoniano multiplicando ambos os lados por 7° = 3.

Sabendo que 3% = 1 e & = 77, tem-se que:

i0yx = (@p+ pml)x = Hyy. (2.105)
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Relembrando as equagdes de Dirac (2.87) e (2.88)) para os espinores v, e 1)_, respectivamente,

(170 —ml)py =0,
(ify'uaﬂ + mﬂ)w* = 07

a partir de (2.105)) obteremos:

H %, =i, = (@ap+ Bymi)y., (2.106)
H W =idw. = (@_p+ Boymi), (2.107)

Ao compararmos (2.106) e (2.107) com (2.103)), vemos que:

a1y =17 e B = (2.108)
-y =770 e B =7 (2.109)

2.5.2 O spin como nimero quantico

Em D = 3 os geradores da algebra de Lie do grupo SO(1,2) na representagdo espinorial,
le-se: ‘
pv i

2 = 2110

onde as matrizes " satisfazem a algebra de so(1,2).

Y ] = 2i€mar®. (2.111)

Computa-se os spins no referencial de repouso das particulas e o operador de spin é obtido

através do gerador de rotacao no plano, desse modo escrevemos o operador de spin como sendo

12
S12 = E , assim:

1
S12 = 50 (2.112)

Tendo obtido o operador de spin, deve-se garantir que o spin seja um nimero quantico, portanto,

verifica-se que o operador de spin comuta com os hamiltonianos, sendo assim um observavel.

[HP, 577 =0 (2.113)
[Hy .8 =0 (2.114)
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Analisando-se primeiro para [Hé+), S'?] = 0,F|segue que

L

(H",8") = Jlaqp+ Bayml, o) (2.115)
1 A

(15”5 = {0 n] + mb° A ), (2.116)

[1¥0(+)7 512] —0. (2.117)

Realizando-se a mesma operagdo para (2.114)), obteremos:
[H, 57 =0, (2.118)

Assim, os resultados asseguram que os autovalores de spin (s! , 5!/ , s, 5" ) do operador de spin
S12. correspondentes as fungdes de onda (u,,v,,u_ e v_) sdo nimeros quanticos para estes

estados fisicos.

2.5.3 Os autovalores de spin

Nesta secao determinaremos os autovalores dos spins associados as fun¢des de onda, u (p),
vy (p), u_(p) e v_(p). Para isso, vamos atuar com o operador S'* nas solugdes de energia
positiva e “negativa” que sdo as autofungdes das particulas. No entanto, como o
spin € uma propriedade intrinsica, basta simplesmente que atuemos nos espinores de repouso,

assim:

= = —, =,

S%uy(m,0) = s% up(m,0) , S%vi(m,0) = s vi(m,0) (2.119)

S2u_(m,0) = s“ u_(m,0) , S"2v_(m,0) =s" v_(m,0) (2.120)

Utililizando-se das solucdes calculadas na Secdo [2.4]temos que:

S2u, (m,0) = L ( L0 ) [ ! ] = 1u+(m,6) : (2.121)

2\ 0 —1 0 2
- 1(1 0 \[o] 1 .
S22, (m,0) = = = ——u,(m,0) , 2.122
+( ) 5 ( 0 —1 ) { 5 +( ) ( )
o 1(1 0 \[o] 1 .
S2u_(m,0) = = = ——uy(m,0) , 2.123
(m,0) 5 ( 0 1 ) ) 5 +(m,0) ( )

2Comutacio esta verificada no referencial de repouso.



CAPITULO 2. O MODELO: MAXWELL-CHERN-SIMONS QED; PARIDADE
INVARIANTE 30

S2y_(m,0) = 1 ( (1) _01 ) [ (1) ] = %v_(mﬁ) . (2.124)

Conclui-se, portanto, que os autovalores de spin sy, s% , s% e s”, s@o:
(2.125)

Podemos concluir que os elétrons (14 € u_) e os positrons EI (vy e v_) com termos de massas
opostas possuem polariza¢ido oposta de spins, o que estd em acordo com os resultados de [37]].
Como uma tipica caracteristica do espago-tempo tridimensional, a polarizacdo de uma particula
(u) e sua correspondente anti-particula (v) pertencem ao mesmo espinor de Dirac (), e se a

particula tem spin s, sua antiparticula tem spin —s.

2.6 Simetria U,(1) x U,(1) e cargas associadas

As simetrias desempenham um papel fundamental em muitos aspectos da fisica moderna
por estabelecer propriedades gerais de sistemas fisicos estudados. Fazendo o uso em nossas
discussdes do formalismo lagrangiano obtemos quantidades fisicas que sdo conservadas, isto €,

observaveis que sao independentes do tempo.

Teorema 1 (Noether) : Se o funcional acdo é invariante sob um grupo continuo de transformagoes

dos campos, entdo, o correspondente Lagrangeano fixa um conjunto de invariantes dindmicos,

isto é, as correntes locais conservadas.

Agora, determinaremos as cargas associadas as fungdes de onda, u, (k), vy (k),u_(k) e

v_(k), devido a simetria U4 (1) x U,(1). Paraisso, vamos calcular os autovalores dos operadores

de carga Q1, Q- g4 e q-:

3Pode parecer imprudente chamar estes férmions de elétrons e de pésitrons neste momento, mas na préxima
secdo isto se tornara claro.
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Q, = Bzl () (z) (2.126)

8

@ = 47l () (z) (2.128)

/ /
Q. = /d%?: J(z): = —e/d%z‘: W)y () ;| (2.127)
/ /

g = /in”:jO(m): = —|—g/d237:: Ol (@)_(z) : (2.129)

associados aos autoestados u, vy,u_ e v_ . A expansdo dos operadores de campo em termos

dos operadores de criacdo e aniquilacio € dado por:

V() = / (;i’;%m(k)m(k)e‘““+bL<kz)v+<k)e““], (2.130)
V_(z) = / (g:;%[a(k)u(k)eik“erT_(k)v(k)e“”], (2.131)
L) = / éﬁ;%[ai(k’)ui(k’)e““’z+b+(k’>vi<k’)e‘““””], (2.132)
ol (2) = / éjf);%[a*_(mu*_(k')eik’x+b_(k')zﬁ_ )™ (2.133)

A partir das equagdes de Dirac (2.91]42.92)), das condicdes de normalizacdo (2.10012.101)) e da
relacdo

{p.7"} = 20", (2.134)

obtemos as seguintes equacoes, satisfeitas pelas funcdes de onda:

P’ P’

ull (p)uy (p) = el vhog(p) = oo (2.135)
p(] pO

Wpu-(p)="— . vl =" (2.136)

As relagdes de anticomutacao fixadas pela microcausalidade sdo:

{vs@elw)}  =@E-p . {v-@@)  =sfE-g. @13

T0=Y0 T0=Y0
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Utilizando-se das condi¢des de normalizacdo (2.135H2.136)) e as expansdes dos operadores

de campo (2.130}2.133) encontramos as relagdes entre os operadores de criagdo e aniquilagdo:

{ar(k).al )} = (2m)? =62k —p), (2.138)
[} = @n? Eai- ), (2.139)
{a,<k),a*_ (p)} — (2r)? %052(/;'—@, (2.140)
{b_(k),b*_(p)} — (21)? %052(12—@. (2.141)

Com todos estes resultados podemos escrever os operadores de carga @4, (), ¢ e g (2.127

[2.129), em termos dos operadores de criagdo e aniquilagdo:

- dzk/ m ko m ik'x _ik'x
= —¢ /d2 / 5 {[ai(k')ui(k’)ek oy (K)ol (ke ™ } X

X [a+(k)u+(k)e_ikx +b1(lc)v+(k)e“’“] } L (2.142)
Executando os produtos de operadores, realizando-se o produto normal ordenado e em seguida

calculando a integral na varidvel x, para depois resolver a integral em uma das varidveis k ou

k', teremos a seguinte expressdo para o operador de carga, Q) :

Qs = —e [ et (b Ml (B (k) = b (BB, ()L ()0 ()] +

= [ ol (R (R () + by (B (R (R )]

A partir das relagdes (2.135H2.136]) conseguimos simplificar o primeiro termo da expressao
acima, e utilizando as relacdes (2.9842.99), vemos que o segundo termo ¢ identicamente nulo.
Deste modo, temos finalmente que:

Q. ——c / (;‘FT’;% [al () (k) — bl (k)b (1) (2.143)

Seguindo o mesmo procedimento chegaremos aos resultados para os outros operadores de carga:

QO =—c / %% [ai(k)a_(k) oyt (k)b_(k;)} , (2.144)
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¢ =0 [ s ol )~ L0 0] 2.145)
g =g / (;i’;g [ai(k)a_(k)—bi(k)b_(k)]. (2.146)

Tendo escrito os operadores de carga em termos dos operadores de criac@o e aniquilacdo, vamos

agora calcular o comutador dos operadores de carga com os operadores de criacdo. Para isso

utilizaremos as condigdes (2.13842.14 1)) e as expressoes (2.143H2.146)):

@+, al.(p)] = —eal (p) , [ay,al(p)] = —gal (p), (2.147)
Q1. bL(p)] = +ebl(p) .+ lgv,bL(p)] = +gbl (), (2.148)
Q- a"(p)] = —ea (p) , [a-,a' (p)] = +ga’ (p), (2.149)
Q- 6" (p)] = +ebl (p) . lg-,b" (p)] = —gb" (p). (2.150)

O estado fundamental de vacuo denotamos através do “ket”,

0), que satisfaz a condigdo de

normalizagdo, (0|0) = 1, e as condigdes:

ar(k)0) =0 , by(k)|0) =0, 2.151)
a_(k)[0) =0 , b_(k)|0) = 0. (2.152)

Tendo em mente as relacdes de comutacdo (2.147H2.150) e aplicando o operador de carga ()

ao estado de um elétron |e ), obteremos:

Q:le ) =Qal (9)10) = (4, al ()] — L (P)Q1. ) 10) = —eal, (p)|0) = —ele ), (2.153)

pois @4 |0) = 0.

Procedendo exatamente do mesmo modo para os demais operadores de carga, obteremos

que:
Q+‘€(+)> = —e|e(+)) 5 q+\e(+)> = _9’€(+)> onde ]e(+)> = al(p)]()% (2.154)
Qilel,) = +eley)) +  avlel,) = +glei)) onde e[, ) =bl(p)[0), (2.155)
Q-leCy) = —eleC)) + a-le(y) =+gleg)) onde |e ) =al(p)0), (2.156)

Q_|ezr_)) = +‘3|ezr_)> ) Q—|€zr_)> = _9|62L_)> onde |€zr_)> = bi(p)|0>. (2.157)
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Com base nestes resultados e nos da Se¢do [2.5.3| podemos conluir que:

1. al(p) cria um elétron u. (p) com spin s% = 5> carga elétrica —e e carga estatistica —g.
2. b} i Gsit in s% — 16tri tatisti
. bl (p) cria um pésitron v, (p) com spin s, = 5> carga elétrica +e e carga estatistica +g.
t . . o 1 . .
3. a' (p) cria um elétron u_(p) com spin s* = — 5 carga elétrica —e e carga estatistica +g.

4.0 (p) cria um pésitron v_(p) com spin s” = —1—5, carga elétrica +e e carga estatistica —g.

Abaixo sintetizamos os resultados na Tabela (2.2)):

Funcao Operador | Operador | Carga| Operador | Carga Spin Particula | Simbolo
deonda | de de Carga | (Q) | de carga | (q)

criacdo Q q
wr(p) | ap) | Q+ — |4 g | st =15 |cléwon | ey,
v4(p) bl (p) Q+ +e | g+ +g 54 = —% pésitron ea)
u—(p) al (p) Q- —e q_ +g st = —% elétron €y
v—_(p) b (p) Q- +e q_ —g sv = +% positron e(t)

Tabela 2.2: Cargas e spins das particulas associadas aos operadores de campo ), e ¢_.

Da tabela observamos a relaciio univoca abaixo entre o operador de spin S'? e os operadores
de carga q... Nao se sabe ao certo o por que desta relacdo, no entanto isto reforca o fato de

chamarmos o campo a,, de campo estatisitico:

S [P)s = - ga ) (2.158)
29

Neste capitulo observamos alguns aspectos nao triviais de férmions massivos em D=1+2, e em
especial, no nosso modelo. A relacdo do sinal de spin e o sinal do termo de massa de Dirac,
além da peculiaridade do sinal da carga estatistica (g), que possui sinal oposto a polarizacdo do
spin, foi observado. Como conclusao final, u e u_, s@o as funcdes de onda dos elétrons com
polarizagdes opostas de spin ( € © e(’_)), onde também, v, e v_, s@o as fun¢des de onda dos
positrons com polarizagdes opostas de spin (ea) e GEL,)), 0 que estd em total acordo com o fato
de que o spin esté relacionado com a simetria do espago-tempo (Grupo de Lorentz), enquanto
a carga elétrica e a carga estatistica estdo relacionadas com simetrias internas (simetrias de
calibre).
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Capitulo 3

Potencial de espalhamento Mgller:

interacao atrativa elétron-elétron

Neste capitulo estamos interessados no cédlculo do potencial de interagdo elétron-elétron no
limite ndo-relativistico, denominado potencial de espalhamento Mgller [34]. Para se derivar
um potencial de interacdo entre duas particulas, dentro do arcabouco da teoria de campos, se
faz necessdrio calcular a amplitude de espalhamento entre as particulas envolvidas, para em
seguida tomar o limite de baixas energias (ndo-relativistico) e efetuar a transformada de Fourier
que resulta no potencial de espalhamento na aproximacdo de Born [38]. Para este proposito

precisamos encontrar as regras de Feynman para os vértices de interacao.

3.1 Regras de Feynman

Partimos da agdo efetivaI'(A, a, 0, 1)) que estd relacionada ao funcional gerador das fung¢des

de Green conexas Z C(J, 7, S, ) por uma transformada de Legendre:
D(A,a,0,0) = 29(7,5,3,9) - / d*x(J" A, + " a, + 93 + ), 3.1)

onde J", j" e & sdo fontes externas — fungdes teste.

Dentro do formalismo das integrais de caminho as fun¢des de Green conexas nos fornecem
valores esperados no vacuo da teoria. A acdo efetiva também € o funcional gerador das funcdes

de vértice irredutivel de n-pontos, chamadas fun¢des de Green 1PI (One-Particle-Irreducible)
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de n-pontos. Definidas como:

A=a=0

1 5nF(A7 a7 E? w) (3'2)

- Z(SAH(:Ul) Looar(x) ... 5Ea(£€j) 0B ()

P=1p=0

estas fungdes representam a soma de todos os gréficos de Feynman que niao podem ser reduzidos
a outros mais simples. Expandindo-se a agdo efetiva I'(A, a,), 1)) em termos da funcio de
Green 1PI de n-pontos obtemos a tree-level os vértices de interagdo que € o nosso objetivo.

Utilizando-se a chamada expansdo de Volterra para o funcional agao efetiva (3.1, teremos:

HA@%W:E:%/fmujh%wl/ﬁWH/f%x
n=0

n v T
X {FL)VQQ(LUIJ ERPR 7 PR o PR 7xn) X Aﬁcl) e CL(%) e w(xj) T ¢én)} . (33)

Como os calculos de loops sdo trabalhados no espago dos momenta, escrevemos as transforma-
das de Fourier dos campos para obter a agdo efetiva (3.3) neste espago. As transformadas de

Fourier dos campos, sdo:

Gale) = [ i) G
wmzl/éﬁwmwm, (3.5)
Au(r) = /é#%@w, (3.6)
a,(z) = /(;lTn)gal,(n)emx. (3.7

Com as transformadas de Fourier dos campos, escreve-se a acao efetiva (3.3)), como :
— S
[(A a,,¢) = Zm/d?’xl---/d‘gxi---/d?’xj---/d?’:vn X
n=0

d3p; dBp; &p; &p
- / (2m)3 / (2m)3 / (2m)3 (2m)3 (21, » Liy y Ljs ) Tp) X

XA/(;H) e al(/pi) .. .EEZZ)) ce ¢fn) - eimm o eipiZi o e—ipjzj L eipniﬂn’ (3.8)
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E com a ajuda da transformada de Fourier,

@2m)28(p1+ -+ i pj A D) gL D p D) =

E/d3$1"'/d3$z‘"'/d3$j"'/dSInF,(f.).V...a...g(xh"' STyt Xy, Ty) X

xe P e e Pt e!Pnin (3.9)

escrevendo (3.9) em conjunto com a expressio da agdo efetiva (3.8)), obteremos no espago dos

momenta a seguinte expressao:

o) = Yol [ S [

(n) v YA B
XFM...V“.Q...B(pla Y Z PIEY ¥ PR 7pn) X AéLpl) e a(pi) e ¢(pj) e w(pn)a (310)

ondep; =p;+ - +pi+-+ Pn

A partir da agdo efeiva, expandida no espaco dos momenta, derivam-se as regras de Feyn-
man para os vértices de interacao, identificando-os com a funcio de Green 1PI a tree-level de
n-pontos neste espaco — a tree-level a acdo efetiva nada mais € do que a acao cldssica acrescida

dos termos das fontes externas.

Identificando os vértices de interac@o abaixo:

St =i / Az, (ied)v, | (3.11)
St =i / &, (igd)es (3.12)
S =i / & _(ied)y_ (3.13)
St =1 / A _(—igd)v- (3.14)

e definindo-se a distribui¢do delta do seguinte modo
/ Brem=RT = (9r3§3 (1 +m — k), (3.15)

teremos para o vértice (3.11)

Sl =i [ s [ e (A (), (.16)

onde k =1+ m.
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Portanto, a regra de Feynman para o vértice €
Viag = ie. (3.17)

Procedendo-se do mesmo modo para os demais vértices de interagdo (3.12} [3.13|e[3.14) obtere-

mos as seguintes regras de Feynman, respectivamente:

Vi =gy, (3.18)
Vi =deyt, 3.19)
VE = —igy*. (3.20)

3.2 Amplitudes de espalhamento

O espalhamento de elétrons nao-relativisticos, comumente chamado de espalhamento Mgller,
recebeu este nome apds C. Mgller ter tratado do problema pela primeira vez em 1931 [38].
Analisando-se este processo de espalhamento, conforme a referéncia [38]], encontramos a ex-

pressdo para a amplitudes de espalhamento:

—iM = T(p)) VR Ju(p){ A (01 — P Y ViR, Ju(pa) +

)V oy Jup) { B (01 = D)W Vi Ju(p2), (321)
onde Vge)yn_, Vl(fgyn_, Vg’e)yn., Vgle)yn_ sdo as regras de Feynman para cada vértice de interacao,

A (p1 — D)) e AL (pr — py) os propagadores no canal-t e canal-u EI, e u(p1), u(p)), u(ps),
u(py) as fungdes de onda dos elétrons no espago dos momenta.

Reescrevendo-se (3.21)):

—iM = _Z-(Mdireto + Mcruzado) _ —Z(./\/l(l) + ./\/1(2)>7 (322)

e na Figura (3.1) em termos dos graficos de Feynman:

'Detalhes sobre canal-t, canal-u e varidveis de Mandelstam encontram-se no apéndice 1)
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Y41 p/2 Pll plg

Pr 0 P2 pl o pe
Figura 3.1: Amplitude de espalhamento total.

As amplitudes mostradas em deixam implicitas as condi¢des que levaremos em conta
quando calcularmos as amplitudes de espalhamento que propomos no nosso trabalho. Estas
condicdes sdo as polarizagdes dos elétrons que participam da interacdo, pois o resultado de
ainda ndo as levou em conta. Os elétrons estdo polarizados (e | ou e 1) EI € 0S campos
de gauge eletromagnético (A,,) e o estatitistico (a,) sdo os campos que mediam as interacdes.
Sao trés as possibilidades para o processo de espalhamento polarizado que estudaremos aqui:
espalhamento onda-s (| 1) e espalhamento onda-p ( /| e 11).

Dai teremos os gréficos de Feynman para o espalhamento onda-s mediado pelo campo A,;:

4 / /
eT P1 Do el

—tMyas =

el el

Figura 3.2: Espalhamento (¢~ — e™) onda-s (1)) mediado por A,,.

E pelo campo a,,:

Figura 3.3: Espalhamento (e~ — ¢~ ) onda-s (1) mediado por a,,.

2As setas 1| se referem s polarizacdes dos elétrons, spin up (+) e down (-) respectivamente.
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A representacgdo grifica do espalhamento no estado de onda-p (J.|)) mediado por A,,:

el PLopy el

el ed

-+

el p1 : el el el

Figura 3.4: Espalhamento (e~ — e™) onda-p (J) mediado por A,,.

E no estado de onda-p (]]) para o campo a,,:

Figura 3.5: Espalhamento (e~ — e™) onda-p (J.|) mediado por a,,.
A representagdo grifica do espalhamento no estado de onda-p (1) mediado por A,:

et Pl Ph et

et

Figura 3.6: Espalhamento (¢~ — e™) onda-p (11) mediado por A,,.

E no estado de onda-p (11) pelo campo a,,:

et

el

Figura 3.7: Espalhamento (e~ — e¢™) por a, no estado de onda-p (11).
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Faz-se necessério o uso dos propagadores para o cdlculo das amplitudes de espalhamento,
conforme apresentados no Capitulo 2 :

) 1 B 7 R 10
AA(k) = =i 2 (" =5+ 5 (3.23)
A (k) = e, 3.24
Aa( ) - kQ(kQ—,uQ)E A ( . )
AP(E) = e, (3.25)
o RE =) '
} 1 B Al 0
Ab (k) = —sz_MQ(n“ -t (3.26)

No entanto, ¢ interessante ressaltar que os propagadores (3.24) e (3.25) ndo carregam graus de

liberdade, sendo assim, ndo promovem nenhuma interagao fisica no espalhamento.

O calculo das amplitudes de espalhamento sera realizado no referencial de centro de massa

(CM) do sistema, representado graficamente abaixo:

p) = (E.pcos¢,psing)

p = (E,p.0) p2= (E,—p,0)

|

py = (E,—pcos¢,—psing)
Figura 3.8: Espalhamento elétron-elétron no referencial do CM.

O angulo pés-espalhamento, ¢, é definido a partir da direcdo inicial do espalhamento entre os
elétrons.

Partiremos a seguir para o cédlculo dos potenciais de espalhamento onda-s e onda-p a partir

das amplitudes de espalhamento.
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Comecando por /\/15217 (espalhamento direto) :

—iMSrl,)q_ =4 (py) [ViAJJ u(p1) {Aﬁf(h)} a-(ps) [VZA—J u_(p2),
MU =) e ) { 2 L) e ),

(3.27)

onde utilizamos o principio de conservagdo da corrente como ja abordado no Capitulo 2, e além

disso utilizando-se das relagdes calculadas no Apéndice (D.3)) , teremos:

Ml - ie? { ((E + m)? +p2e_i¢) ((E + m)? +p26_i¢> N

k3 — p? 2m(E +m) 2m(E +m)
p(L+¢e?)\ [p(lL+e7™) ip(L—e)\ [ip(l—e ™)
+ + ,
2m 2m 2m 2m
—e? E+m)* +2(E +m)?p?[cos ¢ + 2] + p*
MY, - ( )"+ 2( : )p[2 o+2/+p" | (3.28)
J 2 (E + m)
onde k1 = p; — p| = pl — po, canal-t do espalhamento direto.
Calculando ./\/l(fl}_ (espalhamento cruzado) :
(2 _ _ v
—iME =) V] we (o) {80 (ko) } () V] u(p2)
e? E+m)*+3(E +m)?p?e® 4+ (E 4+ m)*p?e ™ — p?
PV (LESOES LRSS RS )
2 H 4m?(E +m)

onde ky = p; — py = p| — pa , canal-u do espalhamento cruzado. Importante mencionar que
@AM 2 _ Aq@

Moy =My e My = M7,
Fazendo-se o mesmo procedimento realizado acima no calculo de /\/l(ft)l, e Mf()l,, teremos

para Mﬁg_ (direto):

—iME =T () V] g (p1) {A% (k) Y (0h) [V ] ue(p2)

" g {(E+m)4 + 2(E 4 m)*p*[cos ¢ + 2] —i—p4}’ (3.30)

Mo = 4m?2(E + m)?
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e para /\/lfg_ (cruzado):

—iME)_ = Ty (ph) Vo) us (pr) { A0 (ko) b - (p)) V7 o] u(p2)
M2 —g* | (E+m)*+ 3(E +m)*p?e” + (E + m)*p?e @ — p (3.31)
o k3 — p? 4m?(E + m)? T
observando-se também que ./\/lsrl()l_ = ./\/l(_lc)wr e ./\/lfg_ = M(_Q,ZJF

Procedendo de modo semelhante para as amplitudes de espalhamento onda-p ({J) para o

campo A, temos:

Para ./\/l(_lj)él_ (direto):

—Z'M(_l,)4_ =u- (p/1) [VﬁA—} u_(p1) {Aﬁ:‘(lﬁ)} u— (plz) [VKA—} u_(p2)

_e2 4 2.2 —i¢ | 4 —2i¢
(1) e (E4+m)* +6(E 4+ m)*p’e™® + p'e
= 3.32
M=4- k3 — 2 { Am?2(E + m)? ’ (332)
e para M(_QI)L‘_ (cruzado):
=M =T (ph) VT u (o) { A (k) b (9)) [V2 -] u(p2)
—e? E +m)* —6(E +m)?p?e @ + ple=2¢
m® =~ JEAm) S OEmyp el gy . (3.33)
k3 —p A4m?(E 4+ m)
No entanto, as amplitudes de espalhamento onda-p (].|) para o campo a,,, temos:
Para /\/l(_lg_ (direto):
—iMY =T (p)) V! u(py) { A% (k) T (ph) [V ] u—(p2)
MO —g* | (E+m)*+6(E + m)*p’e @ + ple=2¢ (3:34)
R 4m?2(E + m)? ’ '
e para M(,QC)L, (cruzado):
—iMO) =T (ph) W u(pr) { A% (ko) } - (1) [V, ] u—(p2)
Mo =9 JErm)t 6B+ m)*pe'? + ple 7 (3.35)
B > 4m?2(E + m)? ) '
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As amplitudes de espalhamento onda-p (11) para o campo A,,, iniciando-se com MY
(direto):

+A+

—z’MSrllH = ﬂ+<p/1) [V1A+} uy (p1) {Aﬁf(kl)} ﬂ+(p/2) [VZAJ uy (p2)

My =g ZQ { _— T;iig T 353’ et } (3.36)
calculando-se agora para /\/l(f?4 + (cruzado):
_1M+A+ = 4 (py) [ViAJJ uy(p1) {Aﬁ:‘(k&)} uy(ph) [V-VFAJJ Uy (p2)
My = kg__iz { — S 7)n)  — } (337)

Para as amplitudes de espalhamento onda-p (11) para o campo a,, , temos para M +a + (direto):

SMUL = () T (o) AL ) Y (0) [V ] s (p2)

M(l) _ _92 (E + m)4 + G(E + m)2p2€i¢> + p4€2z‘¢> (3.38)
ot ki — p? 4m?2(E + m)? ’ '
e finalmente para /\/lfi + (cruzado):
_iM(Jer1+ = y.(py) Vi) us (p1 {Aaa (k2) }U+ p) [V-VHH] u(p2)
M2 =gt J(EAm)t 2B+ m)pe + plet? (3.39)
ot k3 — p? 4m2(E + m)? ' '

3.3 O potencial de espalhamento Mgller

Na mecanica quantica ndo-relativistica introduzimos a nogdo de potencial para ser usado
em conjunto com a equagdo de Schrodinger. Em contraste a isto, na teoria relativistica de
campos interpretamos as interagdes como sendo realizadas por meio da troca de quanta. Entao
podemos nos perguntar como ambos os conceitos estdo relacionados. Estabelecer esta conexao
para particulas movendo-se a baixas velocidades se torna factivel se estamos apenas tratando de
processos de baixas energias. De acordo com a aproximacao de Born na teoria de Schrodinger,

a secdo de choque diferencial para espalhamentos eldsticos entre duas particulas com massas
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my € mey € dado por:

do Moyed 9 _iBlF . P 2
_ d ip/ T ip-F 4
(_dQ)CM o / re V(r) e , (3.40)

onde m,.q € a massa reduzida,

mims

(3.41)

Myed =
my + Mo ’

e p e p’ sdo os momentos inicial e final de uma das particulas no referencial do centro de massa

(CM). Da relacdo entre a secdo de choque diferencial e a matriz de espalhamento M [38]:

d 1 2 ?
a9 R N IR Y ’ (3.42)
dQ2 oM 47 mi1 + Mo
comparando-se (3.42)) e (3.40), obteremos
M= | EEV(E) e k¥, (3.43)
onde k = pﬁ’1 -p.
A partir de (3.43)) obtemos o potencial de espalhamento:
1 - -
V(r) = PPk Me™T 3.44
(1) = | M (.44)

Este tratamentoﬂ nos permite calcular o potencial de interagdo desde que conhe¢camos o li-
mite nao-relativistico do elemento de matriz covariante. O ponto principal aqui € que o potencial
nada mais é do que a transformada de Fourier do elemento de matriz M em baixas ordens. Uma
observacao que serd fundamental para o calculo do potencial é que no caso de espalhamento de
dois férmions idénticos, como € 0 nosso caso com os elétrons, o elemento de matriz M
¢ apenas a parte do elemento de matriz covariante que corresponde ao espalhamento direto
(canal-t), pois, o uso de fun¢des de onda antisimétricas na mecanica quantica nao relativistica
automaticamente inclui a contribui¢do do espalhamento de troca (canal-u). Em outras pala-
vras, em uma teoria relativistica, dois elétrons com polariza¢des paralelas sao indistinguiveis,
enquanto que com polarizacdes antiparalelas sdo distinguiveis. No entanto, quando desejamos
calcular a amplitude de espalhamento de duas particulas indistinguiveis, consideram-se ambos
os canais de espalhamento, canal-¢ (direto) e o canal-u (permutado). O mesmo ndo acontece

quando as particulas sao distinguiveis, onde usamos apenas o canal-t. O que acontece aqui €

3Esta andlise se encontra em [38]], pp 258.
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que no contexto de uma aproximacdo ndo-relativistica, mesmos os elétrons com polariza¢dao
idéntica sdo vistos como particulas distinguiveis, uma vez que, em baixas energias, recupera-se

a nocao classica de trajetoria [38]].

Portanto, na aproximacao de baixas energias (limite ndo-relativistico), os potenciais de es-
palhamento elétron-elétron, para os estados de onda s e p, sdo dados a partir da transformada
de Fourier da amplitude total do espalhamento Mgller (M1 = MS) + j\/lfll) ):

1

Vir(r) = 2y / Pk MET) (3.45)
1 . —=) ik.T

V--(r) = Gy / Pk Migal ¢, (3.46)
1 . o

Vii(r) = L / PPEMT) T (3.47)

+ =) ~ . .. ~ <.
onde Mgotz), ME;;:{I) e Mgoml) sdo, respectivamente, no limite nao relativistico:

MET = MO+ MO (3.48)
M) = MY MY (3.49)
ngt:l) M(+1,)4+ + M+a+» (3.50)

onde o sobrescrito (1) refere-se ao espalhamento direto (canal-t).

Como consequéncia, os potenciais de espalhamento onda-s e onda-p sdo tais que:

Vig(r) = Viag(r) + Viag(r) (3.51)
Vo_(r) =Voa(r)+ V(1) (3.52)
Vie(r) =Viar(r) + Viai(r) (3.53)

Tomando-se o limite ndo-relativistico (F? ~ m? = p < me p < E) das amplitudes de
espalhamento (3.48))-(3.50) no referencial do centro de massa (Figura (3.8), com as seguintes

prescricoes
kl =D _pll = (O7ﬁ_p/) = (Oak) 5
(3.54)
k;f = —k2,
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chegaremos aos seguintes resultados:

1- Estado de onda-s:

PVl My, = 7 (3.55)
+AF T l—{'2 N IuQ ) taF T EQ i Iu2 . .
2- Estado de onda-p ({|):
2 2
MY = I V1 R — (3.56)
k2 + ,UQ k2 —|—ILL2
3- Estado de onda-p (11):
2 2
o __ € 1 _ g
M+A+ - E2 + M2 ) M—i—a—i— - l—{*z 4 qu' (357)

Com isto, podemos escrever as expressoes das amplitudes totais de espalhamento no limite ndo

relativistico:
62 g2
M) =5 (3.58)
k? +p k?+pu
e 62 2
M == + ==L, (3.59)
k2 + Iu2 k2 _|_ ,LL2
62 2
MY = + 7 (3.60)

_E2+M2 E2+M2'

Consequentemente, os potenciais de espalhamento nos estados de onda s e p sdo:

2 2 K,
Vi) = o) — () = (¢ - gy RO (3.61)
2 2
VIr) = o) + () = (024 )T (.62
2T 2m 2m
2 2 K.
VI = e olur) + S alur) = (& gy EUET (3.63)

onde Ky(ur) é a fungdo de Bessel modificada de segunda espécie e ordem zero. Deve ser
observado que os potenciais de espalhamento elétron-elétron (e~ —e ™) apresentados sdo obtidos
no regime de baixas energias, validos apenas no regime perturbativo, onde as corre¢des de loop

sdo despreziveis frente aos termos das aproximacoes semi-cldssicas.
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Com o objetivo de analisar os potenciais de modo qualitativo, apresentamos
(Figura [3.9) os graficos de dois potenciais com a mesma estrutura dos potenciais de espalha-
mento (VI, , Vo), ou seja, V(r) = CKy(pur) onde C' € uma constante e também o potencial
V(r)=—=Cln(ur) .

V(r)
04

a)
C Ko ()

0.3

0.2

041 C =0

- U

Figura 3.9: a) V(r) = CKy(ur), C > 0;b) V(r) = CKo(ur) e V(r) = —C'ln (ur), C < 0.

Com base nestes resultados, observa-se que no espalhamento de particulas com a mesma
carga elétrica, a polarizacdo dos spins € determinante no que se refere ao potencial de interagao.
Observamos que os potenciais de espalhamento com polarizagio no estado de onda-p (V{, (r)
e V'_(r)) resultam, independentemente das constantes de acoplamento (e e g ), repulsivos.
Por outro lado, os potenciais de espalhamento no estado de onda-s (V;(r)) mostram-se atra-
tivos quando g > e, ou seja, quando a contribuicdo advinda do campo estatitistico supera a
contribui¢do do campo eletromagnético, o que pode favorecer a formacgao de estados ligados
sem o confinamento dos elétrons, caso este que ocorre na QED3; quando ndo se tem nenhum

mecanismo de geracdao de massa para o foton.
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Capitulo 4
Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, estudamos o modelo de Maxwell-Chern-Simons QED3 paridade invariante.
No Capitulo 2, realizou-se a andlise do espectro do modelo, por meio do cdlculo dos propa-
gadores no espaco dos momenta e verificou-se que o mesmo satisfaz a condi¢do de causali-
dade. Em seguida, proseguiu-se com a andlise da unitariedade. Para isso, fez-se o acoplamento
corrente-propagador-corrente, e calculando-se a parte imagindria dos residuos das amplitudes
corrente-corrente nos polos, verificou-se que o espectro satisfaz a condi¢do de unitariedade,
excluindo-se do modelo, a possibilidade da existéncia de “ghosts” — estados assintoticos de
norma negativa. A renormalizabilidade também € outro aspecto fundamental de um modelo.
Para uma andlise qualitativa, que representa uma condi¢c@o necessaria da renormalizabilidade
do modelo, utilizou-se o método de power-counting, que por este, 0 modelo mostrou-se super-
renormalizavel. Ainda no Capitulo 2, as solug¢des, u., vy, u_ e v_, das equagdes de Dirac livres
para os espinores 1/, e ¢)_ foram determinadas. A partir do hamiltoniano livre verificamos que
a relagdo de comutacdo [H., S*?] = 0 é satisfeita no referencial de repouso da particula, com
base nisto, concluimos ser S*? um operador quantico de spin. Em seguida, calculamos os au-
tovalores, s%, s% ,s” e s”, do operador de spin (5 12y associados as autofungdes, v, vy, u_ €
v_, respectivamente. Finalizando, encontramos os autovalores dos operadores de carga (elétrica
()+ e estatistica ¢ ) associados a simetria U4 (1) x U, (1) onde verificamos alguns aspectos nao
triviais da QED3, em especial deste modelo. A partir desses resultados identificamos a relagao
univoca, entre o operador de spin (S'?) e o operador de carga estatistica (¢1.), expressa pela
equagdo

S2he = —5aali)s

o que demonstra a relacdo entre spin e carga estatistica.

Ja no Capitulo 3, calculamos as regras de Feynman para os vértices de interacao expandindo

a acdo efetiva I'(A, a, 1, 1) em termos das fun¢des de Green 1PI de n-pontos a tree-level. Feito
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isto, calculou-se, no referencial de centro de massa das particulas as amplitudes de espalha-
mento elétron-elétron. Sabendo-se que no limite de baixas energias somente o canal-t contribui
para amplitude de espalhamento [38], calculamos entdo as amplitudes totais de espalhamento
para o estado de onda-s (Mgijl)) e onda-p (M e M, ). Na aproximagdo de Born, por
meio da transformada de Fourier das amplitudes totais de espalhamento, determinamos os po-
tenciais de interacdo para os estados de onda-s e onda-p. Observamos que os potenciais de
espalhamento no estado de onda-p (V. e V__) sdo repulsivos independentemente das constan-
tes de acoplamento e e g, no entanto, o potencial de espalhamento no estado de onda-s (V,.1)
¢ atrativo no caso em que a contribuicdo atrativa do setor estatistico supera a repulsiva do setor
eletromagnético, isto €, na situagdo em que g > e. Portanto, devido ao fato dos bdsons vetori-
ais, A, (campo eletromagnético) e a,, (campo estatistico), serem massivos, caso o potencial de

interacao no estado de onda-s seja atrativo (g > e), também serd ndo confinante.

Contudo, € deixado para trabalhos futuros investigacdes que contribuirdo com a fundamentagao
matematica e fisica do modelo, bem como as conexdes que este modelo possa vir a ter com
fendmenos de interesse em Matéria Condensada como o grafeno, supercondutores de alta tem-
peratura critica, isolantes topoldgicos, em suma, fendmenos que residam num universo pura-

mente planar.

A aplicac@o do modelo proposto ao grafeno ja estd em andamento, onde analisa-se a possi-
bilidade de formacao de bipolarons, que sdo estados ligados de dois elétrons-pdlarons [41)]. Em
relac@o a consisténcia fisica do modelo de MCSQED3 paridade invariante resta analisar, para
se ter o total controle da unitariedade a tree-level, o limite de Froissart-Martin [43] por meio do
comportamento das secoes de choque de espalhamento no limite de altas energias em relagcdo
ao centro massa (Fcy = /s — 00). Faz-se necessdrio também verificar a consisténcia do
modelo em nivel quantico, portanto, sua renormalizabilidade, que estabelece que seus campos
e parametros em nivel quantico possam ser redefinidos a partir de seus campos e parametros
em nivel classico (estabilidade da acao clédssica), como também, que suas simetrias cldssicas
sejam implementadas em nivel quantico (auséncia de anomalias), esta andlise serd realizada
pelo método de Renormalizacao Algébrica [42] que independe de todo e qualquer esquema de

regularizacgdo.

A auto-adjunticidade do hamiltoniano livre, ao se acrescentar um potencial de interacdao
atrativo, € condi¢c@o necessdria para garantir que o espetro de auto valores de energia seja real.
Portanto, em nosso caso, ao acrescentarmos o potencial atrativo (g > e) de espalhamento onda-
5 (Vi4) ao hamiltoniano livre (ch), este deve ser “fraco” no sentido de Kato [44], devendo

satisfazer para tal, a seguinte condi¢ao

/000 r(1 4 [In(r))|V (r)|dr < oo,
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satisfeito isto, o ndmero de estados ligados (Ny), para momento angular igual a zero, é dado

1 oo o
—/ dr/ dr’
2 Jo 0

1+ =

_/0 rV (r)dr

pelo limite de Newton-Seto

V(r)V(r)

-
In—
7,,/

Ny <

condi¢des estas a serem verificadas.
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Apéndice A
Unidades naturais

Em todo trabalho foi adotado o sistema de unidades naturais, definido através da convengao:
h=c=1. (A.1)

Como resultado, comprimento e tempo passam a ter a mesma dimensdo, e sdo medidos em
unidades de (massa)~! ou (energia)’l. Do mesmo modo, todas as outras grandezas fisicas
podem ser expressas em unidades de energia. Neste sistema de unidades as seguintes conversdes

sdo uteis:
Im = 3,3358 x 10775 = 3,1631 x 10**J ! = 5,0679 x 10°(eV)! (A.2)

1J =3,163x10%m ™t = 1,1128%x 10" kg; 1K g = 8,9874x10'.J = 5,609 x 10*°cV (A.3)
leV =5,0678 x 107*A~! = 11604, 5K — 1(eV) ! = 193,264 = 8,617 x 10 ° K~ (A.4)
e? 1
o = =
4rey 137,04

As unidades sdo, m (metro), s (segundo), J (Joule), eV (elétron-Volt), K (Kelvin) que repre-

=7,297 x 1073 (A.5)

sentam as unidades de comprimento, tempo, energia e temperatura no Sistema Internacional,

respectivamente, enquanto que « € a constante de estrutura fina.
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Apéndice B
Algebra dos operadores de projecao

Neste apéndice detalharemos alguns pontos sobre o calculo das relacdes que obedecem
os operadores de projecdo w"”, ©" e S*”. Estas relagdes estdo escritas na tabela (2.1) e sdo

essenciais para se encontrar os propagadores dos campos A, e a,, . Relembrando os operadores:

oo

o= g B.1
oro”

W=

W = o (B.2)

SH= vy, (B.3)

Comecando pelo operador O:

@#a@az/ = ( poe 8Maa> (

5)

oro*  0*0“0,0,

pox _ _
000 = 1""Nw 5 + N :
o o0, i 9
0"*Q,, =" — g = ©h.,ouseja, (0)°=0. (B.4)
Continuando com w:
o o*o“ 0,0, 010,
W Way = = )

o o 0

W%, = W, ouseja, (W)i=w. (B.5)
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Com o operador S
SHSan = €7 0p€ar 0"
SHYSa = (0160 — 6860)0,0" ,
StSe, = 0"0, — b0,
SkrS,, =-065. (B.6)

O produto misto entre os operadores:

oHO™ 0,0
po — _ Yatv
WO, ( - ><nau B >

N0 979°0.0,
B 0

WO,

0. (B.7)

Agora S*w,,:

90,
§way = €0y~ =0, (B.8)

o que ¢é esperado, pois, o produto entre um operador anti-simétrico e um simétrico € identica-

mente nulo.

E finalmente:

S#a@azx == Eﬂpaap <77a1/ - aaay)v

SFQ,, = D, = S"

v

(B.9)

Vé-se claramente que os operadores O e w s@o genuinamente operadores de projec@o ortogonal.
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Apéndice C

Os espinores: u(p), v+ (p), u—(p) e v_(p)

Ao se encontrar as solu¢des de energia positiva e negativa para ¢, e ¥_ na se¢do (2.4)
tivemos que fazer o uso de condi¢des de contorno, nestas foi necessario que utilizemos o conju-
gado de Dirac para as componentes dos espinores ( @ = u'7"). Escreveremos aqui em detalhes
o conjugado de Dirac para %, e procedendo do mesmo modo pode-se facilmente encontrar os

demais.

Para as solucdes de energia “positiva’”:

ur(p) =up(p)’,

uy(p) = L ( E+m ,—ip,+ ) Lo
+\P) = 2m(E + m) » WPz T Py 0 —1 » (C.1)
) = .
uy(p) = om(E £ m) ( E+m L, ip, —py ) )
Do mesmo modo para T (p):
1

u_ S ' — . C.2
u(p) Qm(E+m)<py+sz , (E+m)) (C2)

Para as solucdes de energia “negativa’:

o |

T40) = s (B tipe () ) (€3)
1

T - - . — . 4

v (n) (e i) (C4)

Utilizamos a comum notacio A" = (A*)7, isto é, o transposto conjugado do elemento, e a

matriz 7° é matriz definida em (1.6)).
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Apéndice D
Os termos de correntes

Na sec¢do (3.2) onde encontramos as amplitudes de transicdo fazemos uso das relacdes que
se encontram aqui. Os cdlculos sdo feitos no referencial do centro de massa. Utilizando as

convencoes ja adotadas, calculamos os termos de correntes.

Os termos de correntes associados ao canal-t:

e espinor com spin up (+):

wy (p)V uys(pr) = Sm(E T m) = Uy (ph)7 uy (p2) (D.1)
1 + i

s (p)y s (1) = 19(2;7;) =~y (py)7 us (p2) (D.2)
1— ¢t

nee) =P L e ©3)

e espinor com spin down (-):

a_ (P u—(p) = 2 (E 1 ) = u_(ph)y u_(p2) (D.4)
S B L R S RS IR L)
w_(p)u—(p) = —el=e) g (Ph) 7 u—(p2) (D.6)

2m
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Os termos de correntes associados ao canal-u:
e espinor com spin up (+):
_ E+m)’ +pe?
m ) = S —w ) ©7)
_ p(l — e _
O I
_ ip(1 + e _
) =P ) @)
e espinor com spin down (-):
A0 (E+m)*—p’e™ . g
_ _ = =u_ _ D.10
u—(p)y u-(p1) 2m(E T m) u-(py)y u—(p2) (D.10)
_ p(l—e™™ _
T () u-(p) = (Q—m) =~ (p)y'u-(p2)  (D.1D)
_ —ip(1+e ™ _
) = PG ) DI

Estes sdo os termos de corrente usados nos calculos das amplitudes de transi¢do no limite

de baixas energias p* < m?.
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Apéndice E
Variaveis de Mandelstam

Na fisica de particulas de altas energias, as varidveis de Mandelstam, invariantes de Lo-
rentz, relacionam energia, momento e angulos de espalhamento das particulas. Consideremos
um espalhamento de duas particulas inicialmente nos estados 1 e 2 e posteriormente, apds o

espalhamento, nos estados 3 e 4:

b b

Figura E.1: Esquema de espalhamento segundo Mandelstam

onde p; € po sdo os 3-momentum das particulas no estado inicial do espalhamento e p3 € p4 0s

3-momentum das particulas no estado final.

Neste caso temos 12 pardmetros livres que sdo as componentes dos 3-momenta (no caso

da QED;,3 sdao 16). Porém temos algumas condi¢des que restringem o nosso nimero de
2
mi’
ira

pardmetros livres. De acordo com a teoria da relatividade restrita, temos a condigio p? =
onde i = 1,2,3,4. Além disso, temos a conservagdo dos 3-momenta, pi + ph = p5 + p

invariancia de Lorentz, sobrando ao final apenas dois parametros livres.

Tendo em vista a métrica do espagco-tempo de Minkowski escolhida ser dada por
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N = (1,—1,—1), as varidveis de Mandelstam s, ¢, u sdo definidas:

s=(p1+p2)’ = (p3s+ps)?,
t=(p1—p3)® = (p2—psa)?,
u=(p1 —ps)® = (p2—p3)?,

(E.1)
e obedecem a seguinte relagao:
S+t +u=m;+ms+m;+m;. (E.2)

Portanto, vemos que apenas duas das trés varidveis sdo independentes. Além disso, no que diz
respeito aos diagramas de Feynman de espalhamento de duas particulas, é convenc¢ado descrever

o espalhamento em termos de canais especificos, que sao:

R R R
\/Q R /F%

 Sn n J @//

(a) Canal-s. (b) Canal-t. (c) Canal-u.

fxe]

Figura E.2: Os canais de espalhamento de duas particulas.

As letras s, t e u sao usadas para o canal-s (canal espacial), canal-¢ (canal temporal) e canal-
u. Em geral, um espalhamento tem contribuicdo de mais de um canal, e estas contribuigdes
devem ser acrescentadas coerentemente de acordo com a amplitude de espalhamento M anali-

sada.
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