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RESUMO

MACHADO, Suzana Carletti, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2026. Conexao de Galois e os tipos de dualidade de Wei. Orientador: Allan de
Oliveira Moura.

O famoso Teorema de Dualidade de Wei, apresentado em 1991, estabeleceu uma
relacdo deterministica entre os pesos generalizados de Hamming de um codigo
linear e os de seu codigo dual. Posteriormente, foi-se observado que esta dualidade
ocorre de forma intrinseca quando se tem pesos generalizados de Hamming e perfis
de dimensao/comprimento de um cadigo linear. Nesta dissertacédo, apresentaremos
a conexao de Galois entre subconjuntos finitos de Z, o qual usaremos para decifrar
esta forma intrinseca, uma dualidade do tipo Wei para matroides, demi-matroides, w-
demi matroides e w-demi polimatroides.

Palavras-chave: conexdao de Galois; dualidade de Wei; w-demi matroides; w-demi
polimatroides



ABSTRACT

MACHADO, Suzana Carletti, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2026. Galois connection and Wei’'s duality types. Adviser: Allan de Oliveira
Moura.

The famous Wei's Duality Theorem, presented in 1991, established a deterministic
relationship between the generalized Hamming weights of a linear code and those of
its dual code. Subsequently, it was observed that this duality occurs intrinsically when
dealing with generalized Hamming weights and dimension/length profiles of a linear
code. In this dissertation, we will present the Galois connection between finite
subsets of Z, which we will use to decipher this intrinsic form, a Wei-type duality for
matroids, demi-matroids, w-demi matroids, and w-demi polymatroids.

Keywords: Galois connection; Wei duality; w-demi matroids; w-demi polymatroids
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1 Introducao

Em 1991, Victor K. Wei [19], motivado por aplicagoes na teoria de informagao e
seguranca, conduziu um estudo da estrutura algébrica de cddigos lineares, considerando o
peso minimo de Hamming como uma propriedade minima de subcddigos unidimensionais,
obtendo uma nogao generalizada de pesos de Hamming de dimensoes superiores para
cddigos lineares. A motivagao original de Wei, foi um esquema de codificagao linear para
o Canal de Escuta do Tipo II, [14]. Wei também criou técnicas para encontrar tais pesos

generalizados e a mais famosa delas é a Dualidade de Wei.

De modo preciso, o citado Canal de Escuta do Tipo II se caracteriza por um cenario
composto pelo remetente, prestes a enviar uma mensagem ao destinatario; o destinatario,
disposto a receber a mensagem enviada; o canal, por onde esta mensagem sera transmitida,
e por fim; o adversario, que tem por objetivo, obter as informagoes contidas na mensagem
enviada. O remetente tem k bits de informagao para transmitir ao destinatario por meio
de m usos do canal. O adversario pode ouvir quaisquer s bits de sua escolha. O foco do

problema é evitar que o adversario obtenha informagoes em excesso.

Para discutirmos a dualidade encontrada por Wei, precisaremos de conceitos
importantes. Um conceito de extrema importancia a ser utilizado aqui, é o de conexao
de Galois. O termo “Conexao de Galois”, deriva possivelmente do fato de uma das
mais famosas conexoes de Galois, ser, justamente, a correspondéncia de Galois entre os
corpos intermedidrios de uma extensao K/F e os subgrupos do grupo de Galois, Gal(K/IF),
conectados por uma conexao de Galois. Neste trabalho, estamos interessados em conexoes

de Galois entre subconjuntos finitos de Z com respeito a ordem usual.

Com isso, o objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo que relaciona
a conexao de Galois entre conjuntos finitos e a dualidade de Wei. Partindo da observagao
de que o peso generalizado e o perfil de dimensao/comprimento formam uma conexao
de Galois, conseguimos relacionar duas conexdées deste tipo a uma dualidade do tipo
Wei. Além disso, apresentaremos aplicacoes deste resultado em estruturas como w-demi
matroides e w-demi polimatroides, com w € Z*. Durante todo o texto, consideraremos
N =Z* U {0} e para quaisquer a,b € Z, usaremos [a, b] para definir o conjunto de todos
os numeros inteiros entre a e b, incluindo os extremos. Aqui, apesar de ndo apresentarmos
resultados novos, muitas demonstracoes foram acrescentadas para melhor entendimento

do texto.

No primeiro capitulo, exploraremos alguns conceitos que serao fundamentais para a
construcao de uma base tedrica dos resultados principais. Desse modo, veremos definigoes

de codigos lineares, pesos generalizados de Hamming e perfis de dimensao/comprimento
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de codigos lineares, conexao de Galois, matroides e demi-matroides. Uma das finalidades
deste capitulo, além de introduzir alguns conceitos nem sempre discutidos, é a de darmos
uma motivagao para o resultado central deste trabalho: a conexao de Galois existente

envolvendo o peso generalizado e o perfil de dimensao/comprimento de um c6digo linear.

No segundo capitulo, estabeleceremos condigoes necessarias para enunciarmos o
Teorema Central deste trabalho, o qual cria uma relacao a partir de duas conexoes de
Galois entre conjuntos finitos e a dualidade de Wei, o enunciaremos e apresentaremos uma
demonstracao para o mesmo. Ainda, neste capitulo, estabeleceremos condi¢oes necessarias
para enunciarmos o Teorema da Ponte, o qual sera de grande auxilio para as aplicacoes
do Teorema Central, também o enunciaremos e assim como para o Teorema Central,

apresentaremos uma demonstragao para o mesmo.

Por fim, no terceiro e ultimo capitulo, veremos aplicagoes do Teorema Central
para w-demi matroides sobre conjuntos finitos e w-demi polimatroides sobre moédulos com
série de composicoes. Aqui, estabeleceremos as condigoes necessarias para enunciarmos
os teoremas de cada aplicagdo, os enunciaremos e apresentaremos demonstragoes para os

respectivos.
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2 Preliminares

Para uma melhor leitura deste trabalho, é preciso que fagamos um apanhado
geral, quanto a alguns conceitos necessarios para o desenvolvimento do mesmo. Neste
capitulo, o objetivo principal é apresenta-los, pois serdao de grande importancia a posteriori.
Apresentaremos, aqui, codigos lineares, pesos generalizados de Hamming e perfis de
dimensao/comprimento de um cédigo linear, um pouco da teoria de matroides e demi-
matroides e ainda, a conexdo de Galois e suas contribui¢des para nosso estudo. As
principais referéncias utilizadas foram [4],]9], [12], [13], [18], [19] e [20].

2.1 Cédigos Corretores de Erros

A teoria que envolve o estudo de cédigos corretores de erros foi desenvolvida
por C. E. Shannon, em 1948. Muitos pesquisadores se interessaram pelas pesquisas de
C. E. Shannon, principalmente a partir dos anos 70, com o advento dos computadores.
Atualmente, essa teoria é aplicada consideravelmente em transmissoes e armazenamento
de dados. Nesta se¢ao, apresentaremos defini¢bes fundamentais de c6édigos corretores de
erros. Em particular, veremos o que é um cédigo linear e algumas ferramentas que serao

utilizadas no decorrer deste trabalho envolvendo esses codigos.

Para construirmos um cédigo, consideraremos um conjunto finito A, o qual chama-
remos de alfabeto e cuja cardinalidade seja dada por um nimero g. Chamamos de cédigo
corretor de erros, um subconjunto préprio de A™, em que m seja um inteiro positivo.
Aqui, todos os elementos de A™ serao também chamados de palavras. Como o proprio
nome ja diz, o objetivo do nosso codigo ¢ corrigir o méaximo de erros possiveis gerados em
transmissoes de uma mensagem. Sendo assim, precisamos de uma ideia de distancia entre

palavras em A™ e, para isso, consideraremos a métrica de Hamming.

Definicao 2.1.1. Consideremos a, b € A™. Chamamos de distancia de Hamming entre a

e b o valor d(a, b) dado por
d(a,b) = |{i € [1,m] tal que a; # b;}|.

Exemplo 2.1.1. Seja um cédigo C' = {0000, 1110, 1001} sobre o conjunto Z3. Observemos

0 sequinte:

d(0000,1001) = 2
d(0000,1110) = 3
d(1001,1110) = 3.
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Agora, para caracterizarmos a métrica de Hamming, consideraremos a proposicao

a seguir.

Proposigao 2.1.1. Ao considerarmos a, b, c € A™, as sequintes afirmagoes sio vdilidas:

(1) d(a,b) >0, em que d(a,b) =0 se, e somente se, a=b;
(2) d(a,b) =d(b, a);

(3) d(a,b) < d(a,c)+d(c,b).

Demonstragio. A afirmagao (1) deriva da prépria defini¢ao de distancia entre palavras,
pois lidamos com uma contagem de coordenadas diferentes. Logo, d(a,b) resultard em
um ndimero nio negativo. Agora, se d(a,b) = 0, entao entre as palavras a e b ndo hé
coordenadas diferentes, ou seja, a = b. Por outro lado, se a = b, entdo as coordenadas de

a sdo iguais as coordenadas de b, o que os da exatamente d(a,b) = 0.

J& para a afirmacao (2), podemos ver que

d(a,b) = [{i €[l,m] tal que a; # b;}|
= [{i € [1,m] tal que b; # a;}|
= d(b,a),

como queriamos.

Por fim, em (3), consideraremos as i-ésimas coordenadas de a, b e c. Sendo assim,
se a; = b;, entdo as coordenadas a; e b; contribuem 0 para d(a,b). Por outro lado, as
i-ésimas coordenadas de a, b e ¢ contribuem 0, 1 ou 2 para d(a, c) + d(c, b), valor menor
ou igual & contribui¢do de a; e b; em d(a, b). Agora, se a; # b;, é falso que a; = ¢; e ¢; = b;.
Dessa forma, as i-ésimas coordenadas de a, b e ¢, contribuem um valor maior ou igual
a 1 para d(a,c) + d(c,b), nimero maior ou igual & contribuicdo de a; e b; em d(a,b).

Portanto, a afirmagao é valida. O

A seguir, veremos uma definicdo de coédigos lineares e outros conceitos essenciais
para este trabalho, a partir desses c6digos. Consideraremos que o leitor ja possua um

conhecimento em elementos béasicos da dlgebra linear e corpos finitos.

Definigao 2.1.2. Seja um corpo finito, Fy, com q elementos. Chamamos C de um cédigo

linear (m, k) sobre Fy, se C' é um IF,-subespago vetorial de T} de dimensdo k.

Defini¢ao 2.1.3. Chamamos de subcddigo linear de um cddigo linear C' (m,k), o codigo D

(m,r), com r <k, em que D seja um subespaco vetorial de C.
Definicao 2.1.4. Para x € F*, chamaremos de peso de x o sequinte valor:

q’

w(x) = |{i € [1,m] tal que z; # 0}|.
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Podemos observar que, o peso de uma palavra x de um c6digo é o mesmo quando

pensamos na distancia entre x e 0.

Definigao 2.1.5. Dado um cddigo linear C' (m, k), a matriz k x m, a qual as linhas sdo

os elementos de uma base de C, é chamada matriz geradora de C'.

Definigdo 2.1.6. Chamamos de cédigo linear dual ao cédigo C (m,k), o cédigo C*+
(m,m — k), definido por

Ct={xcF™ tal que =-y=0, para todo y<c C},
em que - Y =21 Y1+ -+ Ty - Y-
Definicao 2.1.7. A matriz geradora de C+ é chamada de matriz teste de paridade de C,.

Exemplo 2.1.2. Consideremos o cddigo linear C' (4,2) sobre o corpo finito Zsy, dado por:
C' = {0000, 1000, 0001, 1001}.

C € subespago de 73 de dimensdo 2. De fato, sejam a,b € C e X\ € Zy. Observemos que
existem duas opgoes para A, isto €, se X\ € Zs, entdo A =0 ou A = 1. Logo, se A =0, entdo
a+ Ab=aeC. Agora, no caso em que X = 1, teremos a + A\b = a + b, soma pertencente

a C. Observemos que a matriz geradora de C' é a matriz:

G:1000.
0001

Agora, consideremos o conjunto D = {0000, 1001}. D é subespago vetorial de C

de dimensao 1, logo, D é um subcddigo linear (4,1) de C.
Para exemplificarmos o peso de uma palavra, consideremos a palavra 1101 em Z3.
O peso de 1101 é dado por:
w(1101) = |{1,2,4}| = 3.

Desse modo, é possivel calcularmos todos os pesos das palavras de um cédigo C' em Zsj.
Vejamos agora, o cédigo dual a C, C+. Consideremos uma palavra abed em C*.
Assim, observemos o seguinte:
abed -1000 = a-14b-04¢c-0+d-0=0
abed - 0001 = a-0+b-0+c-0+d-1=0.

Como o conjunto {1000,0001} gera C, basta que analisemos somente estas duas palavras.

Dessa forma, pelas equacoes acima, as posicoes referentes & a e a d em C*, precisam ser



Capitulo 2. Preliminares 14

zero. Logo, C*+ = {0000,0010,0100, 0110} e a matriz teste de paridade de C' é dada entdo
por:
0100
H = ,
(O 0 1 0)

Lema 2.1.1. Seja G a matriz geradora de um cédigo linear C C F™. Entdo C* subespaco

que ¢ a matriz geradora de C*.

vetorial de F™ e

x € Ct  se, e somente se, Gx'=0.

Demonstragio. Sejam s e t elementos de C*+ e A € F. Considerando x € C, observemos o

seguinte:
(s+At) - x=s-x+ At -x)=0.

Com isso, vemos que s + At é um elemento de C*, o que nos d4 C* como um subespaco
de F™. Agora, sabemos que se x € O, entdo x é ortogonal a todos os elementos de C,
em particular, as linhas de G e, logo, Gx' = 0. Por outro lado, se Gx! = 0, entdo x é

ortogonal a todos os elementos de C e, logo, x € C*. O]
Lema 2.1.2. Para um cédigo linear C' (m, k) sobre F, obtemos

dimp(C) + dimp(C™)

m.

Ou seja, a soma das dimensées de um cédigo C e de seu cédigo dual C+, resulta no

comprimento de ambos 0s codigos.

Demonstragao. Consideremos uma transformagao linear 7' : F' — IF’; definida por
T(x) = Gx', de modo que G seja a matriz geradora do cédigo C. Pelo Lema 2.1.1,
Ker(T) = C+. Além disso, temos k = dim(C) = dim(Im(7T')) = posto(G). Desse modo,

pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, obtemos
dimp(F™) = dimp(Nuc(T)) + dimg(Im(7)) <= dimg(F™) = dimp(C*) + dimp(C)
<= m = dimp(C*) + dimg(O),

como queriamos. O

2.2 Peso generalizado de Hamming e perfil de dimens3o/comprimento

Nesta secao, apresentaremos defini¢oes de peso generalizado de Hamming e perfis
de dimensao/comprimento para um cédigo linear C' (m, k), como uma motivagao para o
resultado central deste trabalho. Aqui, veremos a dualidade de Wei obtida para pesos
generalizados de Hamming, e exemplos dessa dualidade em um c6digo linear (3,2) com

pesos generalizados de Hamming e perfis de dimensao/comprimento.
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Defini¢ao 2.2.1. Seja C um cddigo linear (m,k) sobre um corpo F,. Chamamos de
suporte de um elemento o = (..., ) € C, 0 conjunto, denotado por supp(«), definido
por
supp(a) = {i € [1,m] tal que «; # 0}.
Além disso, o suporte de um conjunto A de F', é dado por supp(A) = U,eca supp(a).
Observemos que o suporte de uma palavra o em C, coincide com o suporte do
subespaco gerado por a.. Desse modo, podemos definir os pesos generalizados de Hamming

de um cédigo linear C' (m, k). Vale ressaltar que a préxima defini¢do também se aplica ao
codigo (m,m — k) dual a C, C*+.

Definigao 2.2.2. Para qualquer r € [0, k], definimos o r-ésimo peso generalizado de

Hamming de C, denotado por d.(C), como

d.(C) = min{| supp(D)| tal que D é um subcddigo (m,r) de C'}.

Como observado anteriormente, para todo a € Fy*, supp(a) = supp({a)), em que

() denota o subespago gerado por «. Assim,

d1(C) = {|supp(D)| tal que D é um subcéddigo (m,1) de C'}
= {|supp({a))| tal que o« #0e a € C}
= {|supp(a)| tal que a #0ea e C}
= {w(a) talque a #0ea e C}}

Desse modo, o peso generalizado de um subespago gerado por uma palavra de C', coincide

com o peso desta palavra.

Os pesos generalizados de Hamming tém sido utilizados em avaliacoes do desempe-
nho de seguranca de cédigos lineares, no que se diz respeito a uma conexao segura em
redes ou armazenamento de dados, [20]. Em [19], Wei provou um teorema de dualidade

conectando os pesos generalizados de C' e de C*, dada pelos conjuntos
A={d.(C) tal que r € [LLk]}, e B={m+1—d.(CH) tal que r € [I,m — k|}.

Percebemos entao, que tais conjuntos formam uma particdo do conjunto de coordenadas
[1,m], de modo que, tendo todos os pesos generalizados do codigo C, é possivel obter,
imediatamente, todos os pesos generalizados do cédigo C+. Estes conjuntos determinam

um ao outro.

Exemplo 2.2.1. Consideremos o codigo linear sobre Zo, gerado pela sequinte matriz:

101
100/
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Queremos encontrar todos o pesos generalizados de Hamming do codigo C' e os de seu
cédigo dual, C*+.

Aqui, nosso conjunto de coordenadas é [1,m| = {1,2,3} e o cddigo C' tem dimensao
k = 2. A partir de nossa matriz geradora, obtemos entao, C' = {000,101,100,001}.
Ao analisarmos dy(C), procuramos subcédigos de C de dimensao igual a 1. Dessa
forma, examinaremos os sequintes subcddigos: Dy = {000,101}, Dy = {000,001} e
D3 =1{000,100}. Agora, analisando o suporte de cada subcddigo, temos supp(Dy) = {1, 3},
supp(Dsy) = {3} e supp(Ds3) = {1}. Calculando pois, a cardinalidade de cada suporte,
vemos que |supp(Dy)| = 2 e |supp(Ds)| = |supp(D3)| = 1. Como desejamos o minimo

dessas cardinalidades, chegamos a d.(C) = 1.

Agora, para dy(C'), 0s sobcodigos de dimensdo 2, resultam no préprio cédigo C.
Assim, supp(C) = {1,3}, o que nos dd |supp(C)| = 2 e, logo, do(C) = 2. Por fim, falta

encontrarmos dy(Ct). Pela dualidade de Wei, sabemos que o0s conjuntos
A={d(C),dr(C)} ={1,2} ¢ B={m+1—d(CH)}

formam uma particio de [1,3]. Dessa forma, B = {m + 1 — di(CH)} = {3}, ou seja,
m+1—di(C) =3, o que nos dd dy(C*+) =1, uma vez que AUB = [1,3] e ANB = 0.

Veremos agora, uma definicdo para o perfil de dimensao/comprimento, que tera

grande relagdo com o nosso estudo.

Definigao 2.2.3. Para qualquer I € [0,m|, denotamos por K;(C), o l-ésimo perfil de

dimensao/comprimento de C' definido como
K(C) = max{dimp(C N &(J)) tal que J C [1,m], |J]| =1},

em que, para qualquer J C [1,m], C N do(J) é um subcddigo de C, cujo §(J) denota
todos os elementos de F™, cujas coordenadas fora de J sejam iguais a zero, isto é,

3(J)={aeF" tal que Vi € [1,m] — J, a; = 0}.

Em [8], Forney mostrou que K;(Ct) = K,,_(C) + [ — k para todo [ € [0,m],

determinando uma nova dualidade do tipo Wei entre um cédigo linear e seu dual.

Exemplo 2.2.2. Retomando o exemplo anterior, temos um cédigo C' = {000, 101, 100,001}
de dimensdo k = 2, em que [1,m] = {1,2,3}.

Vejamos que, se l = 1, entao |J| = 1. Assim, se J = {1}, entao C N(J) =
{000,100}. Agora, se J = {2}, entio C' N §(J) = {000}. Por fim, se J = {3}, entdio
CN(J)={000,001}. De modo que K,(C) = 1.

Ja se l =2, entdo |J| =2. E assim, se J = {1,2}, entdao C N§(J) = {000, 100}.
Agora, se J = {2,3}, entao CNo(J) = {000,001}. Por fim, J = {1, 3}, entio CNé(J) = C.
De modo que K5(C) = 2.
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Por outro lado, vemos que K,(C*) = K3 _1(C) +1—2 = 1. Observemos pois, que

0s conjuntos
A={K|(C), Ky (C)} ={1,2} ¢ B={3+1—- K (CH}=1{3}

formam uma parti¢io de [1,3]: AUB=[1,3] e ANB =.

2.3  Conexao de Galois

Nesta se¢ao, veremos uma defini¢do de uma conexao de Galois e estabeleceremos
uma relagdo entre pesos generalizados de Hamming e perfis de dimensao/comprimento
por meio de uma conexao de Galois. Aqui, estamos interessados em conexdes entre
subconjuntos finitos de Z com respeito a ordem usual. Dito isto, consideremos P e @)

subconjuntos, nao vazios, de Z e vejamos uma definicdo de uma conexao de Galois entre
Peq.

Defini¢ao 2.3.1. Dados T : P - Q ¢ S : Q — P, o par ordenado (T,S) é dito uma

conexao de Galois entre P e Q) se satisfazem as sequintes condigoes:
(1) Para quaisquer a,b € P e c,d € Q, com a < b e c <d, verifica-se: T(a) < T(b) e
S(c) < S(d), respectivamente;
(2) Para qualquer (a,c) € P x Q, verifica-se: a < S(c) <= T(a) < c.

Exemplo 2.3.1. As fungoes T' : [0,5] — [0,10] e S : [0,10] — [0,5] definidas por
T(x) = 2x e S(z) = |x/2]| formam uma conexao de Galois. De fato, é fdcil verificar
que (T,S) cumprem o item (1), pois ambas fungoes T e S sdo crescentes. Além disso,

considerando (a,c) € [0, 5] x [0,10] observemos que
a<S()<=a<|¢/2] <= 2a<2|¢/2| <c<=T(a)<c
Os resultados seguintes sobre a conexao de Galois, serao utilizados com certa
frequéncia nos préximos capitulos.

Lema 2.3.1. Seja (T,S5) uma conexdo de Galois entre P e Q. FEntao, as sequintes

afirmagoes sao validas:

(1) Para qualquer A € P, T(X) = min{b tal que b€ Q, A < S(b)};
(2) Para qualquer p € Q, S(n) = max{a tal que a € P, T(a) < u};
(3) Seja dy = min(Q). Entao T *(dy) = {a tal que a € P, a < S(dy)};

(4) Seja d € Q, em que d # min(Q), e considere v = max{b tal que b€ Q, b <d— 1}.
Entao, para qualquer a € P, temos d = T'(a) se, e somente se, S(v) +1 < a < S(d).
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Demonstracdo. Primeiramente, vejamos que, como P e () sao subconjuntos finitos de Z,

as aplicagoes estao bem definidas. Agora, sigamos com as afirmagoes.

(1) Seja @ = min{b tal que b € Q, A < S(b)}. Assim, « € Q e A < S(a).
Dessa forma, como (7', 5) é conexao de Galois, temos T'(A) < «. Por outro lado, como
T(A) < T(A), novamente por (T, 5) ser conexao de Galois, temos A < S(T'(\)), e logo,
a <T(A). Portanto, T'(\) = a.

(2) Seja B = max{a tal que a € P, T'(a) < pu}. Assim, 8 € P e T(B) < pu.
Dessa forma, como (7, 5) é conexao de Galois, temos 5 < S(u). Por outro lado, como

S(p) < S(u), novamente por (7,S) ser conexao de Galois, temos T'(S(u)) < p, e logo,
S(u) < f. Portanto, S(u) = f.

(3) Seja a € P. Como (T,5) é conexao de Galois, entdo a < S(dp) se, e somente
se, T'(a) < dy. E como dy = min(Q), obtemos T'(a) = dp.

(4) Considerando T'(a) = d, temos T'(a) < d. Assim, como (7,S) é conexao de
Galois, temos
a < S(d). (2.1)

Agora, se a < S(v), temos, pela conexao de Galois, d = T'(a) < v, contradizendo a

defini¢ao de v, v < d — 1. Logo, S(v) < a, o que nos da
S(v)+1<a. (2.2)

Portanto, de 2.1 e 2.2, temos S(v) +1 < a < S(d).

Por outro lado, como a < S(d), pela conexao de Galois (T, 5), temos T'(a) < d.
Suponhamos T'(a) < d, isto é, T'(a) < d — 1, Logo, T(a) € {b tal que be @, b <d—1}.
Dessa forma, pela definicdo de v, temos T'(a) < v, que pela conexao (T,.5), implica
a < S(v). Mas isto contradiz S(v) + 1 < a. Logo, T'(a) = d. O

O objetivo daqui em diante é mostrar que pesos generalizados de Hamming e os
perfis de dimensao/comprimento de um cddigo linear C' (m, k) formam uma conexao de
Galois entre subconjuntos finitos de Z. Para isso, consideremos a matriz teste de paridade
de um cédigo linear C' (m, k), H, cujos vetores coluna sejam H;, com 0 < i < m e vejamos,
como uma ferramenta, o teorema a seguir, o qual trata-se de uma generalizacao do Lema
2.1.1 e é um resultado técnico, cuja demonstracao nao é determinante para a leitura do

restante do texto.

Teorema 2.3.1. Sejam X C [1,m] e o espaco gerado pelos vetores H;, (H; : i € X).
Entao,

d.(C) = min{| X| tal que r < |X|— posto((H; tal que i € X))}.

Demonstragio. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [19]. O
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O teorema seguinte, nos apresenta a relacao final entre pesos e perfis que queremos.

Para ajudar-nos na demonstracao deste resultado, vejamos o lema a seguir.

Lema 2.3.2. Para um conjunto X (possivelmente infinito), considere as fungoes f: X —
Peg: X —Q, tais que max(P) € f(X) e min(Q) € g(X). Defina T : P — @Q como

T(a) = min{g(u) tal que v e X, a < f(u)},
eS:Q — P como
S(b) = max{f(u) tal que u € X, g(u) < b}.

Entao, (T, S) é uma conexao de Galois entre P e Q.

Demonstragdo. Verificaremos as condi¢oes que devem satisfazer uma conexao de Galois.

Desse modo, sejam a,b € P, em que a < b. Com isso, temos

T(a) = min{g(u) tal que v e X, a < f(u)} e
T() = min{g(u) tal que u e X, b < f(u)}.

Consideremos v/, u” € X, tais que g(u') = T'(a) e g(u”) = T'(b). Assim, como a < b, temos
a<b< f(u"), que implica a < f(u”) e g(u”) € {g(u) tal que v € X, a < f(u)}. Logo,
g(u') < g(u"), ou seja, T'(a) < T'(b). De modo similar, obtemos o mesmo resultado para a

funcao S. Portanto, a condicao de que as fungoes precisam ser crescentes é valida.

Agora, para verificarmos a condigdo que resta, consideraremos (a,c) € P x Q,
A={f(u) tal que u € X, g(u) < c} e B={g(u) tal que u € X, a < f(u)}. Dessa
forma, suponhamos a < S(c). Sendo S(¢) = max(A), tomemos u;, tal que f(u;) = S(c).
Por hipdtese, temos a < S(c), que implica imediatamente em a < f(u;), e assim, g(u;) € B
e, consequentemente, T'(a) < g(u1). Logo, como g(u1) < ¢, temos T'(a) < g(u;) < ¢, ou
seja, T'(a) < c¢. Por outro lado, sendo T'(a) = min(B), consideremos g(uz) = T'(a). Por
hipdtese, temos T'(a) < ¢, que implica imediatamente em g(us) < ¢, e assim, f(ug) € A e,
consequentemente, f(ug) < S(c). Logo, como a < f(ug), temos a < f(ug) < S(c), ou seja,

a < S(c). Portanto, verificamos que (7, 5) é conexao de Galois. ]

Por fim, podemos enunciar o teorema principal desta secao.

Teorema 2.3.2. Sejam F um corpo e C' um cddigo linear (m, k) sobre o corpoF. Definamos
T :[0,k] = [0,m] como T(r) =d.(C), e S:[0,m] = [0,k] como S(I) = K;(C). Entao,

(T,S) é uma conexdo de Galois entre [0, k| e [0, m].

Demonstragio. Primeiramente, observemos que, pelo Lema 2.1.2, para o subcodigo C'NI(J)
de C, temos dimg(C'N§(J)) +dimp((CNE(J))L) = |J|. Com base no Teorema 2.3.1, temos

d,(C) = min{|J| tal que r < |J| — dimp((C N §(J))*F)}, (2.3)
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em que j C [1,m]. Desse modo, novamente pelo Teorema 2.3.1, obtemos

d,(C) = min{|J| tal que J C [1,m], r < dimp(C'NJ(J))}.

Além disso, por defini¢do, K;(C) = max{dimp(C'Nd(J)) tal que J C [1,m], |J| =
[}. Agora, seja A = {dimp(C' N§(J)) tal que J C [1,m], |J| <[}, em que a = max(A).
Dessa forma, existe J; C [1,m], tal que |J/;| <l e a = dimp(C Nd(Jy)). Caso |J;| =1 <,
tomemos j; € [1,m| — J; e Jo = Jy U{j1}. Com isso, como |J;]| < I, temos |J1| +1 < [.
Assim, como |Ji| +1 = |.J5], temos |Jz| < I, e portanto, dimp(C' NJ(J2)) € A. Sendo assim,

como a = max(A), temos
a = dimp(C' N6(J1)) > dimg(C N I(J3)) = b.
Porém, como J, = J; U {j;}, temos
b=dimp(C N(Jy)) = dimp(CN(JyU{j1})) > dimp(C N(J1)) = a.

Portanto, a = b, de modo a considerarmos b = max(A), com |Jo| = |J;|+1 < . Isto posto,
caso |J3| < I, substituindo J; por J; e repetindo o processo feito, podemos considerar
Ja € [Lym] — Jy e J3 = Jy U {ja}, em que |J5] = | /5] +1 < I. Sendo assim, podemos
repetir este mesmo processo até que max(A) = dimp(C' N§(J)), em que |J| = [. Logo,

conseguimos
S(l) = K)(C) = max{dimp(C' N d(J)) tal que J C [1,m], |J| <}

Assim, considerando f : P([1,m]) — [0,k] e g : P([1,m]) — [0, m], funcdes definidas por
f(J) =dimp(C NI(J)) e g(J) = |J|, respectivamente, podemos aplicar o Lema 2.3.2, o

que nos da (7,.S) como uma conexao de Galois entre [0, k] e [0, m]. ]

2.4 Matroide

Veremos, nesta secao, a dualidade de Wei aplicada em estruturas mais gerais, como
as estruturas de matroide e demi-matroide. O nome “matroide”, da-se pela relagao de
independéncia entre colunas de uma matriz, surgindo na tentativa de formalizacao das
defini¢oes de independéncias linear e algébrica, [18]. Desse modo, podemos encontrar
diversas relagoes da algebra linear na teoria de matroides. Na literatura existem mais de
uma definicdo formal para matroides, as quais apresentaremos duas destas. Aqui, para
nao carregarmos a notagao, de modo recorrente usaremos, por exemplo, X Uxr e X —

em vez de X U{z} e X — {z}, respectivamente.

Definigao 2.4.1. Um matroide M sobre um conjunto finito E de n elementos, consiste
em um par ordenado (E,T), em que I é uma cole¢ao de subconjuntos de E, satisfazendo

as sequintes propriedades:
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(1) 0 eZ;
(2) SeY €ZeXCY, entio X €Z;

(3) Se X,Y € Z com |X| < |Y|, entao existe um elementoy emY — X, tal que XUy € Z.

Os subconjuntos de E pertencentes a colecao Z, sao chamados de conjuntos in-
dependentes de M. Ja os subconjuntos de E que nao pertencem a Z, sao chamados de

conjuntos dependentes do matroide M.

Exemplo 2.4.1. Consideremos a sequinte matriz sobre o corpo Zsy:

0110
0011
0 001
a b c d

O par ordenado (E,T), com E = {a,b,c,d} e a cole¢io de subconjuntos

T =A{0,{b},{c}. {d},{b,c},{b,d},{c, d},{b,c,d}}

¢ um matroide, cujos conjuntos dependente sio {a},{a,b},{a,c},{a,d} e por dltimo,
{X CFE tal que |X| >3} —{b,c,d}.

Para as proximas defini¢oes que apresentaremos, consideraremos um conjunto finito
E e o conjunto P(E) como sendo o conjunto das partes de E, ou seja, P(F) é o conjunto

de todos os subconjuntos de E. Agora definiremos uma funcao, chamada posto.

Definigao 2.4.2. Chamamos de fung¢ao posto, a fungio p : P(E) — Z, que satisfaz as
sequintes propriedades:

(1) Se X C E, entao 0 < p(X) < |X]|;
(2) Se X C Y C B, entdo p(X) < p(¥);

(3) Se X eY sdo subconjuntos de E, entao p(X UY) +p(X NY) < p(X)+ pY).

Nosso objetivo agora é estabelecer uma relagao entre os conjuntos independentes e

a funcao posto. Para isso, consideraremos o lema e teorema seguintes.

Lema 2.4.1. Consideremos uma fungdo posto p. Assim, se os subconjuntos de E, X e Y,
sao tais que p(X Ue) = p(X), para todo e € Y — X, entio p(X UY) = p(X).

Demonstrag¢io. Consideremos o conjunto Y — X = {ej, es,...,e;}. Conduziremos esta

demonstracdo por uma indugao sobre k. Observemos que, se k = 1, entdo Y — X = {e; },
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oquenosdd XUY = X Ue e, com isso p(X UY) = p(X). Agora, suponhamos que isso
seja véalido quando k = n, isto é, p(X) = p(X U {ey,...,e,}). Veremos se é valido quando
k =mn+ 1. Observemos que p(X) = p(X Ue,,1) e que pela terceira condi¢ao da fungao

posto, temos

p(X)+p(X) = p(XU{er,... en}) +p(X Uenpr)
> p((XU{er, ..., en}) U(p(X Ueni))
+ p((XU{er,... en}) N (p(X Uenia))
= p(XU{er,...,en1}) +p(X)
> p(X) + p(X),
ja que X C X U{ey,...,eu41}. Como a primeira e dltima somas sao iguais, obtemos a

igualdade sobre todas as parcelas da expressdo. Dessa forma, p(X U{eq,..., e 1)) = p(X).

Portanto, por inducao, obtemos o que queriamos. O

Teorema 2.4.1. Consideremos I uma colecdo de subconjuntos de um conjunto finito F,
em que, para todo X € I, temos p(X) = |X|, sendo p uma fungio posto. Entao, o par

ordenado (E,T) é um matroide com fungao posto p.

Demonstrag¢io. Observemos que, pela primeira condigao de p, temos 0 < p(0) < || = 0,
logo p(0) = || e @ € Z. Agora, suponhamos Y € Z, e X C Y. Sabemos que p(Y) = |Y] e,

assim, considerando a terceira condicao de p e os conjuntos X e Y — X, temos os seguinte:
p(XUY = X)) +p(X N (Y = X)) <p(X)+pY - X),
o que nos da
p(Y) +p(0) < p(X) +p(Y — X).

Porém, sabemos que p(Y) = Y] e p(0) = 0 e, pela segunda condigao de p, que p(X) < | X]|
ep(Y — X) <|Y — X|. Desse modo,

Y] <p(X) +p(Y = X) < [X[+ Y - X[ =]V].

Portanto, pela igualdade final, temos p(X) = | X| e logo, X € Z. Por fim, suponhamos, por
contradi¢do, que considerando X,Y € Z, com |X| < |Y|, tais que para todoy € Y — X, o
conjunto X Uy nao esteja em Z. Sendo assim, temos p(X Uy) # |X Uy|. Com isso, pelas
condigoes de pe como X € Z e X C X Uy, temos

X+ 1>p(XUy) >pX) = |X],

o que nos da p(X Uy) = |X|. Pelo Lema 2.4.1, obtemos p(X UY) = |X]|, porém
p(X) =|X]ecomo Y C XUY, temos p(X UY) > p(Y) = |Y|, entdo |X| > |Y], o
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que é uma contradi¢ao. Logo, a terceira condi¢ao de conjuntos independentes, vale para

conjuntos em Z. Portanto, (F,Z) é um matroide. O

Observamos que todo matroide tem uma fun¢ao posto a ele associado, digamos .
Tal funcao t é igual a fungao posto do teorema acima. A demonstracao deste fato pode ser
encontrada no Teorema 1.3.2 do livro “Matroid theory” de James G. Oxley, [13]. Podemos
visualizar este resultado como uma equivaléncia entre p e os conjuntos independentes.
Sendo assim, temos X um conjunto independente se, e somente se, p(X) = |X]|, para

alguma fungao posto. Com isso, obtemos uma outra definicdo para matroides.

Definicao 2.4.3. Um matroide M sobre E, consiste em um par ordenado (E,p), em que
E é um conjunto de n elementos, n € N, e p: P(E) — Z, é uma fun¢do, chamada fungio

posto, que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Se X C E, entio 0 < p(X) <|X]|;
(2) Se X CY C E, entao p(X) < p(Y);
(3) Se X eY sao subconjuntos de E, entio p(X UY)+p(X NY) <p(X)+pY).

Defini¢ao 2.4.4. Seja um matroide M = (E,p). O matroide dual é um matroide M*

sobre E cuja fungdo posto p* € definida por
P (X) = |X|+p(E - X) - p(E)
para todo X C E.

Defini¢ao 2.4.5. Dizemos que o matroide M = (E,p) é auto-dual se p = p*, em que p* é
a fungao posto do matroide dual a M, M* = (E,p*).

Outro exemplo de um matroide é o Matroide de Vamos, introduzido por Peter

Vamos em 1968, o qual denotamos por V.

Exemplo 2.4.2. O Matroide de Vamos é um matroide de posto 4, definido sobre um
conjunto de 8 elementos E = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Neste matroide, se X C E com |X| > 5,
entao p(X) = 4. Aqui, todos os conjuntos de trés ou menos elementos sao independentes,
ou seja, se X C E com |X| <3, entdo p(X) = |X| = 3. Além disso, se |X| =4, 65 dos
70 conjuntos possiveis, sio independentes, ou seja, p(X) = |X| = 4, sendo as excegoes,
apenas cinco conjuntos dependentes em que p(X) =3 <4 = |X|. Na Figura 1, os cinco
conjuntos dependentes sao representados pelos vértices de cada um dos cinco paralelogramos

retratados.

Observemos, a partir disso, que ha uma dualidade entre conjuntos formados a partir

de nossa concepgao de matroides. Em favor disso, consideremos o matroide M = (E,p), de
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Figura 1 — Vg

posto k, sobre um conjunto finito E' de n elementos. Definimos entao, para cada i € [0, k]

e j € [0,n — k], os seguintes elementos:

fi = max{|X]| tal que X C F, p(X) =i};
fi = max{|X]| tal que X C F, p*(X) = j}.
E também os conjuntos:

Av = {n—fi1,....n— fok;

Byu = {fg+177 ;zk—k—1+1}'

Com isso, obtemos o seguinte teorema de dualidade para matroides:

Teorema 2.4.2. AM U BM = {1, c. ,n} € .AM N BM = @

Demonstracio. A demonstragdo deste teorema, da-se de modo semelhante ao que faremos
para o Teorema 2.4.5. O

Exemplo 2.4.3. Consideremos o matroide Vg~ sobre E = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Este,
deriva do Matroide de Vamos Vg, desta vez com o conjunto {1,2,7,8}, de acordo com a
Figura 1, como mais um dos cinco conjuntos dependentes de quatro elementos e posto 3.
O matroide Vg~ é auto-dual. De fato, considerando X C E e

L = p(X)—pX)
= |X[+p(F - X)—p(E) —p(X),

observemos que, se p(X) = 1:
L = 1+p(E—X)—4—1.

Neste caso, E— X é um conjunto de 7 elementos, ou seja, p(E — X) =4, o que nos dd
L=0.
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Agora, se p(X) = 2:
L = 24p(E—-X)—4-2.
Neste caso, E — X é um conjunto de 6 elementos, ou seja, p(E — X) =4, o que nos dd
L=0.
Ainda, se p(X) = 3:
L = 3+p(E—X)—4-3.
Neste caso, E — X é um conjunto de 5 elementos, ou seja, p(E — X) =4, o que nos dd
L=0.
Por fim, se p(X) = 4:

L = |X|+p(E-X)—4—4
= [X|+p(E-X)-38

Neste caso, X pode ser um conjunto de 4,5,6,7 ou 8 elementos. Assim, se |X| = 4:
(X[ +p(E—-X)—-8 = p(B—-X)—4

Neste caso, E — X € um conjunto de 4 elementos. Ora, suponhamos que p(E — X) # 4.
Sendo assim, por defini¢io, temos p(E — X) = 3 e desse modo, de acordo com a Figura
1, os possiveis conjuntos para E — X sao {1,2,5,6}, {5,6,7,8}, {3,4,5,6}, {3,4,7,8},
{1,2,3,4} e {1,2,7,8}. Observemos, a partir disso, que se E — X for algum dos conjuntos
ditos, entao X também o serd, o que é uma contradi¢io, pois p(X) = 4. Portanto,
p(E —X) =4, o que nos di L =0.

Agora, se | X| =5:
[ X|+p(E—X)-8 = p(£—X)-3

Neste caso, E — X é um conjunto de 3 elementos, ou seja, p(E — X) =3, o que nos dd
L=0.

Ainda, se | X|=6:
(X[ +p(E—X)—-8 = p(£—X)-2

Neste caso, E — X € um conjunto de 2 elementos, ou seja, p(E — X) =2, o que nos dd
L=0.

Ja se | X|=T7:

X[+ p(E—X)—8 = p(E—X)—1
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Neste caso, E — X € um conjunto de 1 elemento, ou seja, p(E — X) =1, o que nos dd
L=0.

Por fim, se | X| = 8:
I X|+p(EF—-—X)—8 = p(E—-X)

Neste caso, E — X € o conjunto vazio, ou seja, p(E — X) =0, o que nos di L = 0. E,
portanto, em todos os casos possiveis, chegamos a p*(X) = p(X).

Por consequéncia, consequimos (fo, f1, f2, f3) = (f§, 1, f3, f5) e, desse modo, basta
calcularmos fo, f1, fa € f3. Sabendo que f3 = max{|X| tal que X C E, p(X) = 3}, todos
0s conjuntos de trés elementos tém posto 3 e que hd seis conjuntos de quatro elementos
de posto 3, obtemos f3 = 4, ou seja, o maior conjunto de posto 3 neste matroide, possui
quatro elementos, pois todos de cardinalidade maior ou igual a 5, tém posto 4. Os
elementos fo, fi € fo sdo obtidos de forma imediata. Ao final, consequimos (fo, f1, f2, f3) =
(fe, e £, f3) = (0,1,2,4), o que nos da Ay = {4,6,7,8} e By = {1,2,3,5}. Portanto,
Ay U By =41,2,3,4,5,6,7,8} e Ayy N By = 0.

Uma outra definicao de consideravel importancia para o nosso estudo posterior, é

a definicao de demi-matroides.

Defini¢ao 2.4.6. Um demi-matroide é uma tripla D = (E, s,t) sobre um conjunto finito E,
composto por duas fungoes s,t : P(E) — Ny, em que para todos subconjuntos X CY C E,

satisfazem

(R) 0 <s(X) <s(Y) < [Y]e0<t(X) <UY) <[Y],

(D) |E — X| - s(E — X) = t(E) — t(X).

Na defini¢do acima, podemos ver que por (R), s() = t(#) = 0. Dessa forma, pelo
item (D), temos |E — 0] — s(E — 0) = t(E) — t(0), o que implica t(E) = |E| — s(E). Além
disso, também pelo item (D), conseguimos |E—(E—X)|—s(E—(E—X)) = t(E)—t(E—-X),
o que implica t(E — X) = t(F) + s(X) — | X|. Dessa forma, observemos o seguinte:

|IE—X|-t(E—X) = |F—-X|—-tF)—s(X)+|X|
= |E| - t(E) - s(X)
= |E| = |E[+s(E) — s(X)
= s(F)—s(X).

Portanto, item (D) é equivalente a |[E — X| —t(E — X) = s(E) — s(X).

Neste ponto, observemos que, para qualquer matroide M = (E, p) sobre E, a tripla

(E,p,p*) é um demi-matroide, ja que a condi¢ao (R) nos é dada pela definigdo de funcao
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posto e para a condigao (D) temos:

p(E)—p"(X) = |E|+p(E—-E)—pE)—(|X]+p(E-X)-pE))
= [E]+p(0) - p(E) = |X| - p(E - X) +p(E)
= |E|—|X|-p(E - X)
= |F—-X|—-pF-X).

Porém, a reciproca desta afirmacao nao ¢ verdadeira, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4.4. Consideremos E = {a,b} e definamos s(E) = 1 e s(X) = 0 para
X = 0,{a},{b}. Podemos ver que a tripla (E,s,s) é um demi-matroide, mas s ndio é

funcao posto de qualquer matroide sobre E. De fato,

1= s({a} U{b}) +s({a} N {b}) < s({a}) +s({b}) = 0,

0 que € uma contradicao.

Ha uma dualidade referente a conjuntos formados a partir de demi-matroides. Para
conseguirmos essa dualidade, precisamos de alguns passos importantes. Consideremos
D = (E, s,t) um demi-matroide sobre E, em que s(E) = k. Por (D), chegamos a relacao:
s(E) +t(E) =n.

Lema 2.4.2. s(X —xz) >s(X)—1et(X —x) >t(X)—1 para todo X CFE ex € E.

Demonstragio. Por (R) e (D),

(X —z) = t(BF)—|F—(X—2)|+s(EF— (X —x))
> H(E)—|E-X|—-1+s(F—-X)
= t(X)-1.
De modo similar, obtemos s(X — x) > s(X) — 1. O

Também precisamos das defini¢bes de um conjunto parcialmente ordenado, seu

dual e ideias de ordem:

Definicao 2.4.7. Uma relagio de ordem parcial sobre um conjunto E, é uma relacao

bindaria =< satisfazendo as sequintes condicoes:
(1) Refleziva: i = j, Vi € E;
(2) Antissimétrica: dadosi,j € E, sei1 = j ej =1, entdoi = j;

(3) Transitiva: dados i,j,k € E, sei = j ej =<k, entioi X k.
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O par P = (E, X), consistindo de um conjunto ndo vazio E e uma ordem parcial

=< sobre E, é chamado conjunto parcialmente ordenado (poset).

Definigao 2.4.8. O dual de P é o poset P sobre E, com relag¢io de ordem =% definida

para todo x,y € E por x X5y se, e somente se, y <p T.

Uma defini¢do de suma importancia para nés, é a definicao de ideal de ordem, que

veremos a seguir.

Definicao 2.4.9. Para cada subconjunto X C E, definimos o ideal de ordem como o

conjunto (X)p ={x € E tal que x <py para algum y € X}.

Desta vez, para cada i € [0,k] e j € [0,n — k], definamos entdo os seguintes

elementos:

= min{[{X)p| tal que X C E, s(X) > i};
min{[(X)p| tal que X C E, t(X) > j};
sf = max{|E - (F— X)p| tal que X C E, s(X) <i};
= max{|E — (E — X)p| tal que X C E, t(X) <j}.

Nl Ty

A
I

~
MNU‘ ~
|

O préximo lema, nos dé que estes elementos definidos com s(X) > i ou s(X) <ie
t(X) > j ou t(X) < j, sdo equivalentes aos elementos quando consideramos s(X) =i e

t(X) = j, respectivamente.
Lema 2.4.3. Para cada i € [0,k] e j € [0,n — k],

= min{[(X)p| tal que X CFE, s(X)=1i};
i = min{[(X)p| tal que X C E, t(X) = j};
= max{|E — (E—X)p| tal que X CE, s(X) =1i};
t; = max{|F —(F - X)p| tal que X C E, t(X) = j}.

Demonstracao. A prova deste resultado segue por um processo semelhante ao feito para
K;(C) na demonstragao do Teorema 2.3.2. O

Antes de seguirmos para o préximo lema, precisamos definir o que é um elemento

maximal em um poset P = (E, <) sobre o conjunto finito £ de n elementos.

Definicao 2.4.10. Dizemos que x € E é um elemento maximal no poset P se dado y € E

com x <p Yy, entao T =Y.
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Lema 2.4.4 (Monotonicidade). Sao vdlidas as sequintes inequagoes:

0(};<0f<a§<-~-<a,f§n;

0
0 T()ﬁ<7'1ﬁ<7'2f<---<7'nﬁ_k§n;
0 < st <st<sl < <st =n;
0 < toﬁ<t1ﬁ<t2ﬁ<---<t§_k:n.

Demonstragdo. Para esta demonstragio, apresentaremos aqui, uma versao para o elemento
o pois por um processo semelhante, chegamos & mesma relagdao para os demais. Dessa

forma, consideremos X C E tal que [(X)p| = of e s(X) > i, para qualquer i € [0, k].

Como s()) = 0, obtemos o2 = 0 e, desse modo, podemos supor s(X) > 1 e X # 0.

Tomemos um elemento = € X que seja maximal em P. Assim, (X —z)p C (X)p. Pelo
Lema 2.4.2, temos s(X —x) > s(X)—1>i—1. Logool | < (X —z)p| < |(X)p|=0f. O

Definig¢ao 2.4.11. O dual de um demi-matroide D = (E, s,t) € a tripla D* = (E,t,s).

Definig¢ao 2.4.12. Para qualquer fungao real v : P(E) — R, considere @ dada por
P(X) = p(E) — (£ - X).

A partir disso, sabemos que p(X) = ¢(E) — 9(E — X) = ¢(X) — ¢(0). Dessa
forma, observemos que, se p(f)) = 0, entdao ¢ = @. Esta observagao é importante para a

demonstracao do préximo teorema.

Teorema 2.4.3. A tripla D = (E,5,t) é um demi-matroide. Além disso, D = D e
D* =D". O demi-matroide D é chamado de suplementar de D.

Demonstragio. Sabemos que D = (E,s,t) é um demi-matroide. Vejamos agora, as
condicoes (R) e (D) para a tripla D = (E,3,t). Temos, por defini¢do, que 5(X) =
s(F)—s(E—X), em que X C FE. Dessa forma, consideremos X,Y C E, tais que X C Y.
Com isso, temos £ — Y C E — X. Dali,

S(E-Y)<s(F—-X) <— —s(E-X)<-—-s(E-Y)
— s(E)—s(F—-X)<s(E)—s(E-Y)

— 3(X) <35(Y).

Além disso, como E — X C E, temos s(E — X) < s(F). Assim, 0 < s(E) — s(E — X), o

que equivale 0 < 3(X). Notemos que

S(Y) = s(E) - s(E~Y) < |B| - [E— Y| = |Y].
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E, portanto, 0 <35(X) <35(Y) < |Y|. De modo similar, conseguimos 0 < #(X) <#(Y) <

|Y'|. Por fim, observemos o seguinte:
[E—X|=5(E-X) = |E-X][-(s(E) —s(E—-(E-X)))

= |E - X[ = (s(B) — s(X))
= |[E-X[-(F - X[-t(F- X))

= #(E - X)
— HE)—t(E - E) — (H(E) — t(E — X))
= ¥(E) - 1(X).

Logo, |E — X| —3(F — X) = {(F) — {(X), e portanto, D é um demi-matroide. Por

sua vez, como s(f) = (@) = 0, pela observagao feita anteriormente, é imediato que
- *

D= (E,5,t)=(E,s,t)=D. E ainda, D* = (E,#,5) = ((E,5,1))* = D". O
Neste contexto, definamos para cada i € [0,k] e j € [0,n — k], os elementos

77 = min{|(X)p| tal que X C E, 3(X) >i};

7 = min{|(X)5| talque X C E, #(X) > j};

57 = max{|E - (E— X)p| tal que X C E, 5(X) <i};

t. = max{|F —(F— X)p| talque X C E, #(X) < j}.

Lema 2.4.5. Para cada i € [0,k] e j € [0,n — k],

P _ —P P _ =P .
57: — n O-kfﬂ t] —n_Tnik.ij7
P _ P . P _ 7P
g = N—5_; T, =n—l,
Demonstracao. Para esta demonstracao, faremos para o caso SZ»P =n — Ef_i, pois por

um processo semelhante, chegamos a mesma relagao para os demais. Relembremos as

P P =P .
definicoes de s;” e 7_;:

¥ = max{|E — (F — X)p| tal que X C E, s(X) =i}

)

af = min{[(X)p| tal que X C F, 5(X) =1},
em que para o, também é valido o Lema 2.4.3. Com isso, consideremos Y = F — X e

observemos o seguinte:

sP = max{|E - (F— X)p| tal que X C E, s(X) =i}
= max{|E —(Y)p| talque E—Y CFE, s(E-Y) =i}
= max{|E—(Y)p| talque Y CFE, s(F—-Y) =i}

= n—min{|(Y)p| talque Y C E, 5(Y) =k — i}

_ —P
= N =0y
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Figura 2 — Lema 2.4.5

emque X =FE—-YesY)=s(E)—s(E-Y)=k—1. O

Para fins ilustrativos, observemos na Figura 2.4.5, que quanto maior o conjunto

E — (Y')p, menor serd (Y)p, nos dando o resultado que queriamos.

A partir disso, consideremos os conjuntos

U, = {n—s;q,....n—si}
Vg — {toﬁ—i_ 17"‘7t§7k71 + 1},
Ag = {af,...,a,f};

BY = {n+1—7’f_k,...,n+1—7'1ﬁ}.

E, depois de todas as devidas consideragoes, chegamos enfim, aos teoremas de dualidade

para demi-matroides.

Teorema 2.4.4. U5 UVE ={1,....n} eU5 NV = 0.

Demonstracio. A demonstragdo deste teorema, da-se de modo semelhante ao que faremos

para o Teorema 2.4.5. O

Teorema 2.4.5. AL UBE ={1,... . n} e AL NBE =0.

Demonstragio. Por contradi¢do, suponhamos que A5 N Bg # (), ou seja existem algum
i € [0,k] e algum j € [n — k], tais que o =n+1— Tjﬁ. Desse modo, consideremos um
subconjunto X C E que satisfaca [(X)p| = of e s(X) > i e tomemos Y = E — (X)p.
Podemos afirmar que Y ¢ ideal em P. De fato, tomando v € E e v € Y, observamos
que, pela definicdo de poset dual, u <y v <= v <p u. Assim, se u € (X)p, isso
implicaria v € (X)p, contradizendo v € Y e, logo, u ¢ (X)p, ou seja, u € Y. Com isso,

(VY5 =|Y]|=n—0of = Tjﬁ — 1. Dessa forma, ¢(Y) < j — 1, pois se caso t(Y) > j, entéo
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terfamos 77 < [(YV)p| = P _

+ — 1, 0 que é impossivel. Assim sendo, por (R) e (D), temos o

seguinte:

n—k—ol +i

IN

HE) = [(X)p[ +s(X)
HE) = [(X)p[ +s((X)p)
)
)

IA

tE)—|E-Y|+s(E-Y)
t

~

7 — 1

IN

De modo similar, chegamos a n — (n — k) — TjF +j < i — 1. Portanto, somando as
P

desigualdades, obtemos —1 =n —o; — Tf < —2, 0 que é uma contradi¢ao. Desse modo,

segue que of #n+1— Tjﬁ, para todo 7, j e o teorema esta provado. O
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3 Principais Resultados

Neste capitulo, apresentaremos o Teorema Central deste trabalho, o qual nos mostra
que, a partir de duas conexoes de Galois entre subconjuntos finitos de 7Z, é possivel obter
uma dualidade do tipo Wei. Apds isso, veremos o Teorema da Ponte, que sera de grande

utilidade quanto as aplicagoes destes resultados. A principal referéncia utilizada foi [20].

3.1 O Teorema Central

Veremos, nesta se¢ao, o Teorema Central deste trabalho e uma demonstracao do

mesmo. Consideraremos k,m € Ne w € Z™.

Lema 3.1.1. Seja (T,S) uma conexdo de Galois entre [0, k] e [0,m], tal que S(0) =0 e
S(l)—S(I—1) <w, para todo | € [1,m]. Definamos n : [0, m] — Z como

n(l) =S(m—1)+wl — k.
Desse modo, sao validas as sequintes afirmacoes:

(1) n(m) =wm —k en(0) =0;
(2) 0<n(l)—n(l—1) <w, para todo | € [1,m];

(3) Eziste T : [0,wm — k| — [0,m], tal que (1,nm) é uma conexdo de Galois entre
[0, wm — k] e [0,m]. Além disso, para todo u € [0,k] e v € [0,wm — k], em que
T(u) 4+ 7(v) =m+1, € vdlido que u Z v+ k mod w.

Demonstragio. Comecemos nossa demonstragao pela afirmagao (1). Sendo assim, da forma

como 7 esta definida, temos
n0)=Sm—-0)+w-0—Fk=S(m)—k.

Como Im(T) C [0,m], entao T(k)
(k,m) € [0,k] x [0,m], temos k& < S
Im(S) C [0, k], por consequéncia, S(m) <

Por fim, temos

< m. Assim, como (7T, 5) é conexado de Galois, para
< S(m) se, e somente se, T'(k) < m. E visto que
k.

Logo, S(m) = k e, como resultado, n(0) = 0.

nim)=Sm-m)+w-m—k=50)+w-m-—k,

e como S(0) = 0, obtemos n(m) = wm — k.
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Agora, para a afirmagao (2), consideremos [ € [1,m] e observemos o seguinte:
nl)—mll—1)=Sm-0)4+wl—k—(Sm—-(10-1))+wl—-1)—k)

(m—-0)4wl—k—Sm—-(1-1)—w(l—-1)+k

(m—10)—Sm—-(1-1))+w.

I
»n W

Comom—Il<m-—(I1—-1)=m—1+1, temos S(m —1) < S(m — (I —1)). Assim,
Sim—1)—S(m—(l—1)) <0 e, desse modo,

nl)—=nl—1)=Sm—-0)-=Sm—-(1-1))+w
<0+w
= w.
Além disso, pela definicao de S, temos S(m — (I — 1)) — S(m — 1) < w, o que nos da
S(m—1)—S(m—(l—1)) > —w. Logo,
nl)—=nl—1)=Sm—-0)-=Sm—-(1-1))+w
> —w+w
= 0.

Portanto, 0 < n(l) —n(l — 1) < w, para todo [ € [1,m].
Por fim, para a afirmagdo (3), definamos uma fungao 7 : [0, wm — k] — [0, m] como
7(a) = min{b tal que b€ [0,m], a < n(b)}.

Observemos que 7 estd bem definida. De fato, o conjunto [0,m] é finito e devido ao
principio da boa ordem, existe elemento minimo b, tal que a < n(b). Além disso, (7,7) é
uma conexao de Galois entre [0, wm — k| e [0, m]. Com efeito, dados ¢, d € [0, wm — k], com
¢ < d, consideremos 7(c) =7 e 7(d) = . Desse modo, como ¢ < d, temos ¢ < d < n(v/),
que implica ¢ < (') e v € {b tal que b € [0,m], ¢ < n(b)}. Logo, v < v/, ou seja,
7(c) < 7(d). E ainda, pelos itens (1) e (2), vistos anteriormente, temos 1 também crescente.
Além disso, considerando (¢, e) € [0,wm — k] x [0,m] e supondo ¢ < n(e), por defini¢ao
de 7, obtemos 7(c) < e. Por outro lado, se 7(c¢) = f < e, obtemos f € [0,m] e ¢ < n(f).
Como 7 é crescente, ¢ < n(f) < n(e). Logo, ¢ < nle).

Agora, sejam u € [0,k] e v € [0,wm — k], tais que T'(u) + 7(v) = m + 1. Com
isso, temos 7(v) = m + 1 — T'(u), em que T(u) € [1,m]. Pelo item (4) do Lema 2.3.1,
considerando a conexao de Galois (7,7), temos
nim—Tw)+1<v<nm+1-"T(u)),
sendo m — T'(u) = max{b tal que b € [0,m], b < (m+1—T(u)) —1}. Com isso, pela

definicao de n, temos

S(m—(m—=T(u))+wm—T(u)—k+1 <v < Sm—m+1-T(u)))+w(m+1-T(u))—k,
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ou melhor
S(T(u)) +w(m —T(u) —k+1<v<S(T(w) = 1) +wim+1-"T(u)) - k.

Como resultado imediato do item (1) do Lema 2.3.1, temos u < S(7'(w)). Além disso,
S(T(u) —1) <u—1,jd que S(T'(u) — 1) = max{a tal que a € [0,m], T(a) < T(u) — 1},
pois caso S(T'(u) —1) > u—1, isto é, S(T(u) — 1) > u, pela conexao de Galois, deveriamos

ter T'(u) < T'(u) — 1, o que é uma contradi¢do. Dessa forma, obtemos
utwm—Tw)—k+1<v<u—1+wm+1-T(u))—k.

que implica
1<v+k—u—wm-—T(u) <w-—1.
Sendo assim, v + k —u Z 0 mod w e, logo, u Z v + k mod w, como queriamos. n

A préxima proposicdo sera fortemente utilizada na demonstracao do Teorema
Central.

Proposicao 3.1.1. Seja (T, S) uma conezao de Galois entre [0,k] e [0,m]. Entdo, as

afirmagoes abaixo sdo equivalentes:

(1) S(I) = S(l—1) <w, para todo | € [1,m];
(2) |T7Y(1)| < w, para todo | € [1,m];

(3) T(r) + 1 <max{T(r +w), 1}, para todo r € [0,k — w].

Além disso, se S(0) = 0, entao, para todo a € [1,k], T(a) € [1,m] e (1),(2) e (3) sdo

equivalentes a
(4) T(r)+ 1(r +w), para todo r € [0,k — w].

Demonstragio. (1) <= (2) Consideremos [ € [1,m]. Observemos que [ # min([0,m]) e
[ —1=max{b tal que b€ [0,m], b <l—1}. Dessa forma, pelo item (4) do Lema 2.3.1,
temos

T(a)=l<=SI—-1)+1<a<S5().
Além disso, se T'(a) = [, entdao a € T7(1), em que T7'(I) = {d tal que d € [0,k], d <
S(1)}. Logo,

7)) = S(1) — (S — 1)+ 1) + 1
= S()— S(1—1).

Portanto, S(I) — S(I — 1) < w se, e somente se, |[T~(1)] < w.
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(1) = (3) Consideremos r € [0,k — w]. Se T'(r + w) < 0, entao
Tr)+1<T(r+w)+1<1,
o que implica T'(r) + 1 < max{T'(r + w), 1}. Agora, se T'(r +w) > 0, por hipétese, temos

o seguinte:
S(T(r+w))—=S(Tr+w)—1) <w.

Além disso, pelo item (1) do Lema 2.3.1, temos r +w < S(T'(r + w)), o que junto & nossa
hipétese, nos da
r+w < S(T(r+w) <w+ST(r+w)—1)

que implica
r <S(T(r+w)—1).
Assim, como (T, 5) é conexao de Galois, temos
T(r)<T(r+w)-—1,
oquenos dad T'(r) + 1 < T(r +w) = max{T(r +w), 1}, como desejado.

(3) = (1) Consideremos [ € [1,m]. Se S(I) < w, como Im(S) C [0, k], entdo
S(l—1) > 0,0quenosda S(1)—S(I—1) < w. Agora, se S(I) > w, entdo S(I)—w € [0, k—w].

Assim, por hipétese, temos
TS —w)+1 <max{T((S() —w) +w),1}
= max{7'(S(1)),1}.

Além disso, pelo item (2) do Lema 2.3.1, obtemos T'(S(1)) < [. Dai, como [ > 1, temos
[ > max{T'(5(1)),1}. Assim,

T(S() —w)+ 1 <max{T(S(l)),1} <1,

que implica
TS —w)<l-1

e que pela conexao de Galois (T, .5), nos da
S(l)—w<S{I-1).
Portanto, S(I) — S(I — 1) < w, como desejado. O
Posto isso, podemos agora, apresentar demonstrar o Teorema Central.

Teorema 3.1.1. Sejam (T, S) uma conexio de Galois entre [0, k] e [0,m], tal que S(0) =0
e S(1) = S(I—1) <w, para todo | € [1,m] e também (7,m) uma conexdo de Galois entre
0,wm — k| e [0,m|. Para qualquer v € Z, defina os conjuntos A, e B, como
A, ={T(u) tal que uw e [L,k], u=~vy+k modw} e
B,={m+1—7(v) tal que v € [l,wm —k|, v=7 mod w}.

Entao, as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
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(1) Para todo 1 € [0,m], n(l) = S(m —1) + wl — k;

(2) n(0) =0, 0 < nl) —n(l —1) < w, para todo I € [1,m] e para todo (u,v) €
0,k] x [0,wm — k|, em que T(u) + 7(v) =m+ 1, € vdlido que u #Z v+ k mod w;
[

(3) Para qualquer vy € Z, A,NB, =0 e A, UB, =[1,m];

(4) Para qualquer v € Z, A, U B, = [1,m].
Demonstracao. Primeiramente, para qualquer v € Z, consideremos os conjuntos abaixo:

U, = {u talque ve[lk], u=v+k modw},
V, = {v talque ve[l,um—k|,v=v mod w}

e observemos o seguinte:

U, = {u talque ue[l,k], u=y+k modw}
= {u talque v e [L,k], u=v+k+wm modw}}
= {u talque v e [l,k], u—k—wm=~ modw}}

Com isso, consideremos o conjunto U = {a tal que a € [wm — k + 1,wm|, a = v
mod w}. Dessa forma, podemos ver que U, tem uma correspondéncia biunfvoca com U,
pois
u=7v+k modw se, esomentese, wm—k+u=vy modw,

o que nos da |U,| = [U:]. Por outro lado, vejamos o grupo finito Zy,, = [0,wm — 1].
Observemos que Zq,, = [1,wm —k]U[wm —k+1,wm|, em que esta, é uma unido disjunta.
Além disso, V, C [1,wm — k] e U C [wm — k + 1,wm], de modo que U UV, é a classe
de v em Zypm, com U NV, = (). Os restos de divisao por w possiveis sao 0,1, ..., w — 1,

assim, teremos w classes de congruéncia. Dessa maneira, obtemos o seguinte:

U]+ V5]

UL+ v,
U U]
Zouml

w
= m.

Portanto, |U,| + [V,| = m. E, com isso, seguiremos com as implicacoes.

(1) = (2) Segue imediatamente do Lema 3.1.1.

(2) = (3) Fixemos v € Z e consideremos v € U, e v € V,. Assim, como
v =7 mod w, temos u = v + k mod w e, por hipétese, T'(u) # m + 1 — 7(v). Logo,
A, N B, = 0. Pela Proposicao 3.1.1, como S(0) = 0, entdao T'(a) € [1,m], para todo
ac([lkleT(r)+1<T(r+w), para todo r € [0,k — w|, o que implica A, C [1,m] e
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|A,| = |U,|, pois r e 7 + w pertencem a mesma classe de congruéncia médulo w, mas
T(r) < T(r+w), ouseja, se a =b=~vy+k mod w, em que a # b, entdo T'(a),T(b) € A, e
T(a) # T(b). Agora, novamente pela Proposigao 3.1.1, como 7n(0) = 0, entdo 7(a) € [1,m],
para todo a € [0,wm — k] e 7(r) + 1 < 7(r + w), para todo r € [0,w(m — 1) — k], o que
implica B, C [1,m] e |B,| = |V,|, pela mesma justificativa dada anteriormente. Logo,
A+ |B,| = U] + |V,| =m. Assim, como A, N B, = 0, obtemos | A, UB,| = m. Por

fim, como A, U B, C [1,m], obtemos A, U B, = [1,m], como querfamos.
(3) = (4) Segue de forma imediata.

(4) = (3) Fixemos v € Z. Da forma em que os conjuntos A,,U,, B, e V., foram
definidos, temos de imediato |A,| < [U,| e |B,| < |V,|. Como |U,| + |V,| = m e, por
hipétese, A, U B, = [1,m], temos entao |A,| + |B,| < m = |A, UB,|. Mas, observemos o
seguinte:

m < A, U B, |+ A, N B,y < [Ay] + |B,| < [Uy| + V| =m.

Logo, |A, U B,|+ |A, N B,| =m, e como | A, UB,| =m, temos |A, N B,| =0, o que nos

da A, N B, =0, como queriamos.

(3) = (1) Pelo Lema 3.1.1, sabemos que existe uma conexao de Galois (&, () entre
[0, wm — k] e [0,m], tal que ((I) = S(m — 1) + wl — k, para todo [ € [0,m] e ((0) = 0.

Assim, pela Proposicao 3.1.1, temos
E(r)+ 1 <&(r+w), para todo r € [0,w(m — 1) — k. (3.1)

Dito isto, definamos o conjunto £, = {m+1—¢(v) tal que v € V,}, para um v € Z fixo.
Assim, com um processo semelhante ao feito com a conexao (7,7) no passo (2) = (3),
desta vez com a conexao (§,(), temos A, N L, =0e A, UL, =[1,m]. Com isso, como
A NB,=0e A, UB, =[1,m], temos L, = B,. Agora, definamos as fungoes f : V, — Z
eg:V,—Z,como f(v)=m+1—7(v) e g(v)=m+1—E&(v), respectivamente. Dessa
forma, obtemos

Im(f) = B, = £, = Im(g).

Como 7 e § preservam a ordem usual, para quaisquer a,b € V,, em que a < b, temos
f(a) > f(b) e gla) > g(b). Além disso, como 3.1 acontece, temos g como uma fungao
injetora. Assim, f = g. De fato, consideremos V, = {vq,v2,...,v,}, tal que v; < vy <

- < v, e desse modo, g(v1) > g(v2) > -+ > g(v,). Agora, suponhamos que exista
v; € V,, tal que f(v;) = g(v;), para v; < v; e f(v;) # g(v;). Dessa forma, obtemos os

seguintes dois casos:

(1) f(v;) > g(v;). Como Im(f) = Im(g), existe v; € V., tal que f(v;) = g(v;). Assim,

obtemos g(v;) > g(v;), o que implica v; < v; e f(v;) = g(v;), ou seja,

f(u) = g(u) = f(vi), com v < v;.
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Logo, existe ¢ € Im(g), tal que ¢ € Im(f), o que é uma contradi¢do, pois
[Im(f)| = [Im(g)] = [V,].

f(o) = g(v1) p---- '
£) = g(on) -t e
JOR T S T . ST SR — S ;
L I R .
o = =

Figura 3 — f(v;) > g(v;).

(2) f(v;) < g(v;). Neste caso, g(v;) € Im(g), mas g(v;) & Im(f), ja que f é decrescente,

o que é uma contradicao, pois Im(f) = Im(g).

F(0) = go) -1
F() = glo) f-emboeoe
g(vi) 3----- ---------------- )
!I(UHI):.[("«) ""’*i *************** ;6~~?
L e R e .
r;l U2 U‘[ vi‘+l 1; Un

Figura 4 — f(v;) < g(v;).

Com isso, 7(v) = £(v), para todo v € [l,wm — k], com v = v mod w. Assim, pela
arbitrariedade de 7, temos 7(v) = £(v), para todo v € [1,wm — k]. Agora, pelo item (3)

do Lema 2.3.1, observemos o seguinte:
¢1(0) = {a tal que a € [0,wm — k], a < (0)}.

Ja, pelo item (1), do Lema 3.1.1, temos ((0) = 0, o que nos da £(0) = 0. De modo

semelhante,
7710) = {a tal que a € [0,wm — k], a < n(0)},
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mas 7(0) € [0, wm — k], logo 0 € 77(0), o que nos da 7(0) = 0. Isso implica 7 = £. Em
razao de, (7,7) e (&, () serem conexodes de Galois entre [0, wm — k| e [0,m], pelo item (2)

do Lema 2.3.1, para qualquer p € [0, m], temos o seguinte:

n(u) = max{a tal que a € [0,wm — k|, 7(a) < p}

= max{a tal que a € [0,wm — k], {(a) < u}

= ((p)-

Portanto, n = ¢, o que nos da (1), como queriamos. ]

3.2 O Teorema da Ponte

Nesta secao, estabeleceremos condi¢oes para a prova do Teorema da Ponte, o
enunciaremos e veremos uma demonstracao para o mesmo. O Teorema da Ponte serd
de grande ajuda para aplicagoes do Teorema Central que apresentaremos neste trabalho.
Para os resultados apresentados nesta secao, consideraremos conjuntos nao vazios Y e X,

m,k € N, w € Z", uma fungao sobrejetiva g : Y — [0, m], uma funcao f:Y — [0, k] que

satisfaz:
VyeY, gly) =0= fy) =0; (3.2)
Yy eY, wyy) — fly) <wm —Fk; (3:3)
Vu €Y, tal que g(u) <m —1, Jv € Y tal que g(v) =g(u) +1, f(u) < f(v);(3.4)
Vv e, tal que g(v) > 1, Ju € Y tal que g(u) =g(v) — 1, f(v)— f(u) <w,(3.5)
e ainda, uma funcao sobrejetiva o : X — Y.
Agora, definamos as fungoes p : X — [0, m] como
p(t) =m— g(o(t)), (3.6)
eh:X — Z como
h(t) = f(o(t)) +wpu(t) — k. (3.7)
A partir disso, com relacao a (g, f) definamos as fungoes 7" : [0, k| — [0, m] como
T(a) = min{g(u) tal que uw €Y, a < f(u)}, (3.8)
e S :[0,m] — [0,k] como
S(b) = max{f(u) tal que v €Y, g(u) <b}. (3.9)

E, de modo semelhante, agora com relagao & (u, h), definamos as fungoes 7 : [0, wm — k] —
[0, m] como
7(a) = min{u(t) tal que t € X, a < h(u)}, (3.10)
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en:[0,m] — [0,wm — k] como

n(b) = min{h(t) tal que t € X, u(t) < b}. (3.11)

Antes de apresentarmos o teorema principal desta se¢do e uma demonstraciao para

o mesmo, facamos algumas consideracoes a respeito das funcgoes g, f, i e h definidas acima.

(i) Sey € Y com g(y) = m, como Im(f) C [0,k], f(y) < ke por 3.3, temos wm— f(y) <
wm — k, o que nos d&, —f(y) < —k, ou seja, f(y) > k. Logo, f(y) = k. Portanto,
para qualquer y € Y com g(y) = m, temos f(y) = k;

(ii) Percebamos que g e o sao fungdes sobrejetivas e, por consequéncia, a composi¢ao
g oo também é. Desse modo, como Im(g o o) percorre por todo elemento de [0, m],
i também percorrerd e portanto, a fungdo pu : X — [0,m] é sobrejetiva. Agora,
utilizando novamente o argumento de g ser uma funcao sobrejetiva, existe y € Y,

tal que g(y) = 0, digamos y = o(t), para algum ¢ € X. Desse modo,

ht) = flo(t)) +wu(t) —k
= 04+wm —k,

pois, por 3.2, f(o(t)) = 0. Logo, wm — k € Im(h) e, mais ainda, este é o maior valor

que h pode atingir. Como, por 3.3, f(o(t)) —wg(o(t)) > —wm + k, temos

W) = flo(t) +wu(t) =k
= [flo(t) —wg(o(t)) +wm —k
> 0.

E, portanto, Im(h) C [0, wm — k.

(iii) Por fim, seja ¢ € X, com pu(c) < m—1. A partir disso, obtemos m —g(o(c)) < m—1,
o que nos déa g(o(c)) > 1. Assim, por 3.3 e por ¢ ser uma funcao bijetiva, existe
o(d) € Y, tal que g(o(d)) = g(o(c)) — 1 e f(o(c)) = f(o(d)) < w. Com isso,
p(d) = pc) +1le

he) = flo(e) +wplc) =k
= [flo(e)) —wy(o(c)) + wm — k
< w4 flo(d)) —wg(f(o(d)) —w+wm —k
= [f(o(d)) —wg(f(o(d))) +wm —k

I
=
-8
QU
~—
~— ~—
+
S
=
U
~—
|
oy

Portanto, para qualquer ¢ € X com p(c) < m—1, existe d € X tal que p(d) = p(c)+1
e h(c) < h(d).
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Isto posto, podemos agora, enunciar e provar o Teorema da Ponte.

Teorema 3.2.1. As fungoes T, S, 7 e n estao bem definidas. Além disso:

(1) (T, S) € conexao de Galois entre [0, k] e [0,m];
(2) Para todo b € [0,m], S(b) = max{f(u) tal que u €Y, g(u) =0b};
(3) S(0) =0, e para qualquer 1 € [1,m], temos S(I) — S(I —1) < w;
(4) (1,m) € conexdo de Galois entre [0,wm — k] e [0, m];
(5) Para todo b € [0,m], n(b) = max{h(t) tal que t € X, u(u) = b};
(6) Para qualquer 1 € [0,m], n(l) = S(m —1) +wl — k;
(7) Para qualquer v € Z, definamos
A, ={T(u) tal que uw € [L,k], u=~vy+k modw} e

B,={m+1—7(v) tal que v € [1l,wm —k|, v=7 mod w}.
E entio, A,NB,=0¢e A, UB, =[1,m].

Demonstrag¢io. Temos g como uma funcao sobrejetora e, por (i), que k € I'm(f). Desse
modo, as fungoes T e S estao bem definidas. E ainda, por (ii), temos as fungoes 7 e n
também bem definidas. Observemos pois, que os itens (1) e (4) seguem do Lema 2.3.2.
Além disso, o item (2) pode ser obtido por um processo similar ao feito na demonstracao do
Teorema 2.3.2. Desta vez, para o item (3), primeiro observemos que, da forma que temos
definido S, S(0) = max{f(u) tal que u € Y, g(u) < 0}. Assim, como Img C [0, m],
entdo g(u) = 0, o que por 3.2, nos did f(u) = 0. Logo, S(0) = 0. Agora, tomemos
[ € [1,m]. Temos, por defini¢ao, S(1) = max{f(v) tal que v € X, g(v) < [}. Pelo item
(2), para todo b € [0, m], temos S(b) = max{f(u) tal que v €Y, g(u) = b}. Dai, como
[ > 1, obtemos g(v) > 1. Com isso, por 3.5, existe u € Y tal que g(u) = g(v) — 1 e

f(v) — f(u) < w. Assim, observemos o seguinte:
gu) <l=gu)+1<l=g(u) <Il-1.

E assim, S(I — 1) = max{f(u) tal que u €Y, g(u) <[l —1}. Considerando S(I) = f(v) e
S(l—1) = f(u), temos S(I) — S(l — 1) < w. Ademais, assim como o item (2), o item (5)
pode ser obtido por um processo similar ao feito na demonstracao do Teorema 2.3.2. Por
fim, tomemos algum [ € [0, m]. Como ¢ : X — Y é uma fung¢do bijetiva, em particular é

sobrejetiva, e logo, podemos considerar o conjunto

{o(t) tal que t € X, p(t) =1} = {u tal que u €Y, g(u) =m —I}.
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Logo, pelos itens (2) e (5), temos o seguinte:

= S(m—1)+wl — k,

o que nos da exatamente o item (6). Por fim, pelos itens (1), (3),(4) e (6), e aplicando o

Teorema 3.1.1, obtemos o item (7) de modo imediato. ]
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4 Aplicacoes dos Principais Resultados

Neste capitulo, apresentaremos aplicagdes do Teorema Central para w-demi ma-
troides e w-demi polimatroides. Estas estruturas, sao generalizacoes de demi-matroide,
que vimos anteriormente neste trabalho. Aqui, veremos w-demi matroides definidos sobre
conjuntos finitos e w-demi polimatroides definidos sobre médulos com série de composicoes.

As principais referéncias utilizadas foram [5], [15] e [20].

4.1 w-Demi matroides

Nesta secao, veremos a definicdo de w-demi matroide e uma aplicacao do Teorema
Central para esta estrutura. Consideremos E como um conjunto finito de m elementos e

P(E) o conjunto das partes de E, isto é, o conjunto formado por todos os subconjuntos
de F.

Defini¢ao 4.1.1. Para quaisquer fungio f: P(E) — Z ew € Z*, o par (E, f) é dito um

w-demsi matroide se

(1) f(0)=0

(2) Para quaisquer A,B C E, com A C B, temos 0 < f(B) — f(A) <w(|B| — |4|).

A proposicao a seguir, nos introduz a no¢ao de um w-demi matroide dual ao w-demi
matroide (F, f).

Proposicao 4.1.1. Para w € Z* e um w-demi matroide (E, f), defina a fung¢io h :
P(E) — Z como h(A) = f(E — A) +w|A| — f(E). Entdo, (E,h) é um w-demi matroide
com h(E) =wm — f(E).

Demonstragcao. Primeiro, vejamos que
h(@) = f(E—0)+wl0| — f(E) = f(E)+w-0- f(E)=0.

Logo, a primeira condi¢ao para w-demi matroide é valida. Além disso, consideremos

A C B C E. Dessa forma, vejamos o seguinte:
hB)—h(A) = f(E—B)+w|B|-f(E)—(f(E—-A) +wlA|l - f(E))

= f(E—-B)+w|B| - f(E—-A)—w|A|
= f(E-B)=f(E-A)+w(B]-[A]).
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Com isso, observemos que £ — B C E — A, e assim, f(FE — B) — f(E — A) < 0. Ademais,
J(E=A)= f(E-B) < w(|E—Al~|E—B|) = w(|B| - |A]), ou seja, f(E—B) f(E—A) >
—w(|B| — |A]). Portanto, 0 < h(B) — h(A) < w(|B| — |A|), o que nos dé, (E,h), um

w-demi matroide. ]

A proposigao anterior, determina um novo w-demi matroide, (E, h), que pode ser
considerado como o w-demi matroide dual de (E, f). Por sua vez, o w-demi matroide (E, f)
também pode ser considerado como o w-demi matroide dual de (E, h). Agora, para que
possamos, neste contexto, definir o peso generalizado e o perfil de dimensao/comprimento,

precisaremos da definicdo de um subconjunto C de P(E) chamado abundante.

Defini¢ao 4.1.2. Um conjunto C C P(FE) € dito abundante se C # () e as sequintes

condigcoes sao satisfeitas:

(1) Para qualquer A € C com A C E, existe B € C, tal que AC B e |B| = |A| + 1.

(2) Para qualquer B € C com B # 0, existe A € C, tal que A C B e |A| = |B| — 1.

E imediato percebermos a condi¢ao de que se C C P(E) é abundante, entao os
conjuntos () e E pertencem a C e para todo r € [0, m], existe A € C com |A| = r. E ainda,

que o conjunto D = {F — A tal que A € C} é abundante se, e somente se, C é abundante.

Além disso, assumiremos um poset P, sobre o conjunto E e ordem <p. Observemos
pois, que o conjunto dos ideais de ordem, o qual denotaremos por Z(P), é abundante. Com
efeito, seja (A)p € Z(P), com (A)p C E. Assim, existe z € F tal que z ¢ (A)p e nao
exista nenhum outro elemento de F entre x e algum elemento de (A)p. Logo, existe um
ideal de ordem (B)p tal que (B)p = (A)p+x, ouseja, (A)p C (B)pe [(B)p| = |(A)p|+1.
E ainda, seja (B)p € Z(P), com (B)p # (. Com isso, hé pelo menos um elemento maximo
em (B)p, digamos x. Dessa forma, seja y € F tal que y <p z. Assim, existe um ideal
(A)p, tal que [(A)p| = |[(B)p| — 1. Se y nado existir, temos (A)p = (. A partir disso,
obtemos Z(P) = {E — (B)p tal que (B)p € Z(P)}, sendo P o poset dual a P.

Agora, tendo em vista a definicdo de um conjunto abundante, podemos seguir

utilizando-a para determinarmos pesos generalizados e perfis para um w-demi matroide.

Definicao 4.1.3. Para w € Z7", seja (E, f) um w-demi matroide com f(E) = k.

(1) Seja C C P(E), um conjunto abundante. Para qualquer a € [0,k], o a-ésimo peso
generalizado de (f,C), denotado por du(f,C), € definido como

do(f,C) = min{|B| tal que B €C, a < f(B)},

e para qualquer b € [0,m], o b-ésimo perfil de (f,C), denotado por K,(f,C), é definido
como

Ky(f,C) = max{f(B) tal que B €C, |B| =b}.
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(2) Seja P = (E,=<p) um poset. Para qualquer a € [0, k], 0 a-ésimo peso generalizado de
(f, P) ¢é definido como d,(f, P) = d,(f,Z(P)), e para qualquer b € [0, m], o b-ésimo
perfil de (f,C), é definido como Ky(f, P) = Ky(f,Z(P)).

Sendo assim, podemos agora, apresentar o teorema principal desta secao.

Teorema 4.1.1. Seja w € Z*. Consideremos (E, ) um w-demi matroide, com f(E) =k
e um poset P = (E,=<p). Definamos uma fungio h : P(E) — Z como h(B) = f(E — B) +
w|B| — k e assumamos o conjunto abundante C C P(E) e D ={E — A tal que A € C}.

Desse modo, as sequintes condicoes sao vdlidas:

(1) Para qualquer ! € [0,m], Ki(h,D) = K,,,_(f,C) + wl — k;
(2) Para qualquer v € Z, defina

A, ={d,(f,C) tal que uw € [1,k], u=~v+k mod w} e

B, ={m+1—d,(h,D) tal que v € [1l,wm —k], v=- mod w}.
E entdo, temos A,NB, =0 e A, UB, =[1,m];

(3) Para qualquer 1 € [0,m], Ki(h, P) = K_i(f, P) +wl — k;
(4) Para qualquer v € Z, defina

G, ={d.(f,P) tal que we[l,k],u=~+k modw} e

H,={m+1—d,(h,P) tal que v € [l,wm — k], v=7~ mod w}.

E entdo, temos G,NHy =0 e G, UH, = [1,m].

Demonstrag¢io. Definamos uma fungao g : C — [0, m], em que g(A) = |A|. Como C é
abundante, g é uma fungdo sobrejetiva. Além disso, como (E, f) é um w-demi matroide
com f(FE) =k, a fun¢ao f restrita a C, f|c¢, é uma funcdo de C a [0, k], em que k € N.
Dessa forma, considerando as fungoes g e f|¢, as condigoes 3.2 a 3.5 sao validas. Agora,
definamos uma funcao o : D — C, em que o(B) = E — B. Pela definicao do conjunto D,
temos, de imediato, ¢ como uma funcao bijetiva. Além disso, definamos também uma
funcao p : D — Z, em que u(B) = m — g(o(B)) e consideremos h|p : D — Z. Desse
modo,
w(B)=m—g(E—-B)=m—|E—B|=m—|E|+|B| =B

e com isso, temos

hlp(B) = fle(o(B)) +w - u(B) — k.

Nestas circunstancias, definamos, por fim, as fungdes T, S, 7 e 7, tais como nas condigoes

de 3.8 a 3.11, desta vez considerando (g, f|c) e (u, h|p), respectivamente. Logo, pela
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Definigao 4.1.3, T'(a) = d.(f,C), para a € [0,k] e S(b) = Ky(f,C), para b € [0,m]. E
ainda, 7(a) = d,(h, D), para a € [0,wm — k| e n(b) = Ky(h, D), para b € [0, m]. Portanto,
aplicando o Teorema da Ponte (3.2.1), temos exatamente o que queriamos para as condi¢oes
(1) e (2). As condigoes (3) e (4) seguem de modo semelhante ao feito para (1) e (2),

juntamente com o item (2) da Defini¢ao 4.1.3. O

4.2 w-Demi polimatroides

Nesta secao, veremos uma definicdo de w-demi polimatroide e uma aplicagao do
Teorema Central para esta estrutura. Antes de comegarmos, devemos fazer algumas
consideracoes, as quais usaremos ao longo do texto. Deste modo, considerando A e B
anéis com unidade, utilizaremos da estrutura de moédulos sobre um anel com unidade,

definidos da seguinte forma:

Definicao 4.2.1. Um mddulo da esquerda M sobre um anel com unidade A, ou um

A-médulo a esquerda, é um grupo abeliano (M,+) em conjunto com uma operagao
Ax M — M, (a,v)+— av,

a qual para todos a,b € A, e todos x,x1,x9 € M, satisfaz as sequintes propriedades:

(1) a(xy 4+ z2) = axy + axs;

(2) (a+b)x = ax + bx;

(3) a(bx) = (ab)z;

4) lx =2z

)
)
)
)

Além disso, precisamos definir e estabelecer algumas condigoes para os médulos
que trabalharemos. Sendo assim, para qualquer M sendo um A-médulo a esquerda, M é
dito simples se M # {0} e nao possui A-submédulos além de {0} e M. Ademais, definimos
também uma série de composicoes de M como uma cadeia de A-submodulos & esquerda
{0} =Ly CL; C--CL 1CLi=M,emquet € Ne L;/L; ; é um A-mbdulo a
esquerda simples, para todo i € [1,t]. Observemos pois, que todas as definigoes acima,
também sao vélidas para B-mo6dulos a direita. A propésito, denotaremos por P (M),
o conjunto de todos os A-submoddulos a esquerda de M e consideraremos ) como uma

colecdo nao vazia de A-modulos simples.

Definiremos, agora, uma fungao pg, que sera de grande importancia para nossa
definicao de um conjunto abundante. Desse modo, para qualquer A-modulo a esquerda M
com série de composigoes {0} = Lo C Ly C---C L, 1 C Ly = M, definamos uma fungao

pa, de modo que,

pa(M) = [{i € [0,t] tal que AW € Q tal que L;/L; 1 = W}|. (4.1)
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Pelo Teorema de Jordan-Holder, todas as séries de composi¢oes de M sao equivalentes
[5], ou seja, po(M) independe da escolha da série de composicoes, logo, estd bem definida.
Por sua vez, também consideraremos, nesta se¢ao, uma noc¢ao de um conjunto abundante,

porém no contexto de po, o que nos leva a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.2.2. Sejam M um A-modulo a esquerda com uma série de composicoes e
& CP(M). Entio, (M,®,pq) é dito abundante se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
(1) {0}, M € @;

(2) Para qualquer C' € ® com po(C) < po(M) — 1, existe D € ® tal que C C D e
pa(D) = pa(C) + 1;
(3) Para qualquer D € ® com po(D) > 1, existe C € ® tal que C C D e pa(C) =

A fungao pq preserva algumas propriedades de dimensao de espacos vetoriais, como

mostra o Lema seguinte.

Lema 4.2.1. Seja M um A-modulo a esquerda com uma série de composicoes. Entdo:

(1) (M, P(M),pq) é abundante;
(2) Para quaisquer U,V € P(M) com U CV, po(V) = pa(U) + pa(V/U);

(3) Para quaisquer X,Y € P(M), pa(X +Y) +pa(X NY) = pa(X) + pa(Y).

Demonstragdo. A demonstragdo deste Lema esta fora do escopo desta dissertacao e pode

ser encontrada em [20]. O

Agora, tendo em vista a definicdo de um conjunto abundante no contexto de pq,
podemos seguir para a definigdo de pesos generalizados e perfis de dimensao/comprimento
para o contexto de w-demi polimatroide sobre médulos com série de composi¢des. Primei-
ramente, definiremos w-demi polimatroide e, logo apds, pesos generalizados e perfis de

dimensao/comprimento.

Definicao 4.2.3. Seja M um A-modulo a esquerda com uma série de composicoes. Para
quaisquer f : P(M) —Z ew € Z*, (M, f,Q) € dito um w-demi polimatroide se
(1) f({0}) =0

(2) Para quaisquer X, Y € P(M) com X CY, temos 0 < f(Y) — f(X) < w(pa(Y) —
pa(X)).
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Definicao 4.2.4. Sejam M um A-mdédulo a esquerda com uma série de composicoes, uma
fungio f: P(M) = Z ew € Z*, tais que (M, f,Q) seja um w-demi polimatroide com
f(M) =k, e consideremos ® C P(M), tal que (M, ®,pq) seja abundante. Para qualquer
a € [0,k], o a-ésimo peso generalizado de ((M, f,Q2), ®), é definido como

do (M, f,Q),®) = min{po(W) tal que W € ®, a < f(W)},

e para qualquer b € [0, pa(M)], o b-ésimo perfil de comprimento de ((M, f,Q), ®), € definido
como
Ky((M, f,9Q),®) = max{f(W) tal que W € ©, po(W) = b}.

Outra vez, é importante mencionarmos que todas as definigoes acima também
sao aplicadas a B-moddulos a direita. Essencialmente, consideremos A uma cole¢cdo nao
vazia de B-modulos a direita simples. Para qualquer B-moédulo a direita N com uma
série de composigoes {0} = Hy C H; C--- C H, 1 € H; = M, de modo semelhante a pq,

definamos uma funcao A, tal que
A(N)=|{i€0,s] talque 37 € A tal que H;/H; 1 = Z}|. (4.2)
Neste momento, apresentaremos algumas definigbes para estendermos a nocao de
espacos duais.

Definicao 4.2.5. Sejam M um A-modulo a esquerda, N um B-mddulo a direita e U um
A-B-bimodulo. Fixemos f: M x N — U. Entao, 8 ¢ dito uma funcao bilinear se para

quaisquer a,b € M, c,d € N, r € A e s € B, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(1) Bla+b,c) = B(a,c)+ B(b,c);
(2) B(a,c+d) = pB(a,c)+ Bla,d);
(3) B(ra,cs) =rp(a,c)s.

Definigao 4.2.6. Sejam C C M e 8 uma fungdo bilinear. O conjunto C*+ = {y tal que y €
N, B(z,y) = 0 para todo x € C} é chamado anulador d esquerda de C' com respeito a [3.

Definigao 4.2.7. Sejam D C N e 8 uma fungdo bilinear. O conjunto +D = {x tal que z €
M, B(x,y) =0 para todoy € D} é chamado anulador a direita de D com respeito a 3.

Observagao 4.2.1. Dizemos que 3 é uma fungdo bilinear nao-degenerada se M+ = {0} e
LN = {0}.

A fim de simplificarmos os préximos passos, ponderemos o seguinte: M é um A-
moédulo a esquerda e N ¢ um B-modulo a direita, ambos admitindo séries de composigoes;

U é um A-B-bimédulo, em que para qualquer A-mddulo & esquerda X, temos Hom 4 (X, U)



Capitulo 4. Aplicagées dos Principais Resultados 50

como um B-médulo a direita simples e para qualquer B-modulo a direita Y, temos
Hom4(Y,U) como um A-médulo a esquerda simples; § : M x N — U é uma funcao
bilinear nao-degenerada; {2 é uma cole¢do nao vazia de A-mddulos simples; e A =

{Homy(X,U) tal que X € Q}, uma cole¢do nao vazia de B-mo6dulos simples.

Em [1], vemos que, considerando o A-B-bimédulo U e a fungdo bilinear nao-
degenerada (3, como M e N possuem série de composicoes, temos
H(CH) =C e (*D)* = D para todo C € P(M) e D € P(N). (4.3)
Além disso, conseguimos a seguinte relagao:

(D) = po(M) — po(*D), para todo D € P(N). (4.4)

A equagdo acima é uma férmula bem conhecida em Teoria dos Médulos e uma demonstracao
para a mesma, pode ser encontrada em [17]. Neste momento, fixemos f: P(M) — Z e
w € Z7 tais que (M, f,) seja um w-demi polimatroide com f(M) = k e definamos uma
funcao h : P(N) — Z como

h(D) = f(*D) +w - Aa(D) — k.
Observemos que, por 4.3, como [ é nao degenerada, obtemos
M* = {0} =+ (M*) ={0} = M =-{0}.

Com isso, conseguimos h({0}) = 0. Além disso, consideremos X,Y € P(N), com X C Y.

Assim, observemos o seguinte:

h(Y)=h(X) = fCY)+w-daY)—k—(f("X) +w-2a(X) — k)
= fOY) = (X)) +wQAa(Y) = Aa(X)).
Como X C Y, temos 1Y C1tX. Sendo assim, sabendo que (M, f,Q) é um w-demi

polimatroide, temos f(+X) — f(*Y) > 0= f(1Y) — f(*X) < 0. Logo, h(Y) — h(X) <
w(AaA(Y) — Aa(X)). Por outro lado, por 4.4,

FOEX) = f(Y) < w(pe(tX) = pa(TY))
= w(=Aa(X) +pa(M) + Aa(Y) — pa(M))
= walY) = Aa(X)),

que implica f(1Y) — f(+X) > w(Aa(X) — Aa(Y)). Logo, h(Y) — h(X) > 0. Portanto,
(N, h,A) é um w-demi polimatroide com h(N) = w - po(M) — k.

Agora, fixemos também & C P(M), de maneira que, (M, P, pg) seja abundante.
Definamos © C P(N), em que © = {X* tal que X € ®}. Por 4.3 e 4.4, chegamos a

(N, 0, Aa) como um abundante. Em vista disso, conseguimos uma dualidade, no contexto
de w-demi polimatroides, para ((M, f,Q),®) e ((V,h,A),O).
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Teorema 4.2.1. 1. Para qualquer | € [0, po(M)],

[(l((Nv h, A>’®) - KPQ(M)—l((M7 e Q), (I)) + wl — k.

2. Para qualquer v € Z, definimos os conjuntos A, e B., como

A, = {d,((M, f,Q),®) tal que a € [1,k], a=~v+k mod w},
B, = {pa(M)+1—d.((N,h,A),O) tal que c € [1,w-pa(M)—k], c=v mod w}.

Entdo, para qualquer y € Z, temos A, N B, =0, A, UB, = [1, pa(M)].

Demonstragao. Utilizando que (M, ®, pg) é abundante e (M, f,€2) é um w-demi polima-
troide com f(F) = k, definamos uma fungao g : & — [0, po(M)], em que g(A) = pa(A).
Como (M, ®,pg) é abundante, entdo g é uma func¢ao sobrejetiva. Além disso, como
(M, f,€) é um w-demi polimatroide com f(FE) = k, a funcao f restrita a ®, f|s, é uma
fungao de ® a [0, k], em que k € N. Dessa forma, considerando as fungoes g e f|s, as con-
digoes 3.2 & 3.5 sdo validas. Agora, definamos uma funcio o : © — @, em que (D) =+ D.
Pela definicado do conjunto ©, temos, de imediato, o como uma funcao bijetiva. Além disso,
definamos também uma funcao p: © — [0, pa(M)], em que p(D) = pa(M) — g(a(D)) e
consideremos hlg : © — Z. Desse modo, (D) = po(M) — g(+ D) = po(M) — pa(+ D), que
por 4.4, nos da (D) = Aa(D) e com isso, temos

he(D) = fla(o(D)) +w - p(D) — k.

Nestas circunstancias, definamos, por fim, as fungdes T, S, 7 e 1, tais como nas condigbes
de 3.8 a 3.11, desta vez considerando (g, f|e) € (i, hle), respectivamente. Logo, pela
Defini¢ao 4.2.4, T(a) = d.((M, f,Q), @), para a € [0,k] e S(b) = Ky((M, f,Q2), P), para
b € [0,pa(M)]. E ainda, 7(c) = d.((N,h,A),0), para ¢ € [0,w - po(M) — k] e n(b) =
Ky((N,h,A),0), para b € [0, po(M)]. Portanto, aplicando o Teorema da Ponte (3.2.1),

temos exatamente o que queriamos. O]
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5 Consideracoes finais

Neste trabalho, estudamos e apresentamos resultados sobre a dualidade de Wei,
a partir de conexoes de Galois entre subconjuntos finitos de Z para pesos generalizados
e perfis de dimensao/comprimento de um cédigo C'. Ademais, vimos aplicagoes desses
resultados em estruturas como w-demi matroides e w-demi polimatroides. Para isso, foi
necessario recorrer a diversas literaturas para que desenvolvéssemos uma base do estudo

de matroides e demi-matroides e a dualidade de Wei para estas estruturas.

A dualidade de Wei tem sido estendida em varias dire¢oes. Teoremas de dualidade
do tipo Wei provados para cddigos lineares sobre anéis de Galois ([2]), para cddigos lineares
sobre anéis de cadeia finitos ([10]), para cdédigos com a métrica poset ([3] e [6]) e com a
métrica posto ([16], [7] e [11]), além de provados também para nogoes de combinatéria
como demi-matroides, matroides, grafos e transversais ([4]) sao exemplos de extensoes

deste estudo.

Por fim, este trabalho possibilitou uma maior compreensao da dualidade de Wei em
c6digos lineares, assunto que possui um campo vasto na pesquisa em Codigos Corretores
de Erros. Procuramos compor um trabalho, o mais autossuficiente possivel, que fosse de
grande auxilio para futuras leituras. Desse modo, esperamos que todo o estudo feito para
este trabalho, assim como o conteido que desenvolvemos, contribua para o avanco das

pesquisas relacionadas a este tema.



[10]

[11]

53

Referencias

ANDERSON, Frank W.; FULLER, Kent R. Rings and categories of modules.
Springer Science & Business Media, 2012. Citado na pagina 50.

ASHIKHMIN, Alexei. On generalized Hamming weights for Galois ring linear codes.
Designs, Codes and Cryptography, v. 14, n. 2, p. 107-126, 1998. Citado na
pagina 52.

BARG, Alexander; PURKAYASTHA, Punarbasu. Near MDS poset codes and distri-
butions. In: 2010 IEEE International Symposium on Information Theory.
IEEE, 2010. p. 1310-1314. Citado na pagina 52.

BRITZ, Thomas et al. Wei-type duality theorems for matroids. Designs, Codes
and Cryptography, v. 62, n. 3, p. 331-341, 2012. Citado 2 vezes nas paginas 11
e 52.

CURTIS, Charles W.; REINER, Irving. Representation theory of finite groups
and associative algebras. American Mathematical Soc., 1966. Citado 2 vezes nas

paginas 44 e 48.

DE OLIVEIRA MOURA, Allan; FIRER, Marcelo. Duality for poset codes. IEEE
Transactions on Information Theory, v. 56, n. 7, p. 3180-3186, 2010. Citado na
pagina 5H2.

DUCOAT, Jérome. Generalized rank weights: a duality statement. arXiv preprint
arXiv:1306.3899, 2013. Citado na pagina 52.

FORNEY, G. David. Dimension/length profiles and trellis complexity of linear block
codes. IEEE Transactions on information theory, v. 40, n. 6, p. 1741-1752, 2002.
Citado na péagina 16.

HEFEZ, Abramo; VILLELA, Maria Lucia T. Cédigos corretores de erros. Instituto
de Matematica Pura e Aplicada, 2008. Citado na pagina 11.

HORIMOTO, Hiroshi; SHIROMOTO, Keisuke. On generalized Hamming weights for
codes over finite chain rings. In: International Symposium on Applied Alge-
bra, Algebraic Algorithms, and Error-Correcting Codes. Berlin, Heidelberg:
Springer Berlin Heidelberg, 2001. p. 141-150. Citado na pagina 52.

MARTINEZ-PENAS, Umberto; MATSUMOTO, Ryutaroh. Relative generalized

matrix weights of matrix codes for universal security on wire-tap networks. IEEE



Referéncias 54

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

Transactions on Information Theory, v. 64, n. 4, p. 2529-2549, 2017. Citado na
pagina 52.

MUKHOPADHYAY, Malhar M.; VASSILIEV, Evgueni. On the Vamos matroid,
homogeneous pregeometries and dense pairs. Australas. J Comb., v. 75, p. 158-170,
2019. Citado na pagina 11.

OXLEY, James G. Matroid theory. Oxford University Press, USA, 2006. Citado 2

vezes nas paginas 11 e 23.

OZAROW, Lawrence H.; WYNER, Aaron D. Wire-tap channel II. AT&T Bell
Laboratories technical journal, v. 63, n. 10, p. 2135-2157, 1984. Citado na pagina
9.

POLCINO MILIES, Francisco César. Anéis e modulos. 1972. Citado na pagina 44.

RAVAGNANI, Alberto. Generalized weights: an anticode approach. Journal of
Pure and Applied Algebra, v. 220, n. 5, p. 1946-1962, 2016. Citado na pagina 52.

VERTIGAN, Dirk. Latroids and their representation by codes over modules. Tran-
sactions of the American Mathematical Society, v. 356, n. 10, p. 3841-3868,
2004. Citado na pagina 50.

WILSON, Robin J. An introduction to matroid theory. The American Mathe-
matical Monthly, v. 80, n. 5, p. 500-525, 1973. Citado 2 vezes nas paginas 11
e 20.

WEI, Victor K. Generalized Hamming weights for linear codes. IEEE Transactions
on information theory, v. 37, n. 5, p. 1412-1418, 2002. Citado 4 vezes nas paginas
9,11, 15 e 18.

XU, Yang; KAN, Haibin; HAN, Guangyue. A Galois connection approach to Wei-type
duality theorems. IEEE Transactions on Information Theory, v. 68, n. 8, p.
5133-5144, 2022. Citado 5 vezes nas paginas 11, 15, 33, 44 e 48.



