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Resumo

QUISPE CALJARO, Ronal, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, maio de
2018. Alguns resultados da equagao generalizada de Abel. Orientador:
Alexandre Miranda Alves.

Neste trabalho, primeiramente, baseados em [, [, construimos a funcao de
Green para o caso n — dimensional e para o caso 1 — dimensional a partir
de uma equacao linear com condicoes na fronteira. Baseados em [, [@ e
mostramos a existéncia de pelo menos uma solucao periddica da equacao
de Riccati, a existéncia de pelo menos uma solucao fechada, isolada e positiva
para a Equacao Generalizada de Abel e a existéncia de uma cota superior do
niumero de ciclos limites de alguns casos particulares da equacgao generalizada
de Abel. Finalmente, baseados em [ e [E], apresentamos algumas aplicagoes,
dos resultados obtidos da equacao generalizada de Abel, para campos vetoriais

polinomiais no plano.
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Abstract

QUISPE CALJARO, Ronal, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, May, 2018.
Some results of Abel generalized equation. Adviser: Alexandre Miranda
Alves.

In this work, firstly, based on and , we built the Green function for the
n — dimensional and 1 — dimensional case from a linear equation with boundary
conditions. Based on , and [E], We show the existence of at least a periodic
solution of the Riccati equation, the existence of at least one closed, isolated and
positive solution for the generalized Abel equation, and the existence of an upper
bound of the number of cycles limits for some particular cases of the generalized
Abel equation. Finally, based on and [E], we present some applications of the
results obtained from the generalized Abel equation for polynomial vector fields

on the plane
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Introducao

De acordo com [18], o estudo global das solucoes de Equacoes Diferenciais
Ordinarias, que sao curvas definidas pelas equagoes diferenciais, tem seu inicio
com um artigo de Henry Poincaré, publicado em 1881, "Sur les courbes définies
par une équation différentialle". A partir desse trabalho, comecou uma série de
contribui¢oes relacionadas ao comportamento geométrico das solugoes, mesmo
sem ter uma solucao analitica. Essas contribuicoes, hoje, sao conhecidas como
Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias. Equacoes diferenciais
nao-auténomas do tipo

¥=f(tx), e QCR" telCR, (1)

com condicoes de contorno adicionais, sao encontradas em diferentes problemas,
como equacoes variadas de orbitas periddicas de campos vetoriais, sistemas
autonomos planares de EDQO’s, teoria de controle entre outros. Estamos
interessados em solugoes particulares de (|[I) que sdo definidas em um intervalo
inteiro I e tal que x(0) = x(1). No caso em que f & 1 — periddico em t,
observe que essas solugoes, que sao fechadas quando consideramos (D no cilindro
R™ x [0, 1], podem ser chamadas peridédicas. Uma solucdo periddica, que é isolada
no conjunto de todas as solucoes periddicas de (, é chamada de ciclo limite da
equacao diferencial. Classicamente, o interesse nesse problema vem do estudo
do ntmero de ciclos limite de um campo vetorial polinomial planar. O 16°
Problema de Hilbert geralmente é enunciado como a determinacao do ntmero
méaximo de ciclos limite (6rbitas periddicas isoladas) em termos do grau de um
sistema polinomial planar. Embora haja um grande interesse na pesquisa deste
problema, apenas recentemente provou-se que o nimero de ciclos limite é finito
para cada equacao individual. Uma das questoes mas desafiadoras para a equacao
é o controle do niimero de ciclos limite em familias de equagoes. Esse niimero
é finito? E limitado? Apesar desse interesse, as situacoes mais simples ainda nio
estao completamente compreendidas, como o caso polinomial em dimensao um,

— Zak (t) ¥, (2)

ondez e R, t €1, ag,...,ar : R — R sao fungoes suaves e 1 — periodicas.

No presente trabalho, nos propomos a estudar aspectos dinamicos de uma
equacao generalizada de Abel, ou seja, de grau n, quanto a existéncia e o nimero
de ciclos limites.



No Capitulo 1, baseados em , , , e , serao introduzidos alguns
conceitos bésicos da teoria qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias. No

final do capitulo, daremos a definicao geral do que é um ciclo limite, ciclo limite
estavel, instavel e semiestavel.

No Capitulo 2, nas Secoes 2.1 e 2.2, baseados em e , construimos a
funcao de Green n —dimensional e 1 —dimensional. Resolvemos o sistema linear
n — dimensional de equacoes diferenciais de primeira ordem, com condicoes de
valor na fronteira. Nesta situagao, veremos quais sao as condi¢oes para que o
referido sistema tenha uma solucao tnica e, finalmente, vamos definir a funcao de
Green associada a esse problema. Na Secao 2.3, baseados em usando a funcao
de Green 1 — dimensional, o Teorema de Arzale-Ascoli e o Teorema do Ponto
fixo de Schauder, mostraremos que, sob certas hipoteses, a equagao diferencial de
Riccati escalar, que é um caso particular da equacao generalizada de Abel com
coeficientes periodicos, admite pelo menos uma solucao perioddica.

No Capitulo 3, baseados em , focamos nossa atencao para a equacao
generalizada de Abel e suas solugoes fechadas. Na Se¢ao 3.1, comegamos o estudo
do caso quando aq (t) = 0, para todo t € [0, 27], isto &, da equagdo

= Zak (t) ¥,
k=1

onde nosso objetivo é obter solucoes fechadas nao triviais. Nesta mesma secao,
estudaremos também a caso geral, isto é, da equagao

= Zak (t) ¥,
k=0

onde nosso objetivo também é obter solucoes fechadas nao triviais. Na Secao 3.2,
baseados em , definimos ciclo limite para o caso 1 — dimensional e estudamos
a cota superior para o numero de ciclos limite das seguintes familias

¥ =a, (t)x" + an ()™ +ay (t),
onde n > m > 1 e pelo menos uma das funcoes a,, ou a,, nao muda de sinal. E
' =a, (t)x" +ay(t)2® +ai (t)x+ag(t), n> 2,
onde a funcao a, que nao muda de sinal.

No Capitulo 4, baseados em e , os resultados obtidos na Segao 3.1
serao usados para o estudo de alguns exemplos particulares de campos vetoriais
polinomiais no plano. Mudando o sistema para coordenadas polares, mostramos
que alguns sistemas polinomiais podem ser escritos como uma s6 equagao
diferencial com variavel independente #. Entao, as solugoes fechadas isoladas
positivas da equacao generalizada de Abel, para os casos que estudaremos,
corresponderao para os ciclos limites de um sistema polinomial planar. Na
Secao 3.2, da mesma forma, mudamos para coordenadas polares e conseguimos
relacionar um dos casos que estudaremos da equagao generalizada de Abel e, sob



algumas hipoteses, mostramos uma cota superior para o nimero de ciclos limites
de um sistema planar.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos da teoria qualitativa das
equacoes diferenciais ordinarias desde a definicao do que é uma equacao diferencial
ordindria até alguns resultados que serao usados no trabalho. Diversos resultados
foram apenas enunciados, mas as demonstracoes podem ser encontradas nas

referéncias bibliograficas 18], [, [B], [L6], [A]-

1.1 Equacoes diferenciais ordinarias

A teoria de equagoes diferenciais ordinérias evoluiram dos métodos do Célculo
Diferencial e Integral, os quais foram descobertos pelo inglés Issac Newton e pelo
alemao Wilhelm Gottfried Leibnitz. Esses métodos ajudaram os cientistas da
época a resolver muitos problemas fisicos e geométricos.

Nesta secao, apresentamos a definicao formal das equacgoes diferenciais
ordinarias e alguns resultados basicos. Uma equacao diferencial ordinédria é uma
equacao que envolve as derivadas de uma funcao real desconhecida, pode ser
escrita na sua forma geral

F(tza, 2" . ... ™) =0 (1.1)

onde F : U C R*2? — R é uma funcdo de classe C" no conjunto aberto U.
A variavel ¢t é chamada de variavel independente e a variavel x é chamada de
variavel dependente, pois a variavel x depende de t. A funcdo z : I C R — R,
onde [ é um intervalo, serd dita uma solugao de ( se z tem derivadas até
ordem n e satisfaz a equacao ( A equacao diferencial ( é dita ordinaria,
pois envolve apenas derivadas com relacao a uma tnica variavel independente ¢.

Um campo de vetores de classe C" é uma funcao X : U — R", onde U C R"
¢ um conjunto aberto, r > 1, r = 0o ou r = w (isto é, o campo de vetores X é
analitico). Ao campo de vetores X podemos associar uma equagao diferencial da
forma

=X (x), zeR", (1.2)
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onde z’ é a derivada com relacao a variavel independente. Reciprocamente, dada
uma EDO da forma ([1.2) podemos associar um campo de vetores em R". As
solucoes de sao aplicacoes diferenciaveis ¢ : [ — U, I é um intervalo, tais
que ‘Z—f = X (p (1)), para todo ¢ € I, ou seja, ¢ (t) satisfaz ([L.2). As solugdes de
sao chamadas curvas integrais, trajetorias ou érbitas. Um ponto xg € U ¢é
chamado de ponto singular, se X (z9) = 0, e ponto regular se X (xy) # 0. Se xg
é ponto singular entao a curva ¢ (t) = xq, para t € (—00,400) é uma solugao
de (I.2), pois 2 =0 = X (z9) = X (¢ (t)). A equacio admite a seguinte
interpretagao geométrica: ¢ é uma curva integral de X se, e somente se, o vetor
tangente ¢’ () em ¢ (t) coincide com o valor que X assume em ¢ (1), ou seja,
X (¢(t)). Uma EDO do tipo ([1.2) é chamada de equacio diferencial auténoma,

pois nao depende explicitamente de ¢t. As equacoes da forma

¥ = f(t,x) (1.3)

onde f : V — R™ V C R""! um conjunto aberto, é de classe C" , sao chamadas
nao autonomas.

1.1.1 Existéncia e unicidade de solucoes

Apresentamos a seguir o Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes. Este
resultado nos garante, sob algumas hipoteses, quando uma equacao diferencial
ordinaria com uma condi¢ao inicial tem solugao tnica. Consideramos a EDO
com condicao inicial, ou seja,

(o = 200

Zo,

onde (tg,z0) € Q, f : @ — R™, Q C R x R™ um aberto, f de classe C" e r > 1.
Chamamos ([1.4) de problema de valor inicial (PVI). Uma solugao deste problema
¢ uma aplicacao ¢ : I C R — R"”, de classe C", tal que

{90’ () = f(te()

¢ (to) = o,
onde I C R & um intervalo contendo to, (¢, (t)) € €2, para todo t € I.

Proposigao 1.1. Seja Q C R aberto, f : Q — R™ continua e (ty,xq) € Q.
Resolver o sequinte P.V.I.
¥ = f(t,x)
xXr (to) = X,

€ equivalente a resolver a sequinte equacao integral

z(t) =xo + /t f(s,x(s))ds.

Teorema 1.2. (Teorema de Existéncia e Unicidade) Seja f : Q — R",
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onde  é da forma Q = I, X By com I, = {teR; [t—ty| <a}, B, =
{z € R™; |x — xo| < b}. Consideremos o PVI

{ vo= fta) (1.5)

l’(to) = X,

Se f € continua e Lipschitz na sequnda varidvel em €2 com constante de Lipschitz
K el|f| <M em ), entao o PVI (1.5) possui uma tnica solugao ¢ : I, — By,
onde I, C R é um intervalo e o = min{a,b/M}.

Definigao 1.3. Consideremos a sequinte equacao diferencial

¥ =f(tx). (1.6)

Chama-se solu¢cao mdxima de a toda solug¢ao ¢ definida num intervalo I,
denominado intervalo maximo de @, tal que se ¥ € outra solugao no intervalo J
com J D1 eqp =1, entao I = J. Em outras palavras, ¢ € mdzima se nao
admite nenhuma extensao que também é solugio de (|1.6).

Teorema 1.4. Seja f : 2 C R x R” x R¥ — R™ uma aplicacio de classe CF,
1<k<o0ouk=w (ouseja, f € analitica), onde Q0 é um aberto.

1. (Erzisténcia de solug¢oes mdzximas): Para cada (to,xo, o) € ) eriste um
intervalo I, aberto, onde estd definida a unica solugao mdzrima ., da
equagao diferencial x' = f (t,z, \), tal que @, (0) = xo.

2. (Propriedade de Grupo): Se y = ¢, (t) et € I, entao I, = [, —t =
{u—t;iuel,} ep,(s)=wp,(t+s),Vsel,.

3. (Regularidade com relagio as condigoes iniciais): O conjunto D =
{(t,r,z,\); (r,x,\) € Qet € I,} € aberto em R x Q e a aplicagio ¢
D — Q, dada por o (t,1,2,)\) = p, (t) € de classe C* (mesma regularidade
de f). Além disso, satisfaz a equagao

d (9 BTN
dt <8$ (t,r,x,)\)> - aI (t,.f(f,)\) ax (t,’f’,.’lﬁ, )\) .

1.1.2 Equacoes diferenciais lineares

A classe mais simples, no conjunto das equacoes diferenciais ordinarias, é
a classe das equacoes diferenciais lineares, pois é possivel explorar bem as
propriedades de suas solucoes e além disso, no caso de coeficientes constantes,
é possivel resolvé-las. Consideramos a equagao diferencial

=At)z+ f(t) (1.7)

onde A : I — My, (R) é uma fungdo matricial e f : I — R™ é uma
funcao vetorial, ambas sao continuas no intervalo I C R. A equacao diferencial
(1.7) chama-se equac@o diferencial linear. Se f = 0 entao dizemos que ([1.7) é
homogénea. O resultado a seguir segue do Teorema de Existéncia e Unicidade.
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Teorema 1.5. Para cada (tyg,z9) € I x R™ existe uma inica solugio ¢ (t) =

o (t,tg, xg) de (1.7) definida em I, tal que ¢ (ty) = xo. FEscrevendo (1.7) na
forma matricial temos

ZL’II ai (t) ... Qip (t) T f1 (t)
C | = ST s : (1.8)
), a1 (t) . @nn (1) Ty fa (2)
Assim, (1.7) € um sistema de n equagoes diferenciais
.I’ll = a1 (t) X1+ ...01, (t) Ty + fl (t)
: (1.9)
o = () x4, (B) T + fa (1)
Proposicao 1.6. Sejam ¢ (t) e 1 (t) solugdes da equagio homogénea
¥ =A(t)z, (1.10)

onde A (t) € continua em I C R.

1. Se v (s) =0 para algum s € I, entdo ¢ (t) =0 em I.
2. Se a, b€ R entio y = ap+ by também € solugao de ([1.10]).

Corolario 1.7. Sejam C (I,R"™) o espago das fungoes continuas ¢ : I C R —
R™ e S C C(I,R™) o espago das solugoes da equagao ' = A(t)x. S é um
subespago vetorial de C (I,R"™) de dimensdo n.

Se {v1,...,v,} € uma base de R", entao {¢1 (t,s,v1),...,¢n (t,s,v,)} forma
uma base para S, ou seja, toda solu¢ao de 2’ = A (t) x se expressa de maneira
tinica como combinagao linear de ¢y (t,5,v1), ..., 0, (t, 3, U,).

Consideremos a equagao
M = A(t) M, (1.11)

equagoes diferenciais como ([1.11) sdo chamadas equagoes diferenciais matriciais
lineares homogéneas, onde M € M, y, (R), M = (z;;), com norma |[M| =
sup |x;;|. Temos que ([1.11)) é equivalente ao sistema

Observamos que ¢ (t) é solucio de ([1.11)) se, e somente se, para todo 1 < j < n,
a j ésima coluna ¢, (t) de ¢ (t)x é solucao da equagdo homogénea ' = A(t).
Aplicando o Teorema de Existéncia e Unicidade podemos garantir a existéncia
e unicidade de solugoes definidas em um intervalo I, que passam por (to, My) €
I X Myxn (R). A seguir, definimos a matriz fundamental de solu¢oes de uma
equacao diferencial matricial e apresentamos uma caracterizacao dessa definicao.
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Defini¢ao 1.8. Uma matriz ¢ (t) de ordem n X n, cujas colunas formam uma
base do espago de solugoes de ' = A (t)x, é chamada de matriz fundamental de
solugoes.

Proposicao 1.9. Sejam ¢ (t) e ¢ (t) matrizes solugoes da equag¢ao matricial
M' = A(t)M, sendo ¢ (t) fundamental. Entao existe uma unica matriz C, de
ordem n x n constante, tal que, ¥ (t) = ¢ (t) C para todo t € I. Mais ainda, C €
nao-singular se, e somente se, 1 (t) é fundamental.

Observacao 1.10. Se ¢ : I — M,y (R) € solugcao da equagao matricial

M’ = A(t) M, entao ¢ € fundamental se as sequintes condigoes se verificam:

1. det[¢ ()] # 0, para todo t € I, pois as colunas de 1p devem ser linearmente
independentes,

2. ¢ (to) = ¢o € tal que detgpg # 0,
3. As colunas de ¢ sao base para o espago vetorial das solugoes de ' = A (t) x.
A seguinte proposicao explicita a solucao de uma equacao linear da forma

(1.7), a partir do conhecimento da solugdo da equagao diferencial homogénea
associada.

Proposicao 1.11. (Variacao de parametros) Seja ¢ (t) uma matriz fundamental
de &' = A(t)x, entio a solugio de ' = A(t)x + b(t), ¢ (t,t0,z0), tal que
2 (t0>t0,$o) = x9, € dada por

t
it =60 [0 (e [ 67 ()b(5)as]
to
Em particular, o (t,to, 7o) = ¢ (1) ¢~ (to) w0, € a solu¢io no caso homogéneo.

Seja a equacao diferencial linear
¥ =Ax+ f(t), (1.12)

onde A € M,, uma matriz com entradas constantes e f : I — R" uma
funcao continua. Se f = 0 dizemos que ( é uma equacao linear homogénea
com coeficientes constantes. A matriz fundamental de ([.12) satisfaz algumas
propriedades que apresentamos a seguir.

Proposi¢ao 1.12. Seja ¢ (t) a matriz fundamental da equagao , tal que
¢ (0) = Id, entao:

1¢ (1) = Ao (t)

2. ¢(t+s) =9 () (s)

g lo ) =0 (-1)
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o
A
4. G converge uniformemente para ¢ (t) em todo compacto de R.
i!
i=1

Definigao 1.13. A ezponencial da matriz A é definida por ¢ (1), e denotada

como:
A
=)= =
i=0
Note que, ¢ (t) = e é a matriz fundamental de 2’ = Az. Além disso, se

¢ (t 4 5) = 94 entio ¢ (t) ¢ (s) = ¢ (t + 5) = elF)A = tlesA,

1.1.3 Equacoes diferenciais auténomas

Consideremos a equacao diferencial auténoma
=X (v),
onde X : U C R* — R", U aberto, ¢ um campo de vetores de classe C*,
1<k<oouk=uw.

Definicao 1.14. Uma aplicagao ¢ : R x U — R" de classe C" € dita um fluxo
de classe C" se:

1. p(0,2) =z
2. p(t+s)=p(t.p(s,2));t,s R
Se ¢ : D — U, onde D é dado pelo Teorema dizemos que o fluxo é

gerado por X. Se I, = R, o fluxo gerado por X é um fluxo C" em U. Se I, # R,
o fluxo gerado por X é chamado fluxo local.

Definigao 1.15. O conjunto o, = {¢ (t,p); t € I}, isto é, a imagem da curva
integral de X pelo ponto p, chama-se orbita de X pelo ponto p.

Observagao 1.16. Observamos que, q € 0, se, somente se, o, = 0,. De fato,
se q € o,, entio ¢ = ¢ (t1,p) e p(t,q) = ¢ (t+t1,p), e I, —t; = I,. Portanto,
temos que duas orbitas de X ou coincidem ou sao disjuntas. Assim, U C R" fica
decomposto numa uniao disjunta de curvas diferencidvers, podendo cada uma ser:

1. um ponto (ponto singular);
2. imagem biunivoca de um intervalo de R;

3. difeomorfa a um circulo(drbita fechada).

Teorema 1.17. Se ¢ é uma solugao mdxima de

¥ = X(x)
{56(0) o (1.13)

em I, verifica-se apenas uma das sequintes alternativas:
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1. p €1 —1;
2. I,, =R e ¢ é constante;

3. I,, =R e ¢ € periddica, isto é, existe T > 0 tal que p (t+T) = ¢ (t), para
todot € R, e (1) # ¢ (t2) se [[ta — ]| < T.

Definicao 1.18. O conjunto aberto U C R", munido da decomposi¢cao em orbitas
de X, chama-se retrato de fase de X. As drbitas sao orientadas no sentido
das curvas integrais do campo. Os pontos singulares sao munidos da orientagao
trivial.

1.1.4 Equivaléncia e Conjugacao de sistemas diferenciais

Um dos principais objetivos em matematica, é saber quando dois objetos,
que tém mesma estrutura, preservam propriedades que estao relacionadas com
tal estrutura. Este objetivo também surge na area de Sistemas Dinamicos. Os
elementos a serem preservados sio as Orbitas ou solucdes. E neste contexto que
surge a conjugacao entre Sistemas Dinamicos. A seguir, consideremos X; e Xy
campos de vetores definidos nos abertos U; e U; do R", respectivamente.

Definigao 1.19. Dizemos que X € topologicamente equivalente a Xo, quando
existe um homeomorfismo h : Uy — Us, que leva orbitas de X, em orbitas de
Xs, preservando a orientacao. Mais precisamente, sejam p € Uy e 0; a orbita
ortentada de X, passando por p, entao h (o;) = a?h(p)) € a orbita orientada de
Xs, passando por h(p). Se h for difeomorfismo de classe C", entao dizemos que

X, € C" — equivalente a Xo.

A definicao estabelece uma relacao de equivaléncia entre campos definidos
em abertos de R”. O homeomorfismo h é chamado de equivaléncia topologica,
ou de equivaléncia C", caso seja um difeomorfismo de classe C”, entre X; e Xo.

Definicao 1.20. Sejam ¢, : Dy — R™ e 3 : Dy — R"™ o0s fluxos gerados
pelos campos Xy : Uy — R™ e Xy @ Uy —> R", respectivamente. Dizemos que
X, € topologicamente conjugado (respectivamente C" — conjugado) a X5 quando
existe um homeomorfismo (respectivamente um difeomorfismo C") h : Uy — Uy
tal que h(p1(t,x)) = @a(t,h(x)), para todo (t,xz) € D;. O homeomorfismo
h chama-se conjugagao topoldgica (C"—conjugagao, respectivamente) entre X e
XQ.

A relacao de conjugacao é também uma relacao de equivaléncia entre campos
definidos no R™. Uma equivaléncia h entre X; e X5 leva ponto singular em ponto
singular e o6rbita periodica em oOrbita periddica. Se h for uma conjugacao, entao
o periodo também é preservado.

Lema 1.21. Sejam X; : Uy — R" e Xy : Uy — R"™ campos de vetores
C", r > 1, definidos nos abertos U; C R", 1 = 1,2. Seja h : Uy —> Us um
difeomorfismo C". Entao h é uma conjugacao entre X, e Xy se, e somente se,
Dh (p) Xi (p) = X2 (h(p)), para todo p € Uy.
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Definigao 1.22. Seja X : U — R" um campo de vetores de classe C", r > 1,
U C R® um aberto e A C R ! também aberto. Uma aplicagdao diferencial de
classe C", f : A — U, chama-se se¢cao transversal local de X (de classe C")
quando, para todo a € A, Df (a) (R"™') e o espaco vetorial gerado por X (f (a))
formam uma decomposicao em soma direta do R"™.

Seja X = f (A) munido da topologia induzida de R". Se f : A — ¥ for um
homeomorfismo, diz-se que ¥ é uma secao transversal de X.

O teorema de fluxo tubular, que veremos a seguir, garante que qualquer campo
X de classe C" é localmente conjugado, numa vizinhanca de um ponto regular,
ao campo constante Y = (1,0,...,0).

Teorema 1.23. (Teorema do Fluzo Tubular): Sejam X : U — R™ um campo de
vetores C", U C R™ aberto, p € U um ponto reqular de X e f : ACR" 1 — 3 =
f(A) C U uma se¢ao transversal local de X de classe C", com f(0) = p. Entao
existe uma vizinhanga V de p em U e um difeomorfismo h : V — (—¢,e) x B
de classe C", onde € > 0 ¢ B = B(0,6) C R"™' é uma bola aberta em R"™! de

centro na origem 0 = f~! (p) tal que

1. h(ENV)={0}xB

2. h é uma C"—conjugagio entre X |y e o campo Y = (Yi,...,Y,) =
(1,0,...,0).

1.1.5 Estrutura local dos pontos singulares hiperbélicos

Seja X um campo vetorial de classe C" e p um ponto regular do campo. O
teorema do Fluxo Tubular nos garante que existe uma vizinhanga V' de p tal que
Xy é C" — conjugado a Y = (1,0,...,0). Consequentemente, dois campos X
e W sao C" — conjugados em torno de seus pontos regulares. Por causa desta
observacao, podemos considerar satisfatorio o conhecimento qualitativo local das
orbitas de um campo vetorial em torno de pontos regulares, sendo que existe
apenas uma classe de conjugacao diferenciavel local. Se p é um ponto singular,
a situacao ¢ bem mais complexa. Mesmo nos sistemas lineares ja se apresentam
varias classes diferentes de conjugacao diferenciavel.

A seguir, veremos um resultado sobre conjugacao em torno dos pontos
singulares de um campo de vetores X.

Definicao 1.24. Um ponto singular p de um campo vetorial X de classe C",
r > 1, chama-se hiperbdlico se todos os autovalores de DX (p) tem parte real
diferente de zero.

O numero de autovalores de DX (p), com parte real negativa, chama-se indice
de estabilidade de X em p.

O teorema a seguir nos diz que um campo de vetores é localmente
topologicamente conjugado a sua parte linear em torno dos pontos singulares
hiperbolicos.



12 1.1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Teorema 1.25. (Teorema de Hartman-Grobman): Sejam X : Uy C R" — R”
um campo de vetores de classe C* e p um ponto singular hiperbolico de X.
Entao ezistem vizinhangas V de p em Uy e W de 0 em R™ tais que X |y €
topologicamente conjugado a DX (p) |w -

1.1.6 Estrutura local perto de 6rbitas peri6édicas

A principal ferramenta para estudar o comportamento das orbitas do campo
na vizinhanca de uma o6rbita periodica ¢ a aplicacao de Poincaré, ou conhecida
também como a aplicacao de primeiro retorno. A aplicacao de Poincaré é um
difeomorfismo que estd associado a uma Orbita fechada =~ e que descreve o
comportamento do campo numa vizinhanga de . Seja v = {p (t,p); 0 <t < T}
uma orbita periddica de periodo 7' de um campo de vetores X, de classe C7,
r > 1 ou r = w, definido num conjunto U C R". Seja > uma secao transversal
de X pelo ponto p. Pela continuidade do fluxo ¢ de X, para todo ¢ € X
proximo de p, a trajetoria ¢ (t,q) permanece proxima a 7y, com t variando em
um intervalo fixado. Define-se a aplicagdo de Poincaré 7 (¢) como o primeiro
ponto onde a orbita ¢ (t, ¢) intercepta 3 (notemos que sempre existe 7 (¢) devido
a dependéncia continua das solugoes com relagao as condigoes iniciais). Seja X
o dominio de 7, entdo é claro que p € ¥y e m(p) = p. Muitas propriedades de
X, em uma vizinhanca de 7 se refletem em 7. Por exemplo, as 6rbitas periddicas
de X vizinhas de v correspondem aos pontos periodicos de 7, que sao os pontos
go € Yo para os quais 7" (q) = ¢ para algum n € Z com n > 1, ou entao o
comportamento assintético das orbitas de X perto de v também é descrito por
.

Proposicao 1.26. Seja p um fluxo de classe C", r > 1. Entao a aplica¢ao de
Poincaré, m : Yo — X associado a uma orbita fechada vy, € um difeomorfismo
de classe C" sobre sua imagem.

Defini¢ao 1.27. Uma drbita v € um atrator periddico (ou, dizemos que, 7y €
orbitalmente estdvel) quando tlim d (¢ (t,q),v) =0, para todo ¢ numa vizinhanga
—00

de 7.
Definicao 1.28. Seja X : U — R? um campo de vetores de classe C', onde

U C R? ¢ aberto. Uma orbita periddica v de X € dita um ciclo limite se emiste
uma vizinhang¢a V' de v tal que v € a unica orbita periodica de X em V.

Proposicao 1.29. Com as notacoes da definicao [1.28 existem os sequintes tipos
de ciclos limites:

1. Estdvel, se 1tlzm d(e(t,q),v) =0, para todo q € V.
—00

2. Instdvel, se tlz’m d(¢(t,q),v) =0, para todo q € V.

——00
3. Semi-estavel, se tlimd(gp(t,q),y) = 0 para ¢ € V N Ext(y), e
—00
tlz’m d(e(t,q),v) = 0 para ¢ € V N Int(y), ou o contrdrio, onde
——00

Ext () denota a componente conexa ilimitada de R* —~ e Int () denota
a componente coneza limitada de R? — 7.



Capitulo 2

EQUACAO DE RICCATI

2.1 CONSTRUCAO DA FUNCAO DE GREEN
n-dimensional

Nesta secao, nosso interesse é resolver o sistema linear n—dimensional de
equacoes diferenciais de primeira ordem, com condigoes de valor na fronteira.
Veremos quais sao as condicoes para que o referido sistema tenha uma solucao
Unica e, finalmente, vamos definir a funcao de Green associada a esse problema.
As principais referencias sao: e [12].

Considere o sistema linear n—dimensional de equacoes diferenciais de primeira
ordem:

X' () =AW)X @)+ f(t), te]=]|ab] (2.1)

BX (a) + CX (b) = h (2.2)

onde n > 1 a,b € R, A € L'(J,Muxpn), f € L' (JR"); B,C € Mpx, €
h € R" (constante) e X € AC (J,R"). Como ¢é usual denotamos por L' (J,R")
e L'(J, M,x,) o conjunto de todas as fung¢oes Lebesgue integraveis em J e
AC (J,R™) o conjunto de fun¢ées absolutamente continuas em J, ou seja,

AC(IRY ={f = (f1,....f2) : ] —R" f; € AC(J,R), ¥j=1,... ,n},

onde,

AC(J,R):{f :J—R; fEC(J,R), feL'(J,R) ef(t)—f(s):/tf’(r)dr, VS,tEJ}.

Certamente n,a,b, A, f, B,C' sao conhecidas no problema e X é a variavel
desconhecida. Primeiramente, estudamos a estrutura do conjunto de solugoes

13
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de um problema homogéneo, isto é,

X'(t)=AMWX (), teJ
fxo. -

Seja W = {X € AC (J,R"); BX (a) + CX (b) = 0}. Definimos o operador

linear:

L: W — L'(J,R")

X — LX = X' — AX. (24)

O conjunto de solucoes do sistema ( coincide com o Kernel do operador L.
Além disso, o conjunto de solucdes do problema ( ¢ um espaco linear de
dimensao k < n. A questao natural que surge é: Qual é o valor preciso da
dimensao? Em outras palavras: Qual é a influéncia dos dados considerados
do problema (A, B,C e o intervalo J) em relacdo a dimensdao do conjunto de
solugoes do problema homogéneo (? Antes de responder a essa pergunta,
apresentaremos um exemplo que ilustra esse problema.

Exemplo 2.1. Para qualquer N\ € R, consideramos o sequinte exemplo 2 —
dimensional de primeira ordem:

Note que,

Derivando a primeira equacao, obtemos

{:c” )+ Mx(t)=0, teo,2n],
2 (0) = a'(2m) =0.

Se A < 0, a funcao = é dada pela seguinte expressao geral:

z(t) = ciexp (\/—_)\t) + cpexp (—\/—_)\t> , paracy, ¢y € R,
2 (t) = avV—=exp (\/—_)\t> — covV/—Dexp (—\/—_)\t) :

Substituindo ¢t = 0 e ¢ = 27 temos:
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7 (0) = avV-A—cV-\=0,
7 (21) = eV =Aexp <27r\/—_)\> — eov/—Nexp (—27r\/—_)\> _

Assim, obtemos o seguinte sistema:

c1 \/—_)\e:pp (27r\/—_/\) — 02\/—_)\exp (—27T\/—_)\) =0

Tal sistema satisfaz as condicoes de fronteira se, e comente se,

() <5 eon(camvmn )p =100}

Sabemos que o conjunto de solugoes do sistema homogéneo coincide com o kernel
do operador L, ou seja,

Ker (L) = {(;”)ew; L(g;):X/—AX:O}
o - {(8)}

{01—0220, 1,00 €R

onde:

definido no espago:

W = y ) e AC ([0, 2n],R?);

() () - (1)

Portanto para A < 0, verificamos que o problema considerado tem solucao trivial
unica.

1
0 y (0)

Se A = 0, tem-se:

z(t)=c1+ct e ' (t) =ca.

Avaliando as condi¢oes de fronteira, temos 2’ (0) = c; = 0 e 2/ (2m) = ¢3 = 0 pelo
qual as condicoes de fronteira sao satisfeitas se, e comente se, co = 0. Portanto,
quando A = 0 cada solucao constante de x resolve nosso problema ( Além



16 2.1. CONSTRUCAO DA FUNCAO DE GREEN N-DIMENSIONAL

disso, dim (Ker) =1, pois Ker (L) = {( S > ;C € ]R} e as solugoes do sistema
(2.5) sao dados pelo espago linear unidimensional gerado pelo vetor é

Se A > 0, a expressao da funcao z é dada por:

x(t) = cicos (\/Xlﬁ) + casen (\/le)
(1) = —ciVAsen (\/Xt> + eV \cos (\/Xt) :

Avaliando as condic¢oes de fronteira, temos:

/

(0) = —c1vVAsen (0) + v/ Acos (0) = 0
"0) = eVA=0
2 ((2r) = —eivsen (ﬁ (2@) + s/ hcos (ﬁ (2@) —0.

T
T

Portanto, as condicoes de fronteira sao satisfeitas se, e somente se, co = 0 e

c1sen (2\/X7T> = 0.

2
n . -

Se \ # T para todo n € N, temos que a tnica solucao de nosso problema

2

(2.5) é a solug¢ao nula e, como consequéncia, o operador L é injetivo. Se A = —

4
para algum n € N, temos solucoes nao triviais da forma:
n
x(t) = clcosat, ci €R
n n
2 (t) = y(t)=—ci=sen (—t) .
() = y(t)=—crysen (5
Assim, Ker (L) é o espago unidimensional linear gerado por:
cosgt
—gsengt )’
n2
Assim temos uma sequéncia de valores de A [ A\, = T n=20,1,... | para os quais

o problema tem soluc¢oes nao-triviais. Além disso, temos que o nimero real A, e

. . - cosgt
o espaco linear de dimensao um, gerado por
’ —Zsentt
2

) , consiste das solucoes
2

nao triviais do problema considerado.

Este exemplo mostra que, ao contrario de um problema de valor inicial em
geral, o problema (2.3) ndo tem solugdo tnica. Observemos que o problema (P.3)
cobre o problema de valor inicial quando B é a matriz identidade e C' = 0. A
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regularidade da fungao matricial A, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade das
EDQ’s, garante solugao tnica do P.V.I. em todo o intervalo J.

Teorema 2.2. X ¢ uma solugdo do problema (2.1)-(2.2) se, e somente se,
X =Y + P, onde Y € solugao do problema homogéneo (2.3) e P é uma solugao

particular do problema (2.1])-(2.2)).

Demonstragao: Suponhamos que Y e P sejam solugoes de ( . 2.1)- -
respectivamente, pelo qual, satisfazem Y’ (t) = A(t)Y (t) e P’ (t) = (t) P(t) +
f (t). Como consequéncia, temos que:

Y't)+P(t) = AQ)Y(t)+A@)P(t)+ f(t)
— AWM O+PO)+ )
onde X = Y + P satisfaz o sistema ( em J. Além disso, X satisfaz as condi¢oes
de fronteira:

B(Y +P)(a)+C(Y+P)(b) = BY(a)+ Bp(a)+ CY (b)+ CP (b)
= BY (a)+CY (b) + BP (a) + CP (b)
= 0+ BP(a)+ CP(b)

= h.

Portanto, X é solucao de (| . . Agora, consideremos X; e X5, solugoes do

problema . -, ou seja,

Xi() =AM X0 @)+ [ (1) e X5(t)=A) X2 (1) + f(1).
Como consequéncia, a diferenca de solucoes também satisfaz a EDO linear
homogénea:

Xi()=X(t) = A@M) (X (@) —Xa (1) + [ () — [ (1)

Além disso, satisfazem as condi¢oes de fronteira:

B(X, (a) — X5 (a)) + C (X, (b) — X2 (b)) = BX, (a)— BXs(a) + CX, (b) —
CX; (b)
— BX;(a)+CX; (b) —
(BX, (a) + CX5 (b)) .

Como X; e X, sdo solugoes de (2.1)-(2.2), satisfazem as condi¢des de fronteira,
ou seja, BX; (a) + CX; (b) = h e BX5(a) + CXy (b) = h. Dai, temos,

B(Xi(a) = X5 (a)) + C (X1 (b) = X2 (b)) =0,
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ou seja, a diferenga de solugdes do problema (R.1)-(R-2) é solu¢do do problema
homogéneo (2.3) w

Seja ¢ 1 J — M, x, uma matriz fundamental associada ao sistema (P.3),
isto é, ¢ é uma solucao da equacao matricial linear:

¢(t)=A)o(t),t e (2.6)
Chegamos ao seguinte resultado de existéncia e unicidade para o problema (—
22)
Teorema 2.3. O problema (2.1)-(2.2)) tem solugao unica X € AC (J,R™) se, e

somente se:

det (M) # 0, (2.7)
onde ¢ € uma matriz fundamental do sistema (2.3) e M, = B¢ (a) + Co (b).

Demonstracao: Usando a féormula de variacao de parametros, temos X €
AC (J,R™) é solugao do problema ( se, e somente se, existe A € R" tal que

X () =pM)A+ () /tqb_l (s) f (s)ds,t € J (2.8)

A funcao X satisfaz as condi¢oes de valor na fronteira ( se, e somente se:

h = BX(a)+CX (b)

- B<¢<a>A+¢<a>>+O<¢<6>A+¢<b>/¢—1<s>f<s)ds>
_ B¢<a>A+c¢<b>A+c¢<b>/¢l () f (s) ds
= (Bé(a) + CH(B) A+ Co (D) / o7 () f (s) ds.

Como My = B¢ (a) + C¢ (b), finalmente, obtemos,

M\ = h — Co (b) / 671 (s) f () ds. (2.9)

Concluimos que essa equagao tem solucao tinica se, e somente se, My é invertivel.
[

Corolario 2.4. O problema (2.3)) tem apenas a solugao trivial se, e somente se,

o problema (2.1)-(2.2) tem solu¢ao unica.

Observacao 2.5. Notemos que o problema de wvalor inicial e o problema de
valor terminal tém uma solugao unica. Para perceber isto, € suficiente levar em
conta que o problema de valor inicial corresponde em escolher B = I, e C' =0
(Mg = ¢ (a)) e o problema terminal corresponde em escolher B = 0 e C = I,
(Mg = ¢ (b)), onde I, é a matriz identidade n—dimensional.
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Observagao 2.6. Dado 2 matrizes fundamentais ¢ e 1 do problema (2.3)), existe
uma matriz constante nao singular n x n D, tal que, ¢ (t) =1 (t) D. Assim,

My = B (a) + C (b) = (Bi (a) + Ct (b)) D = MyD.

Como consequéncia, a condigio (2.7) € independente da matriz fundamental
escolhida.

Observagao 2.7. Notemos que, quando a condi¢ao (2.7) € satisfeita, a solugao

unica do problema (2.1)-(2.2)) é dada por:

X =00M;" (n-co) [0 61 FG)as) +o0) [0 (97 (91
(2.10)

De fato, como M, é invertivel, de (2.9) temos:

A= (h ~co [ 6610 ds) .

Substituindo a igualdade acima em (, obtemos:

b t
X () =6 (0) (qu (h o) [0 976 d)) +o) 07 ()5 (5)ds

e a solugdo X (t) também satisfaz as condig¢oes de fronteira (2.2).

Observe que a unicidade de solucoes é garantida sem a influéncia da parte nao
homogénea f e h.

Note que, é imediato verificar que a expressao em (R.10) é independente da
matriz fundamental ¢ escolhida.

Observagao 2.8. Se (2.7) nao se cumpre, o problema (2.1)-(2.2)), tem solu¢ao

se, e somente se, o sistema algébrico (2.9)) também tem solugdo. Isto € possivel
somente no caso em que o posto de My coincide com o posto da matriz.

(v

Nesta situagdo, ao contrario do caso de unicidade de solugoes, a existéncia (ou
nao) de solugoes, depende da parte nao homogénea do sistema f e h. Além disso,
se o conjunto de solucoes é nao vazio, esse consiste de um espaco vetorial afim
de dimensao n — posto (M,). Da observagao esse posto é independente da
escolha da matriz fundamental ¢.

h-com) [67 ()50 ).
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Observacdo 2.9. E importante observar que, para garantir o unicidade de
solugoes do problema — para qualquer v € L'(J,R") e h € R", as
condigoes de fronteira envolvidas em devem definir n condigoes linearmente
independentes. Entao obtemos a sequinte condicao necessdria:

posto (B|C') = n. (2.11)

Porém, devido ao fato de que ( nao impoe alguma restricao na funcao
matricial A (), esta condi¢ao nao é suficiente. Por exemplo, para olhar isso é
suficiente pensar no problema homogéneo (2.3), com A (¢t) = 0, munido com
condicoes de fronteira periodicas B = —C = I,. E imediato verificar que neste
caso a condicao (, é satisfeita. Porém, qualquer vetor constante em R" é

uma solugao de ([2.3).

Tendo em mente a observacao [2.9] estamos interessados em obter uma
caracterizacao da unicidade de solucoes para o problema (—(, que envolve
a condicao (2.11)).

A solucao geral do sistema diferencial (2.1) ¢ dado por (R.8), ou
alternativamente por:

X({#)=ot)N+o(t) /ttgb_l (s) f(s)ds, XeR", (2.12)

onde tg € J pode ser escolhido arbitrariamente.

Para fins posteriores, serd convenientemente fixamos tq € (a,b), dai a solugao
X dada por (2.12)) é solucao de (—( se, e somente se, A € R" resolve o
seguinte sistema algébrico

a b
MA=h=Bo(a) [ 67 () £ ()ds=Co0) [ 07 ()7 (s (13

onde M, é dado pelo Teorema

Em seguida, apresentamos a seguinte caracterizacao da unicidade de solucoes
do problema (2.1)-(2.2) por meio das condigdes (R.11).

Teorema 2.10. Seja L : W — L' (J,R") operador linear definido em (2.4)) e seja
¢ J — My, matriz fundamental do sistema homogéneo (2.3)). As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

1. O problema (2.1)-(2.2)) tem solu¢ao tinica x € AC (J,R"™);
2. det (M) # 0;
3. L ¢ bijetiva;

4. L € injetiva;
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5. L € sobrejetiva e a condig¢ao posto (B |C') = n € satisfeita.

Demonstracdo: As afirmages 1, 2 e 3 sdo equivalentes pelo Teorema P.3]e de
fato é trivial que 3 implica 4.

Provemos que 4 implica 2. Primeiramente, notemos que 4 garante que u = 0 é
a Unica solugao de (2.3)) e isso por sua vez é equivalente para dizer que A =0 € R
¢ a tnica solucao do sistema algébrico MyA = 0, o qual é equivalente a dizer
que det (My) # 0. Entao nés temos que as quatro primeiras afirmagoes sao
equivalentes. Agora mostremos que elas sao equivalentes a afirmacao 5. Para ver
isso, suponhamos a condicao 3. Em particular, L é sobrejetiva e a primeira parte
de 5 é provada.

Provemos agora que 3 implica (2.11). Ja mostramos que implica 2, entao, para
cada w € R” existe A € R™ tal que My\ = w, isto é, B (a) A+ Co (b)) A = w,
isso implica que a aplicagao linear

T: R"xXR" — R"™
(Ul,'l)g) — T('Ul,vg) = BU1+CU2

- w1

é sobrejetiva, ou seja, tem posto n, onde B, C' € M, «p.

Finalmente, provemos que 5 implica 2. A condigao (2.11) garante que para
um w € R” fixado existem v,vy € R" tais que Bv; + Cv, = —w. Fixamos
to € (a,b), definimos a funcado integravel dada por:

1

f=11"

b — tg

Note que 5 garante que o problema correspondente (.1)-(R.2) com h = 0, tem
pelo menos uma solucao X ou, equivalentemente, existe pelo menos um A € R”
o qual satisfaz (2.13) com h = 0. Substituindo a expressao de f em (2.13)) com

h = 0 temos My\ = —Bv; — Cvy = w. Dado que w ¢ fixado arbitrariamente em
R"™, deduzimos que a matriz tem posto maximo o qual implica 2. g

ot (a)vy, sea<t<tg,

¢t (b) vy, sety<t<b.

Exemplo 2.11. Dado hy, hy € R, obtemos a expressaio da solugao do sequinte
sistema:

¥ (t)=y(t), t€l0,2n], x(0)=hy,
Yy (t)=—x(t), t€[0,2n], y(2m) = ho.

O sistema satisfaz a forma (2.1))-(2.2) para:

o= (4 3hro=(3)a= (4 ¢he=(3 ) ()

posto (B |C') = 2.
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At

Dado que A é uma func¢ao constante, sabemos que e”* é a matriz fundamental do

sistema, ou seja,

—sent cost

¢(t):< cos t sent>’

My = Bo(0) + Cotn) = (g ).

logo M, é invertivel. A condigao ( é satisfeita e, como consequéncia, esse
problema tem solugao unica para cada hy, hy € R. Além disso, de (2.10) temos:

X0 =000 (15" (1= Cot [ 6716 (ds)) +o00) [0 (5

B 1 (10 1 10 .

X(t)=9() M, h,M¢—(O 1)€M¢ <0 1).Assnn,
cost sent

—sent cost ’

X () = cost sent hi\ hicost + hosent

~\ —sent cost he |\ —hisent+ hocost |’

x(t) \ [ hicost+ hysent

y(t) )\ —hisent + hacost )~

Exemplo 2.12. Considere o sequinte problema:

u" (t) +u(t)=0,t€[0,2n], u(0) +u(2r) = 1.

Denotemos = (t) = u (t) e y (t) =« (t). O sistema equivalente ¢ dado por:

(4 o= (3= (3 2= (2

Neste caso B|C = ( (1] 8 (1) 8 ) . Entdo, posto (B|C') = 1, pelo que (2.11)

nao é satisfeita. O Teorema garante que L nao é bijetiva em W. Além disso,

qb(t):( cost Se”t),eM¢=B¢()+c¢( m) = (3 8)

—sent cost

Assim , a condicao ([2.7) nao é cumprida. Portanto nosso problema tem solugao
se, e somente se, o sistema algébrico (2.9) tem solucao. Nete caso reescrevemos

(2.9) como:

20N/ M) (1 (2 1N
(3 2) (1)~ () mon (3) = (3) o
1

Ao € R. Neste caso, a solucao é dada por, 2 ) e, consequentemente,

A
deducimos de (2.8) que:
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cost sent 1
_ 2

X(t) = < —sent cost > < A2 )’

leost +Mgsent x (t)

= 2 pu—
X () ( —Zsent +Xcost y(t) )’
u(t) =z (t) = %cos t+ Xasent, A\ € R, o qual forma um espago vetorial afim

unidimensional (2 — posto (My) = 1).
Exemplo 2.13. Dados hy, he € R, considere o sequinte problema:

u’ (t) +u(t) =0, t €10,2n],
u(0) = u (2m) + hy,
u (2m) = W' (27) + ho.

Como nos exemplos anteriores, temos que este problema é equivalente ao

sistema (2.1)-(2.2) com:

o= (S 3) = (D)o ()= (3 4)

-1 0

h = i . Além disso,
ho

¢ (t) =
My nao é invertivel, Mg\ = h. Portanto, este problema tem pelo menos uma
. - A
solugdo se, e somente se, hy = hy = 0. Neste caso (2.9) tem solucao < )\1 ),
2

A1, Ao € R. Essas solugoes sao
X () = (t) A= cost sent A
- ~\ —sent cost Ay )7

X (1) = Acost +Agsent \ [ x(t)
\ —Aisent +Xcost )\ y(t) )’
u(t) =z (t) = Aicost+ Aysent. Neste caso temos um espaco linear 2-dimensional

de solugoes geradas por cost, sent (2 — posto (My) = 2).
Considerando a fungao caracteristica Xo) em (0,t), a igualdade ([2.10) pode

< cost Sent>,€M¢:B¢(0)+O¢(2ﬂ):(88),

—sent cost

ser escrita como:

X0 =00 (31" (1-co) [ 61 () £ (5 i) +o00 [ 6L (s) £ (s) ds,

X(t)=o¢t) M <h —C¢(b)/ ¢~ () f(s) d8> +¢(t)/ ¢~ (5) Xow (5) f (s)ds,
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b b
X (0 =00 M; h=6 () M;'Co0) [ 07 () ()ds+0(t) [ 67 (5) oy ()] (),
b
X0 =@M [ (6035100167 (51 (5)+ 6067 (5) Vo ()7 5)) d.

b
X ()= o (t) My h — / (&) M71Co®) 67 (5) + 6.(1) 07 (5) o) () f (5) s,

onde,

d(t) ot (s) se a<s<t<hb,
0 se a<t<s<hbh.

6 ()6~ () Ko (s) = {
Consideremos agora,

G(t,s) =~ (t)M;'Cop(b)¢~" (s) + ¢ (t) 97" (5) Xo,s) (), onde

G(t,s) = { —¢ ()M Co(b)d™ () + (1) p7 (s) se a<s<t<b,
, —¢ (t) M 1Co (b) 67" (5) se a<t<s< b(, |
2.14

Dai, reescrevemos X (t) como:

X(t):/G(t,s)f(s)der(b(t) M (2.15)

A funcao G : (J x J) [{(t,t), t € J} — Myxn é chamada fungao de Green
associada ao problema ( conforme a definicao Note que, a funcao de
Green G = (G, ), 1,7 € {1, ...,n} ndo esta definida na diagonal do quadrado Jx J,
isto se deve ao fato que li?ﬁGi’i (t,8) = Gii (6,t7) # Gy (t,t7) = slirtrEG“ (t,s),

S—r

para todo i € {1,...,n}.

Uma vez que ¢ # j, a fungao G;; pode ser continuamente estendida para a
diagonal. Para evitar tediosas notagoes, em muitas das situacgoes, a funcao G é
definida em todo o quadrado J x J sob as suposicoes que, quando t = s e 1 = J,
devemos definir G;; (t,t) como G, ; (t,t7) ou Gy, (t,17).

Observagao 2.14. Destacamos que, da expressao (2.15)), € imediato verificar que

€ a unica solucao do problema

Y'(t) = AQ)Y(t)+ f(t), t e J,
{ BY(a)+CY(b) = 0.

Além disso, Z (t) = ¢ (t) M(;lh é a unica solugdo do problema:
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Z'(t) = A@)Z(t), te
{BZ(@)JrCZ(b) = h

Devido a regularidade da funcao matricial A, temos que a funcao ¢
¢ absolutamente continua. Em consequéncia, G é continua nos triangulos
{(t,s) eR*, a<s<t<ble{(ts) €eR? a<t<s<b}. Além disso, ao longo
da diagonal, temos que:

G t) =Gt t7)=—=p{t)M'Cop(b) ¢~ (t) + I, e

G(t,t) = G(t,t") = = (t) M;'C¢ (b) ¢~ (t). Portanto, os elementos da
diagonal da funcao matricial: G (,s) = (Gi; (t,5)); jer. .,y 40 um salto (o que
¢ igual a matriz identidade) na diagonal de J x J. Em outras palavras, para todo
i€ {1,...,n} as seguintes igualdades sdo satisfeitas:

s—stt s—t— s—stt s—t—

Defini¢ao 2.15. Nds dizemos que G € a fun¢ao de Green para o problema ([2.3))
se satisfaz as sequintes propriedades:

1. G=(Gyy) (X D), T T} — Mo

ije€{l,..n

2. G é absolutamente continua nos triangulos {(t,s) e R* a <s<t<b} e
{(t,s) e R? a <t <s<b}.

3. Para todo i # j, as funcoes escalares G, ; tém uma extensao continua para

J x J.

4. Para todo s € (a,b) a seguinte igualdade € satisfeita: %G(t,s) =
A(t)G(t,s), para q.t.p. t € J\{s}.

5. Para todo s € (a,b) e i € {1,...,n}, as sequintes igualdades sao satisfeitas:
lim Gi,j (s,t) = lim Gij (t,s) =1+ lim Gi,j (t,s) =1+ lim Gij (s,t).
s—tt st~ s—tt st~

6. Para cada s € (a,b) a fungio t — G (t,s) satisfaz as condigoes de
fronteira: BG (a,s)+ CG (b,s) = 0.

Agora, estamos em condicoes de provar o seguinte resultado de existéncia e
unicidade de uma func¢ao de Green.

Teorema 2.16. O problema (2.3) tem somente a solugao trivial se, e somente
se, existe uma unica fung¢ao de Green associada a este problema.

Demonstragao: Suponhamos que uw = 0 é a tunica solucao do problema
homogéneo. Usando o TeoremaP.3]e o Corolario R.4]sabemos que o problema (P.3)
tem solucao trivial tnica se, e somente se, det (M,) # 0, ou seja, M, é invertivel.
Dai, temos que a fun¢ao G dada pela expressao ( estd bem definida e satisfaz
as propriedades (1)-(6).



26 2.1. CONSTRUCAO DA FUNCAO DE GREEN N-DIMENSIONAL

Para mostrar que a funcao de Green é tinica, definamos uma outra funcao.

Seja H : (JxJ){(t,t), te J} — My, uma fungdo que satisfaz as
propriedades (1)-(6) e definamos Y : J — R" como:

b t b
:/H@gﬂ@@Z/H@@ﬂ@w+[H@@ﬂ$%

Das condigoes (4) e (5), deduzimos que:

Y (1) — /%H(t,s)f(s)ds%—
/t O H (1) £ (s)ds + H (1,67) 1 (1) H (1,6%) (1)
:l/A@Hﬁﬁﬂ)@+[A®H@@ﬂ$%+ﬂﬂ

_ /Hts s)ds + f (1)
= t)+ f(t), para qt.p.t € J.

Além disso, a condigao (6) implica que:

BY (a)+CY (b) = /H a,s) ds—l—C/b (b,s) f(s)ds
= / (BH (a,s) +CH (b,s)) f (s)ds

a

= 0.

Portanto, a funcdo Y é solucdo do problema (2.1)-(2.2) e

b
(X —Y) (1) =/ (G (t.s) — H (t,5)) f (3) ds

é solugao do problema homogéneo (2.3). Dado que o sistema homogéneo tem
solucao trivial tnica, deduzimos que:

/ (G (t,s) — H(t,s)) f(s)ds =0,Vf € L' (JJR").

Entao:

/abG(t,S)f(S)ds—/abH(t,s)f(s)ds:0,
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/bG(t,s) ds—/Hts 5) ds.

Isto implica que G = H em (J x J)|{(t,t), t € J}.

Reciprocamente, seja G a tunica funcao de Green associada ao problema
(2.3). Suponhamos que existe ¢ € AC (J,R™) solu¢do nao trivial do problema
homogéneo. Neste caso, é imediato verificar que, para cada A € R, temos:

Hy(t,s):=G(t,s)+o ()N t,s e J,

que é uma familia de fun¢oes de Green associadas ao problema homogéneo (P.3).
Em consequéncia disso, pela unicidade da funcao de Green, concluimos que ¢ = 0,
ou seja, a solugao trivial é a tnica solucao do sistema homogéneo. g

Teorema 2.17. O problema . tem solugao unica se, e somente se,
posto (B |C') = n e existe uma fung:ao de Green associada ao problema homogéneo.

Demonstragdo: Se o problema (2.1)-(2.2) tem solugdo tnica entdo, pelo
Teorema [2.10} a condi¢do posto (B |C') = n é satisfeita e além disso, pelo ja
visto, existe uma funcao de Green associada com o problema nao homogéneo.

Reciprocamente, se posto (B |C') = n e existe uma funcao de Green associada
ao problema homogéneo, temos que o problema sempre tem solugao para qualquer
f € L' (J,R"), o que implica que o operador L definido em é sobrejetor.
Como consequéncia disso, o Teorema garante que o problema (—( tem
solucao tnica. m

t
Retornando & expressao (2.14), nao é dificil verificar que se A (t) e / Al(s)ds

t

comutam, entdo ¢ (t) = exp (/ Al(s) ds> ¢ uma matriz fundamental do sistema
a

linear ([2.3)). Neste caso,

¢~ (t) = exp (— / 4 () ds) .

Assim, por esta propriedade comutativa, podemos rescrever a expressao (R.14]
como segue:

exp </:A(r)dr> <B+Cexp </abA(r)dr>>lBea:p <—/:A(r)dr> ,

a<s<t<hb,

eap (/atA (r) dr> (B + Cexp (/abA (r) dr>>1 C eap </SbA (r) dr) ,

a<t<s<hb.

G(t,s) =
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t
Agora, se as matrizes de fronteira B e C' comutam com exp (/ Al(s) ds), para
a

todo t € J, entao a ultima expressao é dada por:

( -1

exp </:A (yar) (B+C ear </abA mar)) s

a<s<t<hb,

G(t7$) = t b —1 b
—exp (/ A(’I“)d?“) <B+Cexp </ A(r)dr)) Cexp </ A(r)dr) )
K <t<s<hb.
Além disso, continua a ser valida para o caso peridédico B =1, e C = —1I,,
( t b -1
exp (/ A(r)dr) <In— exp </ A(r)dr)) ,
a<s<t<h,
G(t7 S) = N t N b —1 b
exp (/ Al(r) dr) <In — exp (/ Al(r) dr)) exp (/ Al(r) dr) ,
a<t<s<hb.

2.2 CONSTRUCAO DA FUNCAO DE GREEN
1-dimensional

Nesta secao as principais referencias bibliograficas sao: [6] e [f.

Usaremos a seguinte notagao:

u(t) = exp ( / s d&) — T{t,1).

com o objetivo de simplificar as expressoes. Observe que para a funcao T as
seguintes propriedades sao verdadeiras:

1. T (to, to) = 1;

2. T (to,t) = (T (t, 1))~

3. T(t,to) T (to,s) = T (L, 5);

4. T (t,t0) = T (t,to) (a(t) — a (to)).

Consideremos agora a Equagao Diferencial de Riccati escalar:

P =at)z+bt)*+ f(1). (2.17)
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Nosso interesse é estudar essa equacao diferencial definida no intervalo [0,w] e
satisfazendo

z(0) =z (w).

Vamos comecar estudando a parte linear nao homogénea da equacao (R.17),

¥=a(t)z+ f(t), (2.18)
definida no intervalo [0, w] e satisfazendo z (0) = z (w). Comec¢amos encontrando
a solugao de

{ —at)r = f(1),
z(ty) = xo.

A resolucao do problema de valor inicial acima, no caso geral, é feita através do
uso de um fator integrante p (¢). Para determina-lo, multiplicamos a equagao por

p(t) /

p(t) (2 —a(t)z) = p(t) f(¢)
e buscamos p (t) de tal modo que o primeiro membro seja a derivada do produto
de p por x, isto é,

p(@ —a(t)z) = (ua) = pla+ o',

Portanto, temos formalmente que

, 0
W0 =—nas = L ——a(
= ) = —a (1)

= lnu:—/a(t)dt.

Determinamos, assim, um fator integrante y (¢) tomando uma particular primitiva

o p(t) = exp (_/t:a (s) ds) - </tt0a () ds) e

d
7 (T (to,t)x (1)) =T (to, ) £ (1)

Logo
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Dai, integrando essas expressoes de tg a t, obtemos
t d t
| T tenw@ds = [ Tas) s
T (to,t) 2 (1) L = / T (to,5) f (s) ds,
T(to,t)l’(t) —T(to,to)l‘(to) = / T(to,S)f(S) dS,
T (to,t)x (t) = :U(to)+/ T (to, s) f (s) ds,

c(t) = T(to,t)" xo+T(t0,t)_1/ttT(t0,s)f(s) ds,

= T (t,to) zo —|—/ttT(t,t0)T(t0,s)f(s) ds,

= T(t,to).ro+/t T (t,s) f(s)ds,

= exp (/t:a<8) ds) To +
/t: “op (/:a 9 d&) f(s)ds.

Como ty =0 e z (ty) = x9 = ¢, temos,

z(t) =T (t,0)c+ /OtT(t, s) f(s)ds (2.19)

que é solugao de (2.18)). Agora,

z(0) = T(O,O)c+/OT(O,s)f(s)ds:c,

r(w) = T(w,O)c—i—/OwT(w,s)f(s)ds.

c = m/{) T (w,s) f(s)ds.

Substituimos o valor de ¢ em (2.19)), obtemos,
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r) = T00) gopogy [ T s >ds+/0 T(t,5) F () ds.
z(t) = _T,_; 2 / T (w,s) ds+/ T (t,5) X(0,) (5)f () ds,

o (t) = AwQ E)DTWS%+TQQXWN)>f@M8

Dai,

L?O) w, s S se S w
Gt s) = (1}{t(6550))T( S} + T (69) Vsestsw
mT(w,s) se 0<t<s<uw,

é a funcao de Green associada ao problema homogéneo. Agora,

T 0)T (w,s)+ s)(1 =T (w,0))

(1
T (t,0)T (w,s)

(t,
(w,0))

(t,s) =T (t,s)T (w,0)
T

T (t
—-T
+T
’0)(%,?() (w,0))

T(t,0)T (w ,8)+ T (t,s) =T (t,s)T (w,0)

(1—-T (w,0))
T(t,s)T (w,0)+T(t,s)—T(t,s)T (w,0)

(1-T(w,0))
T (t,s)

(]‘ - T(wv

0))

can ([ atera¢)

1_exp(/0”a(g)dg)’

T (t,0)T (w,0) T (0, 5)
(1-T(w,0))

T (w,0)T (£, 5)
(=7 (w,0)
[ a© ds)

0

| — exp ( /0 Ca (o) d§> o (/ " dg).

exp
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Finalmente, reescrevemos a funcao de Green como
cap (L a()dc)

1— exp (/Owa(@dg)

G(t,s) = (2.20)

eap ( [ e df)
1 cap (/Owa(ﬁ)d€>

onde /Owa(g-“)df;éOex(t):/OMG(t,s)f(s)ds.

se 0<s<t<w,

t
ea:p(/ a({)d&) se 0<t<s<uw,

Como / a (&) d€ # 0, o sistema
0

(2.21)

possui solucao tnica.

2.3 SOLUCAO PERIODICA DA EQUACAO DE
RICCATI

Nesta secao, nosso objetivo é estudar os critérios que foram obtidos em [
para mostrar que, sob certas hipoteses, a equacao diferencial de Riccati escalar,
com coeficientes periddicos, admite pelo menos uma solucao periddica.

Primeiramente, incluimos aqui o Teorema de Ascoli-Arzela e o Teorema de
ponto fixo de Schauder, os quais serao usados na prova do Teorema .21

Teorema 2.18. (Ascoli-Arzeld). Seja {p, (t)} uma sequéncia de fungoes de
la,b] para R. Se a sequéncia é uniformemente limitada e equicontinua, entdo
{¢n (t)} tem subsequéncia uniformemente convergente.

Demonstracao: Ver .

Teorema 2.19. (Schauder). Seja X um espaco de Banach e Q2 C X € fechado,
limitado e convero. Se S : Q — Q € um operador compacto, entao, S tem pelo
menos um ponto fixo em ().

Demonstracao: Ver .

O seguinte teorema é 1til para provar o Teorema P.21

Teorema 2.20. Sejam a, b e ¢ funcgoes reais continuas e w-periodicas em R.
w

Dado a tal que / a(§)dé # 0. Suponha que x é uma fungao real e continua em
0
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R. Se x € uma solugao da equacao integral

z(t) = /OwG (t,s) (b(s)a® (s)+c(s))ds, (2.22)

entao, x € uma solugdao de (2.17)).

Demonstragao: Pela hipotese de que x é uma solugao da equagao integral (2.22)

e usando ([2.20)), temos

z(t) =

(AWG(L$(b@yﬁ(@—%c$»ds

T(t0) [ 1 ,
=T (w,0)Jo T (s,0) (b(s)a*(s)

T (w,0)T (t,0) 1 ,
=T (w,0) / T(s.0) P97 () +els))ds

Escrevendo x (t) = x; (t) — x5 (t), sua derivada é 2/ (t) = 2} (t) — x4 (¢), dai,

) = e | T O 0 ) ds

zu)zf”“mT&m/Tf (b(s) 2 (s) + e (s)) ds

1- T (w,0) 5,0)

Derivando z; (t),

() =
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8
—_~
—~

~
~—

|

_ #@00) [T’ (t.0) /0 ﬁ(b(s) 22 (5) + ¢ (s)) ds+
(b(t)2? (t) +c(t) =T (¢,0) (b(0)2*(0) + ¢ (0))} :

o = Lo “(0))/0“;0) (b(s) 2% (s) + e (s)) ds-+

T (w,0)
1 T (t,0)
m (b (t) x (t) + C(t)) — m (b (0) 2 (0) + C(O)) ‘

Derivando x9 (t)

zh(t) = [T’ (t,0) /T 50 (s) +c(s)) ds+
Portanto T (,0) -
zh(t) = W [T(t,o) (a(t)_a;O()jo/‘“T(s’o) (b(s)a? (s) + c(s)) ds+
T(t: 0) (b (t) 2% (t) + c(t)) — T(wj, 0) (b (w) 2% (w) +c(w))]
assim T (w,0)T (t,0 to
5 = P @ - a0) [l 00026 o) dst

Substituindo ) () e 2, (t) em 2’ (¢), temos:

S = a(t)T(tyo)/O (b(S)w;(S)JrC(S))d (b(t) 2 (t) +c (1))

=T (w,0) ((s,(Og i 5*( ) 1= 7 (w,0)
a(t)T (w,0)T (t,0) b(s)z®(s)+c(s T (w,0)
1-Tw0) J, T (s,0) S T (@0 (b2 @) +c(®),

portanto

S = a() /0 TS ()02 (5) 4+ (s)) ds+

Ia(t)/wG(t,S)(b(S)JTQ() c(s))ds +b(t)z* (1) + c(t), ou seja,
v (t)=a(t)x(t)+bt)2* (1) +c(t) m

Teorema 2.21. Sejam a, b e ¢ fungoes reais continuas w-periodicas sobre R,

sendo a tal que [ a(§)d€ # 0. Considere,
/ G (t,s)

M= sup |G(t,s)], = sup

0<t,s<w 0<t<w
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e suponhamos que [\ b (€)|d§ < . Entdao, o’ = a (t) x+b(t) 2*+c(t) admite,

pelo menos, uma solucao w-periddica.

Demonstracgao:

Seja
X = {¢; v é uma fungdo real e continua e w-periddica sobre R }. Definimos a
norma ||¢|| = sup |¢ (t)| sobre X.

0<t<w

Afirmacao 2.22. (X, ||-||) € um espaco de Banach.

De fato, ¢ é uma funcao real, continua e w-periédica. Como ¢ é periddica, Jw
tal que p (t + w) = ¢ (1), Vt € R, pelo qual basta conhecer os valores de ¢ (t) sobre
[0,w]. ¢ é continua, em particular é continua em [0,w]|, dai toda fungao definida
num intervalo fechado ¢ limitada e alcanca seus valores maximo e minimo. Como
¢ (x) é periodica, isso implica que ¢ é limitada em toda a reta. Portanto, provar
que (X, ||||) é Banach é o mesmo do que provar que (B |[0,w],|||) ¢ Banach.
Temos que provar que toda sequéncia de cauchy em (B[0,w], ||-||) é convergente.
Seja {fn},ey 1ma sequéncia de Cauchy em X. Toda sequéncia de Cauchy em R
é convergente. Fazendo m — oo, temos que |f () — f, (z)] < €, Vo € [0,w].
Aplicando desigualdade triangular:

|f @) = fo (@) < (F (@) = [ @) < 1f (2) = fu (@) <€

Dali,
[f (@) = [falz)] < e
f(@)] < |fa@)|+e<|full +e<M+e
If (z)] < M+e
Tomando supremos temos:
sup|f(z)] < M+e Vo e|0,w]
Ifl < M+e

Entao, f € B(]0,w]). Dai, se segue

Ve>0,3dngeN;n>ny = |fu(z)—f|<e
= sup|fn(x)— fl<e€
= |fa—fll<e

Portanto f, converge para f.

Considere a seguinte funcao:

v [0,w] — R
t — @/}(t):/o G (t,s)c(s)ds
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e consideremos: 2 = {p € X; ||¢ — 9| < N}, que é a bola de dimensao infinita.
Observe que {2 é fechado, limitado e convexo. Evidentemente a bola é fechada e
limitada. Provemos que é convexo. Definimos a funcao,

o= (1—a)pr+aps €02
De fato, dados @1, @2 € €, temos |1 — || < N e |2 — ¢|| < N. Entao,

lo—vll = ”
I

<

(1 —a) g1+ aps — Y
(I—a)pr+aps — (1 —a)p —ay|
(1 —a)(p1 =) +a(ps— )|

L —a)ller =Yl +allpe =

onde
1—-a)llpr —¢||+allpz—9| <(1—a)N+aN =N.

Portanto [|[¢ — ]| < N e ¢ € £2. Segue que {2 é convexo.
Agora, definamos o operador,

S: 2 — X
p > S(p): [0,w]

Afirmacao 2.23. S: (2 — (2.

De fato, temos que mostrar que ||.S (¢) (t) — ¢|| < N. Note que

le =9l < N,
lell =Nl < lle =9l <N,
el < [lvll + N,
e < @+ N <9 + N

Como ¢ (t) = /MG (t,s)c(s)ds, temos
0

[0l = supl¢ ()] = sup

[ = N,
lp(t)| < N+ N =2N, Vo e 2, vte|0,uw].

I

/OMG (t,5) c(s) ds

Agora,
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1S(0) (8) — 0 (1)) = /0“G<t,s><b<s>¢2<s>+c<3>>ds_ /jG(t,s)c(s)ds

- /OWG (t,s)b(s)p?(s)ds

IN

/ Mb (s) 4N?ds
0

< 4MN2/ b (s)] ds
0

1
< 4MN?*—— =N
- AMN ’

1S (p) () = ()| < N, Vo € 2, vt € [0,w].

sup|S (o) (t) =¥ ()] < N
1S(p)—¢|| < N,Voe2-

Portanto S (¢) € {2, que prova nossa afirmacao. p

Afirmacao 2.24. O operador S é compacto.

Para mostrar isso, suponhamos que {gpn}neN ¢ uma sequéncia limitada em (2, ou
seja,
3L > 0; |, (B)| < L, Vn €N, V¢t € [0,w].

Temos que mostrar que {¢,},.y tem uma subsequéncia {¢y, },n. tal que
{S (¢n;)};en € convergente em (2. Notemos que, pelo Teorema [2.20| para todo
n € N, a funcdo S (p,,) é diferenciavel e

S (n) (t) = a(t)pn (t) +0(t) @y (t) +c(t), VE € [0,w].

Temos,
1S () ()] = la(t)n(t) + ()¢5 (t) +c(t)]
< a @ len O + 1B @)] |5 @) + |c ()]
< AL+ BL*+C.
Assim,
1S (¢n) (t)] < AL+ BL* + C, Vn € N, Vit € [0, w]
onde A, B e C sdo os valores maximos de |a (t)|, |b(t)| e |c(t)| sobre [0,w]. Agora

provemos que é equicontinua. De fato, temos que mostrar que
Ve > 0,30 (e); Vn € N, Vi1, ty € [0,w],|S (¢n) (t1) — S (pn) (t2)| < € se |t1 — ta| < 0.

Como S (p,) € diferenciavel no aberto (0,w) e existe (AL + BL*+ C) > 0 tal
que |S (pn) ()| < AL+ BL* + C, Vt € (0,w), entdo |S (¢,) (t1) — S (¢n) (t2)] <
(AL + BL*+C) [t; — ta] .
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Como
|t1 — t2| < 0
(AL+ BL*+C)|t; —ta] < (AL+ BL*+C)o.
Dai,

1S (¢n) (t1) = S (pn) (t2)| < (AL + BL* + C) |t; — to| < (AL+ BL* + C) 6,

€

_ 2 _ _
onde € = (AL + BL +C)(5e(5—AL+BL2+C—

uma sequéncia de funcoes equicontinua.

d(€). Assim, {S (¢, (t))} €

Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, existe uma subsequéncia de {S (¢, (1))},
{S (¢n,; (1))}, que converge uniformemente sobre [0,w]|, o que significa que
{S (¢n;)} € convergente sobre (2. Portanto S é compacto.

Finalmente, como S é um operador que vai de 2 em (2, onde {2 C X é fechado
limitado e convexo, entao, pelo teorema do ponto fixo de Schauder, existe z € (2
tal que S (z) = z.

S(x)(t)=z(t) = /OWG (t,s) (b(s)a®(s) +c(s))ds, Vt € [0,w].

Desde que z € {2, x é funcao real, continua e w-peridédica em R. x é solugao da
equacgao de Riccati, isto segue do Teorema 2.20

Portanto, 2’ = a (t) x + b(t) 2* + ¢ (t) tem pelo menos uma solu¢ao periddica m



Capitulo 3

EQUACAO GENERALIZADA DE
ABEL

3.1 SOLUCOES FECHADAS PARA A
EQUACAO DE ABEL

Nesta secao nosso objetivo é estudar os critérios que foram obtidos em [@
para a existéncia de solugoes fechadas da equacao generalizada de Abel, ou seja,
solugoes tal que = (0) = =z (2m). O interesse desta equagdo baseia-se na sua
relacao com a existéncia de ciclos limite de um sistema polinomial planar e o
16th problema de Hilbert. Em algumas condi¢oes, um sistema polinomial planar
pode ser escrito em coordenadas polares como uma equagao generalizada de Abel.
Entao, uma solucao fechada isolada da equacao de Abel corresponde a um ciclo
limite de um sistema planar.

Primeiramente, incluimos aqui alguns resultados conhecidos, usados nas

demonstracoes dos Teoremas

Considere a equacao diferencial de primeira ordem

a' = f (ta .CE) )
onde f : [0,27] x I — R, I é um intervalo aberto de R.

Definicdo 3.1. Uma fun¢io a € C* ([0, 27]) € chamada de solugdo inferior estrita
do problema
(L‘l = f (t’ :L‘) Y
Lety = rlom) &y

sea < f(t,a(t)), vVt € [0,27] e a(0) < a(27). Uma fungio B € C' ([0, 27])
¢ chamada de solucao superior estrita do problema se f° > f(t,5(t)),
Vt € [0,27] e 5(0) > B (2n).

Lema 3.2. Suponhamos que f € continua em t e analitica em x. Se existe
um par de solugdes inferior e superior estritas «, [ tal que «a(t) < [(t)

39
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(respetivamente o (t) > [ (t)) para todo t, entao a equagao x' = f (t,x) tem pelo
menos uma solugao fechada isolada x tal que o (t) < x (t) < B (t) (respetivamente
a(t) >z (t) > B (t) ) para todo t.

Demonstragao: Ver [9], ou [L5].

Lema 3.3. Consideremos a equacao diferencial
¥ +a(t)r=>b(t)+ec(t,z,e€), (3.2)

onde a,b : [0,27] — R sdo fungoes continuas e ¢ : [0,27] X I x R — R € uma

fungao continua com derivadas continuas em x e € (I € um intervalo aberto de R).
2

Suponhamos que a(t)dt # 0 e a dnica solugao xy da equagdo nao perturbada
0

¥ 4 a(t) =b(t) €tal que xo(t) € I Vt € [0,2r]. Entao, eziste ey, p > 0 tal que

para todo 0 < € < ¢y existe uma unica solug¢ao fechada x. da equagao (3.2) na bola

B xg, p] em C([0,27]). Além disso, x. depende continuamente de € e converge

para xo uniformemente em t.

Demonstragao: Ver |17

Nos seguintes teoremas provaremos a existéncia de pelo menos uma solugao
fechada isolada positiva para a equacao generalizada de Abel. Nos trés primeiros
teoremas desta sec¢do, focalizamos a nossa atengao no caso ag (t) = 0 para todo t,
e no ultimo teorema desta se¢ao, concentraremos nossa atencao no caso geral.

Teorema 3.4. Seja fo% ay (t)dt < 0, suponhamos que eziste algum j = 2,3,...,n,
tal que, ay (t) > 0 para todo k = j,...,n e Zak (t) > 0 para todo t € [0, 2m].
k=j

Entao, existe uma solugao fechada isolada positiva da equagao:

¥ =) ay (t) 2", (3.3)

Demonstracao:

Primeiramente, notemos que as condicoes sobre os coeficientes implicam que
n > 3. Fazemos a seguinte mudanca de variavel:

1
)= ——
onde sua derivada é: (4
Siy=-21
z (t)

1
Dividindo a equagdo de Abel (B.3) por —— obtemos
T
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Assim,

W) ta (w=—as(t) =Y ap(t)w 2 (3.4)

w

Notemos que para o caso n = 3, temos a seguinte equagao:

1
W) ta()w = —ax(t) —as(t) ~,
wo' (1) = —a;()w? —ay(t)w —az(t).
Esta equacao é conhecida como a Equacao Diferencial de Abel do segundo tipo.
Essa equacao tem uma singularidade em 0. Uma solucao fechada positiva de

(3.4) é equivalente a uma solugao fechada positiva de ( Consideremos, agora
o seguinte operador com condicoes de fronteira periodica:

{L [x] =2’ +a )z,
z(0) =ax(2m).

A funcgao de Green associada a esse operador é:

1 t
1 exp(—/al(T)dT) se 0<s<t<2m,
G(t,s) = (3.5)

t
7 exp(—/al(T)dT) se 0<t<s<2m,

l1—0

2
onde o = exp (—/ ap (1) dT). Esta fun¢ao é negativa para todo (t,s), pois
0

o> 1.

27
Afirmagao 3.5. a(t) = —u/ G (t,s)ds € uma solugcao inferior estrita do
0

problema:

W=ftw) = —a (Hw—as(t) =Y ap(t)w k2
w(0) = w (21) | .

para |1 positivo e suficientemente grande.
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De fato, primeiramente calculemos a derivada de « (t),

2

at) = —pu | G(t s)ds
0
/ 1 exp( /al ) , e 0<s<t <27
-0
= M 0271'
/ 1 eacp( /a1 > , e 0<t<s <27
0 -0

= - ~ U/Otexp ( / L (7) m) ds — 1’“‘_"0_/t2ﬂexp <—/:a1 (7) dT) ds

— 2 [ a0 Ao ds = [ e (- ()4 A 9) ds

— U'u 16:Ep(—A1 (t))/oea:p(Al (s)) ds +

o

1exp(—A1 (t))/twexp(Al (s))ds (1)

Derivando (1) em relagao a t,

o (0) = e (=4 () (—ar (1) [ eap (i (9)

: ceap (= Ay (1)) (~ax (1)) /t Teap (A, (5)) ds + gu_a 1

= eap (A (@) an (t)/oexp(Al (5))ds + " —

c—1

UMUlexp (—A1 (1)) a (2) /t Trexp (4 (s))ds — Ho

oc—1

o (t) = —U“ —eap (— A (1)) a1 (1) { /0 e (A, () ds+
o[ as] - )

Agora subtituimos o valor de « (t) em f (¢, x), obtemos
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(075 (t)

h=3 (—M/O%G (t,s) ds)

K cap(~A, (1) ( /O erp (A () ds + 0 /t e (A, (s))ds) _

ag (t)

k=3 (—M/O%G (t,s) ds)

Consideremos a seguinte fungao

k—2

Fta®) = o) (-u T i) s ) -

= —ay(t)

n

as (t) — = )

F(t) = a Teap (—A1(t))ay (t) [/Otexp (A1 (s))ds + U/jﬂexp (A1 (s)) ds} :

—_~—

Dai, usando F'(t) em (2) e (3), obtemos

a(t) = —F(@t)—p, e

Py a (t)

fta(t) = —F(t) - a (ﬂ—k3 (—u/OQWG " ds>“~

Segue que, para p suficientemente grande, temos o (t) < f(t,«(t)). Agora,
verifiquemos « (0) < o (27).

a(0) = —u/:wl - ~exp (-/Soal (7) dT) ds
— 1/0%6@ (/Osal (7) dT) s,
a(2m) = —u/02wliaexp (—/S%al (T)df)
= n- ! - /0 T ea (— / T () dT) ds
- ! 1 /0 Y e (— /0 T () dT) cp ( /0 o (7) d7> ds
= - = I/OZWemp (/Dsal (1) dT) ds.

Segue que a (0) < a (27). Portanto « é solugao inferior estrita do problema (3.6).

Afirmagao 3.6. 3 (t) =€ > 0 € solugao superior estrita do problema (3.6) para
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€ suficientemente pequeno.

De fato, seja 5 (t) = € > 0. Sua derivada ' (t) =0 e

n

FBW) = ()= —ar(t)e—as () — 3 a (t) 2

k=3

Devemos mostrar a seguinte desigualdade;

n

F(te)=—ar(t)e—az(t) = ar(t)e ¥ <0,

k=3

0 que é 0 mesmo que mostrar
a( €+CL2 +Eak —k2 5.

De fato, a esquerda da desigualdade acima multiplicando por €*2, obtemos:

ay () €t Fay (t) €% + Zak (t) ek = Zak (t) e,
k=3 k=1
n 7j—1 n
Sar () e F = ap () e+ an () e, (3.7)
k=1 k=1 k=j

Zak B) e = a; (1) +aj (1) U fajp, (1) 0D 4

+ay, (t) e~ Utn=I)
= a;(t)e" I + aJH (t) e et +aja(t) e Te 2+ ...
+a, (t) n— ]E (n—4)
€7 (aj (t) + a1 () e +aa(t) e+ .+ a, (1) e D)
€77 (a; (1) + g () €7 + apa (1) €2+ o+ ay (1) 67

= " O (t) ed=*.

1 1 1
a; (t) 6_0 + Aj41 (t) 6_1 +...+ay, (t) en—_] > a; (t) + Aj41 (t) +...+a, (t)

Zak t)e* > Zak (t)
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Agora, multiplicando por €"7, obtemos:

"IN ag ()7 > Y ag (1) > 0.
k=j k=j

Somando os primeiros termos de (3.7), obtemos:

j—1 n Jj—1 n

ar (1) €+ Y ap (1) F > ap (1) € F €Y ay (t)

k=1 k=j k=1 k=j

Dai, para € suficientemente pequeno temos,

n 7j—1 n
D ar () > ap () e+ eI ag (t) >0
k=1 k=1 k=j
Entao
ap (t) e % > 0,
k=1
a () et +a(t) e 2+ +a, (t) e > 0,
€2 <a1 (t) e+ as (t) + Zak (t) 6"’“) > 0,
k=3
ar (t)e+ap () + Y ap(t)e™ > 0.
k=3
Evidentemente §(0) = € > [B(2m). Além disso, essas solugoes inferior e

superior, podem ser escolhidas tais que < «. Portanto pelo Lema (, a
equacgao tem pelo menos uma solucao fechada isolada positiva x, tal que
O<e=pt)<z(t)<a(t),vt. m

Teorema 3.7. Considerando as (t) = Ap (t), onde p € uma fungdo continua fiza
€ assumimos que fo% ay (t)dt # 0 e que a unica solugao fechada da equagao linear
¥ +ay (t)x = —p(t) € positiva. Entao, existe \g > 0 tal que, para todo A > A,
eriste ao menos uma solucao fechada isolada positiva da equacao:

n

= Zak (t) "

k=1

Demonstracgao:

Usemos novamente a mudanca de variavel
1
w(t) =——.
(t) =~ 0

Substituindo o valor de ay (t) na equagao (3.4), obtemos:
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n

W(t)+a (t)w=—-p(t) — Zak (t)w ™+,

Considere a equacao perturbada

n

y+a(t)y=—pt) =) ¢ la(t)y "

Y 4a (t)y=—p(t)—ey 2a;(t)y 2, (3.8)
k=3

onde aq, p: [0,27] — R sao fungbes continuas e
c: (0,21 x I xR — R

(ty,e) —> c(ty,e) =Y " 2a(t)y *+?
k=3

¢ uma fungdo continua com derivadas continuas em yee. fo% ap (t)dt # 0
e a unica solugdo yo da equagao y' + a1 (t)y = —p(t) é positiva, para todo
t € [0,27]. Pelo Lema existe €y tal que tem uma solugao fechada
isolada y,. para qualquer € € (0,¢p). Além disso, y. depende continuamente de €
e Y. — Yo uniformemente em t. Como y, é positivo, segue que y. é positivo para
e suficientemente pequeno.

Afirmacao 3.8. w(t) = ey, € uma solugao fechada positiva de

W () +ar (w==p(t) = Y ar (t)w (3.9)

com A\ = —.
€

De fato, provemos que w é solugao de ({3.9).
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= ¢ (—al (t)ye —p(t) — Zek_lak (1) y;k“)

= —ay () (eye) —ep (1) = ) _cFay (8) y*+

= —ar(t) (eye) = ep () = (as () y ' + laa (1) y* + Eaz () y° + .
+€ay, (t) y-"?)

= —ar () (ey) —ep (t) — (e*as (¢) (eye) " + Saq (t) (eye) " + ...
+En2a, (1) (eye) ™)

= —ar()w—ep(t) — (fas () w™ + fay (w2 + ...

+€e2"2a,, (t) w™"T2)

= —ay()w—ep(t) — 262’“*2% (t) wF+2,

k=3
. 1
Multiplicando por —,
€
W (t a(H)w € " 2k2 .
= - —=p(t) — t) w2
62 62 p( ) — € a’k'( )w )
w' (1) a (w1 - 2%k—4 —k+2
5 = Ta Zp (t) — kzse ag (t) w ,
/ _ .2 ay () w - 2%k—4 —k+2
Wo(t) = ——— —Ap(}) e tay (t)w :
k=3
W) = —ay()w—EXp(t) =) & 2a, (t) w2
k=3

Dai, w(t) é solugao de (3.9). Agora, mostremos que w (t) é solucao fechada.
Temos w (t) = ey, (t), sabemos que y. (t) é solugao fechada positiva para a equagao
perturbada, isto é, y. (0) = y. (27). Multiplicando por € > 0,

ey (0) = ey (2m)

w(0) = w(2n),

1

Assim, w (t) é uma solugao positiva e fechada da equagio (B.9). Dai, para \g = —
€0

concluimos que w (t) é uma solugao fechada isolada positiva. m

Teorema 3.9. Considere ay (t) = X+ p(t). Se 027r ap (t)dt < 0, entao eziste
Ao > 0 tal que, para todo A > \g, existe ao menos uma solu¢ao fechada isolada

positiva da equacao
= Zak (t) "
k=1
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Demonstragao: Novamente, considerando a mudanga de variavel w (t) = W
x
na equacao (3.4) e substituindo as (t) = A + p (t), obtemos

n

W) +a (w=-A—p(t) = > a(t)w "

k=3

Considere sua equacao perturbada

v+a (t)y=—-1—ep(t)— F2a (1) y k2,
3

>
Il

3

Y +a(t)y=—-1—e (p ()= > € Pay () y"‘“) :

k=3
onde a; : [0,27] — R é uma fungao continua, b(t) = —1e
c: [0,27] x I xR — R

(tz,e) — cltae) =p(t)— ) Pap(t)y™*
k=3

¢ uma funcao continua com derivadas continuas em =z, €. Por hipotese, temos
fOQW ap (t)dt # 0 e yo é a unica solugdo da equagao nao perturbada y' +a;y (t)y =
—p(t), a qual é positiva para todo t € [0,27]. Entdo, pelo Lema existem
€0, 0 > 0 tais que, para todo € € (0,¢), existe uma tnica y,. solu¢ao fechada
da equagao perturbada na bola B[yo,d], a saber y. € C°([0,27]). Além
disso, y. depende continuamente de € e y. — o uniformemente em ¢, para
€p suficientemente pequeno, portanto, y. é positivo. Como na demonstracao
anterior, w(t) = ey, é solugao fechada isolada positiva. m

Teorema 3.10. Suponha que fo% ai (t)dt # 0 e escreva ag (t) = Ap(t). Entao,
existe g > 0 tal que para todo 0 < A < Ay existe ao menos uma solugao fechada
1solada da equacao:

r = Zak (t) 2" (3.10)

Demonstracao:

Primeiramente escrevemos a equacao diferencial:

' =ag(t)+ay(t)z+ Zak (t) zF.

Substituimos o valor de ag () por Ap ()
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= Ap(t)+ay (¢ :c—irZak

e consideremos a seguinte equagao perturbada

/

Y =p(t)+a(t y+zak t) Ayt (3.11)

Sobre as hipoteses do lema .3} existe A\g > 0 tal que (3.11) tem solucao fechada
yx para todo 0 < A < Ag. Entéo, x (t) = Ay, é solucao fechada da equacao (3.11),
com ag (t) =Ap(t) m

3.2 CICLOS LIMITES PARA A EQUACAO DE
ABEL

Nesta secao, nosso objetivo é estudar os critérios que foram obtidos em [E
para garantir uma cota superior ao numero de ciclos limite das seguintes familias:

dx

priak (t) 2" + ap (t) 2™ + aq (1), (3.12)

onde n > m > 1, e pelo menos uma das fungoes a,, ou a,, nao muda de sinal; E
dx n 2

E:an(t)x +ay(t)x*+ar(t)x+ao(t), n>2 (3.13)

onde a funcao a, nao muda de sinal. Os resultados que obtemos na equacgao
(3.12)) imitam o seguinte corolario do teorema de Budan-Fourier:

Lema 3.11. Para qualquer a,, a.,, a; € R en >m > 1, a equacao polinomial
" + amx™ + a1z =0

tem pelo menos 5 solugoes reais se n € impar e tem pelo menos 4 solugoes reais
sen € par. Além disso, exceto para n = 3, as cotas superiores acima nao podem
ser melhoradas.

Sejam a;, : [0,1] — R, k = 0,...,n fungoes de classe C'. Considere a

equagao diferencial,
n

Zak S (t, ) (3.14)

onde 0 < ¢ <1en e N. Uma solucio de (B.14) é uma funcdo = : [0,1] — R
que satisfaz a equagao (B.14). Utilizaremos a notacdo = = T (t,y) para designar
a solugao do problema de Cauchy formado pela equacao ( e a condicao
inicial 7 (0, y) = y. Dizemos que uma solu¢do de (B.14) é fechada ou periodica se
Z (1,y) = y. A principal motivagio para estudar as solugdes periddicas é que, se

g (0,1) — R, k=0,...,n, forem fun¢oes periodicas de periodo 1, a equagao



50 3.2. CICLOS LIMITES PARA A EQUACAO DE ABEL

é equivalente ao campo de vetores X (t,z) = (1, > _; ax (t) 2*) no cilindro
St x R e as solugoes fechadas de ( sao equivalentes a oOrbitas fechadas do
campo de vetores no cilindro. Uma solucao periédica isolada no conjunto de todas
as solucgoes periddicas de ( é chamada de ciclo limite.

Definicao 3.12. Sejam >, = {(t,x) e R* t =0}, >, ={(t,z) e R*} ¢t =1} e
U o subconjunto aberto de ), tal que, (0,y) € U se, e somente se, T (t,y)N>_, #
¢. Definimos a aplicagcao de retorno associada a equagao (3.14)),

h: UCY, — >,
y — h(y)=7(1l,y). (8.15)

Observagao 3.13. se T (t,y) € uma solugao periddica de (3.14), entao h (y) = y.

Definigao 3.14. Dizemos que um ciclo limite T (t,yx) de (3.14) ¢é;

1. Estdvel se existe € > 0, tal que, |h(y)—y*| < |y —y*| para todo y €
(Y =€, y%) U (yx, y * +¢),

2. Instavel se existe € > 0, tal que, |h(y) —y*x| > |y —y*| para todo y €
(Y =€, y%) U (y*, y * +¢),

3. Semi-FEstdvel se existe € > 0, tal que, |h(y) —yx| > |y — y*| para todo
y € (y*x—€,yx) e |h(y) —y*x| < |y—yx| para todo y € (y*,y * +€) ou o
contrario.

Defini¢ao 3.15. A multiplicidade de um ciclo limite T (t,y) é a multiplicidade
algébrica de y como zero da fungao D (y) = h(y) —v.

Definicao 3.16. Um ciclo limite T (t,yx) de (3.14) € dito Hiperbdlico se
agh () # 1.

Observacgao 3.17. Se diyh (yx) < 1 e aplicando o Teorema de Valor Médio temos,

%(y*) — h(yQ) - h‘(yl) _ E(layQ) _f(layl) < 1’
dy Y2 — Y2 —

dai concluimos que x (t,yx) € ciclo limite estdvel. Por outro lado, se d%h (yx) > 1
e, da mesma forma, aplicando o Teorema de Valor Médio concluimos que

x (t,y*x) € ciclo limite instdvel. Essas condigoes sao equivalentes a dizer
que, se fo LS (t,T(t,yx))dt < 0, entdo T(t,yx) € ciclo limite estdvel e se
fol DG (t, T (t,yx))dt > 0 , entio T (t,y*) € ciclo limite instdvel. Além disso,
um czclo limite € hiperbdlico se fol 25 (t, T (t,yx))dt # 0.

As Proposigoes B.18] e os Lemas a seguir serdo usados para
provar os Teoremas e A demonstracao apresentada aqui, da proposi¢ao

3.18, pode ser encontrada em e [E] O resto das demonstracoes apresentadas
aqui podem ser encontradas em .
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Proposicao 3.18. Seja h(y) a aplicagdo de retorno associada & equagao:

dx

pr =S(t,z),

onde S € C3 € de periodo 1 em relagio a t € [0,1]. Temos:

d L5 _ '
1. d—yh(y) = exp (/0 a—xS(t,w(t,y))dt),

2 2
2. ijh(y) dih()[ 88$2S(txty exp</5’sxsy)d)dt};

d3 d
3. @h(y) dyh(y) (

) / %S (t,Z (t,y)) exp (2/;%5(575(5,3/))%) dt

Demonstracao:

d
Pela defini¢do da aplicacao do retorno temos h(y) = 7 (1,y), dai —h (y) =

dy
0 _ d? 0? d? % _ _
a—yx (1,y), d—th(y) o 57 (1y) e Fh( y) = a—rlﬁx(l,y). Consideremos o

seguinte problema do valor inicial:

dx
{ = = st
E<0>y) =Y

onde a solucgao é:

t
T(ty) =yt [ STl ds
0
Agora, derivando em relagao a y e usando a regra da cadeia, obtemos:
0 0
Da(t) =1+ [ 25 (57 (0) o () ds. (1)
Nesta ultima equagao, fazendo z (t) = a—f (t,y), obtemos:
Y

—1+/—s 5,7 (s,y)) 2 (s) ds.

Se t = 0, entdo z(0) = 1. Derivando z (t) em relacdo a ¢t obtemos o seguinte
problema de valor inicial:

{ % Dm0,
2(0) = 1.
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Através da separacao de variaveis, podemos calcular que a solucao desta equacao

e [ s tomsmas).

0
Set =1, entao z (1) = a—f(l,y) . Portanto,
Y

thw) = g == =en ([ LS wi),
0 que prova 1.

Derivando (1) em rela¢ao a y e usando a regra de cadeia, obtemos:

2

ay?

Fazendo w (t) = —T (t,y) na equagao acima, temos:

wt) = [ (58676 COF + 256 ue) b

onde se t = 0, entdo w (0) = 0. Derivando w () em relagdo a ¢, obtemos o
problema de valor inicial:

W St 0+ S (07 (1) (1))
w(0) = 0,

onde através do método de variagao de parametros podemos calcular que a solucao
desta equacao é:

Portanto:
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= ) [ S )= () ds
- dimy) | 188225 ey t35<s,f<s,y>>ds) q

— [/ 52 S(t, 7 (t,y) e:cp(/—Ss:c ))dS)dt]7

0 que prova 2.

Derivando (2) em relagao a y e usando a regra da cadeia, obtemos:

O (TR PR LA
oy J o \ 0x3 \ Oy 0x? Jy 0y?>  Ox Oy?
3
Fazendo u (t) = a—ygaz (t,y) na equagdo acima, temos:

onde, se t = 0, entdao u (0) = 0. Derivando u () em relacdo a ¢t obtemos o problema
de valor inicial.

U 2 3
{ G = ST O+ (355 €T 0w+ 5 S T ) 0)F).
u(0) = 0.

Através do método de variagao de parametros podemos calcular que a solucao
desta equagao é:

2 t 93
w =20 [ 55 @i+ [ 28656 6 s] o)

w ()]
[ ] , temos que:

2 (1)

DO o

Considerando a funcao N (t) =
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o e (T C )= 65| 5

= 3%[ (t) %(s,f(s,y})z(s) ds

::3§QSux@y» ().

Agora, integrando, temos:

AN [ ‘925 }a?

N (t) =3 %S(s T (s,y)) w(s)ds.

Substituindo em (3), obtemos:

s =20 [N+ [ 255676 CF ]

Portanto, temos:

(v) 1 g3 !

ox

que prova 3. g

Lema 3.19. Consideremos as funcoes @, ¢p: I C R — R, definidas como:

¢ (y) =(n— m)/O an ()T (t,y)dt + (1 — m)/o ay (t)dt, (3.16)

Y (y) = (m— n)/o am () T™ 7 (¢, y) dt + (1 — n)/o a (t)dt, (3.17)

onde T (t,y) denota a solu¢ao da equagao diferencial (3.12)) tal que T (0,y) = y.
Entao:

ewp(®(y)) = ewp(¥(y), sey#0,
W(y)={ exp </0 ay (t) dt) = exp (2

Jar|.
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onde h é a aplicagao de retorno dado em (3.15]).

Demonstragao:

d
Para a equacao d_f = S (t,x) pela Proposicao [3.18] sabemos que:

/ tas
W (y) = eap / o (T ()

onde T (t,y) denota a solu¢ao do problema do valor inicial,

dx
{ = = st
E<O>y) = U

Para nosso caso, temos:

dx n m
{ = = )2 +an ()" +ar ()2, (3.18)
z20,y) = y.

Como S (t,z) = an (t) 2™ + ap, (t) 2™ + a; (t) z, sua derivada em relacdo a x &,

a8 (t,x)
Ox
Dai, calculando A’ (y):

=na, (t) 2"+ ma, (t) 2™ +a; (t)

R (y) = ea:p/o (na, )" (t,y) + may, ()T (t,y) +a; (1)) dt

r' (y) :e$p{/01nan )z (t,y) dt—l—/olmam )z 1 (t,y) dt+/01a1 (t) dt},

onde T (t,y) é solugao do problema (3.18). Notemos que, se y = 0, entao:

h' (0) = ea:p{/olnan (t)z" 1 (¢,0) dt+/01mam (t)zm1(¢,0) dt+/01a1 (t) dt}

B (0) = exp{/olal () dt},

pois, T (t,0) = 0. Agora,
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e segue

@) $(0) = (m—n)/q o (1) 71 (t,O)dt+(1—n)/0 o (1) dt

e segue

Dai,

1
R (0) = exp {/ ap (t) dt} = exp ((f—@%))
0
— (0
= exp <(1£Tz)> .

Usando as definigoes (3.16) e (B8.17), A’ (y) pode ser escrita como:

W (y) = exp{® (y) + mZ (y)} = exp {2 (y) + nZ (y)},

onde:

Z (y) ::/O an (1) (t,y) dt+/0 am ()™ (1, y) dt+/0 ay (t)dt.

Por outro lado, se x = T (¢, y) é uma solugao periddica ndo nula de (B.12), temos:

) = g, ()T (Ly) + am (DT () +ar (DT (8 y)
= T @ OT T ) + a7 (Ly) +ar (1)
i (B) = (T () an (0T (1) o ().

Integrando de 0 a 1, obtemos:

Z(y) = /0 an ()T (t,y) dt + /0 (1) T L (L, y) dt + /0 ar (t)dt = 0.
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Por tanto,

W (y) = exp{® (y) + m (0)} = exp{s (y) +n (0)},
ou seja,

W (y) = exp{® (y)} = exp{¢ (v)}m

Lema 3.20. Consideremos a familia paramétrica de equacgoes diferenciais nao
auténomas de periodo 1,

C;—f = f(t,x) + ex, (3.19)

onde f(t,0) = 0. Suponha que para ¢ = 0 em , tem-se um ciclo limite
nao nulo semi-estavel © = T (t,y*). Entao, para |e| suficientemente pequeno,
com sinal adequado, a equacao (3.19) tem pelo menos dois ciclos limite em uma
vizinhanga pequena de x = T (t, y*).

Demonstragao:

Consideremos o seguinte PVT:

dt
0,) = v,

onde a solugdo desse problema é Z.(t,y). Agora, definamos a aplicagao
deslocamento para esse problema:

{ @ = f(t,.’ﬂ)—FEl',
T (

D (y) = he(y) — .

Suponha que x = Ty (t,y*) > 0 é um ciclo limite semi-estavel, estavel na regiao
{(t,z) € S; © <T(t,y*)} e instavel na regiao {(t,z) € S; = > (t,y*)}. Dai
Do (y) = ho(y) —y > 0 numa vizinhanga perfurada de yx. Tomamos y; e Yo
muito proximo de y* e denotamos isso como y; < y*x < yo tal que Dy (y;) > 0
para ¢ = 1,2. Pelo Teorema da dependéncia continua com relacao a parametros
da equacio (B.19), para |e| suficientemente pequeno, temos que D, (y;) > 0 para
i =1,2. Se e =0, temos x = Ty (¢, y*) é solugao da equagao diferencial, agora
quando consideramos o fluxo de (B.19), para € < 0, teremos D, (y*) < 0, pois
Z (t,y*) > 0 o que implica em €7 (t,y*) < 0. Pelo teorema de Bolzano a funcao
D, possui duas zeros perto de y*, ou seja, a equacao diferencial ( tem pelo
menos dois ciclos limite proximo do ciclo limite x = 7 (¢, y*).

Supondo que x = Ty (t,y*) > 0 é um ciclo limite semi-estavel, instavel na
regido {(t,z) € S; = <T(t,y*)} e estavel na regido {(t,x) € S; x > T (t,y*)}.
Dai Dy (y) = ho(y) —y < 0 numa vizinhanga perfurado de yx. Tomamos i
e y2 muito proximo de y* e denotamos isso como y; < y* < yo tal que Dy (y;) < 0
para ¢ = 1,2. Pelo Teorema da dependéncia continua com relacao a parametros
da equagio (3.19), para |e| suficientemente pequeno, temos que D, (y;) < 0 para
i = 1,2. Considerando o fluxo de (, para € > 0, teremos D, (y*) > 0, pois
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Z (t,y*) > 0, o que implica em €7 (¢,3*) > 0. Pelo teorema de Bolzano a fun¢ao
D, possui dois zeros perto de y*, ou seja, a equacao diferencial (3.19) tem pelo
menos dois ciclos limite proximo do ciclo limite x =7 (¢, y*).m

Teorema 3.21. Consideremos a equacao de Abel generalizada de periodo 1,

dx

dt
comn>m>1eap, a, e¢a; €C". Suponhamos que a, (t) ou a,, (t) nio muda
de sinal. Entao:

=a, (t)x" + ap (t) 2™ + a1 (t) z, (3.20)

1. Sen é impar, a equagao (3.20) tem no mdzimo 5 ciclos limite. Além disso,
além do ciclo limite x = x(t) = 0, em cada regiao D = {x > 0} ou
D~ :={x < 0} uma e apenas uma das sequintes possibilidades acontece:

(a) A equagao diferencial nao tem ciclos limite.
(b) A equagao diferencial tem wm tnico ciclo limite hiperbdlico.
(c) A equagao diferencial tem um unico ciclo limite semi-estdvel.

(d) A equagao diferencial tem exatamente dois ciclos limite hiperbélicos,

e todos elas sao possiveis se n > 5.

2. Se n € par, a equacao (3.20) tem mno mdrimo 4 ciclos limite.
Adicionalmente, além do ciclo limite x = x (t) = 0, em cada regido definida
acima DT, s6 uma das possibilidades acima acontece, levando em conta que
nunca pode coexistir mais de 4 ciclos limite e que um ciclo limite semi-
estavel conta como dois ciclos limites.

Demonstragao:

Consideremos primeiro o caso quando n é impar e restringimos nosso caso
para a regiao DT := {(t,2);0 <t <1, x >0} e para o caso a,(t) > 0. Essa
restricdo pode ser atingida por meio da mudanca de variaveis: (t,z) — (t, —z),
(t,z) — (1 —t,x) ou (t,x) — (1 — t, —x). Provaremos que ® (y) é uma funcao
crescente para y > 0 e vamos ver como esse fato exclui a possibilidade de ter
trés ciclos limite em D*. Para provar que @ (y) é crescente com y > 0, tomemos
0 < y1 < yo. As solugoes de (, com essas condicoes iniciais, irao satisfazer
0 <Z(t,y1) <T(t,y2) e como consequéncia obtemos:

/Oan (t)yz" 1 (t,yl)dt</0an )" (t,yp) dt

n>m>1lentaon —m > 0e 1l —m < 0. Multiplicando por n — m a nossa
ultima expressao, obtemos

(n—m) /o an ()T (t,y1) dt < (n — m)/0 an ()T (t, y2) dt.
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1
Somando (1 — m)/ ay (t) dt a ambos os lados da desigualdade acima, temos:
0

1

(n— m)/0 a, ()T (t,y)dt < (n—m) /0 an, ()T (¢, 2) dt

+(1—m)/01a1(t)dt +(1—m/0 (t) dt.

Finalmente, ® (y;) < ®(y2), o que prova que ¢ é uma funcdo crescente.
Usando I’ (y) = exp(P(y)) do Lema e o fato de que dois ciclos limite
hiperbolicos consecutivos tém diferente estabilidade, poderiamos ter trés ciclos
limite comecando nos pontos ¥y, y2 e y3, com 0 < y; < ys < y3, somente se
D (y1) < P(y2) =0 < P(y3). Assim, no caso de existir trés ciclos limite, o do
meio é semi-estavel. Neste ponto, podemos alterar nossa equacao adicionando o
parametro € como em (3.19)).

Z—f = ap(t)x"+an, )2 +a (t)x+ex
= ap (t) " + ap, (t) 2™ + (a1 (t) + €) .

Do Lema a nova equacao, que é novamente da forma ( com O Mmesmo
a, (t), tem quatro ciclos limite. Este fato é uma contradi¢ao com a cota superior
provada acima, onde fala que a cota superior é trés, pois se assumimos, por
exemplo, y* < y1, entdo como @ é crescente e temos @ (y*) < @ (y;) < 0, dai
R (y*) = exp (P (y*)) < 1, ou seja, T (t,y*) seria um ciclo limite estavel mais isto
nao pode acontecer, pois ciclos limites consecutivos tém diferente estabilidade.
Dai que a cota superior é dois ciclos limite, sendo o mais préoximo da origem
estavel e o outro instavel. Consequentemente, a cota superior dada no Teorema
segue quando n é impar.

Provemos agora o caso quando n é par. A principal mudanca na prova é
que quando, a, (t) > 0, a fungdo ® é crescente para todo y € R em qual h (y)
é definido. De fato, n é par, entao n — 1 é impar. Tomemos y; < y» onde as
solucgoes de com essas condigOes iniciais irdo satisfazer T (¢,y1) < T (¢, y2)
e como consequéncia obtemos,

(n—m)/o an ()T () dt < (n—m)/o an ()T (t,y2) di
—i—(l—m)/lal(t)dt +(1—m)/1a1 (t)dt

P(y1) < D(y2). '

O que prova que @ é crescente para todo y € R. Essa diferenca forca a existéncia
de no maximo quatro ciclos limite comegando nos pontos y; < 0 < yo < ys.
De fato, primeiramente afirmamos que ® é negativo nos pontos y;, 0 e yo,
isto implica que A/ (y2) = exp (P (y2)) < 1, ou seja, T (t,y2) é um ciclo limite
estavel. Se @ (y3) < 0, entdo A’ (y3) = exp (P (y3)) < 1, ou seja, T (t,ys3) €
um ciclo limite estavel, como @ é crescente, temos @ (y2) < P (y3) < 0, dai
h' (y2) = exp (P (y2)) < 1, onde T (¢, y2) também seria ciclo limite estavel, mais
dois ciclos limites hiperboélicos consecutivos tém diferente estabilidade. Dai,
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T (t,ys3) é instavel e T (t,yz) é estavel. Pelo Lema a estabilidade da origem
¢ dado pela sinal de —® (0), que fornece a possibilidade de alternancia de sinal e
assim a existéncia de alternar ciclos limite estaveis e instaveis. Como @ (y;) < 0
segue imediatamente que T (¢,y;) é ciclo limite estavel e se tiveramos y* < y;, o
ciclo limite T (¢, y*) seria também estével, mais isso nao pode acontecer. Dai, s6
temos no méaximo 4 ciclos limites g

Proposicao 3.22. Dado qualquer numero natural | e nimeros naturais fixos
p>n>m > 2, eriste uma equacao da forma:

Ccll_f =&’ +ef (t) 2" +a(t) ™ + du, (3.21)

com [ e a polindmios trigonométricos; |€| € suficientemente pequeno ou € =0, e
|0 também. suficientemente pequeno ou 6 = 0, que tem pelo menos | ciclos limite.

Demonstracao:

A demonstracao desta Proposicao, feita em [E], é uma adaptacao do que
fizeram em para o caso n = 3, m = 2. Consideremos a equacao:

dx n m
Zo=el (e va(t)a, t€(0.1]. (3.22)

t
Defina A (t) = / a(s)ds e tome a (t) tal que A (1) = 0, Coloque A = m[(c)mlt] |A (1)].
0 telo,

Denotando por ¢ (t,z, €) a solugao de (3.22), para € =0 e |z]| < ((m —1) A) a-m)
obtemos:

1 =
o (t,z) =2x (1 DA xml) : (3.23)

Agora, escrevemos ¢, (t, x, €) em poténcias de € como:

et z,€) = o (t,x) + W (t,2) + ER (¢, 2,€)

onde W (t,z) = %, W (0,z) = 0. Seguindo argumentos tipicos de
perturbagdo, podemos ver que se W (z) := W (1,z) tem um zero simples em

xo entao, para valores pequenos de €, a fungao ¢, (1,z,€) — x tem também um
zero simples proximo para xo. A questdo agora é escolher f (t) e a (t) tal que W
tenha um numero arbitrario de solucoes simples e distintas. Desejamos calcular
W em termos de f e a; pela equacao , dado que ¢ é solugao, temos:
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5 (%) = =g (O +abe)

= 4 (O (po+ W +ER)" +a(t) (pot+ W + R)")

= e (SO (o + W +ER)") + 5 (a(t) (po+ W + ER)")

= f(t) 2 [e(po+eW +€e*R)"] + (t)a(o+eW+62R)m

= f(t) |(po+eW +eR)" +en(po+ eW + €R)"™ 1(W—|—26R>}
+a(t)m(po + W + €2R)™ (W + 2¢R)

= () (go+ eW + ER)" +¢ef (t)n (o + €W + 2R)" " (W + 2¢R)
+a (t)m (po + W + €2R)™ (W + 2¢R)

= f(t)sog a(t)mey W+ O (e)

= f(O)¢f +a(t)mey™ W+ 0O (e).

Restringindo para € = 0 e usando (3.22)) temos:

Ly () = £ (1) +m Lo g,

dt ©0’
Dai:
o AW deyg
d <K> vy Vg
dt \ oy 3"
. 1 dW . ld(p()
gy dt w%m dt X
1 m "W
= —m<f(t)soo +mﬁ¢o W) )
%0 90 900
o Yo m@o@o W mpePy "W
= [(1) T
%o %o w5
= f (t) %o

1 d <W) /1
— | — | dt = ) or " dt
/0 dt \ or 1 Olf( ) 0
t B ) On%l) n—m
= /0 f(@) {x <1f(m71)A(t):Jcm*1> ] dt

W (l,x) W0,z /1 f )z @
(1= (m—=1)A(t)zm1)nD
W) _ oam /1 f () it
(1= (m—1)A(t)am=t)ot

RO f(@)
W /0 (1_<m_1)A(t>xm1)Mdt'

Coloque y = 2™, a := e a(t) = 2 cos (2rt). Em vez de estudar os
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zeros de W (x) consideremos a fungao:

o f (1) _ [0
Hy(y) = /0 (1—(m—1)A(t) y)adt N /0 (1 — sen (27t) y)adt'

Fixando [ € N e um polinémio arbitrario de grau [, p (y), provaremos que existe

l
f(t) da forma: f(t) = Zﬁjfj (t), onde f; (t) = sen’ (27t), B; € R, tal que:
=0

Hy(y)=p(y)+0 (y"). (3.24)

Do resultado acima, Hy(y) tem pelo menos [ zeros simples numa vizinhanga
pequena da origem, que segue como consequéncia direta dos Lemas 1 e 2 de [@]
Da definigdo de Hy (y), o mesmo resultado é valido para W (z).

Resta provar (3.24). Aqui usamos fortemente que Hy é linear com relacao a
f. Note que:

! fi ()

/o (1= sen (2nt))°
|

1 oo
sen’ (2mt) Z < “ +]]j -1 > sen® (2mt) yFdt

1
= / ( @ +]; -1 ) sen?™* (27t) yFdt +
0

Z ( @ +l]: -1 > sen?F (21t) yFdt

k=l+1
l

1
- {/ ( @ +Z -1 ) sen? ™ (2mt) dt] v+ 0y,
5 LJo

ol

onde,
I+1 ‘o a+k—1 j+k k
O (y™*) = Z I sen?™" (2mt) y"dt.
0 k=111

Coloque
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Ci = ( « —H; -1 ) / sen’ ™" (2mt) dt, asim Hy, (y ZC’,ky +0 (y).

0 k=0

, . . l ~
Observe também que se definimos a matriz C' = (Cj,kz)j o €NtA0:

l
det C = ((”k_l )detG
k=0

1
onde G = (gjk)é p—o ¢ uma nova matriz, com g;; = / sen?™ (27t) dt. Como

0
a matriz G é a matriz do produto interno em (fy, f1,..., fi), dado por f.g =
1

/ f(t)g(t)dt, temos que det G # 0. Portanto, da linearidade de H; se segue

0
que dado qualquer polindémio p (y), existem valores inicos fy, ..., f; de modo que
o f associado satisfaga ([3.24) como queriamos provar. Para finalizar a prova da

proposigao 3.22] basta considerar a seguinte perturbagao de (3.22).

dx
dt

Entao, tomemos um sistema com € = § = 0 e [ ciclos limite simples. Para |€| e
|0] suficientemente pequenos, podemos garantir que todos eles persistam. g

=éxP +ef (t)2" +a(t)as™ + .

Teorema 3.23. Consideremos a equacao de Abel generalizada de periodo 1,

dz . )
= an (t)x" +as (t) x° +ay (t) z + ap (1), (3.25)

COm ay, Az, a1, a9 € Ct. Suponhamos que a, (t) nao muda de sinal. Entdo:

1. Se n > 3 € impar, a equagao (3.25) tem no mdzimo 3 ciclos limite tendo
em conta as suas multiplicidades.

2. Sen >4 € par, para qualquer | € N, existe uma equacao do tipo (3.25)
tendo pelo menos | ciclos limite.

Demonstracao:

Seguindo os mesmos argumentos da prova do Teorema neste caso
suponha que a,, (t) > 0.

Para provar o item (1) usamos o fato que a terceira derivada da aplica¢ao de

x
retorno h, da equacao diferencial i S (t, ), satisfaz

W (y) = {% < ) 1 23 s(z;;ty {th dS( Sx(s,y) }dt}

= n(n-— foan Yx" 3 (t,y) dt > 0,
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(Ver [11]). Note que as solugoes satisfazendo z(0) = z (1) correspondem a
zeros de D(y) = h(y) —y. Suponha que h(y) —y tem 4 zeros (levando
em conta multiplicidades). Aplicando o Teorema de Rolle sucessivamente para
D(y) =h(y)—y, D' (y) = h'(y)—1eD"(y) = h" (y), podemos inferir que A" (y)
se anula, o que seria uma contradi¢ao, pois h” (y) > 0. Portanto, a equagao
(3.25), com n impar, tem no méaximo 3 ciclos limite satisfazendo = (0) = z (1),
levando em conta suas multiplicidades.

Observemos a importancia da poténcia par em 2”2 a qual é a diferencia entre
a parte (1) e a parte (2). Para iniciar a prova da parte (2), consideremos uma
equacao da forma:

d=ft)2+at) (3.26)

com f (t) e a(t) polinomios trigonométricos e tendo pelo menos [ ciclos limite
hiperbolicos. A existéncia desta equacao é provada em [, ver também a
Proposicao 3.22] com é = § = 0, m = 3 e n = 2. Agora afirmamos que, para
qualquer numero par n, podemos construir uma outra equagao da forma:

Y = ( g ) FO P2 +a(t) (3.27)

tendo também, pelo menos, [ ciclos limite hiperbolicos e tendo as fungdes f (¢)
e a(t) de classe CM para qualquer M € N. De fato, se exigimos somente
continuidade da funcao f, o resultado é trivial, porque é suficiente tomar:

f ()

F) =, TN
()

A regularidade da funcao f serd alcancada através de uma escala de tempo
que aumenta a ordem dos zeros de f Denotemos por tq,ts,...,t,. 0s zeros de
f(t) Fixemos qualquer nimero natural impar N > 3 e um inteiro £ > N.
Consideremos também uma fungao crescente de classe C*, ¢ em [0, 1], satisfazendo
P (0)=0,¢(1)=1,¢ () =t; e ‘D (t;) = 0 para todo j = 1,...,7 e para todo
d = 1,..,N — 1. Suponha também que 1)’ s6 se anula em [0, 1] nos valores
t1,t9,...,t,. Se aplicamos a mudanca de variavel ¢ = v (1), a equagao ({3.26)
pode-se escrever como:

d=F@ @)Y (1)L +a(n)y (r) 2
Notemos que os zeros de f (1) := f (1 (7)) ¢’ (1) sdo também 7 = t;, j = 1,2, ..., 7.
Além disso, para cada j, 7 = t;, tem pelo menos multiplicidade 2N —1 para f (7).
A funcao definida por:
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f(r)
f(T) = n—3
n
possui regularidade, pelo menos, de classe CM, sendo M a parte inteira de 2711\[:31.

Notemos que, ji que N é arbitrario, M pode ser escolhido arbitrariamente.
Finalmente consideremos a seguinte perturbagao da equacao (, ou seja,

2= geH ( Z ) F)" 2k 4 ( g‘ ) FO" P2 +at) 2 (3.28)

A equagao (3.28) mantém os [ ciclos limite para o |e| # 0 suficientemente pequeno.
Além disso, fazendo a mudanca de varidveis:

t
o) == () +
(3.28) é transformado em:
7' =" + Cra (6,1) 2* + Cpy (6,8) & + Crp (€, 1), (3.29)
1

com Cy;(€,t), 7 = 0,1,2, sendo expressoes polinomiais em f (t), f'(t) e . De
fato,
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Substituindo em ([3.30), temos

(§>f(t)”3§;(j]>( Y 5 (0
+a<t>§(§)( Y a2 (1)

Desenvolvendo o primeiro termo do lado esquerdo da igualdade acima, obtemos:

> ( i ) rory. ( : ) (=) a*if (1) =

R I
e B

Jj=1

”;1) “’“Z() L ah=if (1)

onde =3 " > (—%)Ox” = " 32", Assim, simplificando, obtemos a equacao
(3-29) que é da forma:

v = a, (1) 2" + ag (1) 2° + a1 (t) x + ag (1),
com n par e ay, (t) # 0 para todo t.m

Observagao 3.24. Os coeficientes de (3.29) sao:

Cho (g, t) =3 (%)n F@)"+ nz_fa’f—?’ < " ; L ) f)t (%)k + %@

cuten = o+ (2)7 (1))

() (2)(2)
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Capitulo 4

ALGUMAS APLICACOES PARA
O SISTEMA POLINOMIAL
PLANAR

Nesta secao, nosso objetivo é apresentar algumas aplicagoes dos teoremas
estudados na secao 3, as principais referencias sao e . A principal motivacao
para o analise das Equacoes Diferenciais polinomiais da primeira ordem é o estudo
da existéncia e multiplicidade do ciclos limite de campos vetoriais polinomiais no
plano. Um ramo interessante e complicado na teoria qualitativa de Equacoes
diferenciais, que em particular, contém a segunda parte do 16 problema de
Hilbert, proposto por Hilbert em 1900.

Consideremos o seguinte sistema planar:

x = Zpk (.T,y),
= (4.1)

y/ = ZQk (ZL’,y) )
k=1

onde Py e (Q sao polinémios homogéneos de grau k. Uma érbita periodica isolada
do sistema ([.1) é chamado um ciclo limite. Mudaremos o sistema ([l.1) em
coordenadas polares. Primeiramente consideremos um sistema homogéneo

k
r = Zpk—v,vxk_vyv - Pk (Ia y) 5
0 (4.2)

k
y/ = ZQkfv,vxk_UyU = Qk (xa y) .
v=0

Fazendo a mudanca de coordenadas, para x = rcosf e y = rsenfl e derivando x
e y, temos, @’ = 1'cos) — rsenff’ e y' = 1'send + rcosff’. Substituindo em (4.2)),

68
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obtemos

k
'cost) — rsenff = Zpk—vw (rcos0)" ™" (rsend)”
v=0

k (43)
r'senf) 4+ rcosff’ = qu,w (rcosd) ™" (rsenf)” .
v=0
A partir de (4.3)), obtemos 7’ e ¢’
k
Zpk—w (rcosd)* ™" (rsenf)’  —rsenf
v=0
k
qu,w (rcosd)* " (rsend)” rcost
'I"l _ v=0
,
k k
rcosQZpk_v,v (rcosf)" ™" (rsend)” + TsenGqu_v,v (rcosf)" ™" (rsend)’
7”/ _ v=0 v=0
r
k k
r = Zpk_vvvrkcosk*“l@senve + qu_vvvrkcoskfvﬁsenvﬂe
v=0 v=0
k
cosf Zpk—v,v (rcosd)* " (rsend)”
’UEO
senf ZQk—v,v (rcosd) " (rsend)”
9/ — v=0
,
k k
cos@qu_M (rcosd) ™" (rsenf)” — sen@Zpk_v,v (rcosd)* " (rsend)”
9/ — v=0 v=0
r
WA k
o == o k k—v—l—le vg — o k k—ve v+19
. (;qk W cos sen ;pk o cos""fsen
k k
0 = qu_v,vrk_lcosk_”+1056n”«9 — Zpk_wrk_1cosk_”6’sen”+10.
v=0 v=0

Assim, o sistema em coordenadas polares é

k
r =k E (cos@pk_vyvcoskfvgsenve + senﬁqk_vvvcoskwﬁsenvﬁ)
v=0

k
9 = k—1 ( 0 k—v@ vh 0 k—ve vg
=r cos0qy_y ,COS sen”0 — senblpy_, ,cos sen ,

v=0
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o qual podemos escrever como:

' =rkfi (0), (4.4)
0 = Tkilgk (6) ) ‘

onde

{fk (0) = cosOPy (cost, send) + senfQy, (cosh, send) , (4.5)

gr (0) = cosQy (cosh, sen) + senl Py (cosb, senf) .
De ([4.5)), segue que o sistema (f£.1) pode ser escrito em coordenadas polares como:

r = ka (0)r*,
kzl

0 = ng (0) rk=L.
k=1

Em alguns casos particulares, pode-se escrever o sistema ( como uma sb
equagao do tipo (3.10) com variavel independente §. Entao, as solugdes fechadas
isoladas de ([3.10) corresponderam para os ciclos limites da equacao (§.1).

(4.6)

Os resultados obtidos nas secoes anteriores serao usados para o estudo de
alguns exemplos particulares. O primeiro exemplo pertence aos sistemas rigidos,
isto é, sistemas tendo ao origem do tipo foco ou de tipo centro.

Proposicao 4.1. Consideremos o sistema:

n—1

¥ =ar—cy+ Zka (z,y),

) (4.7)
Y =cr+ay+ Y yFi(z,y),

k=1

onde a < 0 < ¢ e Fy, sao polindmios homogéneos de grau k. Suponha que existem
alguns j = 2,...n — 1 tais que, Fy (cosf,send) > 0 para todo k = j,...,n e

n—1

0 € [0,27], e além disso ZFk (cosf, sen®) > 0 para todo 6 € [0,27]. Entao, o
h=j
sistema (4.7)) tem pelo menos um ciclo limite.

Demonstracao:

Primeiramente mudamos o sistema ( para coordenadas polares x = rcosb,



71

y = rsenf e as derivadas ©’ = r'cost — rsenff’ e iy’ = r'senf + rcos6f’.

n—1

r’'cost) — rsenff’ = arcosh — crsend + Zrcos@Fk (rcosf, rsend),
i (4.8)
r’'senf + rcosd8’ = crcost + arsent + eren@Fk (rcosf, rsend) .
k=1
A partir de (4.8 obtemos 7’ e ¢’
n—1
arcost — crsent + Zrcos@Fkrk —rsend
k=1
n—1
crcost + arsent + erenGFkrk rcosd
7"/ — k=1
r
1 n—1
_ 2 210 .k
= <a7‘ —1—27“ Fyr >
k=1
n—1
= ar+ ZFk (cosf, senf)) r*+1
kil
= ar+ ZFk,l (cos), send) r*
=2
e
n—1
cosbt arcost — crsenf + Z'r’cos@Fkrk
k=1
n—1
senb crcost + arsent + erenﬁFkrk
9/ _ k=1
-

cr (sen? + cos?0)

r

= C.

Finalmente, obtemos o seguinte sistema:

' =ar+ ZFk—l (cos, senf) r*,

— (4.9)
0 =c.
Tomando r em funcao de 6, temos
d IR
d_g = %r + E;Fkl (cosB), senf) r*. (4.10)

A equagao (4.10)) é a equagao diferencial de Abel no caso quando ag = 0. Vejamos
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se satisfaz as condigdes do Teorema B.4] Por hipotese, temos que: a < 0 < ¢,

a
entao — < 0. Dai:
27 2
a a a 2ma
/ —dt:—/ dt = —t |7"= "— < 0.
0 C cJo c c

c

27 27ra

Portanto, / ap (t)dt = / —dt < 0. Pelo Teorema , temos que nossa
0 0o ¢

equagao diferencial de primeira ordem (Equagao de Abel), tem pelo menos uma
solucao fechada, isolada e positiva. Entao o sistema considerado tem pelo menos
um ciclo limite. g

Proposicao 4.2. Considere o sistema:

v = x+ Py (z,y) + Zmek (z,y),
k=2 (4.11)
Y = A2+ Qui (2,9) + Y _yFi (2,9),

k=2

onde m € N e Fn sao polinomios de grau mk. Se gn.1(6) > 0 (< 0

2 - 6
f+—1()d6 # 0, entao, existe A\g > 0
0 Gms1(0)

tal que, (4.11)) tem pelo menos um ciclo limite para todo 0 < A < Ag.

respetivamente) para todo 0 € [0,27] e

Demonstracao:

Mudando o sistema para as coordenadas polares, onde x = rcosf, y = rsenf
e as derivadas =’ = r'cost — rsenft’ e y' = r'senf + rcosff’, obtemos

r’'cost — rsenff’ = \rcost + Py, (rcost, rsend) + Zrcoseka (rcosf, rsend) ,
k=2

r'sen + rcosff = Arcost + Qi1 (rcos, rsenf) + eren@ka (rcosf, rsend) .

k=2
A partir deste sistema obtemos 7’ e ¢’,
n
Arcost) +r™ TP, L+ rcos@Zkarmk —rsend
k=2
n
Arsend + r™H Q0 + TSG%@Zkaka rcost
/ k=2

T

()\7’ + 1™ eosOP,, 1 + " senfQpa + rZkarmk>
f—2

,
.
n
— </\7’ + 7™ eosOP,, 11 + " sendQ it + rZkarmk
k=2
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Agora obtemos também 6.

cost) Arcost) +rmtIP L+ rcos@Zkarmk

k=2
n
senb Arsenf + r"™ Q.1 + rsenf E Fpr™
(9/ _ k=2
m+1 r m+1

= ! c080Q 11 (cosb, sen)) —

= 0 =1"(cos0Q 11 (cosh, senh) — send Py, .1 (cos, send)) .

senf Py, 11 (cosb, send)

Assim, com r’ e €', obtemos o seguinte sistema:
= A+ 1r"cosOP,, .1 (cosl, send) + r™senfQ,,. 1 (cosh, send) +

Zka (cosB, senf)) rmF+t
k=2
0 = 1" (cosOQmt1 (cosh, senl) — senb P, (cosh, senb))

Fazendo:
fma1 (0) = cosOP,, 11 (cosh, senl) + senbQ,,+1 (cosl, send)
Im+1 (0) = cos0Q 11 (cosh, senb) — senb P, 11 (cosh, senf),

nosso sistema em coordenadas polares é

=M+ [ (0) 1™+ Zka (cosB, senf)) r™F+L

r (4.12)

0 = gy (0) ™.
Agora, consideremos também a seguinte mudanca: R = r™. Derivando, obtemos

@ = mr"“lﬁ
dt dt’

dR -
- = mAR +mR%f,, 1 (0) + ;Fk (cosB, senfl) mRF+L,

Tomando R em fungao de 6.

dR _ mR
d0  Gmi1 (0) R

A+ Rfmgr (60) + ZFk (cosB, send) Rk>
k=2

dR m .
= A+ Rfn, 9—{—2 F, (cosf, sen) RF
a0 G (9) ( f +1( ) k( ) )

k=2
dR _ m fmr (0) 1 N
i AR + R+ Fj(cosb, send) R*. 4.13
do Gm+1 (0) Im+1 (0) kz:; 3 ) ( )

(4.13)) € uma equacao diferencial de Abel do tipo ( Vejamos que essa equacao
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diferencial satisfaz as hipoteses do Teorema De fato,

o o o fm+1 (‘9) . o fm+1 (6)
/0 a1 (£) dt = /0 m9m+1 (9) W =m 0 Ym+1 (9)d9 70

ao (1) = AP (1) = A (L) .

Im+1 (6)
Pelo Teorema [3.10] existe A\g > 0 tal que para todo A € (0, \g) existe, ao menos,
dR & :
uma solucao fechada isolada da equacgao i Zaj (0) R, onde:
=0
m m fmi1 (0)
ag(0) = ——, a1 () = ———=,
O @ = 0
aj () = m F; (cosb, send) , Vj > 2.

B Im+1 (6)

Entao, o sistema considerado tem pelo menos um ciclo limite. g

Proposicao 4.3. Considere o sistema:

{x’ = —y+alfot fmor (@,9) + faor (2,9)] (4.14)

Y= x+ylfot fm(2,y)+ far (2,y)]

sendo f; (z,y) polindmios homogéneos de grau i e 0 < m < n. Suponhamos que
frn—1(cosb, send) ou fn,_1(cosh, send) nao mudam de sinal. Entdo o sistema tem
no mdaximo dois ciclos limite.

Demonstracao:

Mudando o sistema para as coordenadas polares, onde x = rcosf, y = rsenf
e as derivadas ©’ = r'cost — rsenbf’, iy = r’'senf — rcos60’:

r'cosl — rsenfl = —rsend + rcosd [fo +r™ ! fr_1 (cosO, send) +
r" 1 f,_1 (cosl, senf)], (4.15)
r'sen® — rcosfl = rcosd + rsend [fo + 1™ fru_1 (cost, send) + '

r"tf._1 (cosb, send)] .

Consideremos

F(r,0) = fo+1"" f_1(cost, send) +r" ' f,,_1 (cosd, send) .
A partir do sistema (4.15), obtemos ' e 6



I6)

—rsenf) + rcosOF (r,0)  —rsenf

v rcosl + rsendF (r,0) rcosd

_ —r?cosfsen + r2c0s20F (r,0) + r?cosfsend + r*sen*0F (r,0)

r?F (r,0) g
= ———==7rF(r0)
r
e
cos)  —rsenb + rcosOF (r,0)

g senf rcost + rsenfF (r,6)

”
rcos?d + rcosfsendF (r,0) + rsen®6 — rcosfsendF (r,0)
r

= 1.

Tomando r em fun¢do de € e substituindo F (r,8), obtemos:

d—; = r[fo+r"" fr1(cosh, senf) + r" 71 f, 1 (cosB, senb)]
d—g = Tfo —+ ’]”mfm,1 (COSQ, 86”9) + Tnfnfl (COS@, Sene)
dr
a0 fn—1(cos0, send) 1" + f—1 (cost), send) r™ + for, (4.16)

onde é uma equacao diferencial da forma ( Além disso, como
0 <m<mnentaio -1 < m—1< n—1onde m —1e n— 1 sao nimeros
naturais, temos 0 <m —1 <n — 1 dai 1 < m < n. Portanto, nosso sistema tem
no méaximo dois ciclos limite. g

Finalmente, consideremos um sistema sem parte linear.

Proposicao 4.4. Considere o sistema:

l‘l = Pm+1 ("L‘ay) + AzFZm (IL’, ?/) + Zmek’ (‘Ta y) )
k=3 (4.17)

y/ = Qerl (fl’,y) + )‘yFZm (flf,y) + Zyka (l’, y) 9
k=3

onde m € N e F, sao polinodmios homogéneos de grau mk. Suponhamos as
sequintes condigoes:

1. gm+1(0) >0 (<0) para todo 0 € |0, 27];

2. fo27r ay (0)df # 0, sendo ay (0) = M}.
Gm+1 (0)
2
3. A fungio M (0) = —/ G (9,s) Fom (CZS <3)(’:;€n <3))ds é positiva para
m+1

0
todo 0 € [0,27], onde G (0,s) é a fun¢ao de Green do operador L |x] =
'+ ay (0) x, com condigoes periddicas dadas por (3.5)).
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Entao, existe \g > 0 tal que o sistema (4.17)), tem pelo menos um ciclo limite
para todo A > \g.

Demonstragao:

Primeiramente mudamos o sistema (4.17) para outro sistema em coordenadas
polares x = rcosh, y = rsenf e suas derivadas ' = 1'cosf — rsendf’ e
Yy = r'sen + rcosdd’:

(1'cost) — rsenff = P, i1 (rcost, rsend)) + ArcosdFy,, (rcosd, rsend) +

Zrcosﬁka (rcosf, rsend),
k=3
r’'senf + rcosf0 = Qi1 (reosh, rsend) + ArsenlFs, (rcosf, rsend) +

eren@ka (rcosf, rsend) .

\ k=3

(4.18)
A partir de (4.18)), obtemos 7’ e ¢,

rmtLP o+ AP cosOFy,, + Zrcos@karmk —rsend
kz?)
r™ Qo + ArrimsenfFy,, + erenGkarmk rcost
r o= k=3
r n
= " eosOP,, 1 + " sendQpit + Arr? M, + TZkarmk
k=3
= ™ (cosOP 41 + senlQ 1) + Arr® ™ Fy,, + T‘Zkarmk
. k=3
= rm+1fm+1 (9) + /\T2m+1F2m + Zkarkarla
k=3
e
m+1 2m mk
cost rm T Py + Arre™cost Fy,, + Zrcos@kar
kii’)
senf  r"HQua1 + Arr?sendFy,, + erenGkarmk
9/ _ k=3
7Jn—l—l r

= (cos0Qm 41 — senb P i1)

,
= "9 (9) :

Considerando a mudanca para r, R = r" e sua derivada é



7

dR
dt

= mrmflﬁ

d
= mrm! (rm+1fm+1 (0) + A2y, (cosf), senf) + Zka (cosb, send) ka+1>
k=3

= mr? fra1 (0) + dmrd™ Ey,, (cost, senf) + Zka (cosh, senf) my™(*k+1)
k=3
= m (™) frns1 (0) + M (r™)? Fay, (cosb, senb) + Zka (cosb, senf) m (rm)]chl
k=3

= R =mR?f11(0) + AmR3Fyy, (cosl, send) + mZka (cosb, senf) RFHL.
k=3

Tomando R em funcao de 6, temos

CclT]; = % <Rfm+1 (0) + A\Fy,, (cost), senf) R? + kZ:Ska (cosb, send) Rk>
= m Rfmi1(0) + M\Fay, (cost, senf) R? + Zka (cos), senf) R*
9m+1( ) 3
M frmt1 (0) mEsy, (cosd, send) _, " mF (cosf, send) i
= R+ A R” + R",
Im+1 (9) Im+1 (9) kzg Im+1 (0)
a qual é a Equagao de Abel, onde ag (6) = 0. Agora
i =a (9)R+)\P(9)R2+zn:a (6) R
4o 1 k )
m fms1 (6) mFy, (cost, senf)
onde a1 () = —————=, as (0) =
= @Y s )

F,

e ax () mEm (cose,sené)’ k> 3.
Im+1 (9)
dR . Lo .
Sy =u(®)R+a0)R +Y ar ()R = ar () R
k=3 k=1
Fazendo a mudanga w (0) = e derivando W' () = — R (6) temos
R (0) R ()"

n

R R? 1

=1 (6) s — @2 (6) 1 — 75>k (6) R

R/
R

/

k=3

=—aq (9 =~ Zak (1)M

W =—a; (0)w—as( gak 2

e portanto

Wt ay (0)w=—AP(0) = > a () w2
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Consideremos a seguinte equacao perturbada:

Y +ar(0)y=—P(0) =D " lay(0)y
k=3

onde ay, P: [0,27] — R sdo fung¢bes continuas e
c: [0,2nr] x I xR — R

(tye) — cltye) = Y e 2a, (0)y =+
k=3

¢ uma funcao continua, com derivadas continuas em y e €. Agora, consideremos
a parte linear desta equacao diferencial:

mFs,, (cosf, sent

o+ ar )y = - '~ pw). (1.19)
Im+1 (0)

onde a tnica solugao desta equagio, M () é positiva para todo 0 € [0, 2x]. Entao,

pelo Teorema, existe A\g > A tal que para todo A > )\ existe pelo menos uma

solucao fechada isolada positiva da equacao,

n

R = ar(0) R".

k=1

Entao, (4.17) possui pelo menos um ciclo limite. g
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