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Resumo

LORENZONI FILHO, Paulo Henrique, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, abril de
2025. Propagacgao epidémica em multigrafos. Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior.

Coorientador: Wesley Francis Costa Cota.

Multigrafos sao redes que possuem multiplas conexoes entre vértices. Redes com distri-
buigao de grau em lei de poténcia P(k) ~ k=7 apresentam um corte natural ky ~ N =
Problemas de conectividade podem surgir para redes heterogéneas que permitem apenas
uma conexao unica entre pares, ou seja, grafos simples. Por um lado, o algoritmo pode
nao completar todas as conexoes, resultando em alto custo computacional. Por outro lado,
permitir multiplas conexoes permite gerar redes sem tais problemas. Portanto, motivado
por uma perspectiva metodologica, este estudo propoe a propagacao de epidemias em redes
simples e multigrafos com k.. ~ ky. Realizou-se andlise quase estacionaria (QS) para
medir o limiar epidémico, a densidade de individuos infectados, a suscetibilidade dinamica
e a razao de participacao inversa (RPI) usando o Algoritmo de Gillespie Otimizado (OGA).
Assim, foram realizadas analises de tamanho finito a fim de comparar os expoentes de
escala para o modelos Suscetivel-Infectado-Suscetivel (SIS), Suscetivel-Infectado-Removido-
Suscetivel (SIRS) e Processo de Contato (PC) em grafos simples e multigrafos. Além
disso, comparou-se o limiar epidémico e a RPI previstos por teorias de campo médio
com aqueles obtidos nas simulagoes estocdsticas. Observou-se que o PC ¢é invariante a
presenca de multiplas conexoes e que as previsoes das teorias de campo médio concordam
com os resultados obtidos nas simulagoes. O modelo SIRS nao apresentou diferenga no
comportamento de escala para as grandezas mensuradas e os resultados concordam para
simulagoes e campo médio para ambos tipos de grafos. Finalmente, as grandezas QS nao
mostraram diferenca significativa no comportamento de escala para o modelo SIS com
v > 5/2. Para v < 5/2, as grandezas apresentam diferengas no comportamento de escala,
mas a fisica é preservada no limite termodinamico. A implementacao de multigrafos para
a investigacao de processos epidémicos se mostrou adequada uma vez que nao altera a

fisica dos modelos epidémicos nem a fisica das abordagens de campo médio.

Palavras-chave: redes complexas, fenomenos criticos, teorias de campo médio, fendomenos

de localizacao.



Abstract

LORENZONI FILHO, Paulo Henrique, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, April 2025.
Epidemic spreading in multigraphs. Adviser: Silvio da Costa Ferreira Junior. Co-advisor:

Wesley Francis Costa Cota.

Multigraphs are networks with multiple connections between vertices. Networks with a
power-law degree distribution P(k) ~ k™7 exhibit a natural cutoff ky ~ N 1. Connecti-
vity issues can arise for heterogeneous networks that allow only a single connection between
pairs, i.e., simple graphs. On one hand, the algorithm may fail to complete all connections,
resulting in high computational cost. On the other hand, allowing multiple connections
enables the generation of networks without these drawbacks. Therefore, motivated by a
methodological perspective, this study investigates epidemic spreading on both simple
networks and multigraphs with k.. ~ kx. A quasi-stationary (QS) analysis was performed
to measure the epidemic threshold, the density of infected individuals, dynamic susceptibi-
lity, and the inverse participation ratio (IPR) using the Optimized Gillespie Algorithm
(OGA). Additionally, finite-size analyses were conducted to compare the scaling exponents
for the Susceptible-Infected-Susceptible (SIS), Susceptible-Infected-Removed-Susceptible
(SIRS), and Contact Process (CP) models on simple graphs and multigraphs. Furthermore,
the epidemic threshold and inverse participation ratio predicted by mean-field theories were
compared with those obtained from stochastic simulations. It was observed that the CP is
invariant to the presence of multiple connections, and that the predictions of mean-field
theories agree with the results obtained from the simulations. The SIRS model showed no
difference in scaling behavior for the measured quantities, and the results agreed for both
simulations and mean-field theory for both types of graphs. Finally, the QS quantities
showed no significant difference in scaling behavior for the SIS model with v > 5/2. For
v < 5/2, the quantities exhibit differences in scaling behavior, but the physics is preserved
in the thermodynamic limit. The implementation of multigraphs for investigating epidemic
processes proved to be feasible as it does not alter the physics of the epidemic models nor

the physics of mean-field approaches.

Keywords: complex networks, critical phenomena, mean-field theories, localization pheno-

mena.
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Capitulo I

Introducao

Contemporaneamente, o avanco do poder computacional possibilitou a coleta e o
tratamento de dados relativos a uma ampla gama de redes, fomentando a investigagao
detalhada de suas propriedades estruturais e funcionais [1]. Nesse sentido, a ciéncia de redes
se mostra um campo de estudos multidisciplinar que contribui para o desenvolvimento de
farmacos minimizando os efeitos colaterais, para o estudo de fenomenos de sincronizacao,
processos epidémicos, econofisica, dentre diversos outros exemplos de aplicagoes. [2—4].

Além de redes reais, é comum estudar redes sintéticas geradas por modelos computacio-
nais com distribuicao de contatos arbitraria. Diante disso, destacam-se as redes que seguem
uma distribui¢do de contatos em lei de poténcia P(k) ~ k~7. O interesse nesse grupo de
redes é serd justificado em secoes subsequentes. Em geral, utiliza-se com maior frequéncia o
modelo de configuragoes nao-correlacionado (UCM!') [5]. Este modelo possibilita a geragao
de redes descorrelacionadas a partir da introducdo de um corte estrutural k;, ~ v/N na
distribuicao de grau. Nesse contexto, diversos estudos foram conduzidos pelo Grupo de
Investigagao de Sistemas Complexos (GISC) da UFV [6-10].

Por outro lado, o modelo de configuragoes, proposto por Molloy e Reed, gera redes
com distribuicao de contatos arbitraria considerando além de conexoes simples, ou seja,
apenas uma conexao entre um par de individuos, multiplas conexdes e autoconexoes [11].
Neste modelo, o corte da distribuicao de contatos é o corte natural ky da lei de poténcia,
que escala com ky ~ NY/O=Y A implementacao do modelo de configuracoes permitindo
somente uma conexao entre pares introduz correlacoes estruturais na rede. Ademais,
obstaculos na criagao das redes impedem o estudo nesses sistemas, uma vez que a depender
do tamanho e da heterogeneidade é impossivel completar as ligagdes da rede [5,12].
Por outro lado, a permissao de multiplas conexoes elimina as correlagoes e suprime os
obstaculos relativos a criacao da rede supracitados. Com isso, o tratamento analitico via
aproximacoes de campo médio é simplificado visto que nao ha correlacao de grau na rede.

Portanto, sob o ponto de vista computacional e matematico, os multigrafos se mostram

Do inglés: Uncorrelated Configuration Model.



Capitulo I

estruturas interessantes para o estudo de processos dinamicos [7,10,13-15].

Sob motivagao metodoldgica, investigou-se o efeito de multiplas conexoes na propa-
gacao epidémica nos modelos Suscetivel-Infectado-Suscetivel (SIS), Suscetivel-Infectado-
Removido-Suscetivel (SIRS) e Processo de Contato (PC) em redes com distribuigao de
contatos em lei de poténcia. Para tanto, realizou-se analises quase estaciondrias a partir de
simulagoes estocasticas de tempo continuo. Diante disso, realizou-se anélises de tamanho
finito para cada modelo em redes simples e em redes com multiplas conexoes a fim de
comparar os resultados. Além disso, comparou-se resultados obtidos nas simulacgoes para
ambos os tipos de redes com as previsoes das teorias de campo médio.

Em relacao ao processo de contato, observou-se que as multiplas conexoes nao alteram
os expoentes de escala da andlise de tamanho finito para as grandezas mensuradas. Por
outro lado, a presencga do corte natural introduziu localizagao nao extensiva no modelo.
Observou-se concordancia entre as teorias de campo médio e as simulagoes. Mostrou-se
que a localizacao esperada para o PC em redes descorrelacionadas é, de fato, nao extensiva.

No tocante ao modelo SIS, multiplas conexdes nao alteram significativamente os
expoentes da anélise de tamanho finito para v > 5/2 e a teoria de campo médio heterogénea
superestima o limiar para ambos os tipos de rede. Quando v < 5/2, observa-se que a
localizacao ¢ maior em redes com multiplas conexodes. No entanto, observa-se concordancia
no comportamento de escala entre o limiar obtido nas simulacoes e as previsoes das teorias
de campo médio.

No modelo SIRS, o evento de imunizagao temporaria atenua os efeitos de multiplas
conexoes. Sendo assim, verificou-se que nao ha diferenca nos expoentes da analise de
tamanho finito para ambos tipos de redes. Embora a teoria de campo médio microscépica
de pares estime o limiar epidémico com maior acuracia para redes simples, o limiar das
redes com multiplas conexoes também exibe concordancia no comportamento de escala.

De maneira geral, o uso de multigrafos se mostrou factivel uma vez que nao altera a
natureza da transicao de fase, a previsao das teorias de campo médio ou os resultados das
simulagoes. Nao observou-se nenhuma alteragao na fisica dos modelos empregados, de
maneira que o limiar e a densidade de infectados se mantém nulo para os modelos SIS e
SIRS no limite termodinamico em ambos tipos de rede, ainda que redes com multiplas
conexoes apresentem maior localizagao para esses modelos. Em concordancia com o
exposto, o processo de contato se mostrou invariante a presenca de miltiplas conexoes do
ponto de vista de simulagoes e teorias de campo médio.

Em virtude da exposicao, no Capitulo II consta a descricao dos conceitos bésicos de
redes complexas e dos modelos epidémicos, a apresentacao das teorias de campo médio e do
fenomeno de localizagao. O Capitulo III apresenta o modelo de configuragoes e os detalhes
computacionais para a implementacao de simulacoes estocéasticas de tempo continuo. Os
resultados e discussoes para cada modelo sao apresentados no Capitulo IV. Finalmente, no

Capitulo V sao apresentadas as consideracoes finais e as perspectivas futuras.



Capitulo 11

Fundamentacao teorica

2.1 Redes complexas: conceitos basicos

O estudo das redes fornece uma base tedrica que possibilita a representacao conceitual
adequada das relagoes entre as componentes de um sistema complexo, de modo que a
caracterizacao do sistema envolve o conhecimento das interagoes entre um grande nimero
de individuos. Para o que se segue, é importante destacar que as redes complexas nao
tém relagao direta com sistemas complicados. De acordo com [1], a complexidade das
redes é caracterizada pela emergéncia de fenomenos e propriedades que se originam
espontaneamente das interagoes diversas entre as partes constituintes, como a organizagao
do sistema em estruturas emergentes especificas, por exemplo. Além disso, o estudo
isolado de subconjuntos nao permite a compreensao do sistema em sua totalidade, visto
que principios de auto-organizacao residem na interacao coletiva e nao supervisionada de
muitos agentes. Nesse contexto, processos e interagoes diversas podem ser estudados em

tais estruturas, interagoes sociais sao um exemplo. Assim, a Figura 2.1 mostra diferentes

interagoes sociais estruturadas em uma rede.

%

F

Figura 2.1: Ilustragao esquematica de uma rede de interacoes entre pessoas.

Portanto, nesta secao sera introduzida a teoria de grafos, utilizada para representar e

10



Capitulo II 2.1. Redes complexas: conceitos bésicos

caracterizar estatisticamente tais estruturas, com base na referéncia [2].

Por definicao, uma rede é um conjunto de vértices ou nds conectados por ligagoes
diretas entre pares. Tal estrutura estd alicercada no objeto matematico conhecido por
grafo. Um grafo simples possui apenas uma conexao entre pares de vértices, ao passo que
no multigrafo sdo permitidas multiplas conexdes. A fim de exemplificar ambos, a Figura

2.2 exibe a comparacao entre um multigrafo e um grafo simples.

@ o (b)

—
o~ 00

Figura 2.2: (a) Multigrafo e (b) grafo simples. Vértices representam individuos e as linhas
a interagao entre os pares. As cores indicam estados dos agentes representados por vértices.

O ntimero de conexoes de um determinado vértice é o seu grau k. Na Figura 2.2, o
vértice do centro (em cor vermelho) tem grau k& = 10 para o multigrafo e grau k = 4 para o
grafo simples. Diante do exposto, trés quantidades sao introduzidas: o nimero de vértices

N, o grau k; de um vértice i e o grau médio (k) definido por:

(k) = %Zk (2.1)

Além dos tipos de grafos ja mencionados, existem outros diversos com as mais variadas
topologias, sendo alguns exemplos o grafo regular, ponderado e direcionado. A Figura 2.3

ilustra as estruturas mencionadas.

Grafo regular Grafo ponderado Grafo direcionado

Figura 2.3: Exemplos de diferentes tipos de grafos: regular, ponderado e direcionado. O
grafo ponderado possui pesos w nas conexoes distribuidos arbitrariamente. No caso do
grafo direcionado, as conexoes nao sao necessariamente reciprocas.

11



Capitulo II 2.1. Redes complexas: conceitos bésicos

Matriz de adjacéncia

Matematicamente, grafos podem representados por uma matriz de adjacéncia com
N x N elementos. Para grafos simples, define-se uma matriz A simétrica tal que A;; = 1 se
houver conexao entre os vértices i e j. Caso contrario, A;; = 0. A diagonal é nula quando
nao sao permitidas autoconexoes. A Figura 2.4 exibe um grafo simples e nao direcionado

em conjunto com a matriz de adjacéncia A correspondente.

— = = O
_— O O = =
OO O = O
SO == O

S
I
OO R MO

Figura 2.4: Representacao de um grafo simples e nao direcionado via matriz de adjacéncia.

De outra perspectiva, um multigrafo também pode ser representado pela matriz de
adjacencia. Nesse cenario, armazena-se o nimero de conexoes n entre o par de vértices.
Portanto, A;; = n quando houver n conexoes entre i e j, com ¢ # j. Caso contrério,
ou seja, se nao houver nenhuma conexao entre ¢ e j, A;; = 0. A Figura 2.5 exibe um

multigrafo nao direcionado e a matriz de adjacéncia A associada.

55—

S o NN O
o = O N
— = O =N
SO = OO
SO = =O

Figura 2.5: Representacao de um multigrafo e nao direcionado via matriz de adjacéncia.

Logo, observa-se que o grau k; ¢ dado pela expressao:

ki = Z Ay (2.2)

Embora a matriz de adjacéncia ofereca vantagens no calculo de quantidades relacionadas

a rede, sua implementacao se torna computacionalmente inadequada para sistemas muito

12



Capitulo II 2.1. Redes complexas: conceitos bésicos

grandes, em virtude do uso excessivo de meméria computacional que configura um obstaculo

significativo a medida que o tamanho da rede aumenta.

Distribuicao de grau

Por definicao, a distribuicao de grau P, ¢ a probabilidade de um vértice escolhido

aleatoriamente ter grau k. Nesse contexto, a expressao ¢ definida como

N,
Pk:Wk7

onde Ny é o numero de vértices com grau k. Tratando-se de uma distribuicao de probabili-

(2.3)

dades, Py deve ser normalizada. Assim, a Figura 2.6 exibe a distribui¢ao de grau para um

grafo simples e para um multigrafo.

Grafo simples 0 5Distribui(;z"ao de grau para o grafo simples

N o0 |

4
0.14
5
0.0-— v T "
1 2 3 4 5
k
Multigrafo 0.5 Distribuicéo de grau para o multigrafo

1

7 g ‘

3¥/5 Pk0.3

021@ [ [ ]
0.1

0.0

4

Figura 2.6: Distribuicao de probabilidades Pj para um grafo simples (parte superior da
figura) e para um multigrafo (parte inferior da figura). No caso do grafo simples, os vértices
1 e 5 possuem grau ky = 2, ks = 2 e P, = 2/5, o vértice 4 possui ky =1 e P, = 1/5,
o vértice 3 possui k3 = 3 e P3 = 1/5, o vértice 2 possui grau ko = 4 e P, = 1/5. Em
contrapartida, no multigrafo os vértice 1 e 2 possuem grau ky = 4, ks = 4 e Py = 2/5,
o vértice 3 possui grau k3 = 5 e P; = 1/5, o vértice 4 possui grau ky =1e P, =1/5, 0
vértice 5 possui ks =2 e P, =1/5.

As redes podem apresentar uma vasta quantidade de vértices, como por exemplo a
rede social do Twitter com N = 4 x 107 vértices em 2009 ou a rede de transmissao de HIV
com N = 3,5 x 10* vértices [16,17]. Sendo assim, torna-se invidvel analisar quantidades
de interesse a partir de cada vértice individualmente. Portanto, faz-se necessario a

caracterizacao estatistica da rede. Dessa forma, informagoes relevantes sobre a estrutura

13



Capitulo II 2.1. Redes complexas: conceitos bésicos

da rede sao extraidas a partir dos momentos da distribuicao de grau, definidos por

(") =Y kP, (2.4)
k
Observa-se que para x = 1 a Equacao 2.4 retorna o grau médio.

Dentre os diversos tipos de distribui¢ao de grau, existem as redes com distribuicao de
grau em lei de poténcia P(k) ~ k=7 que, por sua vez, apresentam propriedades singulares,
por exemplo: presencga de vértices com grande niimero de conexoes (hubs) e divergéncia do
segundo momento da distribuigao de grau para v < 3 com N — oo. Tal divergéncia justifica
o nome redes sem escala (em inglés: scale-free networks). Redes de interesse cientifico que
contemplam escalas diversas apresentam a propriedade de auséncia de escala, desde redes
subcelulares até redes de internet, por exemplo. Além disso, a propriedade de livre escala
¢ dita universal, pois nao depende da origem da rede, seja ela de proteinas, computadores,

cerebral, social ou qualquer outra. A Figura 2.7 mostra diferentes distribui¢oes em lei de

poténcia.
10° 10° 10°
=2,25 =3 -4
1071 % - 107 o, - 10715 —
1072 1072 1072] %
Pk10-3 (k) = 12 Pi10-3] (k)y=5 Pk10-3 (k)= 4
107¢ 10~ 10~
1073 10754 10°°
(]
10-6 — ° 1061 —.--- 10°6 RO ©
101 102 103 10* 10° 10! 102 103 10! 102 103 104
k k k

Figura 2.7: Exemplos de distribuicao de grau em lei de poténcia P, ~ k=7 para redes com
N = 10° vértices e v = {2,25, 3,4}.

Observa-se que vértices com grau k > (k) aparecem com baixa frequéncia e justificam
o termo cauda pesada. Nomeia-se tais vértices como hubs. Embora os hubs aparecam com
baixa probabilidade, nao devem ser ignorados, pois possuem grande influéncia no processo

dinamico.

Correlagao de grau

Normalmente, as redes exibem tendéncias nas relacoes entre seus vértices, o que é
chamado de correlagao de grau. Quando vértices com grau elevado tendem a se conectar
entre si, origina-se o regime associativo. Por outro lado, quando vértices de grau grande se
conectam com vértices de grau pequeno, ocorre o regime desassociativo. Caso nao haja
tendéncias, diz-se que nao ha correlagao de grau ou que a rede é descorrelacionada.

A correlacao de grau pode ser calculada partindo-se do grau médio dos vizinhos de

14



Capitulo II 2.1. Redes complexas: conceitos bésicos

cada vértice, via

N
1
biun (i) = = > ki Ai (25)
L)
e posteriormente
T
kpn(k) = — kpn(k;) Ok, - 2.6
()= 5 D o) 26
Em outros termos, a funcao k,, calcula para todo grau k
(2.7)

kn(K) = > K P(K|k),

de modo que P(k'|k) é referente a probabilidade condicional de um vértice de grau k' se
conectar com um vértice de grau k. Para redes sem correlacao de grau, a probabilidade
condicional nao depende de k. Pode-se calcular a probabilidade de qualquer aresta apontar

para um grau £’ pela expressao [1]

, . k'/Nk/ . k' N,/
P = 5= e ~ N (28)
Portanto,
ﬂiszfzﬁl
knn(k) = B 2 E'E'P(k") S (2.9)

Por outra via, algumas redes apresentam correlacao de grau que pode ser aproximada
por kn, ~ k*, como por exemplo a rede de internet [18]. Dessa maneira, quando pu < 0 o
regime é desassociativo e, quando p > 0, associativo. Quando p = 0 nao ha correlagao
de grau. A Figura 2.8 exibe o comportamento da correlagao de grau k,,, para os casos

desassociativo, neutro e associativo.

103

N =5973 vértices

N = 4941 vértices

103

N =22963 vértices

10 o o S | 10 -
o % e o.. © 040%% o )
° ° L4
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1011~ ‘ ‘ ‘ ol ‘ 10t - : : %
10° 10! 102 103 10° 10! 10 10' 102 10

k k k

Figura 2.8: Da esquerda para a direita, exemplos de correlagao de grau associativa na rede
de interacoes entre proteinas em organismo humano, correlacao de grau neutra para a rede
de distribuicao de energia dos estados do oeste estadunidense e correlagao desassociativa
na rede de sistemas autonomos de internet [19-21].
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Capitulo II 2.2. Modelos epidémicos

2.2 Modelos epidémicos

Doengas contagiosas sao caracterizadas pela transmissao de um individuo infectado
para um individuo suscetivel por meio de contatos fisicos entre individuos que podem ser
representados por redes complexas [22]. Com base em [23], os modelos epidémicos sao
utilizados para compreender comportamentos em varias escalas ou, a partir de condigoes
conhecidas, extrapolar a dinamica para outros cendrios. Dessa maneira, informacoes
de longo prazo em nivel populacional sao obtidas a partir do conhecimento em nivel
individual dos fatores epidemiolégicos. Cabe destacar que a fungao principal dos modelos
epidémicos ¢ de previsao e compreensao do cenario epidémico. Para o que se segue, as
segoes subsequentes sao destinadas a descrigao dos modelos: Processo de Contato (PC),
Suscetivel-Infectado-Suscetivel (SIS), Suscetivel-Infectado-Removido-Suscetivel (SIRS) e

do processo epidémico como transicao de fase com estado absorvente.

Processo de Contato

Sob o panorama das interacoes de contato, o PC foi originalmente concebido como um
modelo epidémico por Harris [24]. Genuinamente, trata-se de um processo de reagao-difusao.
Logo, define-se o estado dos sitios (vértices) como infectado (ocupado) ou suscetivel (vazio).
Para tanto, utiliza-se a ideia da divisao da populacao em compartimentos, sendo S a
quantidade de individuos suscetiveis e I a quantidade de infectados. No tocante a dinamica
populacional, individuos podem nascer e morrer. Sendo assim, taxas de mortalidade e
natalidade foram desconsideradas. Em outras palavras, considerou-se a populacao fixa.
Logo, define-se a densidade de suscetiveis como s = S/N e a densidade de infectados como
p=1I/N. Nota-se que S+ I =Nep=1-—s.

Vértices infectados transmitem a doenga com taxa A/k para cada vizinho. Com taxa p,
vértices infectados ficam espontaneamente curados. Assumindo homogeneidade espacial, a
densidade de vértices infectados p pode ser investigada pela expressao:

T v (2.10)
com solugao estaciondria p = 1 — /A, além da solugao trivial p = 0. Linearizando a

Equacao 2.10 para p < 1, obtém-se uma expressao simplificada de maneira que

dp

T a- 2.11

7 (A=wp (2.11)
implica em

p(t) ~ Pt (2.12)

Uma andlise de estabilidade linear na Equacao 2.11 revela que para A > 1 o estado

absorvente perde estabilidade e o sistema evolui para p =1 — /X . Verifica-se que A\, = 1
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é o limiar de ativacao da epidemia no processo de contato sob as condigoes supracitadas.
Entende-se por limiar epidémico a grandeza que separa a fase inativa (p = 0) da fase
endémica com estado estaciondrio ativo (p > 0). Somando-se a isso, a densidade de
infectados, a partir da solucio estacionaria p = 1 — /), escala com expoente 7€ =1 da

seguinte forma:

p~ (A=A (2.13)

Suscetivel-Infectado-Suscetivel

O modelo SIS descreve a dinamica de doencas as quais o individuo nao desenvolve imu-
nidade, por exemplo: doencas sexualmente transmissiveis, rotavirus e doengas ocasionadas
por bactérias [23].

Individuos suscetiveis sao infectados com taxa A e, apos um intervalo de tempo, sao
curados espontaneamente com taxa u. A Figura 2.9 ilustra a dinamica local para o modelo

SIS a partir de um vértice infectado.

to + At
A
A A
to + 3At
A A A
A A

Figura 2.9: Tlustracao da evolucao temporal do estado dos vértices da rede no modelo
SIS. Em t =ty a dinamica comeca com um vértice infectado em cor vermelho e todos os
vizinhos suscetiveis em cor azul. No instante ¢t = £y + At, o vértice 1 infecta o vértice 2.
Para t = t 4+ 2At, o vértice 1 infecta o vértice 3. Quando t = ty + 3At, o vértice 2 é curado
espontaneamente.

Partindo do pressuposto de mistura homogénea, onde individuos de uma populacao
interagem com igual chance, pode-se assumir que um individuo tenha (k) contatos e que a
doenga pode ser transmitida de um sujeito infectado para um saudédvel com taxa A (k).
Em vista da descri¢ao analitica, a evolugao temporal da densidade de infectados p pode
ser investigada pela expressao [2]:

dp

— = —hp+ A (k) (1= p)p. (2.14)
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A Equacao 2.14 possui duas solucgoes para o estado estacionario. A primeira é a solucao

trivial p = 0 e a segunda, considerando p = 1, é dada por:

Ak)y —1
= — 2.15
Por outra via, uma linearizagao na Equagao 2.14 mostra que
dp
— = (A(k) -1 2.16
L~ () - 1, (216)
conduzindo a
p(t) ~ eAR=1E, (2.17)

A partir da Equagao 2.16 e de maneira analoga ao modelo anterior, verifica-se que para
Ae (k) — 1 > 0 o estado absorvente perde estabilidade. Portanto, define-se o limiar
Ae = 1/ (k). Além disso, encontra-se a relacao p = (A — A.)/A substituindo-se A. na
Equagao 2.15 e, com isso, verifica-se que a densidade de infectados, em torno do ponto

critico, escala da seguinte maneira:

6SIS

onde B8 = 1.
Contudo, a hipétese de mistura homogénea desconsidera a estrutura espacial de uma
rede complexa. As equagOes apresentadas, a depender da situacao, podem se tornar

analiticamente intrataveis diante das consideragoes impostas sobre o sistema.

Suscetivel-Infectado-Removido-Suscetivel

O modelo SIRS é fundamentado no fato de que o individuo fica imunizado por um
determinado periodo de tempo e posteriormente volta ao estado suscetivel com taxa a.
Nesse sentido, a Figura 2.10 exibe os estados e as taxas de transicao entre estados para o

modelo em questao.

©->0-0-©

Figura 2.10: Um individuo suscetivel (S) é infectado com taxa A. Individuos infectados
(I) s@o espontaneamente curados com taxa p. Com taxa «, os individuos removidos (R)
perdem imunidade e voltam a ser suscetiveis. Quando o — oo, retoma-se o modelo SIS.

A evolucao temporal da densidade de removidos r é investigada pela expressao
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dr

— = —ar + up. 2.19
o fip (2.19)
Logo, no estado estaciondrio r = pup/a. Além disso, pode-se investigar também a densidade
de infectados de forma semelhante aos casos anteriores. Assim, verifica-se que densidade

de infectados é governada pela equacao

d

LA (1-p-1)0 (2.20)

Com isso, uma solucao estacionaria além da trivial p = 0 é dada por

1 Q
p= (1_E>a+u’ (2.21)

Performando-se uma linearizacao na Equacao 2.20 e uma analise de estabilidade linear,

verifica-se que \. = 1/ (k) semelhante ao modelo SIS. Portanto,

@ g1
= . 2.22
=i (2.22)

Dessa forma, o modelo SIRS também obedece
pr~ (A=A (2.23)
com 6SIRS — BSIS = 1.

Transicoes de fase em modelos epidémicos

Em conformidade com o exposto nas secoes anteriores, o limiar epidémico separa as
fases inativa e ativa. Todavia, redes com estruturas heterogéneas nao foram consideradas.
Uma abordagem alternativa para encontrar o limiar de transi¢ao entre fases é possivel
fundamentando-se no formalismo da termodinamica. Nesse contexto, fala-se sobre uma
transicao de fase.

Com base em [25], na termodinamica de equilibrio destacam-se dois grupos de transigao
de fase: descontinua e continua. Em sistemas de uma componente, a transicao de fase
descontinua é definida como o deslocamento do estado de equilibrio entre minimos locais da
energia livre, induzido por variagoes no parametro de ordem. Os estados de equilibrio sao
distintos e ocupam regioes separadas no espaco termodinamico de configuracoes. O termo
descontinuo ¢é devido a descontinuidade na derivada de primeira ordem da energia livre
que descreve o sistema. Por exemplo, na transicao de fase liquido-géds da agua verifica-se
uma descontinuidade na primeira derivada da energia de Gibbs em relacao a pressao,
isto é, no volume. Por outro lado, na transicao de fase continua, a descontinuidade é

encontrada em derivadas de ordem superior da energia livre. Em alguns casos na derivada
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de segunda ordem, conhecidas também por fungoes resposta. Suscetibilidade magnética
e capacidade térmica sao exemplos. Nesse cendrio, uma transi¢ao continua ocorre entre
estados adjacentes no espaco termodinamico de configuracoes.

Do ponto de vista fenomenoldgico, uma transicao de fase continua é caracterizada
pelo parametro de ordem que, por sua vez, é nulo na fase desordenada e nao nulo na fase
ordenada, como se observa em sistemas ferromagnéticos, supercondutores, entre outros [26].
No cenario aqui estudado, a transicao de fase é continua e fora do equilibrio com estado
absorvente. Uma configuragao absorvente impossibilita o espalhamento da doenca, uma
vez que o numero de infectados é zero e infecgoes exdgenas sao desconsideradas.

O parametro de ordem que descreve o sistema epidémico é a densidade de infectados p.

Diante disso, a suscetibilidade y, fungao resposta, é definida como [27]:
2\ 2
N =) (2.24)

No limite termodinamico a referida funcao reposta diverge no ponto critico. Todavia, o
tamanho dos sistemas investigados é finito e, consequentemente, identifica-se o limiar de
transi¢ao A, no pico da curva de suscetibilidade. Sendo assim, a Figura 2.11 apresenta as

curvas de suscetibilidade e densidade de infectados para grafos simples e multigrafos.

N=105 — Ac=0.0120

0.01
N=10° — A.=0.0094

10° 0.03
—— N=10* — A, =0.0490 a)
—— N=10% — A.=0.0440
102{ —a— N =105 — A =0.0202 0.02
X —— N=10% — A.=0.0154 p
——
—_—

10!

100 0.00

10-5 104 10-2 10-2 10 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
A A
00061 4 N=10° 000101 _,  n— 108
—— N=10° 0.0008{ —+— N=10°
0.004
0.0006
o
0.0004
0.002
0.0002
0.000 9| 0.0000 d)
0.010 0.014 0.018 0.022 0.606 0.007 0.008 0.009 0.010 0.011 0.012 0.013
A A

Figura 2.11: a) Suscetibilidade () para redes simples (azul) e multigrafos (vermelho)
com distribuigao de grau igual a priori, P(k) ~ k~2®. Em b), ¢) e d) observa-se para cada
tamanho o parametro de ordem p nulo para A < A. e p > 0 para A > A..

Tais medidas sao obtidas a partir de um estado quase estacionario, caracterizado pela
insercao de perturbagoes na dinamica original com a finalidade de evitar que o sistema
visite uma configuracao absorvente. As perturbacoes devem ser despreziveis no limite
termodinamico [27]. Na Segao 3.3 consta a descri¢ao dos métodos quase estaciondrios para
impor a dinamica perturbada ao sistema.

Diferentes regimes para a dinamica epidémica em fungao do tempo p(t) podem ser

definidos de acordo com a fase em que o sistema se encontra. O primeiro regime é definido
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como subcritico, ocorre quando A < A. e p(t) converge exponencialmente para zero, a
taxa de infeccao A nao é suficiente para que a epidemia seja espalhada para uma fragao
da populagao. Quando A = A, o sistema estd na fase critica e p(t) ~ t". No caso A > A,
diz-se que o sistema estd na fase supercritica, onde p(t) converge exponencialmente para
um estado estaciondrio ativo. A Figura 2.12 exibe o comportamento de p(¢) na dinamica

SIS em rede quadrada com condicao de contorno periédica e N = 2002 vértices.

10°

— A<A,
— A=A

10714 ¢
— A> A

10—2 4

P

10—3 4

10—4 4

107> - - . .

10° 10! 102 103

Figura 2.12: Densidade média de infectados em funcao do tempo para o regime subcritico
A < A, critico A = A, e supercritico A > A\.. A reta tracejada em cor preta é um ajuste em
lei de poténcia para p(t) no regime critico, onde verifica-se o comportamento em lei de
poténcia com p ~ t92% [28].

Utilizando-se da analise de tamanho finito, investiga-se o comportamento do limiar
epidémico, suscetibilidade e densidade de infectados quando o sistema tende ao limite

termodinamico. Para tanto, as leis de escala sao apresentadas:

Ae(N) — A(oo) ~ N79, (2.25)
X(Ae) ~ N7, (2.26)
p(Ae) ~ N7, (2.27)

Em face disso, no Capitulo IV, compararam-se os expoentes de escala das grandezas
mencionadas em ambos os tipos de grafos, a fim de verificar se multiplas conexdes alteram

significativamente, ou nao, o regime de escalonamento.
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2.3 Teoria de campo médio heterogénea (HMF)

A evolugao do ntimero de individuos infectados, a existéncia de um limiar epidémico e
a existéncia de um estado estacionario podem ser descritos por abordagens matematicas
denominadas aproximagoes de campo médio [29]. Nesse contexto, a propagagao epidémica
em redes com distribuicao de grau arbitraria serve como base para comparagoes com
abordagens tedricas, como as aproximagoes de campo médio [22].

Na teoria de campo médio heterogénea (HMF!) é considerada a hipétese de mistura
heterogénea, de modo que um vértice de grau k£ pode interagir com um vértice de grau
k' com uma probabilidade associada. Quantidades dinamicas sao previstas considerando
apenas o grau dos vértices. Para tanto, considera-se a densidade relativa py de vértices
infectados com grau k. Nota-se que a teoria pressupoe equivaléncia entre todos os vértices
de grau k. Além disso, o estado do par suscetivel-infectado é tal que [p;, p;] = pip;, ou
seja, o estado do vértice ¢ independe do estado do vértice j. Logo, a evolugao temporal da

densidade de infectados no modelo SIS ¢é governada por [13]

dpr

o = Hes A = o) > kP |k)pw, (2.28)

I
onde o primeiro termo é relativo aos vértices infectados sendo espontaneamente curados
com taxa 1 e o segundo termo é referente aos vértices suscetiveis de grau k& em contato
com vértices infectados de grau k' com taxa A proporcional a cada um dos k contatos.
Linearizando a Equacao 2.28 em torno do ponto fixo trivial pr = 0, encontra-se a

seguinte relacao:

dpy,
R Loy 01 2.2
o ; kk' Pk (2.29)

onde a jacobiana Ly do sistema, tomando pu = 1, é dada pela expressao:

Liw = =6 + AkP(K'|K). (2.30)

O termo de probabilidade condicional na relagdo Cyp = kP(k'|k) refere-se a matriz de
conectividade e pode nao ser analiticamente tratdvel a depender da rede. Dessa forma, uma
analise de estabilidade linear sugere que o estado absorvente é instavel para —1 + AA; > 0,

onde A; é o maior autovalor de Cy. Desse modo, o limiar epidémico é definido como

1
=i

O maior autovalor de C} é positivo e nao degenerado, tendo em vista que a matriz de

e (2.31)

conectividade atende os critérios do teorema de Perron-Frobenius [30]. Por outro lado,

para redes neutras P(k'|k) = K'P(k")/ (k) [2]. Assim, calcula-se o maior autovalor de Cly

Do inglés: Heterogeneous Mean-Field.
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via:

Aﬂ)k = Z Ckklvkl. (232)
k/

Tomando o autovetor vy = k, verifica-se que A; = (k?) / (k). Portanto, para redes sem

correlagao o limiar previsto é dado por:
k
Ae = <—> (2.33)

Observa-se que o resultado previsto para o limiar tende a zero quando N — oo para
redes sem escala. Em contrapartida, a teoria HMF prevé um limiar finito para v > 3 uma
vez que o segundo momento da distribuicao de grau é finito quando o sistema tende ao

limite termodinamico.

2.4 Teoria de campo médio microscépica (QMF)

Considerando-se a estrutura da rede codificada na matriz de adjacéncia e desprezando-
se correlagoes dinamicas via [p;, p;| = p;p;, investiga-se a evolucao temporal da densidade

de infectados no modelo SIS pela equacao [29]

N

dp;
TR + AL —p:) Z Aijp;s (2.34)

Jj=1

onde a primeira parcela é relativa aos vértices infectados ficando suscetiveis espontanea-
mente com taxa p e a segunda ¢é referente a infeccao de vértices suscetiveis em contato
com vizinhos infectados.

Uma linearizacao na Equacao 2.34 em torno de p; = 0 mostra que a jacobiana do

sistema é dada por

Lij = —,u5ij + )\Az] (235)

Considerando uma analise de estabilidade linear e p = 1, verifica-se que o estado absorvente
é instavel para —1 + AA; > 0, onde A; é o maior autovalor da matriz de adjacéncia que,
por sua vez, é simétrica e positiva. Sendo assim, o espectro de autovalores é real [31].
Ademais, o teorema de Perron-Frobenius garante que, nesse contexto, o maior autovalor
¢ nao-degenerado e positivo, de modo que o autovetor correspondente possui todas as
componentes positivas [30]. Essa andlise também ¢ valida para a matriz de conectividade
empregada na teoria HMF (Secao 2.3). Portanto, define-se o limiar epidémico previsto
pela teoria QMF? como

A = (2.36)

1
A’

2Do inglés: Quenched Mean-Field
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onde A,, é o maior autovalor da matriz de adjacéncia. Na referéncia [32], foram calculadas
expressoes analiticas para verificar o comportamento do limiar epidémico previsto pela

teoria QMF, de modo que

VNV Emaz, 7> 5/2,

%, 2<y<bh/2

(2.37)

Diante disso, nota-se que a aproximacao de campo médio microscopica estima um limiar
epidémico nulo para o sistema no limite termodinamico para qualquer valor de +, pois
Emaz — 00 quando N — 0o e o segundo momento diverge para v < 5/2. Além do mais,
observa-se que a teoria QMF prevé que o limiar escala com a razao entre o primeiro e

segundo momento da distribui¢ao de grau em concordancia com a teoria HMF'.

2.5 Teoria de campo médio microscépica de pares (pQMF)

A teoria de campo médio microscépica de pares (pQMFE?) se mostra uma abordagem
de maior acurédcia em relagao a QMF para investigar a dinamica epidémica, uma vez que

considera toda a estrutura da rede e correlagoes dindmicas em nivel de pares [14].

SIRS / SIS

Partindo-se do modelo SIRS com alicerce em [10], considera-se o; o estado do vértice
i. Define-se o; = 0 para suscetivel, o; = 1 para infectado e o; = 2 para removido. As
seguintes notagoes sao apresentadas: [A;] para a probabilidade do vértice i estar no
estado A, [A;, B;] para a probabilidade dos vértices i e j estarem nos estados A e B
simultaneamente, de modo que convengao ¢é estendida para [A;, B;, (] e assim por diante.
Dessa forma, introduz-se a notacio de pares v;; = [1;,15], ¢ij = [0s, 1], ¢y = [14,0,],
wig = [03,05], 05 = (25, 1], 05 = [1i, 2], x5 = (25,05, Xiy = [03,2] € vyy = [2;,2;]. Os
pares v;;, w;; € 1;; sao invariantes a permutacoes. Com isso, a densidade de suscetiveis s,

infectados p e removidos r, com s; + p; + r; = 1, sao expressadas por

S = wij + ¢ij + Xij
pi = Vij + 055 + by (2.38)
Ti = Xij + Vij + 04

Em linhas gerais, a densidade de infectados é governada pela equagao

dp;
dt

= —pp;i + A Z A;jbig, (2.39)
J

3Do inglés: Pair Quenched Mean-Field.
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onde observa-se que se ¢;; ~ s;p;, entao a Equacao 2.34 referente a teoria QMF ¢ retomada.

A evolucao temporal do par ¢;; ¢ matematicamente expressada por

s

7 = —(u+ Nij + by + A (05,05, L] Az — A [15, 05, 1] Ag, (2.40)

I#i I£j

onde o primeiro termo é referente a aniquilacdo do par [0;,1;] por infec¢do de i com
taxa A e pela cura de j com taxa pu. O segundo termo ¢é referente a criacao do par ¢;;
através da perda de imunidade de ¢ com taxa «. Os dois ultimos termos sao referentes,
respectivamente, a criacao e aniquila¢ao do par ¢;; via infeccao pelo vizinho [.

Executando-se uma aproximagao de pares nas Equacao 2.40 da forma [26]

A;, B[ B;
[Ai,Bj,C'l]%[ i Bill j’OZ], (2.41)
[B;]
obtém-se a seguinte relacao
j;f = —(u+ Ny +aly + A Wit g 3 Piifit . (2.42)
S; S;
#i Y #j !

Tomando ¢;; < 1, performa-se uma linearizacao na Equacao 2.42. Assim, verifica-se

que

dgi
dt

= —(p+ Ny + b + A %(Ajl — dar)- (2.43)
l

J

Manipulando-se as relagoes de completeza e demais equagoes, encontra-se que

¢ij = Cpj — Opi, (2.44)
onde 2t o+ 1)+ A
B " o+ W «
(A pra) = 2A (1 + ) + 2u(p + X+ «) (2.45)
(§]
00 1.0) My + o) (2.46)

- 2Ap+ o) +2u(p+ A+ a)
O desenvolvimento analitico das expressoes e as aproximagoes necessarias para chegar a
Equagao 2.44 é apresentado no Apéndice A.

Portanto, substituir a Equacao 2.44 na Equacao 2.39 revela a jacobiana L;; definida

por
LM% = — (4 Mei©)6i; + ACAy;. (2.47)

Sendo assim, o estado absorvente perde estabilidade quando o maior autovalor de L;;
é nulo via analise de estabilidade linear. Desse modo, caracteriza-se o limiar epidémico

Ac previsto pela teoria de pares para o modelo SIRS. Quando a@ — oo, a Equacao 2.47
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converge para a jacobiana do modelo SIS que, por sua vez, é dada por [14]

A2k; A2+ N)
SIS 2

Processo de Contato

No que diz respeito ao processo de contato, investiga-se a densidade de individuos

infectados pela equacao

dpi Gij
=+ NS 2 2.49
= —hpit ; 3 (2.49)

Considerando ;1 = 1, observa-se que a equagao dinamica para o par ¢;; no processo de

contato é dada pela expressao

doi; Gij 1 1

= —¢i — A= i+ A ——10;,0,, 1;](Ay — ) — A —[1;,0;, L;](Ay — d51).
o ij ks + ¢ + Zsjkl[ i» Ll (Aj — da) Zsikz[l il(Aia — 05)
(2.50)

Além disso, as relagoes de completeza sao dadas por

$;i = wij + ¢ij

i = Vij + 0
pi= Vi ?J (2.51)

$j = wij + ¢ij

pj = Yij + bij,

onde s; =1 — p; e s; = 1 — p;. Sendo assim, realizando a aproximacgao de pares, seguida

de linearizagao em torno de ¢;; < 1 na Equacao 2.49, mostra que

foly A A A bji

=p;i— |24+ —4+ — |0 =i | — )\E ——(A;; — ). 2.52
di Pj ( +ki+/€j>¢]+<p] p>ki+ l kl( gl ) ( )
Diante disso, tomando d¢;;/dt ~ 0 em uma aproximacao quase estatica, pode-se escrever

b — 2p; + (pj — pi) M K
TNk + Mk + 2

De maneira semelhante aos casos anteriores, pode-se encontrar a jacobiana para o PC

(2.53)

substituindo a Equacao 2.53 na Equacao 2.49, dada por

pPC __ 2 )
LI = —(14 NA)pi+ M2k + ) ) L

2.54
- 2kik; + A(k; + kj)’ (2.54)
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onde
A= Aij/ 2Kk + Mk + k). (2.55)
j
As jacobianas apresentadas sao analiticamente intrataveis para redes com distribuicao de
grau arbitraria. Dessa forma, o limiar epidémico é encontrado numericamente. Portanto,
analogamente ao modelo SIRS e SIS, o estado absorvente perde estabilidade quando o

LPC

maior autovalor de ¢é nulo.

2.6 Teoria de campo médio heterogénea de pares (pHMF)

Tratando-se do processo de contato, as teorias HMF e QMF nao apresentam precisao
satisfatoria na determinacao do limiar epidémico quando comparadas com simulagoes,
visto que ambas preveem A\, = 1 [29]. Nesse contexto, é possivel melhorar a acuracia das
previsoes levando em consideracao as correlacoes dinamicas em nivel de pares.

Como a teoria HMF é fundamentada na relacao entre vértices de grau k e k/, ajusta-se
somente os indices das notagoes de pares apresentadas na Secao 2.5. Dessa forma, a seguinte
alteragao é realizada: i — k e 7 — k', de modo que g = [y, 1] é a probabilidade do
par de vértices com grau k e k' estarem infectados simultaneamente. Assim, as relagoes de
fechamento sao dadas por

Sk = Wik + P
Pk = Vi + Prr
Sk = Wik + Pra

Pr = Viky + Ok

A evolugao temporal da densidade de vértices infectados pp com grau k é dada por

(2.56)

dpk ¢kk /
= — Nk k k 2.57
= e RSP (2.57)

Considerando i = 1, a equacao dinamica para o par ¢ ¢ expressada por

dPr Orrr / (0%, Opr, L] 0y
o = O e — AT Ak _1)ZTP(k Ly

1, Op, g
—AE-1)) [k’k+k]P(k”|k:). (2.58)
k.ll

Com formalismo semelhante ao apresentado para a teoria pQMF, encontra-se a jacobi-

ana do sistema [15]

Ak(2K — 1)
(2K + Nk’

onde o observa-se que para o maior autovalor de Ly positivo o estado absorvente é instavel.

L = — O + P(K'|k), (2.59)
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Para redes sem correlagao de grau, o limiar pode ser encontrado resolvendo-se a equacao

transcendental dada por

Ae w— (2" — D)E'P(K)
(k) < 2K + A,

= 1. (2.60)

Por outro lado, para redes com correlacao de grau, obtém-se o limiar ). resolvendo-se

numericamente a Equacao 2.59 valendo-se dos mesmos critérios de estabilidade.

2.7 O fenomeno de localizacao

No contexto epidémico, os vértices apresentam diferentes contribuicoes para a dinamica.
Assim, é importante entender como as diferentes partes da rede influenciam a propagacao
ou a sustentacao de uma epidemia. O fenomeno de localizacao esta relacionado com a
centralidade de um ou mais vértices.

A centralidade de um vértice é uma medida de sua importancia dentro da rede, ou seja,
o papel que exerce na comunicagao entre suas diversas partes ou a quantidade de vértices
que podem ser acessados a partir dele [31]. Portanto, a medida de localizagao reflete a
relevancia de um vértice ou um subgrafo? para o processo epidémico.

Goltsev et al. utilizaram o autovetor principal da matriz de adjacéncia para quantificar
a localizagao em redes heterogéneas. Dessa maneira, define-se a razao de participagao

inversa (RPI) Y, da seguinte forma [33]:

i) = i:; {vﬁl)r (2.61)

onde vi(l) sao as componentes do autovetor principal normalizado da matriz de adjacéncia.
Logo, com alicerce na teoria de campo médio microscopica, obtém-se uma medida baseada
na estrutura da rede. Além disso, o autovetor principal obtido pelas teorias pHMF e pQMF
também sao empregados para se medir localizacao. Diante disso, verifica-se a seguinte lei
de escala

Yy~ N7, (2.62)
de modo que a depender do expoente v a localizagao pode ser:
e extensiva para v = 1;
e subextensiva para 0 < v < 1;

e nao extensiva para v = 0.

4Um subgrafo é um conjunto de vértices que constitui uma fracao da rede.
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O caso nao extensivo converge para um valor finito, indicando localizagao em uma fracao
finita da rede. Em contrapartida, os casos extensivo e subextensivo indicam localizacao
nula no limite termodinamico. Ademais, dois casos limites sao apresentados: atividade
totalmente nao localizada quando Y, = 1/N e atividade totalmente localizada quando
Y, = 1. No primeiro caso, todos os vértices contribuem de forma igual para o processo
epidémico, enquanto no segundo caso apenas um vértice é responsavel por sustentar
a atividade da rede. Também é possivel realizar medidas de localizagao por meio de
simulagoes. Nesse sentido, fala-se acerca do vetor de atividade normalizado baseado no
tempo de atividade de cada vértice no estado estacionério [34]. Por fim, na Segao 3.5
consta uma proposta alternativa, com base na atividade de infeccao, para o vetor de

atividade normalizado.
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Metodologia

3.1 Representacao computacional

Computacionalmente, uma rede pode ser construida utilizando-se trés vetores unidi-
mensionais. Decompor a rede em vetores ao invés de utilizar uma matriz de adjacéncia
explicita oferece vantagens com relacao ao uso de memoria e tempo computacional. Logo,
evita-se o armazenamento de conexoes inexistentes, isto €, os zeros da matriz de adjacéncias.

Os vetores utilizados sao caracterizados da seguinte maneira:

e O vetor de grau u(1,2, ..., N) armazena o grau k; do vértice i na posicao i da seguinte

forma u(i) = k;.
e O vetor de adjacéncias v(i) é utilizado para armazenar os k; vizinhos do vértice i.

e O vetor auxiliar aux(1,2, ..., V) é destinado a armazenar a informagao da posi¢ao
vizinhanca do vértice ¢ no vetor de adjacéncias v(i). A informagao da posicao da
vizinhanga do vértice i comega em aux(i) e vai até aux(i) + k; — 1 no vetor de

adjacéncias, por exemplo.

Para o que se segue, a Figura 3.1 exibe um grafo simples e exemplifica o uso dos vetores

supracitados.

5 Vetor de grau:
‘
12345

Vetor de adjacéncias:
||2| 3| 4||| 1||| 1||| 1| 5|||4||
2 3 1 23 45

\ / Vetor auxiliar:
1]4]5]6]8]
1

I T T
1 5

234

Figura 3.1: Representagao computacional de um grafo simples e nao direcionado. Os
numeros abaixo de cada vetor marcam as informacoes sobre o grau, vizinhanga e posi¢ao
dos vizinhos.
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3.2 Modelo de configuracoes

Concebido por Molloy e Reed, o modelo de configuracoes constitui uma sequéncia de
passos computacionais para gerar uma rede sintética com distribuicao de grau desejada.
Originalmente, o modelo nao proibe nenhum tipo de conexao, ou seja, multiplas conexdes e

autoconexoes sao permitidas [11]. A Figura 3.2 esquematiza os possiveis tipos de ligagoes.

Conexao simples  Conexdes multiplas Autoconexao

ST

Figura 3.2: Tipos de conexoes permitidas pelo modelo de configuragoes.

Nesta pesquisa, evitou-se autoconexoes. Portanto, a implementagao do modelo de

configuragoes segue os passos seguintes:

e Gerar uma distribuicao de grau, de modo que cada vertice ¢ tenha um grau k;
associado. A distribuicao de grau deve ter um corte inferior kg e um corte superior
k.. A soma do vetor de grau deve ser par a fim de evitar conexoes incompletas no

caso de grafos simples.

e Uma aresta apontando para fora de um vértice é chamada stub. Um vetor de stubs
deve ser criado da seguinte forma: os stubs do vértice i devem ser nomeados por i e
sao armazenados em k; entradas do vetor. Supondo, por exemplo, que k; = 3, ky = 2

e k3 = 1. O vetor de stubs correspondente é s = (1,1,1,2,2,3).

e Dois stubs i e j sao sorteados aleatoriamente entre 1 e o total de stubs Ny. Se i = j
entao um novo sorteio é realizado. Caso ¢ # j, a conexao é armazenada na lista de
vizinhos. Caso muiltiplas conexoes sejam proibidas, deve-se verificar se a conexao

entre o par é existente, caso sim, um novo sorteio é realizado.

e Se a conexao for concluida, o nimero de stubs é diminuido em duas unidades e os
dois tltimos stubs do vetor sao remanejados para a posicao dos dois stubs sorteados.
Do exemplo acima, supoe-se que a posicao 2 e 4 do vetor de stubs foi sorteada. Assim,

o par de vértices [1,2] formam conexao. Computacionalmente:

5(2) < s(6)
s(4) + s(5) (3.1)
Ng+— Ny, —2
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e Uma estrutura condicional pode ser implementada para verificar alguns casos parti-

culares para o sorteio de stubs das posicoes ¢ e 7j;

I. Se as duas tltimas posicoes forem sorteadas, entao o nimero de stubs é decre-

mentado em duas unidades e nenhuma alteragao é feita na lista s.

IT. Se uma das posigoes sorteadas for a ultima, por exemplo j, entao o niimero de
stubs é decrementado em duas unidades e o vetor é atualizado de forma que
s(1) <= s(Ns — 1). Com isso, evita-se que um vértice faga mais conexoes do que

0 seu grau permite.
e Verifica-se o nimero total de stubs N,. Se Ny, = 0 a rede foi gerada com sucesso.

e Uma variavel 7 é associada ao nimero de tentativas de conexoes mal sucedidas. Dessa
forma, se o numero de tentativas exceder uma tolerancia, o vetor s é reconstruido e

as conexoes descartadas, preservando somente a distribuicao de grau.

Redes com distribuicao de grau em lei de poténcia apresentam um corte natural ky
que escala de acordo com [2]:
ky ~ N7, (3.2)

Nesta pesquisa, utilizou-se o corte k. ~ kxy de acordo com os casos:

koN7 T,y > 5/2
e = . (3.3)

N1 v <5/2.
A escolha do pré fator igual a 1 quando v < 5/2 justifica-se no fato de que é computacional-
mente impossivel gerar redes muito grandes sem permitir auto e miltiplas conexoes [5,12].
Para cortes k. com pré fator maior que 1, as conexoes raramente sao concluidas com
sucesso no caso de redes simples e, consequentemente, a demanda computacional aumenta.
O obstéculo é decorrente do fato de que ao final do processo, sobram somente os stubs
de vértices que ja foram conectados. Para multigrafos tais desafios nao ocorrem. O valor
utilizado para o corte inferior foi ky = 3, pois vértices com grau k < kg, nesse contexto,
nao participam significativamente no processo epidémico e para valores maiores de kg
diminui-se a heterogeneidade da rede. E importante destacar que multigrafos e redes
simples, nesse estudo, possuem exatamente a mesma distribuicao de grau, mudando apenas
as conexoes.

Sob outra perspectiva, a lei de formacao, isto é, o que é permitido ou nao, influencia
diretamente em caracteristicas estruturais da rede. Hubs tendem a se conectar mais de uma
vez, pois a probabilidade de miiltiplas conexdes nao é desprezivel no limite de N — oo [2].
Rejeitar as conexoes repetidas faz com que uma nova conexao surja com vértices de
grau menor. Consequentemente, um regime de correlacao desassociativa, denominado

desassociatividade estrutural, é introduzido no sistema. Contudo, a permissao de multiplas
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conexoes permite a conexao de quaisquer pares de vértices (7,j) com i # j e, portanto,
elimina correlagoes na rede. A Figura 3.3 exibe a comparagao entre a fungao de correlagao
de grau k,, para o caso de dessassociatividade estrutural para redes simples e correlagao

neutra para multigrafos.

103 103
0 0 e y=24 e Yy=2,6 oy=3

kc — Nl/(Y— 1)
ow. °

kc = 3Nl/(V— 1)

£102% % £102/
X A3
1014 ‘ ‘ ‘ ga) 10|
100 101 102 103 104 100

Figura 3.3: Correlagao de grau k,, para (a) multigrafos e (b) redes simples com v =
{2,4,2,6,3}. Multigrafos apresentam auséncia de correlacdo de grau, redes simples exibem
desassociatividade estrutural. As redes possuem N = 10° vértices. Os dados foram obtidos
a partir de uma amostra de rede.

Ainda em relagao aos multigrafos, o nimero de conexoes repetidas é, por definicao, a
quantidade de ligacoes entre o par (i, j). Logo, pode-se investigar o comportamento do
nimero médio de multiplas conexoes em funcao do grau para diferentes distribuicoes de

grau em lei de poténcia na Figura 3.4.

Y=2'4 ,/;.
1034 y=2,6 l'
o y=3
_ M ~ k145
2 |
101<
[eXelo 0 0 (00
100 T T T T
10! 102 103 104
k

Figura 3.4: Nimero médio de miltiplas conexées (M) em fungao do grau k para redes
sintéticas com N = 108 vértices, k. = 3N~V paray > 5/2 e k. = N0~ para v < 5/2
geradas pelo modelo de configuragoes sem autoconexoes. Utilizou-se uma amostra de rede
para cada P(k) ~ k~7. A reta tracejada é um suporte para os olhos.

3.3 Meétodos quase estacionarios

Implementar um estado quase estacionario (QS) exige a pertubacao da dinamica origi-

nal de modo a evitar o estado absorvente. Em vista disso, medidas quase estacionarias
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sao caracterizadas por médias sobre amostras que nao visitaram o estado absorvente da
dinamica original. Consequentemente, a evolugao da dinamica original e a da dinamica
perturbada é similar exceto pelo fato de que a dinamica perturbada nao possui estado
absorvente. As perturbacoes devem ser despreziveis no limite termodinamico, garantindo,
portanto, a convergéncia das quantidades QS para os valores estaciondrios [27,28]. Compu-
tacionalmente, quantidades quase estaciondrias sao calculadas apés um tempo de relaxacao
lriz € durante o tempo de média t4,,.

Para esta pesquisa, considerou-se o método da reativacao de hub e o método do campo
externo. O primeiro consiste em reinfectar o vértice com maior nimero de conexoes
imediatamente apds a cura do ultimo vértice infectado. Para redes heterogéneas, é comum
que aparega fases endémicas ou, até mesmo, metaestabilidade em torno dos hubs [27].
Logo, a reativacao de hub é uma técnica adequada para a investigagao de tais cenarios.
Entretanto, a estratégia mencionada ¢ inapropriada para medidas de localizagao, uma vez
que sempre induzira atividade na vizinhanca do hub que foi reativado. Como resultado,
obtém-se dados esptrios que nao representam realidade fisica.

Por outra via, o método do campo externo é baseado numa fonte fraca que infecta
vértices suscetiveis com taxa f. Nessa pesquisa, utilizou-se f = 10/N. No contexto da
epidemiologia, trata-se da acao de uma infeccao exégena. Evidentemente, f — 0 no limite
termodinamico. Desse modo, as medidas de localizagao estao isentas de tendéncias do
método utilizado, posto que os vértices sao escolhidos aleatoriamente para serem infectados.
Contudo, o método do campo externo pode nao revelar em totalidade o efeito de multiplas
conexoes na rede, pois os vértices aleatoriamente infectados podem espalhar a infeccao
em uma fracao da rede onde nao ha multiplas conexdes e, com isso, a comparagao direta
entre a atividade epidémica em grafos simples e multigrafos torna-se imprecisa. Portanto,
para garantir que a comparacao seja, de fato, entre ambos tipos de rede, é necessario
implementar o método da reativagao de hub, pois os vértices de maior conectividade
carregam o maior numero de multiplas conexoes.

Assim, utilizou-se o método da reativagdo de hub para mensurar o limiar epidémico A,
a suscetibilidade x e a densidade média de infectados p. As grandezas mencionadas foram

obtidas a partir dos momentos da densidade de infectados QS, expressado pela equagcao:

N
n 1 n
(p >QS =~ N» ;SD Py, (3.4)

onde P, é a probabilidade do sistema ter ¢ infectados apds o tempo de relaxagao t,,
[35]. O método do campo externo foi empregado para mensurar a localizagao Y, de
modo que primeiramente encontra-se o limiar epidémico e, posteriormente, mensura-se
a localizacao no limiar epidémico. Para realizar as simulagoes, utilizou-se tempos de
relaxagao t,; = {10°/p,2 x 10°/u} e tempos de média t4,, = {10%/1,107/p}.
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3.4 Algoritmo de Gillespie otimizado

Processos markovianos sao processos estocasticos sem meméria. Em outros termos,
a probabilidade condicional do sistema acessar a proxima configuracao depende somente
da configuracao atual. Assim, a probabilidade do sistema assumir a configuracao n no
instante de tempo ¢ é regida pela equacao mestra [36]:

% = {W(n,m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t)}, (3.5)
m
onde W (n,m) é a taxa de transi¢ao do estado n para o estado m e P(m,t) a probabilidade
do sistema assumir o estado m no instante t.

Almejando conduzir simulagoes de processos markovianos de tempo continuo, concebeu-
se algoritmo de Gillespie baseado em um vetor com todos os eventos possiveis, por exemplo:
cura, infeccao, perda de imunidade, entre outros. Todavia, tal implementacao deu origem a
uma alta complexidade computacional. Como resultado, as simulagoes consumiam tempos
computacionais da ordem de dias [35,37].

Tendo em vista a alta complexidade computacional do algoritmo de Gillespie, uma
nova versao, o algoritmo de Gillespie otimizado (AGO), baseada em processo fantasma, foi
proposta na referéncia [35]. Um processo fantasma ocorre quando um vértice infectado
tenta espalhar a doenca para outro vértice infectado ou removido. Assim, nenhum evento
de infeccao ocorre e o tempo de simulagao é atualizado incrementando-se a variacao de
tempo dt. Nesta pesquisa, simulagoes estocasticas de tempo continuo foram conduzidas
empregando-se o AGO.

Computacionalmente, o AGO conta com dois vetores unidimensionais, além dos vetores
necessarios para representar a estrutura de uma rede (Segao 3.2). O primeiro vetor é
utilizado para armazenar o estado o; de cada vértice da rede, de modo que o vetor de

estados o = (01, 09, ..., o). Adicionalmente, define-se o estado de cada vértice como segue:

0, Suscetivel
o; = { 1, Infectado (3.6)

2, Removido

O segundo ¢ o vetor de infectados pi,s € € utilizado para armazenar os vértices que
estao com estado o; = 1. O vetor armazena os vértices infectados na posigao pius(1) até a
posicao pint( Ning), onde Niye é 0 nimero de infectados. Logo, quando um vértice na posigao

j € curado espontaneamente, os seguinte passos computacionais sao necessarios:

L. pint(7) < pint(Nint)

2. Ninf <— Ninf -1
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3. 0j =1 é atualizado para o; = 0 no caso da dinamica SIS e 0; = 2 no caso da dinamica
SIRS.

Por outro lado, quando um vértice j é infectado ocorre a seguinte atualizacao:
1. Nipt < Nips +1
2. Pint(Ning) < J
3. 0 = 0 é atualizado para o; = 1.

Por conseguinte, define-se as probabilidades de cada evento. Para o modelo SIS, o

evento de cura espontanea ocorre com probabilidade p:

_ ,UNinf
(N + AN ks fN

O termo fN é referente a taxa de infeccao por campo fraco. Logo, a probabilidade w de

D (3.7)

um vértice suscetivel ser infectado via campo fraco é dada por

fN
w= Ninf
ﬂNinf_'_ )\Z':l kz + fN

)

(3.8)

Dessa maneira, o evento de infecgao ocorre com probabilidade complementar ¢ = 1 —p — w.
No caso do método da reativacao de hub, f =0
No caso do processo de contato, a taxa de infeccao é independente do grau dos vértices

infectados, levando a probabilidade de cura a ser descrita por:
p=— (3.9)

no caso em que f = 0. O evento de infeccao ocorre com probabilidade complementar.
Para o modelo SIRS, ha que se considerar mais um evento, que é o caso da perda de
imunidade. Sendo assim, o evento de perda de imunidade, quando f = 0, ocorre com

probabilidade k:
O./NR

K = ~
(N + A 22 ki + aNg

onde Np é o numero de removidos da dinamica e a a taxa de perda de imunidade.

(3.10)

Tratando-se de uma simulacao de tempo continuo, os incrementos de tempo &t para o

modelo SIS ocorrem de acordo com:

_ —In(1—vy)
[ Ning + /\Z]i'if ki+ fN

(2

(3.11)

onde y é um nimero aleatério pertencente a uma distribui¢ao uniforme entre 0 e 1. A

generalizacao para os outros modelos ¢é direta.
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3.5 Vetor de atividade normalizado

De maneira alternativa a referéncia [34], o vetor de atividade normalizado proposto
nesta pesquisa é baseado no nimero de infecgoes que ocorre em um vértice durante o estado
estacionario. Considera-se, pois, um vetor de atividade g; que armazena a quantidade de
eventos de infeccao que ocorreram no vértice ¢ apds o tempo de relaxacao. Assim, pode-se

associar uma probabilidade ao evento de infeccao em cada vértice

. Qi
Pue(i) = = (3.12)
> j=19i
onde Py(7) é a probabilidade do vértice i estar infectado no estado estaciondrio. Para o

que se segue, define-se o vetor de atividade normalizado ¢ como segue

¢y = ——2 (3.13)

\/ Zfil o

Nota-se que o vetor ¢ guarda a informacao da atividade local por vértice. Com isso,

define-se a razao de participagao inversa Yy

nw:Zﬁ (3.14)

Considerando que as medidas de localizagao provenientes de teorias de campo médio
sao isentas de flutuagoes estocasticas e correlagoes dinamicas, torna-se relevante investigar
o fenoémeno de localizagdo com medidas obtidas diretamente das simulages epidémicas [34].
Diante disso, comparou-se a localizacao prevista pelas teorias de campo médio com a
localizagao obtida via simulagoes estocasticas para grafos simples e multigrafos, a fim de
verificar como as multiplas conexoes interferem na intensidade e regime de localizagao da

rede.
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Capitulo IV

Resultados e Discussoes

4.1 Processo de contato

Remover as correlacoes de grau via permissao de multiplas conexdes nao altera o
comportamento assintotico do limiar epidémico para o processo de contato no contexto de

2)e

simulacoes estocésticas. A densidade de infectados escala com expoente p ~ N 005
a suscetibilidade com expoente x ~ N%392) para os dois tipos de grafos. Além disso, a
localizacao se mostra nao extensiva ao apresentar comportamento de convergéncia para
um valor finito, em contraste com a localizagao subextensiva verificada para o PC em redes

com k. ~ /N [34]. A Figura 4.1 mostra a andlise de tamanho finito para as quantidades
QS.

Limiar epidémico Densidade de infectados
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Figura 4.1: Analise de tamanho finito para grafos simples e multigrafos com distribuicao
de grau em lei de poténcia P(k) ~ k=7 com v = 2,6. As linhas tracejadas em azul sdo
regressoes em lei de poténcia. A linha preta tracejada marca o valor assintotico do limiar
epidémico.
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Capitulo IV 4.1. Processo de contato

Por outra via, pode-se investigar o efeito de muiltiplas conexoes na rede a partir da
probabilidade de infeccao de cada vértice durante o tempo de média. Logo, observando a

Figura 4.2, a atividade local é expressivamente semelhante em grafos simples e multigrafos.

1073

10744
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=
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inf
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10°8 10~/ 10°° 107> 1074 1073

Py

Figura 4.2: Probabilidade de infeccio em multigrafos PM em funcao da probabilidade

de infecgao em redes simples P2 (abscissa). As redes possuem P(k) ~ k=7 com v = 2,6,

k. =3NY0=1 ¢ N =107 vértices. A reta em vermelho é referente & y = 2. Os resultados
foram obtidos para uma amostra de rede.

No tocante a localizagao, comparou-se a RPI prevista pelas teorias de pares microscopica
e heterogénea com aquelas obtidas via simulacao, onde constatou-se a concordancia para a

nao extensividade da localizagao observada, conforme mostra a Figura 4.3.
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Figura 4.3: Comparacao e concordancia entre a localizacao obtida pela simulacao e a
localizagao prevista pelas teorias de campo médio para a) grafos simples e b) multigrafos.

Levando em consideracao redes neutras, em virtude da simplificacao do tratamento
analitico, é conhecido que o autovetor principal previsto pela teoria HMF e QMF é tal que

v = k (Sec@o 2.3). Assim, a RPI pode ser calculada pela equagao [34]

R
Yis (4.1)

Diante disso, pode-se demonstrar que a localizacao esperada é, de fato, nao extensiva
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Capitulo IV 4.1. Processo de contato

quando k., ~ NV~ Dessa forma, pode-se escrever que
(i) ~ ki (4.2)

para i — v+ 1 > 0. Caso contrdrio, (k') ~ constante. Por conseguinte, observa-se que a

razao de participagao inversa escala de forma que

Yy~ k7N, (4.3)
onde verifica-se que
constante,2 < v < 3
Yy~ N ,3<y<5h : (4.4)
Nl v>5

—2v+6
y—1

Sendo assim, evidencia-se que a localizacao esperada para processo de contato em redes
neutras é nao extensiva. Entretanto, cabe destacar que o comportamento observado é
decorrente da introducao de um corte k. ~ ky e nao da multiplicidade de conexoes entre
pares.

Comparando-se o limiar epidémico QS com o limiar previsto pelas teorias pHMF e
pQMEF, verifica-se que o comportamento de escala previsto pelas teorias concordam com
o comportamento de escala observado na simulagao, de maneira que ambas previsoes
convergem assintoticamente para A% para grafos simples e multigrafos, conforme exibe a
Figura 4.4.
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Figura 4.4: a) Comparacao entre os limiares obtidos via simulagao A\?”, teoria de pares
microscopica Ne9ME e teoria de pares heterogénea A\PME para grafos simples. Em b) a
razao entre os limiares obtidos por campo médio MM e A\?%. Comparacao entre os limiares
N5 \PQME o \PHME hara multigrafos em c). Em d) a razao entre os limiares obtidos por
campo médio AMF e \@5,
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Capitulo IV 4.2. Suscetivel-Infectado-Suscetivel

4.2 Suscetivel-Infectado-Suscetivel

O caso v = 3 se mostra relevante pela possibilidade de contemplar redes com menor
correlacao de grau para grafos simples (Figura 3.3). Sendo assim, investiga-se o efeito
de miultiplas conexdes de forma mais genuina, isto é, com efeitos de correlagao reduzidos.

Nesse contexto, a Figura 4.5 mostra andlise de tamanho finito para as quantidades QS.
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Figura 4.5: Andlise de tamanho finito para grafos simples e multigrafos com distribuicao
de grau em lei de poténcia P(k) ~ k™7, k. = 3N~V ¢ 4 = 3. As linhas tracejadas em
preto sao regressoes em lei de poténcia.

Diante das investigacoes conduzidas, verificou-se que conexoes repetidas nao alteram
o comportamento das grandezas QS quando o sistema tende ao limite termodinamico.
Observou-se que a suscetibilidade escala com expoente y ~ N~%31) 4 densidade de
infectados com expoente p ~ N~07G) ¢ o limiar com expoente A\, ~ N~%17(?) para ambos
os tipos de grafos. A localizacao aparenta nao extensividade para N < 10° vértices.
Entretanto, para tamanhos maiores as simulacoes revelam localizacao subextensiva com
expoente Yy ~ N~0.27(8),

Comparando-se os limiares obtidos pelas simulagoes e teorias de campo médio, observa-
se que a teoria HMF superestima o limiar epidémico para ambos casos. As teorias QMF e
pQMEF concordam com a simulagao no tocante a previsao de um limiar \. — 0 quando
N — oco. Ademais, a Figura 4.6 sugere concordancia entre o comportamento de escala

previsto pela teorias e o comportamento observado nas simulacoes para N > 10° vértices.
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Figura 4.6: a) Andlise de tamanho finito para os limiares epidémicos obtidos pela simu-
lacao A2, pela teoria de campo médio heterogénea NTMF  pela teoria de campo médio
microscépica A?M¥ e pela teoria de campo médio microscépica de pares AP@MF para redes
simples. Em b) comparacio da razao entre limiares obtidos por campo médio AMF e \@9
para redes simples. Em ¢) andlise de tamanho finito para os limiares epidémicos para
multigrafos. Em d) comparagao da razao \M¥ /A@9 para multigrafos.

Dispondo-se do vetor de probabilidades P, pode-se investigar a atividade epidémica

localmente em nivel microscépico, uma vez que a atividade de cada vértice esta armazenada

no vetor. Para tanto, compara-se P para multigrafos em funcio de P°

¢ para grafos

simples em um grafico de pontos marcado pela reta y = x. Na Figura 4.7 consta a

comparacgao da probabilidade de infeccao para ambos tipos de rede.
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Figura 4.7: Probabilidade de infeccao em multigrafos P em funcédo da probabilidade

inf
de infecgao em redes simples P2, (abscissa) no modelo SIS. As redes possuem N = 107

m

vértices, P(k) ~ k™, k. = 3N/~ ¢ v = 3. A reta em vermelho é referente & y = . Os
resultados foram obtidos para uma amostra de rede.
Pequenas diferencas sao apreciadas, de maneira que vértices de maior atividade local
P.¢ > 107* nao sentem, expressivamente, o efeito de multiplas conexdes, de maneira que a
atividade epidémica em ambos tipos de rede é similar.

Correlagoes desassociativas sao evidenciadas para v = 2,6 quando nao se permite

conexoes repetidas. Nesse contexto, a andlise de tamanho finito mostra um deslocamento
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no limiar epidémico, porém ambos escalam com expoentes proximos, A, ~ N~%26() para
grafos simples e A, ~ N~%22) para multigrafos. Outrossim, as grandezas relativas a
densidade de infectados e suscetibilidade também tendem ao limite termodinamico com
expoentes préximos para os dois tipos de rede, a saber: p ~ N~=0041) para grafos simples,
p ~ N6 para multigrafos, y ~ N%331) para grafos simples e x ~ N®37() para
multigrafos. Em relacao a localizacao, observa-se que ambas se mostram comportamento

subextensivo, escalando com expoentes proximos em ambos grafos, como observado na

Figura 4.8.
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Figura 4.8: Andlise de tamanho finito para grafos simples e multigrafos com distribuicao
de grau em lei de poténcia P(k) ~ k™7, k. = 3N~V e 4 = 2,6. As linhas tracejadas em
azul sao regressoes em lei de poténcia para grafos simples e em vermelho para multigrafos.

Em relacao ao limiar epidémico, observa-se que as teorias QMF e pQMF apresentam
concordancia no comportamento de escala em relacao ao limiar obtido nas simulacoes,
para ambos os grafos. Destaca-se a superioridade na acuracia da teoria pQMF em relagao
a teoria QMF em ambos casos. Em contrapartida, a teoria HMF superestima o limiar
para grafos simples. Além disso, observa-se que a teoria HMF aparenta comportamento
de convergencia assintotica para multigrafos, porém a tendéncia é que o limiar seja
superestimado para tamanhos além de N = 3 x 107 vértices. A Figura 4.9 resume a

discussao.
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Figura 4.9: a) Anélise de tamanho finito para os limiares epidémicos obtidos pela simulagao
A\99. pela teoria de campo médio heterogénea AME e pela teoria de campo médio
microscépica simples AYME e de pares NP@M¥ para redes simples. Em b) comparacio da
razao entre limiares obtidos por campo médio AM¥ e \9° para redes simples. Em c¢) andlise
de tamanho finito para os limiares epidémicos para multigrafos. Em d) comparacao da
razao AME /A\@9 para multigrafos. O expoente da distribuicdo de grau é v = 2.6.
Comparando-se a probabilidade de infecgao, observa-se que os hubs, vértices mais
localizados, apresentam maior atividade quando se tem muiltiplas conexoes. Essa ocorréncia
justifica o desvio observado no limiar epidémico obtido por simulacoes. Uma vez que
multigrafos permitem a conexao entre hubs diversas vezes, cria-se uma estrutura densamente

conectada capaz de se manter ativa e espalhar a infec¢ao para a vizinhanca por meio do

mecanismo de retroalimentacao. A Figura 4.10 exibe a comparacao.
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Figura 4.10: Probabilidade de infecgao em multigrafos P em fungao da probabilidade
de infecgiao em redes simples P2, (abcissa) no modelo SIS. As redes possuem N = 107

inf
vértices, P(k) ~ k™7, k. = 3NY0~Y e 4y = 2,6. A reta em vermelho é referente & y = x.
Os resultados foram obtidos para uma amostra de rede.

No cenério onde v = 2,4, as correlagoes estruturais se mostram maiores do que nos

casos anteriores para redes simples (Figura 3.3). Nesse contexto, a andlise de tamanho
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finito revelou que as grandezas quase estacionarias escalam com expoentes diferentes para

redes simples e multigrafos, como exibe a Figura 4.11.
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Figura 4.11: Analise de tamanho finito para grafos simples e multigrafos com distribuicao
de grau em lei de poténcia P(k) ~ k™7, k., = NY/0=1 e 4 = 24. As linhas tracejadas em
azul sao regressoes em lei de poténcia para grafos simples e em vermelho para multigrafos.
O limiar epidémico escala com expoente A, ~ N~%34(1) para grafos simples e A\, ~ N~0:426)
para os multigrafos. O deslocamento evidenciado é decorrente das correlagdes na rede [38].
A densidade de infectados escala com p ~ N~%03G) para grafos simples e p ~ N~073(2)
para multigrafos. A suscetibilidade escala com y ~ N%3W) para grafos simples e x ~
NO32() para multigrafos. As medidas de localizacdo exibem uma mudanca significativa
no comportamento de escala. Para grafos simples, a localizacao é subextensiva com
Y, ~ N=019R) No caso dos multigrafos, o comportamento observado para a localizacio
sugere subextensividade com expoente muito préximo de zero. Confrontando os valores
do limiar epidémico obtidos via simulagao A9° com os limiares previstos pelas teorias
de campo médio MM observa-se que a teoria de campo médio heterogénea apresenta
maior acuracia em relagao as demais para o grafo simples. Nao obstante, a teoria pQMF e
microscépica QMF também apresentam concordancia no comportamento de convergéncia
assintotica. Por outro lado, as teorias QMF, pQMF e HMF preveem o mesmo limiar para
N — oo para multigrafos e apresentam concordancia no comportamento de escala em

relacao ao limiar obtido por simulagoes. A Figura 4.12 exibe a comparagao discutida.
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Figura 4.12: Anélise de tamanho finito para os limiares epidémicos obtidos pela simulacao
A9 pela teoria de campo médio heterogénea MM teoria de campo médio microscépica
NOME ¢ teoria de pares NP9ME para a) redes simples e ¢) multigrafos . Em b) comparacao
da razao entre limiares obtidos por campo médio AMF e A\?% para redes simples e d)
multigrafos. O expoente da distribuicao de grau é v =24

Conforme reportado em [31,34], redes com corte k. ~ vV N com v < 5/2 exibem
localizacdo subextensiva. Introduzir o corte natural ky ~ NY0~1 e correlacoes desassoci-
ativas nao altera o regime da localizacao para grafos simples. Por outro lado, eliminar as
correlagoes via permissao de multiplas conexoes intensifica a localizacao. Em vista disso,
comparou-se a razao de participacao inversa obtida via simulacao com a localizagao obtida
via campo médio, nesse caso: QMF e pQMF. Sendo assim, observou-se que a localizagao
prevista pelas aproximacoes de campo médio para multigrafos também exibem a diferenca

de comportamento de escala observada no caso das simulagoes.
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Figura 4.13: Comparacao da razao de participagao inversa obtida via simulagao Y4QS,
teoria de pares Y/ @ME o teoria de campo médio microscépica Y4QMF. A esquerda aborda-se
grafos simples e a direita multigrafos. O expoente da distribuicao de grau é v = 2/4.
Tendo em vista o comportamento da localizacao dependendo do valor de v da dis-
tribuicao de grau, investigou-se as propriedades espectrais de Y, para redes simples e

multigrafos via QMF com 2,2 <~ < 3,2. Para grafos simples, o valor minimo foi v = 2.4,
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em decorréncia da impossibilidade de gerar redes simples com corte k. = k/0~1 para
v < 2,4. Sendo assim, a Figura 4.14 exibe a comparacao das propriedades espectrais para

ambos os tipos de rede.
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Figura 4.14: a) Comparacio da razio de participacdo inversa Y;(v(")) em funcdo do
tamanho, calculada a partir da matriz de adjacéncias, para multigrafos (esquerda) redes
simples (direita) com k. = k'/0~Y as cores sdo referentes aos valores de 7, cores iguais
significam valores de 7 iguais.
Verifica-se que redes simples apresentam a mudanca de regime de localizacao na vizinhanca
de v = 5/2, ao passo que para os multigrafos essa mudanca nao é explicitamente observada
para os tamanhos investigados.

Quanto a probabilidade de infeccao, identificou-se que os vértices que dominam a

dinamica apresentam maior atividade nos multigrafos, como exibido na Figura 4.15.
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Figura 4.15: Probabilidade de infecgao em multigrafos P em fungao da probabilidade
de infecgao em redes simples P72, (abscissa) no modelo SIS. As redes possuem N = 107
vértices, P(k) ~ k™, k. = N0~ ¢ v = 24. A reta em vermelho é referente a y = 2. Os
resultados foram obtidos para uma amostra de rede.

Resumidamente, a analise de tamanho finito revela que, no contexto de duas redes
sem correlacao de grau, multiplas conexoes nao alteram a forma com que as grandezas
quase estacionarias escalam para o modelo SIS com expoente v = 3 da distribuicao de
grau. Por outro lado, quando correlacoes sao introduzidas nas redes simples no caso
v = 2,6, as grandezas QS escalam com expoentes ligeiramente diferentes, mas ainda muito

proximos. No caso v = 2,4, redes simples sao mais correlacionadas em comparagao com os
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casos anteriores e, com isso, apreciou-se maior diferenca nos expoentes das grandezas QS

relativas a grafos simples e multigrafos.

4.3 Suscetivel-Infectado-Removido-Suscetivel

Os efeitos de imunizacao temporaria em redes com multiplas conexoes sao testados
implementando-se o modelo SIRS. Nesse caso, remover os vértices da dinamica durante
um intervalo de tempo resulta na atenuacao dos efeitos de miltiplas conexoes e correlagoes
de grau. Nesse sentido, a andlise de tamanho finito mostra que nao ha diferenca na forma
com que o limiar epidémico, densidade de infectados e suscetibilidade escalam para grafos
simples e multigrafos. Quanto a localizacao, verifica-se que o comportamento subextensivo

é observado com comportamento de escala similar, conforme se observa na Figura 4.16.
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Figura 4.16: Analise de tamanho finito para grafos simples e multigrafos com distribuicao
de grau em lei de poténcia P(k) ~ k™7, k. = 3N~V e 4 = 2,6. As linhas tracejadas em
preto sao regressoes em lei de poténcia.

No que diz respeito a teoria pQMF para o SIRS, observa-se que para redes simples a
acuracia do limiar epidémico é maior quando a rede é simples. No entanto, em ambos os
casos o comportamento de escala das teorias de campo médio concorda com o comporta-
mento de escala observado para o limiar obtido nas simulagoes. Para v > 5/2 espera-se
localizagao em torno do maior hub [10]. Entretanto, para ambos grafos o valor assintético
nao foi atingido nos tamanhos investigados. A Figura 4.17 exibe as comparacoes entre

resultados obtidos nas simulagoes e campo médio.
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Figura 4.17: a) Comparacao entre os limiares obtidos via simula¢do e a previsao da
teoria de pares para grafos simples (S) e multigrafos (M). Em b) consta a comparacao da
razao AME/A@9. A comparacio entre a razao de participagio inversa obtida via teoria e
simulacao é exibida para c¢) grafos simples e d) multigrafos. O expoente da distribuigao de
grau é v = 2.,6.

Multigrafos apresentam maior atividade epidémica local para os vértices que dominam
a dinamica. Entretanto, verifica-se que essa atividade é atenuada em consequéncia da

imunizacgao temporéria, conforme exibe a Figura 4.18.
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Figura 4.18: Probabilidade de infecgao em multigrafos P em fungao da probabilidade
de infecgao em redes simples P2, (eixo x) no modelo SIRS. As redes possuem N = 107
vértices, P(k) ~ k™7, k. = 3NY0~Y ¢ 4y = 2,6. A reta em vermelho é referente a y = x.
Os resultados foram obtidos para uma amostra de rede.
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A investigacao da propagacao epidémica em multigrafos configura uma potencial
alternativa para dirimir obstaculos computacionais que impedem a geracao de redes
grandes, heterogéneas e com k. ~ ky quando se permite apenas uma conexao entre pares.
Somando-se a isso, a auséncia de correlagao de grau torna-se um atrativo para comparacoes
com abordagens de campo médio configurando, portanto, um incentivo a implementagao
de multigrafos.

Os resultados mostraram que multiplas conexoes nao afetam o processo de contato.
As grandezas quase estaciondrias escalam com o mesmo expoente para grafos simples e
multigrafos. No entanto, a presenca do corte natural na distribuicao de grau introduziu
localizacao nao extensiva no modelo. As teorias pQMF e pHMF apresentam localizagdo nao
extensiva, concordando com a localizagao observada nas simulacoes. Para redes neutras,
demonstrou-se que a localizacao esperada é, de fato, nao extensiva. Em relacao ao limiar
epidemico, observou-se convergéncia assintética entre as previsoes da teoria pHMF e pQMF
o limiar obtido via simulagoes.

No que diz respeito ao modelo SIRS, verificou-se que as multiplas conexoes nao
alteram o comportamento de escala das grandezas quase estacionarias. A localizagao
observada nas simulagoes concorda com as previsoes da teoria pQMF. Para grafos simples,
observou-se maior acuracia na estimativa do limiar epidémico pela teoria pQMEF. Todavia,
o comportamento de escala previsto para o multigrafo concorda com o comportamento de
escala observado nas simulacoes também.

Tratando-se do modelo SIS, observou-se que para 7 > 5/2 nao se aprecia diferenga
consideravel nos expoentes da andlise de tamanho finito para as grandezas quase estaciona-
rias. Para v = 3, em ambos tipos de grafo a teoria HMF se mostrou inadequada uma vez
que superestima o limiar. As teorias QMF e pQMF concordam com a simulacao no que
diz respeito a previsao de um limiar epidémico nulo no limite termodinamico e também
sugerem concordancia no comportamento de escala para o limiar quando N > 10° vértices.
No tocante a localizacao, observa-se que apesar das flutuagoes decorrentes de efeitos de

tamanho finito, o mesmo comportamento subextensivo é observado para as simulagoes em
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ambos tipos de grafos.

Quando v = 2,6, as teorias QMF e pQMF preveem um comportamento de escala que
concorda com o comportamento do limiar obtido nas simulagoes estocasticas no modelo SIS.
Em contraste, a teoria HMF superestima o limiar para grafos simples e mostra tendéncia a
superestimar o limiar para multigrafos. Além disso, as simulacoes apresentam localizacao
subextensiva com comportamento de escala similar para grafos simples

Para v = 2,4, verifica-se que os expoentes mensurados a partir da andlise de tamanho
finito apresentam maior diferenca entre si. A localizagao observada nas simulacoes se
mostra subextensiva para grafos simples e aparenta subextensividade para multigrafos,
escalando com expoente proximo de zero. A mudanca no comportamento de escala da
localizagao também é prevista pelas teorias QMF e pQMF. As teorias HMF, QMF e pQMF
preveem limiar epidémico concordante com as simulagoes para ambos grafos, apresentando
maior acuracia para grafos simples.

Sob uma perspectiva geral, multiplas conexoes nao alteram a fisica do processo epi-
démico, a transicao de fase preserva sua natureza continua, as teorias de campo médio
preservam a previsao dos comportamentos de escala para ambos tipos de grafos, embora
com maior acuracia para grafos simples na maior parte dos casos, pois a localizacao inter-
fere na concordancia entre teoria e simulac¢ao [34]. Além disso, as simulages apresentam
comportamento de escala semelhantes para v > 5/2 para todos os modelos. Embora para
v < 5/2 0 modelo SIS apresente maior localizagao em se tratando de multigrafos, as teorias
de campo médio concordam com os resultados obtidos nas simulagoes. Por fim, mostrou-se
que o uso de multigrafos é viavel na investigacao de processos epidémicos nos modelos SIS,
SIRS e PC com distribuicao de grau em lei de poténcia.

Futuramente, pretende-se controlar a distribuicao de multiplas conexoes em funcao do
grau a fim de investigar se efeitos distintos na analise de tamanho finito podem ocorrer

nos demais modelos.
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Apéndice A

Teoria microscopia de pares para o
modelo SIRS

Este apéndice ¢é destinado a apresentar o tratamento analitico e aproximagoes considera-

das no desenvolvimento da teoria pQMF para o modelo SIRS. Considerando a notacao de

pares apresentada na Secao 2.5, pode-se expressar a densidade de suscetiveis s, infectados

p e removidos r, com s; + p; +1; = 1 por

$; = wij + ij + Xij

pi = hij + 0ij + dij-

i = Xij + vij + 0y
A densidade de removidos é governada por

dT’i +
— = —Qar; -

i Hp

Por outro lado, a evolucao da densidade de infectados é dada por

dp;
dt

= —pup; + A Z Aijdij.

J

A evolugao temporal do par ¢;; é dada por

gy
dt

= —(i+ Nij + by + A (05,05, LAz = XY [1y, 05,15 Ag.
141 1£j

De maneira semelhante, pode-se expressar a evolugao temporal do par ¢;; como

dﬁgij
dt

= —(n+ Nij + by + X (05,05, LAy — A [1:,05, L] Ay
I#] I#i
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Adicionalmente, a dinamica do par 6;; ¢ regida por

db;;
=y — (o b )i+ A _[200, 1Ay, (A.6)
I£i
e a do par x;; ¢ dada por
dxi; 7
W - ILL¢7/] + (UZ] Xz] - A Z 217 O]7 ]-l gl (A7)
l#i

Executando-se uma aproximagao de pares nas Eqs. A.4, A5, A.6 e A.7 da forma [26]

[Ai, Bj][Bj, C]

[Aia B‘? Cl] ~ ) (A8>
’ [B;]
obtém-se as respectivas relacgoes
d¢2 Wij (b l ¢z ¢zl
St =+ Ny +aby +A) oA D A (A.9)
l#1 l#7
dggij T ] sz‘CbiZ Q_Sijgbjl
= Ny +aly £ AN S A A " (A.10)
I#j l#1
d; Xij @i
= iy = (a+ )0+ A ; oA (A.11)
e p ;
Xij Xij
dt] = M¢Z_] ('Uz] Xz] Z ALAS L Jl _7[ <A12>
7

Tomando w;; = 1 e p; < 1 consequentemente, performa-se uma linearizacao na equagao

A.9 e verifica-se que

d(bij zy¢]l
=+ N)oy +aby + Z 5

Aji — da) (A.13)

e, portanto

— Xij — Qij)Pji

S

dt - (M + /\>¢z] + 0582] + /\Z

(Aji — 0ar). (A.14)

J

Resolvendo a Eq. A.3 para o estado estacionario, observa-se que

ppi = A Z Aijij- (A.15)
j
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Além disso, considerando-se o estado estacionario da Eq. A.11, verifica-se que
Xij Pjt o
AT O (A~ 5) = (u+ @)y — . (A.16)
TS
Substituindo as Egs. A.15 e A.16 na Eq. A.14, tem-se que:
—2,LL9ij = /\(511 + 2,ugbij - 2/ij + )\Qﬁw (Al?)
A Eq. A.10 no estado estacionario é dada por
. ; s — ij — O _
—(n+ Ny +af; + 2> S (A = o) = 0. (A.18)
1 (2
Com isso, obtém-se a relacao para o par éij
abiy = (1 + N @i + Aij — pupi, (A.19)
onde a substituicao de éz-j leva a equagao
a(pi — ij — Gig) = (4 N)ij + Abij — ppi. (A.20)
Substituindo ;; = p; — 8;; — ¢;;, encontra-se a seguinte relagao para o par 0;;:
abyy = (p+a+ N + (A =)y — (u+ a)p; + ap;. (A.21)

Substituindo-se a Eq. A.21 na Eq. A.17, obtém-se que

2p(a+ p)pi — Mo + 2p) @i
Ao+ 2u(p+ A+ )

bij = (A.22)
O par w;;, considerando-se a aproximagao de pares e dw;;/dt = 0, é governado por:
a(Xij + Xig) — A Z Gji(Aj — 0a) — A Z Gu(Ai — ;) = 0. (A.23)
! !

Com isso, pode-se reorganizar os termos de modo que

a(Xij + Xij) — 1lp; + pi) + Mg + dij) = 0. (A.24)

Das relacoes de fechamento, sabe-se que x;; = r; — r; — H_ij + 0i + x5 e 0ij — éij =

Pj — Pi — Qij + q_ﬁ” Além disso, o estado estacionario da Eq. A.12 é expressado por

20035 = ar; — 2(pu + )05 + pp; + poi; — k. (A.25)
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Assim, substituir as trés expressoes acima na Equacao A.24 leva a seguinte expressao

—2(u+ )i + (N —p— Q)i + A+ p+ )by + (u+ ) (p; — pi) = 0. (A.26)

Dessa forma, ao substituir as Eqgs. A.21 e A.22 na Equacao A.26, encontra-se que

®ij = Cp; — Op;, (A.27)
onde 2\t 1) N
B i a+ a
S 0) = S o) T2+ A+ ) (A.28)
e
O( 1.0) M2+ ) (A.29)

- 2AMp+ o) +2u(p+ X+ a)
Portanto, assumindo uma aproximacao quase estatica com t — oo onde a Eq. A.27 é

substituida na Equacao A.3 revela a jacobiana L;; definida por

LM = — (4 Mki©)6i; + ACAy;. (A.30)
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