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Resumo

FLORENTINO, Marco Aurélio do Carmo M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto
de 2019. Limites Geomeétricos dos Conjuntos Connectedness Locus e Julia
associados a familia de fungoes racionais R, ..(z) = 2" + & + ¢. Orientador:
Alexandre Miranda Alves.

O campo da dindmica complexa analitica tem sofrido um rapido desenvolvimento nos
tltimos 20 anos. Depois de um periodo de relativa dorméncia, o campo de estudo
ressurgiu em 1980 devido a algumas imagens, bastante intrigantes, obtidas com o auxilio
de computadores do conjunto de Mandelbrot ou Connectedness Locus (O Conectedness
Locus M,, da familia de polindmios de grau n consiste de todos os parametros ¢, tais que o
conjunto de Julia de P.(z) = 2"+¢ é conexo, ou equivalentemente se a érbita de cada ponto
critico de P.(z) é limitada), assim como a novos avangos na matematica preconizados por
Douady, Hubbard, Sullivan e outros. Neste trabalho estudamos algumas propriedades
geométricas do Conjunto de Julia, Conjunto de Julia Cheio e do Connectedness Locus
(Conjunto de Mandelbrot). Além disso, procuramos estabelecer os limites geométricos
do Connectedness Locus e dos conjuntos de Julia associados a familia de polindmios
complexos P, (z) = 2" + ¢ e da familia R, ,.(2) = 2" + 5 + ¢, para isso utilizamos
a métrica de Hausdorff. Por fim, estudamos também a reta real estendida como um

conjunto de Julia que mostramos ser um conjunto caético.

Palavras-chave: Dindmica. Fungoes. Fungoes de variaveis complexas.



Abstract

FLORENTINO, Marco Aurélio do Carmo, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
August, 2018. Geometric Limits of the Connectedness Locus and Julia Sets
associated with the family of rational functions R, ..(2) = 2" + % + c. Adviser:
Alexandre Miranda Alves.

The field of complex analytical dynamics has undergone rapid development over the last
20 years. After a period of relative numbness, the field of study resurfaced in 1980 due to
some rather intriguing images obtained with the help of computers from the Mandelbrot
or Connectedness Locus set (The Connectedness Locus M, of the n-degree polynomial
family consists of all the parameters ¢ such that the Julia set of P.(z) = 2"+c is connected,
or equivalently if the orbit of each critical point of P.(z) is limited), as well as to new
advances in mathematics advocated by Douady, Hubbard, Sullivan and others. In this
work we study some geometric properties of the Julia Set, Set of Julia Full and the
Connectedness Locus (Mandelbrot Set). In addition, we seck to establish the geometric
boundaries of the Connectedness Locus and the Julia sets associated with the family of
complex polynomials P, .(z) = 2" +c and of the family R, ..(z) = 2"+ - + ¢, for this we
use the Hausdorff metric. Finally, we also study the extended real line as a set of Julia

that we show to be a chaotic set.

Key words: Dynamics. Functions. Complex Variable Functions.
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Introducao

Neste trabalho estudamos algumas propriedades geométricas e dinamicas dos
conjuntos de Julia, do conjunto de Julia Cheio e do Connectedness Locus.

No capitulo 1 introduzimos alguns conceitos de Anélise Complexa como funcgoes
holomorfas, as condi¢oes de Cauchy-Riemann, Teorema Integral de Cauchy entre outros
resultados de integracao Complexa. Além disso apresentamos resultados importantes,
como por exemplo, o Teorema de Rouche.

No capitulo 2 apresentamos alguns resultados gerais de dindmica complexa, os
conjuntos de Julia e de Fatou e as propriedades inerente a esses conjuntos.

No capitulo 3, para a familia P,.(z) = 2" + ¢, mostramos que o limite geométrico
dos conjuntos Mandelbrot M, (P) quando n — oo existe e é o fecho do disco unitario
e que o limite geométrico dos conjuntos de Julia J(P,.) quando n tende ao infinito é
o circulo unitéario, para |c¢| # 1. E por fim, apresentamos resultados semelhantes para
algumas generalizacoes desta familia, para a aplicagao racional R, ..(z) = 2" + % +c.

No capitulo 4 introduzimos uma familia de fungées racionais {F,} definida
recursivamente e mostramos que o conjunto de Julia de F,, é R U {oco}. Nos usamos
dois métodos diferentes para calcular o conjunto de Julia de F,,, primeiro explorando
a comutatividade desta familia e, em segundo lugar, estabelecendo a conjugacao desta
familia com outra conhecida familia de fungoes. Finalmente, nés estudamos F,, como
uma fungao real e apresentamos que é cadtico em um subconjunto especifico de R.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados os espacos e as ferramentas necessarias para o
desenvolvimento desse trabalho.

1.1 Nocgoes em Variavel Complexa

Neste primeiro capitulo estamos interessados em apresentar alguns aspectos gerais da
teoria de func¢oes complexas

Definicao 1.1. Seja f : G —— C uma func¢ao complexa, com G C C aberto. Dizemos
que [ € derivdvel em zy se o limite

i 1) = £ ()

Z—20 z — ZO

existe, e o denotamos f'(z9). Se f for derivdvel em todo z € G dizemos que f é
deriwvdvel em G ou ainda que f é holomorfa em G.

Exemplo 1.2. 1. f(z) =a, Vz € C e a € C € holomorfa. De fato,

i FB) = fl0) o a—a
2—20 zZ— 2 z—20 2 — 2

Dai f € holomorfa e f'(z) =0 Vz e C.

2. g(z) = z=a+ib é holomorfa. De fato,

lim M = lim

Z—20 Z — ZO zZ—20 B — ZO

A
9

Y

Dai f é holomorfa e f'(z) =1 VzeC.

3. h(z) =% = a —ib nao € holomorfa. De fato, ao aproximar-se de zy = xg + iyo pela
reta z = (x + xo) + iyp com x — 0, temos

11



1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

Z—Z

Jim — i &) Z 0 (T o)y, T
=202 — 29 20 (T4 x0) — iy — (To — 1Y) =0z

Por outro lado ao aproximar-se de zy = x¢ + iyo pela reta z = xo + i(y — yo) com
y — 0, temos

lim =0 = lim (x = iy + yo) = (0 = i) = lim 2 =1

=202 — 29 y=0 (x+i(y —yo) — (xo +iyo) -0 1y

Portanto h(z) = Z nao € holomorfa.

4. r(2) = 2", n €N ¢é holomorfa. De fato,

. r(z) —r(z AR . _ _ _ _
hmwzhm = lim (2" 2" ") =gy
Z—r20 z — ZO zZ—z0 2 — ZO Z—20

Definicao 1.3. Um dominio é um subconjunto de C que € aberto e conexo.

Teorema 1.4. Se f for holomorfa em um dominio G entao f é continua em G.

Demonstracao. Seja zy € G, temos que mostrar que lim,_,,, f(z) = f(z0), V 20 € G.
Como f é holomorfa temos que

i 1) = £ ()

Z—20 z — ZO

existe, assim

lim f(z)—f(2) = lim M(z—zo) = lim f(z) = J(z0) lim (z—29) = f'(20).0 =

Z—r20 Z—r20 Z — ZO Z—20 Z — ZO Z—20

e portanto segue o resultado. O
A seguir veremos que para determinar se uma aplicacao f é derivavel em zq = xq+ 1y,

é suficiente analisarmos a parte real e imaginaria de f, isto é, se a parte real e a parte

imaginaria de f admitem derivadas parciais de primeira ordem em 2y = (g, yo), € se essas

derivadas verificam as condi¢oess de Cauchy-Riemann que serao apresentadas abaixo,
entao seja f : G — C sendo G um dominio, assim escrevemos

f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
sendo u, v : G +— R as partes real e imaginaria de f respectivamente.

Teorema 1.5. Seja f : G+— C e zg = g +1iyo Uma condi¢ao necessdria e suficiente para
que [ seja derivdvel em zy € que u e v possuam derivadas parciais continuas em (o, Yo),
satisfazendo as sequintes condi¢oes

(*) g_z(%?yo) = g_Z($07y0); g_Z(fl?o,yo) = _%(Jﬁo,yo)

12



1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

Além disso, se f'(zy) existe entdo

o) Bu v _ Of _ v _ 0w _ 19f
f(zo)_8x+28x_8x T Oy t T iy

As condigoes (%) sao chamadas esquagoes de Cauchy-Riemann.

Demonstra¢ao. Por definicao

Fazendo z = = + 1y, obtemos

’ _ 1 u(z,y0)+iv(z,y0) —u(z0,y0) —iv(Z0,Y0)
f (ZO) - hmz—>zo T—20

v(,y0)+v(z0,y0)
T—x0

u(,y0) —u(z0,Y0

= lim, 4, pra— + 2 limy g,

= %(xay0> + Zg—Z(%Z/O)

Por outro lado fazendo z = xy + 7y obtemos

u(zo,y)+iv(zo,y)—u(zo,y0)—iv(zo,y0)
i(y—yo)

f’(Zo) = limzi)zo

v(x0,y)+v(0,y0)
Y—yYo

u(zo,y) —u(z0,y0)

Yy=%o + limy .y,

_ 1y
= 5 limy, .y,

= %(‘TOa y) - ig_Z(x(]? y)

Como o limite existe é inico, tem-se que

ou Ov Ou z@

F )= 5 Y5 = 3y oy

Dai
ou Ov ou ov

or oy © oy om

of _10f
or i 0y

E ainda temos

13



1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

Agora supondo que u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann e sao de classe
C, temos que existem fungoes £, e &5 definidas em torno de (0,0) satisfazendo que, para
todo (r, s) € R suficientemente pequeno

U ou
w(xo +7,y0 + 5) = = (20, yo)7 + (%0, Yo)s + €1(r, 5)

ox dy
ov ov
U(*TO + 7,90 + 3) = %(1170, Z/O)T + a_y<x07 yO)S + 82(T7 S)
e
lim M - 1 £2(1, ) -0

(r,s)=(0,00/72 + 52 (r,s)=(0,0/72 + 52

Agora coloque h = r + is. Além disso, usando as equacoes de Cauchy-Riemann temos
f(z0 +h) = f(z0) = ulxo + r,y0 + 5) — ulzo, Yo) + i(v(xo + 1,90 + 5) — v(T0, Y0))

= gZ(Io Yo)T + (Io,yo)s + Z (‘ranO)T ‘H (%,yo)s +e1(r, 5) + iga(r, s)

= 2_3(5507 Yo)r — %(1707 Yo)s + ig—z(%, Yo)r + %(1’07 Yo)s +e1(r, s) +ica(r, 5)
= g—z(xo, yo)(r +1is) + i%(mo, Yo)(r +1is) + e1(r, s) + iea(r, s)

= (20, 90) + 2 (20, 10)) b+ €2(r, 5) + e (r, 5)

Dai segue que

h) — 0 0
iy FE I TG (D1 i)

~ lim {51(r’5>+z‘62<7”3)}:0.

h=r+is—0 | 7 + 15 r+1S

O que mostra que f é derivavel em zy e

, ou v
f(20) = ax(950>y0)+ ax(ffoayo)

Corolario 1.6. Seja f : G — C holomorfa em um dominio G. Se f'(z) = 0 em G,
entao f € constante.

Demonstragao. De fato, COIIlO fl(z) = 59 “(2,y)+i2%(z,y) = 0 em G temos pelas equagoes
de Cauchy-Riemann que § (x y) —ig,(z,y) = 0 em G. Logo %4(z,y) = 2(z,y) =

P (z,y) = 2%(z,y) em G. Portanto u e v sdo constantes, uma vez que G é dominio. Dai
f € constante. O]

14



1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

Definigao 1.7. Seja G um subcongunto aberto de C, a um elemento de G e f : G\{a} —
C uma aplicagao holomorfa. Se existir uma aplicagao holomorfa g : G — C, g(a) # 0
e um inteiro nao negativo n tal que f(z) = (ngz))n para todo z em G\ {a}, entao a ¢

denominado um polo de f de ordem n.

Definicao 1.8. Dizemos que uma aplica¢ao f é meromorfa num aberto U C C, se existe
um congunto discreto I' C U tal que f é holomorfa em U\ T e os pontos de I sao pdlos

de f.
Definicao 1.9. Uma aplicagao meromorfa e injetora € dita aplicacao univalente.

Exemplo 1.10. A funcgao f(z) = % ¢ meroforma. De fato, f possui um unico polo de
ordem 1 em 0. Além disso f € injetora, logo univalente.

Definicao 1.11. Uma funcao f : G — C que tem a propriedade de preservar dngulo, isto
¢, para quaisquer duas curvas y; e Yo de classe C* que se intersectam em um ponto zy e
forma entre st um dngulo 6 , ou seja, o dngulo formado pelas retas tangentes as curvas
Y1 €y em 2y € igual a 0 sao transformadas em duas curvas I'y e I's que se intersectam
em wy e que formam entre si 0 mesmo dngulo 0. E além disso

OO}

sve | z—a|

existe, é chamada de aplicagao conforme. Se f € holomorfa e f'(z) # 0 para algum z
entao f € conforme em todo G

Definigao 1.12. Uma fun¢ao racional da forma f(z) = %, com ad—be # 0 € chamada
transformacao de Mdébius.

dz—b

também é uma
—cz+a

Se f ¢ uma transformagio de Mdbius entao f~'(z) =
transformagcao de Mdbius, pois ad — be # 0 e além disso

PO = (2 a(Z2)+b  ads—ab—bez+ab
N —cz+a _c(flj;fa)—i—d_cdz—cb—cdz+ad_
(ad—bc)z
Dai temos que f~!(z) é a inversa da aplicacdo f. Sejam
az+b rz+s
f)= B0 o =2

transfromacoes de Mobius, entao

(ar 4+ bt)z + (as + bw)

fog(z) = flg(z) = (er +dt)z + (cs + dw)

¢ uma transformacao de Mobius, pois
(ar 4 bt)(cs + dw) — (as + bw)(er + dt) = (ad — be)(wr — st) # 0.

Portanto as transformacgoes de Mdbius tem estrutura de grupo.

15



1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

Exemplo 1.13. A funcao f(z) = i—jrz ¢ uma transformacao de Mobius.

A seguir apresentaremos alguns resultados sobre integracao complexa

Definicao 1.14. Seja f : [a,b] C R — C dada por f(t) = u(t) + iv(t). Definimos a
integral complexa de f por :

/f(t)dt = /bu(t)dt—i-/biv(t)dt.

Propriedades :
Em cada item baixo considere f : [a,b] C R — C dada por f(t) = u(t) + iv(¢)

a

) e (f ) = [ re (s a

ii) Im <jzf(t)dt> = fb]m(f(t))dt

ii) fb(f—i-g)(t)dt: fbf(t)dt+fbg(t)dt
iv) Sece C,c=a+ib

c/f(t)dt: (a +1ib) /bu(t)dt—l—/bz'v(t)dt = /b(au—bv)dt+i/b(bu+av)dt

a

b

/bcf(t)dt:/b(a+ib)(u+iv)dt:/(au—bv)dtJri/b(bquav)dt

a

c/bf(t)dt:/bcf(t)dt.

Definicao 1.15. Uma curva parametrizada diferencidvel é uma aplicagao diferencidvel f
de classe C™ e seu trago é o conjunto {f(t) : t € [a,b] C R}.

Portanto

Defini¢ao 1.16. Uma funcdo 7y : [a,b] C R — C € de variagao limitada se existe M > 0
tal que para toda parti¢io P = {a =1ty < t; < ... < t, = b} temos que

v (7. P) =Y | 7(t) = v(tr-) |[< M.

A wvariagao total € definida por :

V(y) = sup{v(y,P) : P uma parti¢io de |a,b]}

16



1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

Definicao 1.17. Uma curva € retificavel se ela é de variacao limitada.

Defini¢ao 1.18. (Integral de Riemann-Stieltjes). O nimero

1= [ 1= [ rawne

¢ dito a integral de [ sobre vy. Onde f : [a,b] C R — C dada por f(t) = u(t) + iv(t).

Proposigao 1.19. Se~ : [a,b] C R — C € suave por partes em [a,b] entdo ~y € de variagio
limitada e

Ve = [ 14 ldr

Demonstra¢ao. Assuma v suave. Vele relembrar que quando dizemos que v é suave, entao
7" & continua. Dada P = {a =1ty <t <..<t, =b} temos

v(v,P)=> | y(ts) = v(t-1) |

=§jy/¢mﬂ|

k=1 tr—1
n tr b
< /W¢w|w:/«ﬂwwt
k=1, .

b
COnsequentemente V() < [ |7/ (t) | dt e v é de variagio limitada.

Como 'y/ ¢ continua em [a,b] que é compacto, 7/ ¢ uniformemente continua. Deste
modo dado € > 0 podemos escolher §; > 0 tal que |s — ¢| < 4; implica que
| 7'(s) = ' (t) |< e. Agora escolhemos &, tal que se P = {a =1ty <t; <..<t,=b}
e |Pl| = mazx {(ty —tr—1) : 1 <k <n} <y entao

(/wﬁnm—Eyfme—mn<e
" k=1

onde 75, é um ponto em [t; — t;_1]. Consequentemente

LA ) Lt < et S0, 1 (o)t — tir)

a

173

=e+> | [ A (m)dt

lk—1

<e+r S| [ IV () — A (@))dt




1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

Se ||P|| < & = min(d1,8,), entdo |y (1x) — 7 (t)] < € pata t € [t —tp_y] €

J1A O dt < e+ e(b—a)+ 35 y(te) — y(tas)]

e(1+ (b—a))+v(y; P)

<el+(b—a))+ V(7).

Fazendo € — 01 obtemos \

[1ro1a<ve,

a

E portanto segue o resultado.
O

Defini¢ao 1.20. Dada f continua em v e~y de classe C* em [a,b] definimos a integral

de linha de f sob a curva vy por
b
[ 1= [ ot

Exemplo 1.21. Seja f(z) =1 e y(t) = re', ¢ € [0,27] entdo

2m
/f /f re')(re' dt /—tme”dt /z’dt:%ﬂ.
ret

Definicao 1.22. Seja f : G — C, com G aberto e f continua. Dizemos que F': G — C
¢ uma primitiva para f se F € holomorfa e F' = f.

Proposigao 1.23. Seja f : G — C continua em G, onde G € um dominio. Se F' € uma
primitiva de f, entao F' + k, também o €, mais ainda qualquer outra primitiva de f € da
forma F + k, onde k é uma constante.

Demonstracao. Seja H outra primitiva de f. entao H — F' é holomorfa e
(H—F) =H(2) = F(2) = f(z) = f(z) = 0.
Entao H — F = k, com k constante. O

Definicao 1.24. Uma func¢ao f : G C C — C ¢ dita ser analitica se para todo a em G,
existe r > 0 mdzimo tal que B,(a) C G e

Z%Z—CL VvV ze B.(a).

n=0

18



1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

Definicao 1.25. G C C ¢ dito ser simplesmente conexo, se G € aberto, conexo, e sem
buracos, no sentido que qualquer curva fechada de G delimita uma regiao inteiramente
contida em G que pode ser transformada em um ponto.

Teorema 1.26. Se f : G C C — C uma func¢ao analitica, entao f € holomorfa.

Demonstracao. Como f é analitica temos

f(z) =) anz—a)"V z€ Bla).

n=0

para R > 0 qualquer.
Considere a = 0. Seja g : Br(a) — C uma fungao dada por

9(2) = " nan(z — a)!

Fixe r > 0, tal que » < R.
Para todo z,w € B.(0) w # z, temos

o) - 1) :f;(w) “Sa (n _ i)

Z — Z—w

nZv =ttt

n n

zz:g — znfl + anQw + Zn73w2 4+ ...+ zwn72 + wnfl

e subtraindo a segunda igualdade da primeira temos :

22z —w)+ 2" (22— w?) 22— w ) 4 (2 —wh)

=(z—w)((n—1)2""14+(n—2)2zn — 3w+ ...+ 2zw" 2 +w"?).

Logo,
nz"t = S5
<lz—wl(n=1)+n—-2)+...+2+1)r"2
=|z— w|—n("271)7“”_2.
e daf
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(o]
E a, | nz -
Z—w

o
< Z|an| nz ‘ < |z—w|z |an|r
n=1

= -2
Pelo teste da razao, a série Z n(n2 )|an|7"”_2 converge, uma vez que r < R.
n=2
= -2
Digamos que Z %MHV”_Q = A < o0, logo
‘g(z) _ M‘ < |z — wlA.
Z—w

E isso mostra que

lim |g(2) - —f(zz - {U(w) ‘ ~0.
Ou seja,
g(z) = lim M = f'(2).

w—z Z — W

Como 7 foi tomado arbitrariamente f'(2) = g(2) em Bg(0). O caso a # 0 é simples, nao
ha nada de especial em a = 0, basta trocar z" por (z — @)™ nos calculos acima. n

Teorema 1.27. (Teorema Integral de Cauchy) Se f : G—— C, com G simplesmente
conezxo, e f analitica. Entao [ f =0 para toda curva v de Jordan, regular, inteiramente

5
contida em G.

Obs 1.28. v ser uma curva de Jordan significa que v é uma curva fechada e simples, (
ou seja, v € uma curva sem auto-intersegoes, ou ainda injetora).

Demonstracao. Ver referéncia [5] O

Proposicao 1.29. Se f: G —— C ¢ analitica entao f possui uma primitiva, mais ainda
sey € um caminho fechado em B,(a) C G entao [ f = 0.
v

Demonstra¢ao. Dado a € G,3r > 0 tal que B,.(a) C G e

Z%Z—G ,V z€ Ba)

n=0

e considere F': B,.(a) — C dada por

o - Qn n+1
7Zn+1(z_a>

n=0
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|z—al

Sabemos que para n suficientemente grande:

n+l — n+1
an(z —a)™! Lz —a "
=[ an(z —a)" | <| an(z —a)" |
n+1 n+1
Entdo F esta bem definida (raio de convergéncia r) e F' = f. O

Teorema 1.30. Dada f : G — C continua e G um dominio simplesmente conexo, as
sequintes afirmagoes sao equivalentes :

1. f possui uma primitiva ;

2. [ fdz =0 para todo caminho fechado v C G;
g

3. [ fdz so depende dos extremos z1 e zy de qualquer caminho o contido em G, que

liga z1 a 2.

Demonstragao. (1) = (3) : Sejam o(t) = z(t) +iy(t),t € (a,b); f(2) = u+iv, F(z) =
N +iM e zy = o(a) = xz(a) +iy(a),o(b) = x(b) + iy(b). Sabemos que F' = f e
, ON OM OM  ON

P T T oy oy

Entao
N uw =M
or ~ 9
{ % T (1)
oy T~ Oz
e
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b

J fdz = [(u(t)a'(t) — v(t)y (1)dt +1 fb(u(t)z/(t) +u(t)a'(t))dt

(5 (0) = 2y 0)) + [ (%' (0) + 20/ (1)

= F(x(b) + iy (b)) — F(z(a) + iy(a))

= F(z) — F(z).
(1) = (2) : Tomando em (1) = (3) z; = 22 segue o resultado.
(2) = (3) : Sejam 27 e z; em G. Seja v um caminho que liga z; a z3 e ¢ um caminho que

liga z5 a z; ambos os caminhos definidos em G. Logo v — ¢ é um caminho fechado em G,
que é simplesmente conexo, assim

y/afdz:w/fdz—g/fdz:O,
ffdz—g/fdz

(3) = (1) : Agora fixe 2y € G, e defina

entao

F:G—=C
2z F(2) (1.2)

por F(z) = [ fdz, onde v é um caminho que liga zy a z. Perceba que F esta bem definida

8!
por hipotese, pois a integral estd bem definida.

Afirmagao : F'(2) = f(2) V z€G
De fato, como G é aberto, existe r > 0 tal que B.(z) C G para h € C com
| h |[< r,z+ h € B.(z) C G. Mais ainda, temos que o(t) = z + th com t € [0,1]
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esta contido em B,(z) C G, logo temos

F(z+h)= /f / (w)dw+/f(w)dw

yto

Entao

Por outro lado,

e dai temos

=1 {f f(w)dw—ff(z)dw] = f—f(w);f(z)dw

Como f é continua dado e¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se | w — z [< § entdo
| f(w) — f(2) |< €. Logo tomando 6 = min{r,d} e se h < 4, temos | f(w) — f(2) |< ¢,
assim dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

/f dw <

F(w) - 1) .
T '<|h| [ dw|

- F F(z
h<5:>‘ (Z+h}z

€
R

Entdo F'(2) = f(2). O

Nosso objetivo é mostrar com os proximos resultados que se G C C é um dominio
simplesmente conexo e f : G — C & holomorfa, entao existe uma representacao de f ao
longo de caminhos fechados contidos em G.

Teorema 1.31. Formula Integral de Cauchy : Sejam f : G — C holomorfa no
dominio simplesmente conexo G e v um caminho fechado qualquer contido em G. Para
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todo z mo interior da regiao delimitada por vy, tem-se :

1 [
>—Tm/§_

Obs 1.32. A expressao 1.31 € denominada formula integral de Cauchy.

Demonstracao. De fato, sendo G aberto, para cada z no interior de v existe um disco
fechado de centro z e raio p > 0 contido no interior de . Seja I' a fronteira deste disco e
suponhamos que v e I' sejam caminhos orientados no mesmo sentido. A funcao £ — (5)
¢ holomorfa em G — I(I') ( G menos o interior de I'). Como anteriormente temos

V/fé(f_)dé _ / I

Considere uma representacao paramétrica de I' é dada por £ = z + pe't, com 0 < t < 2.

Dai
f(&)d¢
2_m -2 2Z/ff+p€)

~

da qual obtem-se

21

%/ff_)dj — f(2)] < %/!f(&pe“)—f(z)\dt

0

Sendo f continua em G, por ser holomorfa, segue-se que para cada € > 0, existe § = J(¢)
tal que |f(€ + pe™) — f(2)| < € para todo p < 6. Resulta que a formula anterior implica
na formula integral de Cauchy.

Como f é holomorfa em G e como f : G — C é continua segue que

¢ uma fun¢ao continua em (G — 7). O

Observemos que a féormula integral de Cauchy, nos diz que se f : G — C for holomorfa
no dominio simplesmente conexo G, entdo o seu valor f(z) em todo z no interior da
regiao delimitada por um caminho fechado v qualquer contido em G, é obtido através do
conhecimento de f sobre 7.

Teorema 1.33. Seja f: G C C — C uma fungao holomorfa, com G um dominio, entao
f € analitica, ou seja, dado a € G, existe B.(a) C G tal que

Zanz—a vV z € B(a).

n=0
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Demonstra¢ao. Dadoa € G,3 R > 0tal que Bg(a) C G. Considere r tal que 0 < r < R,
dai B,(a) C Br(a) e f & holomorfa em B, (a). Logo pela formula integra de Cauchy temos

)=%/fiw_)d:}, v =0B,(a) ¥V re B(a)

Agora perceba que

I 1 B 1 1
w—z (w—a)—(2—-a) (w—a)\1-Z2

Como (z —a) <re|w—al|=rtemos 22| < 1, assim

1 " —a\"
_ Z(Z “) Vz € B,(a),
w—a w—a“—\w-—a

n=0
ou seja,
5 z_—ac;lH Vz € B,(a)
dai
f6) = g [ A28 = 1) = 3 ] f@) (Z ‘) w
— f(w)(z —a)" f(w)(z—a)"
_ﬁ{<zo (w_a)n-‘rl) :2m Z/ w— a)nt d
— 1 f(w)
;QW@/(w—a)"Hd Zanz—a
onde L fw)
w
In = %/ (w — a)"t! n!
R
Portanto f ¢é analitica O]

Obs 1.34. O teorema 1.26, junto com o teorema anterior nos diz que f € anlitica, se e
somente se, f € holomorfa .

Os seguintes resultados podem ser consultados em detalhes em [5] [12] [14].
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Teorema 1.35. Seja f: (G — ) — C definida por
_ 1 [p(§)dg
f(z) = %/ £

com @ continua e holomorfa em (G — ), entao a derivada € dada da sequinte forma

/ 1 [ e(§)dg
165 | e

27
¥

Corolario 1.36. Nas condi¢oes do teorema anterior, a fungao f definida por
_ 1 [ e(§)dE
J2) = 2772'/ §—2
8!

possut dertwadas de todas as ordens, sendo a deriwada de ordem n dada por

f(”)(z) _ %/ p(£)dg

€=

para todo z € (G — 7).

Teorema 1.37. (Teorema de Morera) Seja [ : G — C wuma fungao continua no
dominio simplesmente conexo G. Se

/f(z)dz =0

para todo caminho fechado contido em G, seque-se que f € holomorfa em G.

Demonstra¢io. Como [ f(z)dz = 0 para todo caminho contido em G, temos que se
r
20 € G, a integral

/Zf(f)d£ =0

depende somente de z. dai

o(z) = / F(6)de =0

esté definida em G e é derivavel, com ¢'(2) = f(z). Portanto, f ¢ igual a derivada de
uma func¢ao holomorfa, ¢, logo holomorfa, e segue o teorema. m

Teorema 1.38. (Teorema de Liouville) Se f : C — C ¢é holomorfa em todo C. Se
existe K > tal que |f(2)| > K entao f € constante.

Demonstragao. Seja zg um ponto qualquer de C e D(0, p) um disco aberto com centro na
origem contendo zy em seu interior. Representamos por 7 a fronteira de D(0, p) . Sendo
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1.1. NOCOES EM VARIAVEL COMPLEXA

f holomorfa em C,

I I (IS
fz0) = 2m'/ £~ %
gl
pela formula integral de Cauchy. Tem-se também,

o= o [ 16

Assim,

1 [ T=llfE)1dE ]
2 [ &= 20l €

~

| f(z0) = f(0) [<

Como f ¢ limitada em C, existe uma constante K > 0 tal que | f(z) |< K para todo
z € C . Consequentemente,

) Kl=| [ |de]
| f(20) — f(0) | o 0/|§—z0||£!

temos que & € v, logo | £ — 29 |> p— | 20 |, portanto

K| 2 |

’f(zo)—f(()) ‘ﬁ m-

Sendo K, | 2z | nimeros independentes de p. Fazendo p — 0o na expressao anterior temos
que para todo zy € C, f(z9) = f(0) o que mostra que f é constante em C. ]

Teorema 1.39. (Teorema do Mddulo Mdximo) Seja f : U — C uma fungaio
holomorfa, onde U C C € um aberto conexo. Suponhamos que exista zy € U tal que
| f(2) |<] f(20) | para todo z numa vizinhanga de zy. Entao f € constante em U.

Demonstragdo. Seja z € U, e suponhamos que f(z) =| f(z0) | € . Consideremos a
funcao g(z) = e~ f(2). Temos | g(2) |=| f(2) |<| f(20) |= g(20) para todo z numa
vizinhanca de zp. Escrevamos ¢(z) = u(z) + iv(z), onde u = Reg e v = Img. Como
9(z0) € R ( pois g(z0) = ¢~ f(z0) = e~ el | f(z) | ), temos u(zo) = g(z0) € v(z0) = 0.
Agora seja r > 0 tal que D(zg,7) C U C C e tomemos v,() = zy + re??. Pela formula
integral de Cauchy podemos escrever

21
1 g(w) 1 / g(zo+re?y .,
—g(z) = — | LY gy = — [ RETTC Jycivgg
w(z0) = g(20) 27 / w — 2 YT o re® ¢
Yr 0

2 2 2

1 , 1 ‘ ] ‘
=5 /g(zo +re?)do = o /u(zo +re'?)do + i /v(zo +re')do
0 0 0
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Igualando as partes reais, obtemos

2

u(zg) = P /u(zo + re')dh

0

Afirmacao : A hipoétese do teorema e a igualdade acima implica que
u(z0) = u(zo +re) V00,27
De fato, seja h(6) = u(z) — u(zo + re?). Assim temos
u(z) <l u(z) |<] g(2) [< g(20) = ulz0) VzeU

Obtemos que h(f) < 0 para todo 6 € [0, 27|. Note que se h(#;) > 0 para algum 60; € [0, 27},
entao teriamos h(f) > 0 para § em um intervalo contendo 6y, pois h é continua. O que
implica

2T 2T
1 B 1 0
0< 5 / (O = - / (u(z0) — u(z0 + re™))do
0 0
2T

1 .
= u(zg) — Py /u(zo + re'?)df
0

o que gera uma contradicdo com a igualdade 1.1. Concluimos que u(zg + re®) = u(z),
V6 € [0,27] e todo r > 0 tal que D(r,2) C U C C. Dai obtemos que u é uma constante
em um disco aberto D C C , com centro em zy. Por outro lado as relagoes de Cauchy-

Riemann
v ou ou v

—=—— =0, —=——=
ox dy ox dy
Portanto v é também constante em D, ou seja, g = u + iv é constante em D. Como

f(z) = e%g(z), concluimos que f também é constante em D, logo constante em U, uma
vez que U é conexo e f é analitica. O

Corolario 1.40. Seja G um dominio limitado de C. Se f : G — C holomorfa em G e
continua no fecho G. O mdzimo de | f | é assumido em um ponto da fronteira de 0G.

Demonstra¢ao. Suponhamos que | f | assume maximo no interior de G, digamos em
a € intG, assim

e assim temos

21
[ F@) 1< 52 [ 1 fasre? |d9</\f [ d0 =] f(a) |
0
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Portanto )
1 )
o [ 1#a+re) = f(@)
0
€ Ccomo A
0<| fla+re”) <] f(a) |
dai

fla+re®y = f(a) Vrel0,2n]

Como | f | é continua, entdo temos que f é localmente constante, e do fato de G ser
conexo e f continua segue que f é constante, o que ¢ um absurdo, logo o maximo de f
nao pode ocorrer no interior de G. O]

Suponha f holomorfa e com um zero de ordem m sobre z = a. Assim f(z) =
(z —a)™g(z), onde g(a) # 0. Dai

e ¢'/g € holomorfa sobre z = a, uma vez que g(a) # 0. Agora suponha que f tenha podlo
de ordem m sobre z = a, isto é, f(z) = (z — a) ™g(z), onde g é holomorfa e g(a) # 0.
Dai

e ¢'/g é holomorfa sobre z = a.

Definigao 1.41. Se v € uma curva fechada retificivel em C, entao

nor =5 [ 25

¢ deniminado indice de v com respeito ao ponto a. Deste modo n(vy;a) € o nimero de
voltas que se dd sob v torno de a.

Teorema 1.42. Seja f meromorfa em um aberto G com pdlos pi,pa, -+ ,Pm € 2€r0S
21,22, 5 Zn contando a multiplicidade. Se v é uma curva retificivel homotdpica a zero
€ nao passando por pi,Pa, - ,Pm € LAMPOUCO POT 21, Zo,*** , Zn, €NLAO
1 [f() - -
— dz = n(vy, zx) — n(vy, p;
~ k=1 ]:1

Teorema 1.43. (Teorema de Rouché.) Suponha f e g meromorfa em uma vizinhanga
de B(a, R), sem zeros ou polos no circulo v ={z: |z —a| = R}. Se Zy, Z,(Py, P,) sao os
numeros de zero (polos) de f e g dentro v e contando suas multiplicidades e se

1F(z) + 9(2)] < |F ()] +[(2)]

sobre ~y entao
Zy—Pp=2,-P,
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As demonstracoes dos teoremas 1.42 e 1.43 podem ser encontradas na referéncia [5].
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Capitulo 2

Conjuntos de Julia e de Fatou

2.1 Nocoes de Dinamica Complexa

Nesta secao apresentaremos alguns resultados gerais de dindmica complexa.

Definicao 2.1. SejaneNe f: S C C — S cC uma aplicagao, onde C=CuU {0} €
a esfera de Riemann. Definimos a n-ésima iterada de f como a composicao de [ n-vezes
CONSIgo MesSma

fr=fofo..of.

Definicao 2.2. Um ponto w é um ponto periodico de uma aplicagio [ se ele é um ponto
fixo de alguma iterada f™, ou seja, f™(w) = w.

Definicao 2.3. Considere a orbita periodica:
frzo 21> o 21— 2 = 20

para uma aplica¢ao holomorfa f : S — S. Se os pontos z1, ..., Zm_1, Zm Sao todos distintos
entao o inteiro m > 1 € chamado periodo.

Definicao 2.4. Dado um ponto a e uma fun¢ao f continua, o conjunto de pontos
{a, f(a), f*(a), f3(a),...} € denominado a drbita positiva de a e é denotado por OF(f) =
{f¥(a);k > 0}. Se f € inversivel, o conjunto de pontos {a, f~'(a), f~*(a), [~*(a),...} €
denominado a drbita negativa de a e € denotada por O~ (f) = { f*(a); k < 0}. Além disso
a drbita positiva de a, OF(f), é chamada drbita periddica quando a é um ponto periddico
de periodo n

Definicao 2.5. Um ponto zy € pré-periddico, de periodo n, se zg ndo € periodico, mas
existe um n > 0 tal que f"*'(z) = f'(20), com i > 0, ou seja, f*(zy) € periddico para
1> 0, com 1 inteiro positivo.

Definicao 2.6. Suponha zo um ponto periddico de periodo m, de uma fun¢ao holomorfa f,
isto €, f™(20) = 20, para algum m € N. O nimero X\ = (f™) (20) = f (20)f'(22)... f (2m)
¢ chamado multiplicador de f em zy, onde z; = f¥(2). O ponto periddico zy € classificado
da sequinte forma:

e 2y ¢ super-atrator se | A |= 0;
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o 2y € atrator se 0 <| X |< 1;

o 2 € repulsor se | A |> 1;

e 2y € indiferente se | A |= 1.
Exemplo 2.7. Se f(z) = 2% entao f tem trés pontos fizos, a saber: zero, a unidade e o
infinito. Assim os multiplicadores sao:

e \=| f(0) |=2.0=0, portanto 0 superatrator;

o \=| f(1) |=2.1 =2, portanto 1 ¢ repulsor;

o \=| f(c0) |= 2.00 = 00, mas nesse caso especial 0o € atrator, e ndo repulsor.
De fato, a definicao anterior dever ser vista com cautela no caso em que o ponto
no infinito € periddico sobre uma aplicagao racional, f™(oc0) = oo. Neste caso o
multiplicador X nao € igual ao limite de z — oo da derivada de f™(z), mas o
inverso deste numero. Detalhes podem ser vistos na referéncia [13], pdgina 45.

A seguir enunciaremos o teorema de linearizacao provado, por G. Koenings em 1884,
que nos dé uma forma de estudar o comportamento de uma funcao f qualquer a partir
de uma aplicacao conforme, ver a referéncia [4], pagina 31.

Teorema 2.8. Suponha que f tem um ponto fixro atrator em zy, com multiplicador A

satisfazendo 0 < |\ < 1. Entao existe uma aplicagio conforme & = ¢(z) de uma
vizinhan¢a de zy sobre uma vizinhanga de 0 que conjuga f(z) com a fun¢ao linear
g(&) = X, A conjugagao € unica, a menos de multiplicagio por um fator constante
nao nulo.

Demonstragdo. Suponhamos zy = 0. Definamos ¢, (z) = X7"f"(2) = 2 + by 12",
entao ,, satisfaz

pnof =T = A

Assim se, ¢, — @ entao po f = \p e temos que o fop™! =\ e ¢ é uma conjugacao.
Mostaremos a convergéncia citada acima, ou seja, que ¢, — . Note que para o > 0
pequeno, temos

| f(2) = Az |<C 2 |, | 2 |<§ e C > 0 constante.
Assim
| RIS 2 [+C [z P< (A +Co) | 2],
e por inducao com | A | +C§ < 1,
[ (2)] < A+ CO) 2|, 2] <6

(A+C9)?
A

Tome 0§ pequeno de forma que se p = < 1, obtemos

[ DA (2)

>\n+1

CLIG) P _ pCLf?

n+1 n —
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para |z| < 6. Desta forma ¢"(z) converge uniformemente para |z| < §, e existe a
conjugacao.

Para provarmos a unicidade é suficiente mostrarmos que alguma conjugagao de f(z) = Az
sobre si mesma é uma constante multiplicada por z. De fato, suponhamos que ¢(z) =
a1z + azz* + ... seja tal conjugacao, entao p(Az) = Ap(z). Fazendo as substituigoes temos
a,\" = Aa,, dai obtemos que a, = 0 se n > 2, portanto ¢(z) = a;z. O

Definicao 2.9. Um ponto periddico zy € chamado parabdlico se o modulo do multiplicador
A em zg € igual a 1, desde que f™ nao seja a aplicagao identidade. Mais geralmente, se
A € uma raiz da unidade nenhuma iterada de f € a aplicagao identidade.

Definicao 2.10. Se O € uma orbita periodica atratora de periodo m, definimos a bacia de
atra¢ao dessa orbita como sendo o conjunto aberto A C S consistindo de todos os pontos
z € S para 0s quais as sucessivas iteradas f™(z), f*™(2), ..., convergem para algum ponto

de O.

2.2 Conjuntos de Fatou e Julia

Para estudarmos os conjuntos de Julia e de fatou precisamos primeiramente da
definicao de familia normal.

Definigao 2.11. Uma familia F de aplicagées de um espago métrico (X, d) sobre um
espago métrico (X1,dy) € equicontinua em xq se, e somente se, para todo € positivo existe
0 positivo tal que para todo x em X e para toda f em F

d(wo, x) < 6 = di(f(20), f(2)) <€

A familia F € equicontinua em um subconjunto Xo de X se é equicontinua em cada xo de
Xo.

Denotamos por C(U, V') como o conjunto de todas as aplicagoes continuas de U em V/,
onde U e V sao subconjuntos de C.

Defini¢ao 2.12. Um conjunto F C C(U,V') é normal se cada sequéncia em F possui
uma subsequéncia que ou converge uniformemente em cada compacto K C U para f em
C(U,V). Ou diverge localmente uniformemente de V', isto é, se para todo compacto K C U
e K' CV, tem-se f(K)NK =0, para n suficientemente grande.

Teorema 2.13. (Teorema de Arzela-Ascoli) Um conjunto F C C(U,V) € normal se,
e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas :

(1) Para cada z € U, {f(2); f € F} tem fecho compacto em V ;

(i) F € equicontinua em cada ponto de U.

A demostragao com todos os detalhes pode ser encontrada em [5], pdgina 148.

Teorema 2.14. Uma familia F de fungoes holomorfas em um dominio D limitada por
alguma constante fixa € normal.
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Demonstracao. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli é suficiente provarmos a equicontinuidade
dessa familia. Seja C' a fronteira de um disco fechado de raio r contido em D. Desta forma
dado € > 0 tome § < min {g, ﬁ}, onde M é uma constante fixa positiva. Se z, zy estao
no interior de C, pela formula Integral de Cauchy temos

1) = F(0) = 33 [ @556 = 3 [

YR R 7€)
i ) (&5~ &) f€)e = | e

Supomha que M seja a constante fixa que limita cada funcao f € F,isto é, | f |< M
em C'. Se restringimos z e z, ao disco concéntrico menor de raio 3, segue-se que

| f(z) (ZO> |_ |Z ZO| f\ g"ﬁgl 20)l | dg§ |

<k

r

f : | (277'7") AM|z—z0]
C

Logo
AM | z — % |
[ 1(2) = fleo) | 22 <o
e portanto a familia é equicontinua. E por decorréncia do Teorema de Arzela-Ascoli é
normal. O

Definicao 2.15. Sejam R e S superficies de Riemann. A aplicacao holomorfa P: R — S
€ uma aplicacao cobertura, se todo w € S estd em algum disco coordenado U tal que cada
componente coneza de P~ (U) € levada de maneira conforme por P em U. Definimos
ainda S como a cobertura universal de S obtida por S em relagao a todos os loops ao
redor dos pontos nao triviais de fronteira U.

Teorema 2.16. (Teorema da Aplicagao de Riemann) : Se U um dominio
simplesmente conexo em ((A:, cuja fronteira contém pelo menos dois pontos, existe uma
aplicacao conforme 1 do disco unitdrio aberto D para U. Podemos levar 0 em qualquer
ponto fixo de U, por argumentos especificos sobre w'(O) e entao a aplicacao de Riemann
€ unica.

Demonstragao. Veja [1] pagina 229 O

Lema 2.17. Se M = C \ {0,1} € a esfera perfurada trés vezes, entio M™ ¢é
conformalmente equivalente ao disco unitdrio D.

Demonstra¢ao. Como D é conformalmente equivalente & parte superior do plano H =
{z eC:1Im(z) > O}, é suficiente encontrar uma aplicagao cobertura de H sobre M.

Seja F = {z :0 < Re(z) < 1, ‘z — %‘ > %} Entao pelo teorema da aplicacao de Riemann

existe uma aplicacao ¢ de E para H fixando 0,1,00. Denote E* a reflexao de E
sobre o circulo ‘z — %‘ = % Pelo principio de reflexao de Schwarz, extendemos v para

uma aplica¢do conforme de E U E* para C\ (00,0] U [1,00). Extendendo ¢ a todos
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{0 < Re(z) < 1,Im(z) > 0} tomando os valores em C \ {0,1}. Por reflexdo das linhas
verticais {Re(z) = n} para n inteiro, extendemos 1) para todo H. Por construgao temos
que Y é uma aplicagao cobertura de H sobre M. O

Teorema 2.18. (Teorema de Montel) Seja U um dominio em C e F uma familia de

aplicagoes de U para C que omite trés diferentes valores. Isto €, existem valores distintos
a,b,c em C tal que fU) c (C\{a b,c} para toda f em F. Entdao, a familia F é normal.

Demonstra¢ao. Vamos assumir que U ¢é um disco. Por composicao com uma
transformagao de Mobius, assumimos que as fungoes f em JF nao assumem os valores
0,1,00. Seja S = C\ {0,1}. Pelo lema anterior , existe uma aplicagdo cobertura
v D — S. Seja ]7: U — D um levantamento para f em F, tal que ¢ o f: f Entao pelo

teorema 2.14 {f feF } é uma familia normal. Deste modo F é normal. O

Definigao 2.19. Seja Ca esfera de Riemann, que € uma superficie de Riemann compacta,
e f: C — C uma aplicagao holomorfa e f* : C — C a n-ésima iterada. O dominio de
normalidade da colegao de iteradas f" € chamado Conjunto de Fatou para f. O seu
complementar é chamado de Conjunto de Julia.

Notagdo : Usaremos J(f) para conjunto de Julia e C\ J(f) ou F(f) para o conjunto
de Fatou.

Exemplo 2.20. Considere f(z) = 2°, entio f"(z) = 22". Como f™ converge para 0 em
{|z] < 1} e converge para oo em {|z| > 1} o Conjunto de Julia de f € o circulo unitdrio
{|z| = 1}, e seu complementar F(f) é o conjunto de Fatou.

Figura 2.1: Conjunto de Julia de f(z) = 2*

Exemplo 2.21. Considere f(z) = 2z? + 0.55i + 0.2, entdo a figura abaizo representa o
conjunto de Julia de f .

Definicao 2.22. Seja P : C - C um polindomio complexo monico de grau d > 2. O
Conjgunto de Julia Cheio de P é definido por
K(P)={z:P"(z) » oo}

Obs 2.23. Com a definicao de conjunto de Julia Cheio e com a definicao do conjunto
de Julia, observamos que o conjunto de Julia € o bordo topologico do conjunto de Julia
Cheio.
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Figura 2.2: Conjunto de Julia de f(z) = 2% + 0.55¢ + 0.2

Exemplo 2.24. Para o polinémio Py(z) = 2% o conjunto de Julia Cheio K(Py) € o disco
unitdrio fechado, e o conjunto de Julia J(Fy) € o circulo unitdario.
De fato, como Py(z) = 2¢, entdao Py(z) = z%". Assim P}(z) converge para 0 em {|z| < 1}
e converge para oo em {|z| > 1}, portanto o Conjunto de Julia Cheio é o conjunto
{z :|z| <1}, e o conjunto de Julia € o circulo unitdrio {|z| = 1}.

Exemplo 2.25. Considere os polindmios de Tchebychev Ty definidos pela sequinte
forma de recorréncia
Tiv1 = 2T(2) — Th1(2), k= 1,2, ...

e To(z) = 2,T1(z) = z, dai seque que

To(z) =22 -2
Ty(2) =23 — 32
)=z

Ty(z t 42242

O conjunto de Julia Cheio K(T}) é o intervalo [—2,2]. Desta forma K(Ty) = J(T}), e
dai o conjunto de Julia Cheio tem interior vazio ver referéncia (veja [3])

Definicao 2.26. O Conectedness Locus M, de uma familia de polindmios de grau n
consiste de todos os pard@metros c, tais que o conjunto de Julia cheio de P.(z) é conero,
ou equivalentemente se a orbita de cada ponto critico de P.(z) € limitada.

Obs 2.27. A demonstracao da equivaléncia da definicao defini¢ao acima encontra-se na

referéncia [7] nas paginas 313 e 314.

No préximo exemplo apresentaremos o Connectedness Locus de algumas familias de
polinémios

Exemplo 2.28. Considere P.(z) = 2™ + ¢, entdo o Connectedness Locus é o conjunto
representado como na figura abaizo:

Figura 2.3: Connectedness Locus paran =2,n=3 e n =4, respectivamente.
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2.3 Propriedades dos Conjuntos de Fatou e Julia

Nesta secao apresentaremos uma série de propriedades dos conjuntos de Fatou e de
Julia, com o objetivo de compreender o comportamento dinamico de uma aplicacao
holomorfa. Porém, antes de apresentar tais propriedades dos Conjuntos de Fatou e Julia,
precisamos do seguinte teorema que pode ser encontrado em ([13])

Teorema 2.29. Seja f(z) = Pg; uma fungao racional, onde P e () nao possuem raizes

comuns. Coloque k = maz{grau(P), grau(Q)}. Valem as sequintes propriedades

o

i) Para todo zy € C a equacio f(z) = 2o possui k solugoes, contadas com
multiplicidade;

i1) Existe um subconjunto finito C(f) C C com no mdzimo 2k — 2 elementos, tal que
C\C(f)={20: f(2) =20 possui k solugoes distintas};

iii) O conjunto C(f) € vazio se, e somente se, k = 1.

Assim k € o grau de f e C(f) € o conjunto de valores criticos de f, além disso um ponto
20 € C\ C(f) € chamado valor reqular de f.

E agora de posse do resultado acima seguem algumas propriedades dos conjuntos de
Fatou e Julia

Teorema 2.30. (Lema da invaridncia) : O conjunto de Julia J(f) de uma aplicagio

holomorfa f : C—Ce¢ completamente invariante sobre f. Isto é, z pertence a J(f) se,
e somente se, f(z) pertence a J(f). O mesmo vale para o conjunto de Fatou.

Demonstragao. Primeiramente note que f~*(F(f)) C F(f), pois f é holomorfa e F(f) ¢é
aberto. Agora suponha que 29 € F(f), e que uma subsequencia f%*1 = f% o f converge
uniformemente em uma vizinhanca de z;. Como f é analitica, ela aplica uma vizinhanca
de zp em uma vizinhanga de f(zp). E além disso, f™ converge uniformemente em uma
vizinhanca de f(zo), pois zo € F(f). Segue que f(z) € F(f), e dai f(F) C F, portanto
F & completamente invariante. Como C = F(f) U J(f). tem-se que J(f) também é
completamente invariante. ]

Lema 2.31. (Lema da Iteracao) Seja f : C — C uma aplicag¢io holomorfa . Para todo
k > 0, o Conjunto de Julia J(f*) da k-ésima iterada coincide com o Conjunto de Julia

J(f)-

Demonstragido. O conjunto de Julia de f coincide com o conjunto de Julia de f*, pois
se f¥ ¢ normal sobre um conjunto aberto U entdo f™ também é normal sobre U. Por
outro lado se f™ & normal sobre U entdo f* também é normal sobre U, e dai segue o
resultado. O
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Lema 2.32. Cada drbita periddica atratora estd contida no Conjunto de Fatou F(f). De
fato, toda bacia de atra¢ao A para uma drbita periddica atratora estd contida no conjunto
de Fatou. Além disso, cada orbita periddica repulsora estd contida no conjunto de Julia.

Demonstragao. Primeiro considere um ponto fixo zp com multiplicador A. Se [A\| > 1,
entao nenhuma sequéncia de iteradas de f pode convergir uniformemente proximo de zg.
Como a primeira derivada de f™ em zy € A", temos que f tende ao infinito quando n — oo.
Se |A| < 1 e escolhendo ¢ tal que |A| < ¢ < 1 temos pela expansao de Taylor que

£ (2) = f(20)| < ¢z = 2,

para z suficientemente proximo de zy. Desta forma as sucessivas iteradas de f restritas
a uma vizinhancga de 2y convergem uniformemente para a fungao constante z — z.
Portanto como um ponto periédico de f é um ponto fixo de alguma iteragao f" segue o
resultado. O]

Corolario 2.33. As drbitas periddicas repulsoras sao densas no Conjunto de Julia.

Demonstragao. Vale lembrar que o conjunto de Julia J(f) nao possui pontos isolados.
Assim podemos excluir um quantos pontos de J(f) quisermos, sem afetar o argumento.
Seja zp um ponto qualquer de J(f) que ndo seja ponto fixo nem valor critico. Por outras
palavras assumimos que existem d pré-imagens zq, 25 - - , zg que sao distintas umas das
outras e de 2y, onde d > 2 é o grau de f. Pelo Teorema da Funcao Inversa, podemos
encontrar d funcoess holorfas z — ¢;(z) que sdo definidas em alguma vizinhanga N de
2o, € que satisfazem f(¢;(z)) = z, em que ¢;(29) = z;. Para algum n > 0 e para algum
z € N a funcdo f"(z) deve assumir um dos trés valores z, ¢1(2) ou ¢5(z). Caso contrario
a familia das fungoes holomorfas

gnlz) = (f"(2) = 01(2))(2 = $a(2))
! (f7(2) = 62(2))(z = 61(2))
em N evitaria os valores 0, 1 e 0o, e assim seria uma familia normal. Logo { f"|N} também

seria uma familia normal, contradizendo a hipotese de que N intersepta o conjunto de
Julia. O

Lema 2.34. Cada ponto periddico parabdlico pertence ao Conjunto de Julia.

Demonstracao. Seja w um parametro local de uniformizacao com w = 0 correspondedo
ao ponto periodico. Assim, alguma iterada f™ corresponde a uma transformacao local do
w-plano com uma série de poténcias da forma w — w + a,w? + ag W™ + ..., onde g < 2,
a, # 0. Daf a derivada de ordem ¢ de f™ em 0 ¢ igual a qlka, que tende a infinito a
medida que £ — oco. Pelo Teorema da Convergéncia Uniforme de Weierstrass, segue que
nehuma subsequéncia de f™ pode convergir localmente de forma uniforme a medida que
kj — OQ. ]

Antes de apresentarmos o proximo teorema precisamos da definicdo de grande orbita

Definigao 2.35. Chamamos grande orbita de um ponto z sob f : S — S, ao conjunto
GO(z, f) consistindo de todos os pontos 2 € S cuja orbita em algum momento intercepta
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a orbita de z. Assim z e 2 tem a mesma grande orbita se, e somente se, f™(z) = f*(2)
para alguma escolha de m > 0 en > 0. Um ponto z € S serd chamado grande orbita
finita ou excepcional sobre f se sua grande orbita GO(z, f) C S € um conjunto finito.

Definicao 2.36. O conjunto dos pontos de C que tem grande orbita finita serd denotado

por &(f)

Teorema 2.37. (Transitividade) Seja z; um ponto arbitrdario do conjunto de Julia
JcCe seja N uma vizinhanga arbitrdria de z; . Entao a unido U_de imagens futuras
f™"(N) contém todo o conjunto de Julia, e contém todos os pontos de C ; a excecao de, no
mdximo dois pontos

Demonstragao. Primeiramente note que o conjunto complementar C \ U pode conter no
méximo dois pontos, pois se C \ U contém mais de dois pontos, usando que f(U) C U,
obtemos pelo Teorema de Montel 2.2 que U deve estar contido no conjunto de Fatou,
que é impossivel, pois z; € U N J. Novamente usando que f(U) C U, temos que alguma
pré-imagem de um ponto z € C \ U deve pertencer ao conjunto finito C \ U. Seguindo
com este argumento, que alguma pré-imagem de iterada z é periddica, conclimos que z é
ele mesmo periodico e com grande o6rbita finita. Assim o conjunto e(f) de grande 6rbita

finita ¢ disjunta de J, segue que J C U. Finalmente, se N é pequeno o suficiente entao
N Cc C\ e(f), segue que U = C\ e(f). O

Lema 2.38. Se f € uma aplicagao racional de grau 2 ou mais, entao o Conjunto de Julia
J(f) € nao vazio.

Demonstragao. Suponha que J(f) = 0, entdo f™ é uma familia normal sobre todo C, e
entdo existe uma subsequéncia {n;} tal que " (z) — g(z) para alguma func¢ao analitica
g de C para C . Se g € constante entao a imagem de f™ estd contida em uma pequena
vizinhanga de um valor constante, o que é impossivel, pois f" converge em C . Se g é nao
constante entao f™ tem o mesmo niimero de zeros de g, o que é impossivel ja que f™ tem
grau d". O]

Corolario 2.39. Se o Conjunto de Julia contém um ponto interior, entao ele deve ser
igual a toda a esfera de Riemann.

Demonstrag¢ao. Se J(f) tem um ponto interior z;, entdo escolhendo uma vizinhangaa
N C J(f) de z; aunido U C J(f) de imagens futuras de N ¢é densa em J(f), portanto
U = C, e como J(f) ¢ fechado segue que J(f) = C. O

Corolario 2.40. Se A C C ¢ a bacia de atragao de alguma orbita periodica atratora, entao
0 bordo topoldgico DA = A\ A € igual a todo o Conjunto de Julia. Cada componente
do Conjunto de Fatou F ou coincide com alguma componente conexa da bacia A ou é
disjunta de A.

Demonstracao. Se N é uma vizinhanca de um ponto do conjunto de Julia, entao pelo
teorema da transitividade 2.3 f"(N) intercepta A, e dai o proprio N intercepta A, e
assim temos que J(f) C A. Mas J(f) é disjunto de A entdao J(f) C 0.A. Por outro
lado, se N é uma vizinhangaa de um ponto de J.A entdo alguma iterada f"|y deve
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ter uma descontinuidade entre A e 0A, e assim dA C J(f). Finalmente, note que
alguma componente conexa do conjunto de Fatou intercepta A, uma vez que nao pode
interceptar o bordo de A, deve coincidir com alguma componente de A. Portanto segue
o resultado. O]

Corolario 2.41. Se zy € um algum ponto do conjunto de Julia J = J(f), entdo o conjunto
{z € C: f"(z) = 2o para algum n > 0} = OL_jOf_"(zo)

¢ denso em J(f).

Demonstrag¢ao. Primeiramente note que zo ¢ (f), pois zy € J(f). Pelo teorema 2.3
temos que, se z; € J(f) entdo ele pode ser aproximado por fechados arbitrarios que
contém z que pertence ao conjunto formado pelas 6rbitas passadas de z. O

Corolario 2.42. Se f € uma aplicagao racional de grau 2 ou mais, entao J(f) nao tem
pontos isolados.

Demonstragao. Seja zg € J(f) e U uma vizinhanga aberta de z;. Assumiremos que zy nao
é periodico e escolhemos z; com f(z1) = 2o, entao f"(z9) # 21 para algum n € N. Desde
que z; € J(f), as iteradas passadas de z; sdo densas em J, entdo existe um £ € U com
f™(&) = z1,assim & € J(f)NU e & # 2y, logo zp nao é isolado. Agora suponha f™(z) = 2o
para algum n minimal. Se z é a tGnica solugao de f™(zg) = zp entdo zo deveria ser um
ponto fixo superatrator de f™ contradizendo que zo € J(f). Portanto existe z; # 2o com
f™(21) = 2z, além disso f7(zy) # 21 para 0 < j < n, pois caso contrario isto asseguraria
que 0 < j <mnedaf fi(z) = f"(2) = f"(21) = 2 contradizendo a minimalidade de n.
Assim como anteriormente, z; dever ter uma pré-imagem em U N J(f) que nao pode ser
2. ]

Corolario 2.43. Para toda aplicacao racional de grau 2 ou mais, o Conjunto de Julia
J(f) ou € conexo ou tem uma quantidade nao enumerdvel de componentes conexas.

Teorema 2.44. Para uma escolha qualquer de um ponto z € J(f), a orbita futura

{z.f(2), F*(2), ..}
¢ densa em J(f).

Demonstragao. Para cada j > 0 podemos cobrir J(f) por um nimero finito de conjuntos
1

abertos Nj, de diametro menor do que ; usando a métrica esférica. Para cada Nj,
seja Uj, a unido das pré-imagens de iteradas de f~"(V,,). Segue do coroléario 2.3 que o
fechado U;, N J(f) é igual a todo o conjunto de Julia, em outras palavras, U;, N J(f)
¢ um subconjunto denso do conjunto de Julia. Agora se z pertence a intersecao desses

conjuntos, entdao a orbita de z intercepta cada N;, e por isso é denso em J(f). O

Teorema 2.45. Seja f uma aplicacao racional de grau maior ou igual 2, e seja E um
subconjunto compacto da esfera de Riemann com a propriedade que para todo z € F(f),
a sequéncia {f™"(z) : n > 1} nao acumula em nenhum ponto de E. Entdo dado algum
conjunto aberto U que contém J(f) temos que f~"(E) C U paran suficientemente grande.
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Demonstracao. Suponhamos que a conclusao seja falsa, ou seja, existe alguma vizinhanca
aberta U de J(f), tal que para n em alguma sequéncia {ns, ns, - - - } os pontos z, € f~"(E)
mas nao pertence a U. Sem perda de generalidade, supomos que z, — w, como U é
aberto e w ¢ U, temos que w € F pois J(f) C U. Agora seja ¢ > 0 positivo, existe
0 > 0 tal que se |z, —w| < § implica que |f"(2,) — f"(w)| < 6 e como f"(z,) € F, assim
mostramos que f"(w) se acumula em F contradizendo a hipotese. n
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Capitulo 3

Limites Geométricos dos Conjuntos de
Mandelbrot e Julia com grau crescente

Neste capitulo consideraremos a familia de polinémios
P,.(2)=2"+¢,

onde n > 2 é um inteiro e ¢ é parametro complexo.
Daqui em diante usaremos K(P,.) e M,(P) para nos referirmos ao conjunto
de Julia cheio e o conjunto de Mandelbrot respectivamente, onde K(P,.) =

{z ; {Pg;‘c(z)};o:1 é limitada } e M,(P,.) = {c: {PTTC(O)}::l é limitada }, para
cada n > 2. Além disso o conjunto de Julia é o bordo topolégico J(P,.) = 0K (P,).
Defini¢ao 3.1. A Métrica de Hausdorff dy(A, B) para dois conjuntos A e B de um
espago métrico (X, d) € definida por

dy (A, B) = mazx {sup infd(a,b), supinf d(a, b)} = max {sup d(a, B), sup d(b, A)} )

a€cA beB beB acA a€A beB

Assim, a distancia Hausdorff entre dois conjuntos A e B pode ser considerada como a
distancia maxima de A a B e a distancia maxima de B & A. Note que de fato dy (A, B)
é uma meétrica em (X, d) .

Sejam A, B e C' conjuntos distintos em (X, d). Note que

i) dy(A,A) = max {sup d(a, A), supd(a, A)} =0

a€A a€A

Além disso dy (A, B) > 0, uma vez que supd(a, B) > 0, onde a ¢ B e supd(b, A) > 0,

A#B acA beB
onde b ¢ A.

i1) dy(A, B) = max {sup d(a, B), supd(b, A)}

acA beB
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beB acA

= maz {Sup d(b, A), supd(a, B)} = du(B, A).

Afirmagao 3.2. Seja (X, d) espago métrico e A, B, C' subconjuntos nao vazios e distintos
de X. Entao
p(A,B) <p(A,C)+(C,B),

Onde
p(A,B) =sup{d(a,B):a e A} = supinfd(a,b).

a€A beB

p(B,A) = sup{d(b,A):be B} =supinfd(a,b).

beEB a€A

Demonstragao. Seja a € A e ¢ € C. Como |d(a,B) — d(c, B)] < d(a,c) temos,
d(a,B) < d(a,c) + d(c,B), segue que d(a,B) ¢ uma cota inferior do conjuto
{d(a,c) +d(c, B) : c € C'}. Entao,

d(a, B) <inf{d(a,c) +d(c,B):ce C}

<inf{d(a,c):ce C}+inf{d(c,B):ceC}

<d(a,C)+ sup{d(c,B) :ce C} <p(A,C)+p(C,B).
Como a é arbitrario segue que p (A, B) < p(A,C)+ p(C,B) O

Usando a afirmagao acima temos :

iti)  dy(A, B) = max{p(A, B),p(B,A)}
< maz {p(A, C) + p(B,C) + p(C, A)}
<maz {p(A,C)+ p(C,A)} + mazx {p(C, B) + p(B,C)}

= dy(A,C) + dyu(C, B).

Portanto dy (A, B) é de fato uma métrica.
Considere o seguinte exemplo :

Exemplo 3.3. Seja A = S' ¢ B=D. Note que d(a,D) =0, uma vez que St ¢ D. Note
que 0 € D e d(O,Sl_) =1, além disso para qualquer 0 # x € D seque que d(z,S') < 1.
Deste modo dy(S*, D) = 1.

Notacao: Para qualquer 0 < r < R, definimos o anel aberto de raio interno r e raio
externo R por

A(r,R)={z:r <] 2z |< R}

Notagao: Denotaremos a e-vizinhanga de um conjunto S por N.(S), e a bola aberta de
centro em z e raio € por B(z,¢).
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3.1 Resultados para a familia P,

Nessa secao apresentamos uma série de lemas sobre os conjuntos de Julia para
associados a familia P, .(z) = 2" + ¢, e entdo provaremos dois resultados.

Vamos distinguir os casos (1) e (2) do Teorema 3.14 pela dicotomia fundamental da
dindmica polinomial (veja [3]).

Teorema 3.4. (A Dicotomia Fundamental) Como P, . € unicritico ( possui um tinico
ponto critico), para qualquer n e ¢, ou

(a) A orbita de 0 escapa, nesse caso K (P, ) = J(P,.) € um conjunto de Cantor, ou
(b) A drbita de 0 € limitada, nesse caso K(P,.) € conexo.

Caso (1). Suponha | ¢ |> 1. Noés mostraremos que para n suficientemente grande,
0 ¢ K(P,.), Dai segue por (a) que ¢ ¢ M,,.

Caso (2). Por outro lado, suponha | ¢ |< 1. Mostraremos que para n grande,
0 € K(P,.), dai segue por (b) que ¢ € M,,.

3.1.1 Conjuntos de Julia

Primeiro estabeleceremos metade do calculo da distancia para cada caso para | ¢ |.
Para isso vamos calcular a distancia de cada ponto dos conjuntos de Julia e dos conjuntos
de Julia cheio para S* ou D, apropriadamente em cada caso.

Note que, independentemente do valor de ¢, a bacia imediata de infinito do P, . engloba
todo o exterior do disco unitario quando n — oo:

Lema 3.5. Para qualquer ¢ € C e qualquer € > 0 existe N > 2 tal que para todo n > N,
temos K(P,.) C Dy4..

Demonstragio. Seja z € C\Dy4.. Coloque B > maz{1,|c|} e N >2talque| z |" > 2B
e BN72 > 2. Sejan > N. Afirmamos que | P (z)| > B™ para todo m > 1.
De fato, note que :

|Poo(2)| = |2"4+¢|>|2|"—|c|>2B—B=B8.
Agora suponha m > 1 tal que ‘P]L’fc(z)| > B™. Entao

n

Pt ()] = |(Pre(2)" + o > [Pre(z)]|" = I
> Bm _ B> Bmn—m+l _ B — pm+l (Bm(n—Q) - B—m)
> Bm+1 <2m _ B—m) > Bm-H (2m _ 1) 2 Bm—&—l.

Portanto |P(z)| > B™ para todo m > 1. Como B > 1, a ¢rbita de z sobre P, . escapa
para o infinito, ou seja, z ¢ K (P, ). Logo K(P,.) C Dy..

]
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Obs 3.6. Como B > 1, temos B™ ! > 1 e dat, # < 1. Portanto, Bm—m+l < gmn,

Lema 3.7. Seja c € C\'D e seja e =| ¢ | —1. Entdo, para n € (0,€], existe N > 2 onde
D, » € C\ K(F,) para todo n > N.

Demonstragao. Escolha Ny adequado tal que para todo n > Ny, pelo Lema 3.5 K (P, ) C
Dy 2. Agora seja | z [< 1 — ¢ e coloque N > N; tal que | 2 1V < 2. Entao para todo
n>N,

|Proc(2)l =" +c| 2| c| =] 2 ["

=l+e—|z">21+n—1z]"

E pelo Lema 3.5, P, .(z) ¢ K(P,.) e z também nao. O

Figura 3.1: K(P,.) parac=2n=5en=09.

Corolario 3.8. Seja c € C\'D e seja € =| ¢ | —1. Entdo, para cada n € (0,€, ewiste
N > 2 tal que para todon > N, temos J(P,.) = K(Pn.) CA(1—2,1+1).
Demonstracao. Basta combinar os lemas 3.5 e 3.7 U
Lema 3.9. Seja c € D, e = 1— | ¢ |. Para cada n € (0,€] existe N > 2 tal que
Dy » C K(P,)" para todo n > N.

Demonstragao. Seja z € Dy_a. Tome [z[" <n/2. Para tal n

IPn,c(z)ls|z|n+|c|<g+1—egg+1_n=1_g,

Assim P, . (]D)l_zzz) - D1—121 e dai D1—!21 C K(P,.). O
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Obs 3.10. Aqui K(P,.)° € o interior de K(P,.), isto €, K(Pn.) \ J(Pn.) para todo
n > N.

Corolario 3.11. Sejac € D e coloque e =1 — | ¢ |. Para cadan € (0,¢€|, existe um N > 2
tal que para n > N temos J(P,.) CA(1 -3, 1+ 1) eDyn C K(F,) CDyyn.

Demonstracao. Basta combinar os lemas 3.5 e 3.9 O
Lema 3.12. Seja z € J(P,.). Se w € uma n-ésima raiz primitiva da unidade, entdo

wz € J(Py.).

Demonstragao. Seja w uma n-ésima raiz primitiva da unidade e suponha z € J(P,.).
Entao
P (wz) = (wz)"+c=w"2"+c=2"+c

Como J(P, ) é totalmente invariante, wz também pertence a J(P, ). O

Lema 3.13. Seja c € C\ S, coloque e =| 1— | ¢ || e sejan
tal que para todo n > N e para ¢ € S*, B(e?,n) N J(Pp.)

€ (0,€¢]. Entao existe N > 2
# 0.

Demonstragio. Pelos corolarios 3.8 e 3.11, existe Ny > 2 onde J(Pn,c) C A (1 — 2,1+ 1)
para todo n > Nj.

Seja e € St e seja o > 0 o angulo tal que

U= {Te”|r>0,0—a<T<9+a}ﬂA<1—g,1—l—g>
esta contido em B(e? n). Note que o mesmo a funciona para cada 6 diferente.

Seja w, = €2™/™ para n. Escolha N > N; tal que 2r/N < a, assim 27/n < « para
todo n > N. Novamente, note que N é independente de 6, isto é, o mesmo N funciona
para todo 6.

Como para cada n, J(P,.) ¢ nao vazio ( veja [3] pagina 67), assim z, € J(P,.) para
cada n > N. Entdo para algum j, € {1,2,--- ,n — 1} temos wi"z, € U C B(e¥ n).
Desta forma para todo n > N, B(e?,n) N J(P,.) # 0. O

Teorema 3.14. Seja c € C.

(1) Se c € C\D, entdo
lim J(P,.) = lim K(P,.) = S%;

n—ao0 n—oo

(2) Se c €D, entao B
lim J(P,.) = S* lim K(P,,.) = D;

n—o0 n—o0

(3) Se ce€ S, entio se lim J(P,.) e/ou lim K(P,.) (e/ou qualquer liminf ou limsup)
n—oo n—oo

existe, ele estd contido em D.
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Obs 3.15. O caso de c € S' é o mais delicado. Para qualquer dado ¢ € S, podemos ter
c € M, para alguns valores de n, mas nao para outros.

Demonstracio. Caso (1). Seja ¢ € C\ D. Pelo Corolario 3.8, J(P,.) = K(P,.) para n
suficientemente grande, escreveremos somente J(F, ). Seja € > 0 e assuma € <| ¢ | —1.
Pelo Corolario 3.8 existe N; tal que para todo n > Ny, J(P,.) C A (1 — 2,1+ g), e dai
para todo z € J(P, ),

d(z,S") = inf |z — 5| < <
sest 2

Pelo Lema 3.13, existe N, > N, tal que para todo n > N, e para s € S*,

d(s, J(P..)) = inf |z—s|<e

2€J(Pn,c)

Deste modo

dn(S*, J(Pp.)) = max { sup d(z,S"), supd(s, J(Pn,c>)} < max {%, 6} =e.

ZEJ(Pn,c) 5631

Portanto lim J(P,.) = lim K(P,.) = S

n—aoo n—aoo

Caso(2). Suponha c € D. Sejae > 0eassumae < 1— | ¢ |. Pelo Corolario 3.11, existe
N; tal que para todo n > Ny, temos J(P, ) C A (1 — 5,1+ 5) eD;_¢ C K(P,.) C Dy
Usaremos de argumentos semelhante ao caso anterior.

Primeiramente note que para todo w € K (P, )

€

d(w,D) = inf |w —y| < 5

y€eD
Agora considere y € D. Se y € Dy_¢ entao y € K(PF,.), segue que d(y, K(F,.)) = 0.
Se 1 —¢€/2 <|y|< 1, entdo d(y,D1-¢) < €/2 e como esse disco esta contido em K(F,.),

temos d(y, K (Pp.)) < €/2.
Assim, para y € D temos

Ay K(Poo) = inf Jw—yl<5<e

wEK (Pp,c)

Portanto,

du(K(Poc),D) <€ e lim K(P,.)=D.
n—o0
Agora voltamos para J(P,.). Pela escolha de N; sabemos que para todo z € J(P, ),
1 . €
d(z,8") =inf |z — s < ;.
sest 2

Pela Lema 3.13, existe N, > N; tal que para todo n > N, e para s = ¢ € S,

(s, J(Po.) = inf |z—s| < <.
2€J(Py.e) 2
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Entao
du(J(Poe),S") <€/2 e limJ(P,.) =S

n—oo

Caso(3). Este caso segue diretamente do Lema 3.5 .
De fato,

Para ¢ = 1 temos K(P,.) C Dj4y e para € = % temos K(P,.) C ]DH%. Seguindo

com este raciocinio temos que para € = % K(P,.) C D, 1. Fazendo n — oo segue que
n

lim K(P,.) C D. O
n—oo

3.1.2 Limites Mandelbrot

Nesta secao nos voltamos a atencao para os limites do Mandelbrot. A Figura abaixo
ilustra como o M, (P, .) parece tender para o disco unitario fechado quando n cresce,
e sugere que o componente hiperboélico central (a famosa cardidde do Conjunto de
Mandelbrot) tende para o disco unitario inteiro quando n cresce (que esta de acordo
com o lema 3.9).

Figura 3.2: Connectedness Locus paran = 6,n =10 e n = 50, respectivamente.

Corolario 3.16. Para todo € € (0,1) existe N > 2 tal que D,_. C M, (P,.) para todo
n > N.

Demonstragao. Primeiramente note que ¢ = 0 € M, (P, .) para todo n > 2. Agora dado
e € (0,1), seja ¢ € Dy, \ {0}. Entdo, neste caso | ¢ [< 1 —e¢. Seja e = 1— | c |, assim
0 < e < €. Pelo lema 3.9, com 1 = €, existe N > 2 tal que, para todo n > N, temos
0€D, o) CK(P,,). Portanto c € M, (F,.). O

Corolario 3.17. Para todo € > 0, existe um N > 2 tal que, M,(P,.) C ﬁue para todo
n > N.

Demonstragao. Seja e > Oe suponha | ¢ |[> 1+ €. Entao, pelo lema 3.5, existe N > 2 tal
que, para todo n > N K(P,.) C Dyy., mas P, .(0) = ¢ ¢ Dy,.. Assim ¢ ¢ K(P,.), ou
seja, ¢ & My, (P,.). O

Teorema 3.18. Seja C’S(@) a colegao de todos os subconjuntos compactos de @, entao

lim M,(P,.) =D

n——oo
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sob a métrica de Hausdorff dy, em CS(C).

Demonstracao. Seja € > 0. Pelos corolarios 3.16 ‘e 3.17 existem inteiros positivos N Te
N~ tais que, My(Ppnc) C Dyyep paran > Nt e Dy C M,(P,.) paran > N~. Seja
N = mazx{N*,N~}. Entdo para todo n > N e para ¢ € M, (P, .) temos

d(c,D) = inf|c —y| < <
yeD 2
Considere y € D. Se | y |< 1 —¢/2, entdo y € M,(P,.), onde d(y, M,(P,.)) = 0.
Se 1l —¢€ <| y |< 1, entao d(y,Di_¢2) < €/2, e como Dy_jy C M,(P,.), temos
d(y, M,(Py.)) < €/2. Assim para y € D, temos
: €
d(ya Mn(Pn,c)) = an |C - y| < 5
CeMn(Pn,c)

Deste modo

dy (D, My (Ppy)) < § e assim lim M, (P, ) = D.

n—o0

Figura 3.3: K(P,.) para n = 16,¢ = —0.9 (conexo) e n = 37,c = —0.9 (Cantor)

Daremos uma prova alternativa para o Teorema 3.18, mas antes da prova precisamos
do seguinte lema:

Lema 3.19. Existe um conjunto denso Q C S*, otal que para N > 2,
Q - (ngNMn(Pn,c)> = AN

Demonstrag¢ao. Sejan > 2. O conjunto solucao de ¢"+c = 0¢é Q,U{0}, onde @Q,, = {z; =z
¢ uma (n — 1)-ésima raiz de —1}. Se ¢ € @, entao a o6rbita de P, .(0) é {0,¢,0,¢,...} e
assim ¢ limitado, logo ¢ € M, (P).
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Coloque Q = {e*™:q € QN (0,1)} e seja ¢ € Q. Entao, existe n tal que, para todo
kE>1, ce€ Qrn-1)+1 C Mypn-1)+1- Assim ¢ € Ay, para todo N > 2. Como () C Ay para
todo N > 2, segue que Q ¢ denso em S*. O

Teorema 3.20. O conjunto de acumulagao da sequéncia {M,(P)} € o fecho do disco
unitdrio, isto €,

ﬁ:(m m)::A

N>2 n>N

Demonstragio. (D C A). Seja z € D. Pelo corolario 3.16, existe um N tal que
z € M,(P,.) para todo n > N, assim z € A. Se z € ID :il, e como () ¢ denso
em S! pelo lema 3.19, S C Ay para todo N > 2, edai A = NQ2AN,Z cAeDCA

(Ac D). Seja z € C\D. Pelo corolario 3.17, existe N > 2 onde z ¢ M, (P, ) para todo
n > N. Assim z ¢ A. Portanto contrapositivamente A C . O

3.2 A familia R, ..(z) = 2"+ 5 +c¢

Nesta segao procuramos extender os resultados da familia de polinémios P, . = 2" + ¢
para a familia racional

Ry ca(z) = 2"+ a +c
Z’n

Essas aplicagoes possuem mais pontos criticos que P, .: o infinito é ponto critico e fixo,
zero é critico e é levado no infinito, e ha também pontos criticos que sao as 2n raizes de
a: a'/?". Note que os 2n pontos criticos a'/?® geram dois valores criticos v* = ¢ & 2+/a.
Comecamos com lemas restringindo a localizacao do Julia & um anel tendendo a S* quando
n — oo.

Lema 3.21. Para qualquer ¢ € C e qualquer a € C, dado € > 0, existe N > 2 tal que
para todo n > N, temos K (R, .q) C Diye.

Demonstragio. Seja z € C\ Dyy.. Seja B > max {1,]|c|,|a|} e escolha N > 2 tal que
2|¥ > 3B e B"? > 2% Sejan > N. Afirmamos que |R", ,(z)| > B™ para todo m > 1.
De fato, para m = 1 temos:

|Rnca(2)] = |27+ & +¢| > 2" — || — 5% >3B—-B - LI

_op .l _ o
—28-H-B+(B-{)>B

Agora suponha que para m > 1, RZZC’A > B™. Entao
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Figura 3.4: K(R,..), para n = 4,¢c = 0,a = 1.855 4 0.65499 e n = 4,¢ = 0.5,a =
0.65499 + 1.995:¢

R 2(2)] = [Ruca(Bitea(2)]

n,C,a n,c,a

= |(Feale)” e T

> |Brea()" = el = el > B = B - 5k
3:22 mn—m-+1 _ el pm+1 m(n—2) __ la _ p-m
> B B Bmn B B Bmn+m+1 B

3.23
Z Bm+1 (22m — 1= 1) 2 Bm—l—l

Pelo principio de indugao finita ]Rm | > B™ para todo m > 1 e como B > 1 a 6rbita de

n,c,a
z sobre R, ., escapa para o infinito, consequentemente z ¢ K (R, .,). O

Obs 3.22. Como B™ > B temos, 1 > B™™B e multiplicando por B™ em ambos os lados
seque que B™ > BMMBTmMPB = pmnomtl

Obs 3.23. Como B > |a| e B™+" ! > B seque que B™™1 > |a| e dat % <1

e logo —% > —1. Analogamente como B™ > 1 temos —B™™ > —1.
Lema 3.24. Para qualquer ¢ € C e qualquer a € C\ {0}, dado € > 0 existe N > 2 tal
que para todo n > N, temos D1_. C C\ K (R cq)-

Demonstracao. Seja z € Dy_.. Seja Ny dado pelo lema 3.21 para a,c, €, tal que para
todo n > N temos K(R,.,) C Dy Agora, como |z| < 1, escolha N > N; tal que
||V <la|/(2 + €+ |c|). Entdo, para n > N
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|Ruca(2)] = 15 = le] = [2]" > {5 = |e| - 1

|2["

> et ) e —1=1+e

= dl

Entdo R, cq(2) ¢ K(Ryo) dal 2 ¢ K(Rycq)- O

Corolario 3.25. Para qualquer ¢ € C e qualquer a € C\ {0}, dado € > 0 existe N > 2
tal que, para todo n > N, temos K(R,.,) C A(1 —¢,1+¢€).

Demonstracao. Basta combinarmos os lemas 3.21 e 3.24. O

Lema 3.26. Para qualquer ¢ € C e para qualquer a € C, se a € uma n-ésima raiz
primitiva da unidade, para qualquer ponto z € J(Ry,.q) temos que o conjunto {a’z : j €
{0,1,...,n — 1}} possui n pontos distintos em J(R,..) espalhados uniformemente ao
redor do circulo do raio |z|.

Demonstracao. Sejam «o,a € C,z € J(Ry,q), onde a é uma n-ésima raiz primitiva da
unidade, isto ¢, o™ = 1, mas af # 1 para j <n. Como 0 ¢ J(R,..) temos z # 0, e entao
o conjunto {a/z : 7 € {0,1,...,n — 1}} possui n pontos distintos e note que para cada j,
(a?)™ = 1. Observe que

Rpea(0?2) = (072)" + ¢ + 7 = ()" + ¢ +

(i) = Ry cal2).

Como J(Ry..) € totalmente invariante cada o/ € J(R,,.,) e cada um tem norma |z|. [

Lema 3.27. Sejam a,c € C e € > 0 seja a € C. Entao, existe N > 2 tal que para todo
n > N e para qualquer s = €, temos B(s,€) N J(Rycqa) # 0.

Demonstragao. Primeiramente lembre-se de que J(R,, .,) é ndo vazio, ja que R, ., ¢ uma
aplicagao racional de grau maior ou igual a 2. Deste modo existe um ponto z,, € J(R,, )
para qualquer n > 2. Pelo lema 3.26 se z, € J(R,q) entao o’z também pertence a
J(Rp.ca), € temos n pontos distribuidos ao longo do circulo de raio |z,| que estdo em
J(Rpca). Pelo Corolario 3.25, quando n — oo temos |z,| — 1. Usando argumentos
similares a prova do lema 3.13 segue o resultado. [

Teorema 3.28. Para qualquer a € C e para qualquer a € C\ {0},

lim J(Rpea) = lim K (Rp.,) = S".

n—oo n—oo

Demonstragao. Primeiramente lembre-se de que para quaisquer n, ¢, a, temos J(Ry, cq) C
K (R ). De forma anédloga a prova do Teorema 3.14, juntamente com o corolario 3.25,

temos que ambos, inf d(z,S')e inf d(z,S') tendem a zero quando n — oo.
ZEJ(Rn,Cya) ZEK(Rn,c,a)

O Lema 3.27 garante que, para qualquer s € S', d(s, J(R,..) — 0 quando n — oo
e como, J(Rpca) € K(Rycq) segue que d(s, K(R, o) — 0 quando n — oco. Assim,
dy (S, J(Ryca)) € diy(S*, K(Rpcq)) ambas tendem a zero quando n — oo, e portanto

lim J(Ryea) = lim K(Rpq) = S".

n—oo n—oo
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Figura 3.5: J(R,cq) paran = 5,c=1,a = 1.815+ 0.565 e M,,(R,) paran =8 e ¢ = 0.25

3.2.1 O Conjunto de Mandelbrot para ¢ =0

O caso ¢ = 0 foi mais estudado, e neste caso, podemos obter informagoes mais
especificas do que o caso geral no qual ¢ # 0. Considere a subfamilia
a
Ryo(2) = Rpoa(z) = 2"+ —.
De de forma semelhante usaremos J(R,,,) e K(R,,) para nos referirmos aos conjuntos
de Julia e Julia cheio respectivamente.

Para o caso ¢ = 0, apesar de termos dois valores criticos vt = ++/a e v~ = —/a, existe
apenas uma orbta critica livre (ndo é ponto fixo e tampouco levado em 0o na primeira
iterada). Pois se n é impar, entao as oOrbitas desses dois valores criticos se comportam
simetricamente sobre z — —z. K se n é par ambos valores criticos possuem a mesma
imagem.

Assim podemos definir o conjunto de Mandelbrot M,,(Ry) como o conjunto de todas as
orbitas criticas livres que nao escapam para o infinito.

A seguir apresentaremos um resultado que nao demonstraremos, pois foge do objetivo
desse trabalho. Veja em [6].

Teorema 3.29. A tricotomia Fundamental
Seja Bo a bacia do infinito da aplicagdo R, ., com valores criticos v,
(1) Se um dos vt pertencem a B, entio J(Rya) € um conjunto de Cantor;

(2) Se o caso acima nao ocorrer, mas se um dos Ry, .(vY) pertence a Bu, entio J(R, )
€ um dominio de McMullen;

(3) Mas caso nao ocorra os casos acima, e a orbita de vE ¢ limitada, entdo J(R,,) €
conexo.

Obs 3.30. Vale lembrar que o dominio de McMullen é um disco aberto contendo
pardmetros para os quais o conjunto de Julia é sempre um conjunto de Cantor de curvas
concéntricas simples e fechadas.
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Teorema 3.31. Seja 511/4 o circulo de raio 1/4 em C. Entao

lim Mn(RO) = Sll/4

n—oo

Para demonstrar o resultado acima precisamos dos seguintes resultados auxiliares.

Lema 3.32. Para qualquer ¢ € (0,1/4), existe um N > 2 tal que, para todo n > N,
M,(Ry) C A(1/4 —¢€,1/4+¢).

Demonstracao. Seja € € (0,1/4). Suponha |a| > 1/4 + €. Entao
lvE| =2|va| > V1+4e=1+6

para algum § > 0. Pelo corolario 3.25, sabemos que existe N > 2 tal que para todo
n> N, K(R,.) CA(1—6§/2,1+§/2). Assim v* € By, consequentemente a ¢ M, (Ry).
Dai M,(Ro) C Dy 4.

Agora suponha |a| < 1/4 — €. Entao

v =2|va| < V1 —4de=1-§

para algum 6 € (0,1). Entdo pelo corolario 3.25, sabemos que existe N; > 2 tal
que, para todo n > Ni, K(R,.) € A(1 —§/2,1 + 6/2). Dai, v* estdo no alcapdo,
isto ¢, v¥ ¢ B,. Mas pelo Lema 3.24, temos que para todo n > N e para algum
N > Ni, R,.(v*) € By. Assim pela tricotomia fundamental, a estd em um dominio
de McMullen para n suficientemente grande, logo néo estd em M,(Ry). Portanto,
Mn(Ro) cC \ D1/4_€. ]

Figura 3.6: M, (Ry) paran =6en = 16

O lema acima implica que inf d(a,S] /4) — 0, quando n — oo. Para estabelecer
a€Mpn(Ro)

a outra distancia, vamos localizar pontos especificos em M, (Ry) que preencherao S} /4 1O
limite.

o4



3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

Para cada n > 3, e cada k € {0,1,--- ,n — 2}, coloque

&7141: — 2—2n/(n—1)€i27rk/(n—1).

Denote os valores criticos da aplicagao R, . por v =2Vdk e v = —2VdF.

Lema 3.33. Sejan >3 ek € {0,1,...,n—2}. Entdo as orbitas criticas livres de R,, .
sdo finitas, consequentemente a® € M, (Ry). Em particular, usaremos R e v* para nos

referirmos a Rn,ag e vi(afl) respectivamente. Entao

e Sen épar ek épar, entio R(v™) =vt e R(vt) = v;
e Sen épar ek € impar, entao R(vT) =v" e R(v™) =v";

’

e Sen € impar ek € par, entio R(vt) =v" e R(v™) =v7;

I

e Sen € impar ek € impar, entdo R(vt) =v~ e R(v™) = o™

)

Demonstragao. Note que
+ =9, /aﬁ — 2_27n/(n71)eink/(nf1)

e que
- _ _9 /aﬁ _ 2.2—n/(n—1)eink/(n—1)ei7r

Defina o : N — {+1, -1} dada por :

_ 1, se k é par
o(k) = { —1, sek é impar (3.1)

™ = 7™ = g (k). Agora calculando R(v") temos :

Entao note que €

ok —n  imk \ P 2;2” 2zk

—n_  izk

2.2n—Ten-T

z7rkn 2%2’” ‘fizﬂ'k —n_ imkn 2;27{' ‘T’Qﬂ'k

= 2" 21 16” U —=— gy = 27 Ten-! +_n—mm
oan 9n—1e¢n—1 In—Tegn—1

—-n m‘kn 7”‘;’;(7& 2) z7rk —ink n—2
—2n 1en— +2n 16 —2n e n—1

—n imkn —imkn+4i27k
= 271,71 en—1 +e n—1

z‘/rkn«l»wrk ik —imrkn+i2nk
e n—1

— irk+irk(n—1) —irk(n—1)+ivk — itk | : itk
— 2?*”1 <e n—1 + e n—1 ) = 2?*”1 (e(n—l—’—lﬂ-k) + e(n—l_”rk)>

—_n

k — k
— 27L—1 <€n 1627‘(’]{? —'—eriﬂ-le Zﬂ-k) — 2?—”1 < :;: ( ik +€_zﬂ—k))

’L7Tk

= o(k)2.2nTen-
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

Assim, se k é par, entdo o(k) = 1, dai R(vt) =v™. Se k é impar, entao o(k) = —1, logo
R(vt) =v".
Aplicando célculos semelhantes a v~ = vte™ temos

_n irk n —2n 27k
—_n_ a7k . n—1,n—1
= (2‘27171 en—1 e’lﬂ') + 2 6

—n_ gk n
292n—Ten—1 et

—n itnk 2;2711 i27r]f —n_ imkn 2727{ i27rlf

ON YT o] TN n—len— 9T p T ST n—len—
= 2" 2n-Ten-1e"" + — i =2n-Ten-te™ + S0 ——
2n2n=Ten—T egimn 2n—1en—1 gimn

—n imkn on =n zirk(n=2) —imn s imkn irn —imk(n=2) —imn
—= 27171677,71 e +2nfle n—1 e = 2n71 en—1le +e n—1 e

itk . ki itk itk .
= 2n=1 [ en—1 g!Tkimn + en-1g imhg—imn

ik —-n ik

= 2 (e (o(k)o(n) + a(k)cr(n))) = o(k)o(n).2.27T e,

Portanto, R(v™) = v* se n e k s@o pares ou se n e k sdo impares e R(v™) = v~ se n é par
e k é impar ou n impar e k é par. O

Com o lema anterior temos condi¢oes para demonstrar o Teorema 3.31.

Demonstracao. Teorema 3.31: Seja ¢ > 0. Primeiramente, como na demonstragao do

Teorema 3.14, o Lema 3.32 nos mostra que inf d(a, 511/4) — 0 quando n — oo.
aGMn(RQ)
k

Pelo Lema 3.33, como os pontos a; sdo n pontos em M,(Ry) que se espalham
uniformemente ao longo do circulo de raio 272*/"~1 o raio tende a 1 /4 quando n — co.
De imediato segue que, para s € 511/4, d(s, M,(Ry)) — 0, quando n — co. Deste modo

dy (S} ,4, Ma(Ro)) — 0, quando n — 0o, ou seja, JLIEOMTL(RO) =S} O

3.2.2 Conjunto de Mandelbrot para c # 0

Quando ¢ # 0, as orbitas criticas de vT = ¢+ 2y/a e v~ = ¢ — 2y/a s@o ambas livres.
Neste caso a analise ¢ bem mais complicada.
Denotaremos
M,(R.) = M}(R.) = {a € C\ {0} : pelo menos uma orbita critica deR,, . ,¢ limitada}.
Assim este ¢ um Conjunto de Mandelbrot localizado na faixa {c} x C do espago de
parametros C \ {0} x C\ {0} = {(c,a) : ¢,a € C\ {0}}. Coloque M?(R.), a € C\ {0}, o
conjunto tal que, ambas oOrbitas criticas livres sao limitadas. No entanto nosso foco sera
no estudo do M!(R.).

Proposicao 3.34. Se |c| > 1, entdo existe N > 2 tal que para todo n > N, temos
M2(R.) = 0.

Demonstragao. Seja a € C\ {0} e w = 2y/a. Se |Arg(w) — Arg(c)| < =, entdo se
w # 0, |c+w| > |c|]. Consequentemente, [vT| = |c+ w| = 1+ € para algum € > 0. Assim
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

existe N > 2 tal que para todo n > N, a oérbita de v escapa, assim a ¢ M?>(R,).
por outro lado, se |Arg(w)— Arg(c)| > =, entdo, |Arg(—w)— Arg(c)| < m,
consequentemente |c — w| > |c|, e novamente a ¢ M2(R..). O

Definicao 3.35. Para qualquer ¢ € R, ¢ > 0, definimos o conjunto L. em C por :

1L ¢y 1o, (2=1)
Le=q-+-e’+ -+ ——:0€[0,2
{4+2€ RGN € [0,2m)

e para qualquer ¢ € C definimos :
L. = e27riArg(c)L|c|

Note que L. € o limagon polar r = (¢ + cosf)/2 deslocado por (¢* —1)/4

M O i " Q

14 a4

Figura 3.7: A esquerda L, para ¢ = 0.25 e & direita L, para ¢ = 1 + 1.

Nosso objetivo agora ¢ mostrar que lim M, (R.) é o limagon L.. O Teorema 3.28 nos
n—oo

mostra o caminho: o limagon surge como o conjunto de valores ¢ para os quais os valores
criticos tém modulo um.

Teorema 3.36. Para qualquer ¢ € C temos

lim M, (R,) = L.

n—o0

Mas antes de demonstrar o teorema acima precisamos de alguns resultados que serao
dados a seguir.

Proposicao 3.37. Para qualquer ¢ € C, L. € precisamente o conjunto de todos a € C

para 0s quais |c+ 2y/a] =1 e/ou |c —2/a|] = 1.

Demonstracdo. |c+2y/al = 1, se e s6 se, existe algum 6 € [0, 27) tal que ¢ £2/a = —e®.
Dali, isolando a obtemos:

el‘e—i-c2 c? c o 1 90 2 c 0 1 90 -1
CL—( 9 ) —Z+§€ _'_4_16 —(Z+§€ +Z€ )+( 5 >

Suponha ¢ € R,¢ > 0. O limacon polar r = B + Acosf tem equacao complexa
A/2 4+ Be® + A/2e*9 . consequentemente A = 1/2 e B = ¢/2 produz 7 = (¢ + cos6)/2, o
que esta de acordo com a nossa definigao acima, isto é,
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

C

1 P 21
L.= {——1——6194——62“94— (e ) 10 € [O,27r)}.

4 2 4 4

Agora, considere ¢ complexo e seja ¢ = Arg(c). Definindo L. := ¢*?Ly,, temos a € L,
se e s0 se, e %% ¢ Ly, que significa

= |lc| & 2V ae=29| = |e|||c| & 2V ae~29| = ||cle!® £ 2 /a| = |c & 2+/al.
[

Primeiro vamos restringir M, (R.) para um anel baseado em |c| de acordo com a definigao
a seguir.
Notacao :

o) = S e u(e) =

e definimos A = A(I(|c|), u(|c])).

Veja a figura 3.27 para comparar as imagens de alguns limacgons L., e os Conjuntos de
Mandelbrot M, (R.). Veja na figura 3.28 varios M, (R.) para ¢ ao longo circulo de raio 1,
ou seja, |c¢| = 1 para todo c.
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) = Z" + 4 +C

Figura 3.8: Para ¢ = 0.25,¢c = 1.5 e ¢ = 2, temos L. (& esquerda) e M, (R,) (a direita)
para n = 15.

Lema 3.38. Seja ¢ € C\ {0} e e > 0. Entdo, existe N > 2 tal que para todo n > N,
temos
Mn(RC) - A[G(AICI)-

Demonstragdao. Primeiramente, considere C \ Dy(¢). Defina 6 > 0 por

1
2\/1(1+|C|)2+6—|C|=1+(5.

Suponha que a satisfaga |a| > u(c) + €. Dai se, |¢| < 2|y/a| obtemos 24/]a| — || > 1+ 0.
De fato, Como |a| > u(c) + € temos |a| > % + € e dai y/|a| > \/i(l —|c])? + e,

multiplicando por 2 em ambos os lados 24/|a|] > 2\/%(1 — |¢])? + € uma vez que |¢| <

2|\/a| segue que 24/|a| — |c| > 2\/%(1 —le])2+e—|c|=1+0.

Entao, pelo Corolario 3.25, existe N; > 2 (que depende somente de ¢ e €) tal que, para
todo n > Ny, v5 ¢ K(Ry.q), assim a ¢ M,(R.). Logo M,(R.) C Dy(e+e para todo
n 2 Nl.
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) = Z" + 4 +C

Figura 3.9: A figura central representa o S'. As outras imagens sio um M, (R.) para
lc| = 1. As figuras s@o organizadas em torno do circulo de acordo com seus valores c¢. A
mudanca laranja / cinza na colora¢do deve-se a uma escolha de raiz quadrada. A cuspide
do cardiode esta sempre na origem (recortamos cada foto para mostrar apenas M, (R.)).
Para 0°(c = 1) e 180°(c = —1). Para 45°(c = 0.707 4+ 0.7077) e 225°(c = —0.707 — 0.7077).
Para 90°(c = i) e 270°(c = —i). E por fim para 135°(c = —0.707 4+ 0.7073) e
315°(¢ = 0.707 — 0.707%).

Agora considere D). Primeiramente assuma |c| > 1. Defina § > 0 por :

I —2\/3(1— ) —e=1+4.

Dai, |¢| < I(c) — € implica em |¢| > 2|y/a| + 1, assim [vF]| > |¢] — 2y/a > 1 +.
De fato, Como |a| < I(c) — € temos |a| < % e dai \/|a| < 4/ %, multiplicando

por —2 em ambos os lados —24/|a| > —2 % e uma vez que |c¢| > 2y/a segue que

le| = 2y/]a] > |e| — 24/ Y9 =1 46,
Consequentemente pelo Corolario 3.25, existe N > N; que dependem somente de ¢ e € tal
que para todo n > N, v* ¢ K(R,.,), assim a ¢ M,(R,). Portanto, M,(R.) C N.(A}y)
para todo n > N.

Por outro lado, se |c¢| > 1, definimos 6 > 0 por :

|c|—|—\/i(1—|c|)2—6=1—5.
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

Analogamente ao que foi feito anteriormente, |a| < I(c) — € implica [vE] < |c| + 2|v/a] <
1 — ¢, assim pelo Corlario 3.25 existe N > Ny, tal que, para todo n > N, v* ¢ K(R, .,)
e assim a ¢ M,(R.). Portanto, M, (R.) C N(A),) para todo n > N.

Finalmente note que se, |c| = 1, entdo I(|c|) = 0, consequentemente Ay, = Dy(epy. O

Note que se |¢| < 1, entdo para n suficientemente grande o complemento deste anel
esta contido no Cantor locus. Por outro lado, se |¢| < 1 para n suficientemente grande,
Dy estéa contido no dominio de McMullen e D) no Cantor locus. Finalmente, se |c| = 1,

obtemos A(l(c),u(c)) = D, e fora deste disco esta o Cantor locus.

Obs 3.39. O Cantor Locus € a unica componente hiperbdlica, do espago das aplicagoes
racionais quadrdticas, consistindo de aplicagoes para as quais o Conjunto Julia €
totalmente desconexo.

Lema 3.40. Seja ¢ € C\ {0} e ¢ > 0. Entao existe N > 2 tal que para todo n > N,
M, (R.) C Ne(Lc).

Demonstracao. Pelo lema 3.38, podemos escolher N; > 2 tal que para todo n > Ny,
M,(R.) C ./\/;(A‘c‘). Além disso a demonstracao desse lema combinada com a Proposicao
3.37 implica que L. C Aj.. Consequentemente se a ¢ N.(Aj), existem dois casos.

1° Caso: Se a ¢ N.(A|y), entao o lema 3.38 indica que para todo n > Ny, a ¢ M,(R.) e
esté feito. Agora considere

Ule) = No(A) \ Nl Lo).

Esse conjunto é compacto, pois seu complementar M(LC) é aberto, assim, a cobertura
aberta { B(w, §) : w € U.(€) } possui subcobertura finita {Bi(%), ..., Bn(5)}.

Se |c| = 1 entao Aje) = Dyg, mas a formula de L. mostra que L. contém a origem (&
o ponto de cuspide da cardiode), dai U.(€) ndo intercepta D, a cobertura de bolas nao
intercepta De. Assim, em cada B(5) a funcao raiz quadrada produz duas vizinhangas
abertas que sdo as raizes quadradas de cada B(3). Por outro lado, se |c[ # 1, os
anéis A, nao intercepta uma vizinhanca aberta da origem, entao para e suficientemente
pequeno, as bolas B(5) também nao intercepta uma vizinhanca aberta da origem, e a
fungao raiz quadrada novamente produz duas vizinhangas abertas em cada B(5). Dai
{c £ 2\/b; b, € By} é uma colecido de vizinhancas abertas, e cada By, C C\ Ne(Le),
assim, para cada By, existe um § = d(c, €) > 0 definido por

Sx = min||c £ 2v/w| — 1].
wE By,

Coloque 0 = min d, e 0 > 0.
1<k<m

Agora, para esse § o Corolario 3.25 nos fornece N > N; tal que, para cada n >
N,K(Rycq.) C Ns(S'). Mas para todo a € Ue(e), temos a € By(5) para algum k,
portanto, ||c £ 2+v/a|l — 1| > 4, ou seja, vE ¢ K(R,..) e assim a € M, (R,).

Deste modo, para todo n > N, temos M,(R.) C (C\ Uc(e) NN(A)) = Ne(Le). O

Note que o Lema 3.38 implica que inf d(a,L.) — 0 quando n — oo. Vamos
a€Mn(Rc)
calcular a outra distancia necessaria para o nosso propoésito. Apresentamos anteriormente

61



3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

o calculo de parametros a € M, (R,.) explicitamente. Aqui nos contentaremos em mostrar
a existéncia de parametros a € M, (R.) que preencha L. no limite, isto é, quando n tender
ao infinito.

Proposigao 3.41. Para qualquer ¢ € C\ {0}, temos infd(a, M,(R.)) — 0 quando

ac€l.
n — oQ.

Demonstragao. Nos procuramos parametros a = a, x(c) que satisfagam a equagao
ct2va=am (1)

Nesse caso, a aplicacao R, ..(z) = 2" + a/z" + ¢ tem um ponto critico igual a um valor
critico, portanto, tem um ponto critico fixo. Assim, esse ponto nao escapa para o infinito,
portanto, a € M, (R.).

Usando w?" = a transformamos a equacio ¢ + 2\/a = a2 em

(2)

w
w' = — —
2

N O

Notacao: Usaremos os simbolos > e < para dizer que um determinado valor esta
proximo superiormente e inferiormente a outro valor respectivamente.

Vejamos algumas preliminares

Afirmacgao 1 : A funcao

o T
fr)=r"+ 5 9
tem uma tUnica raiz positiva r = u, > 0.
DEMONSTRACAO :
f’ (r) = nr"! + 1/2, entdo f tém pontos criticos, consequentemente potencial 6timo
(maximos e/ou minimos) para solugoes de r"~1 = —1/2n. Agora como n € ZT, existem
dois casos:

(i) Se n é par, entdo n — 1 é impar, assim f tem pelo menos uma solucao 6tima (e
estd em R™). Como f(r) > 0 parar < 0 er > 0, f tem um minimo. Como
f(0) = —% < 0e f(0) > 0 para r grande, f possui uma raiz positiva.

(ii) Se m é ifmpar, entdo n — 1 é par, assim f nao tem solugao 6tima, f é mondtona

crescente, Como f(0) < 0 e f(r) > 0 para r > 0, f tem uma tnica raiz.

Afirmagao 2 : A funcao

tem tnica raiz positiva r = v, > 0.

DEMONSTRACAO :
g (r) = nr™' — 1/2, entdo g tém pontos criticos, logo potencial 6timo em solucdes de
r" 1 =1/2n. Como n € Z*, existem dois casos:

(i) Se n é par, entdo n — 1 é impar, assim ¢ tem pelo menos uma solugao 6tima (e
estd em R*). Como ¢g(r) > 0 pata r < 0 e r > 0, g tem um minimo. Como
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

Figura 3.10: As fungoes f(r) = r" + § — % em vermelho, g(r) = r" — § — % em azul e

h(r) =r"— %+ % nem verde. Aqui ilustramos o caso no qual ¢ = 1.5,n = 5, ou seja,
le] > 1.

g(0) = —% <0eg(0) <0eg(r)>0parar >0, g possui uma raiz positiva (e
uma raiz negativa).

(ii) Se n é impar, entdo n—1 é par, assim g tem até duas solugoes 6timas.Como g(r) < 0
para r < 0 e g (0) < 0 um 6timo deve estar em R™. Como g(r) > 0 para r >> 0,

existe também uma solugao 6tima em RT. Como ¢(0) < 0, existe tnica solu¢ao em
R*.

Afirmacao 3 : 0 < u, < v,.
DEMONSTRACAO :
Usando que < = (u,)" + % = (v,)" — 2. segue o resultado.

2 2 2

Afirmacgao 4 : v, — 1, quando n — oo, e se |¢| > 1, entdo u, — 1 quando n — co. E
se |¢| < 1, entdo u, — |c|, quando n — oo.

DEMONSTRACAO :

Este caso é feito por contradicao.
Como v, é raiz, segue que

v c
ot
2 2
Logo
: v . e , .U c
lim (UZ — —") = lim I se, e somente se, lim v — lim — = u
n—o00 2 n—oo 2 n—oo n—oo 2 2

Suponha que lim v, < 1. Entao limv] = 0 e neste caso terfamos % < 0, o que é uma
n—o0 n—oo

contradicao.

Agora suponha limwv, > 1. Deste modo, limv]! = oo, o que também é uma
n—oo n—oo

contradi¢ao. Portanto, v,, — 1 quando n — oo.
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Por outro lado, como u,, é raiz segue que

u c
2 2
Logo
. u . e ) .U c
lim (uz + —n> = lim u se, e somente se, lim v + lim — = u
n—o0 2 n—oo 2 n—o00 n—oo 2 2
Se |¢f > 1. Suponha que limu, < 1, entdo limu? = 0. Neste caso terfamos
n—o00 n—oo
1> limu, = % < 1, o que é um absurdo. Se limwu, > 1, temos lim u] = oo, outra
n—oo n—oo n—oo

contradigao. Portanto, u, — 1, quando n — co. Desde que |¢| > 1.
Se |e| < 1 Pelas mesmas andlises acima segue que u,, — |c|, quando n — oc.

Afirmagao 5 : Se w é uma solu¢do da equagao (2), entdo wu, < |w| < w,.
DEMONSTRACAO :

Primeiramente, v, ¢ o Ginico nimero inteiro positivo satisfazendo r" = £ + %, e para
r > v, temos " > I + % Mas se w" = § — §, entdo |w| é um nimero positivo
satisfazendo (Jw|) = |4 — £| < “;—' + % Assim |w| < v,. E ainda, u, é o tnico nimero
inteiro positivo satisfazendo " = —% + %, e se r < Uy, entao 1" < —5 + % Assim se w
4 = = n_|w __c lel _ [w] lel _ [l

é solucao, entao |w|" = |5 — | > |5 — 5| > 5 — 5, consequentemente |w| > w,,.

O restante da prova é dividida em dois casos. Mas antes de prosseguir precisamos a
seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.42. Para cada k € {0,...,n — 1}, e v > 0 pequeno, seja

Arg(—c 2k
Sng =Ny (A(un,v,)) N {w eC: ‘Arg(w) _ Arg(=c) _ 2w < E} .
n n n
o . . . _ Arg(—o) (2k—1)m o .
Cada S, tem dngulo inferior limitado por ©,, ) = = e dangulo superior
limitado por ©, ;41 € o conjunto de S,p, para k = {0,...,n — 1}, parti¢oes

A(u, —v,v, +7).

Caso (1) : Assuma |¢| > 1.

Afirmacgao 6 : Se |c| > 1, a funcao

é estritamente positiva para r > 0.

DEMONSTRACAO :
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0.6 f
051 h
021 g
010 I
f 0.20
; A dited = _nr_|d _,n_r_ld
Figura 3.11: A diteita temos as fungdes f(r) = 7"+ — 5" em vermelho, g(r) =" -7 — &

em azul e h(r) = r" — £ + % nem verde. Ilustramos o caso |¢|] <1 com ¢=0.25,n=4¢

a esquerda temos um zoom da intersegdo entre f e h, ilustrando u,, < |c| < vy,.

assim h tem pontos criticos, consequentemente potencial 6timo em

1/(2n).

W(r)=nrt—1
solucoes de r" ™ =
(i) Se n é par, entdo n — 1 é impar, assim h tem um ponto critico. Como h(r) > 0 para

r>>0eh'(0) <0, deve haver um 6timo (minimo) em R*, a saber a raiz positiva de

n—1 , . 4 cLe )
(%) . Nos mostraremos abaixo que h é positivo nesse minimo, desde que |c| > 1,

portanto, h é sempre positivo.

(ii) Se n é impar, entdo n — 1 é par, assim h tem dois ponto criticos. Novamente

h(r) > 0 parar > 0 e h'(0) < 0, deve haver um 6timo (minimo) em R*, a saber a

. ol n—1 . . , o . ,
raiz positiva de (%) , e veja abaixo que h é positivo e essa raiz garante que h é
positivo para r > 0.

Como |c| > 1 temos :

Afirmacao 7 : Para w na fronteira de qualquer S, i, temos:

[w]

<‘ "+C
w J—
2

)|

DEMONSTRACAO :
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

Primeiro considere os segmentos de arco limite. Usaremos |w" 4 §| > |% — |w|™|. No

interior do arco limite circular, temos |w| < u,, consequentemente |w|" — % < %, assim

% — |w|™ > %' Em seguida no exterior do arco limite circular temos, |w| > v,, entao

lw|™ > h;—' + %, consequentemente |w|"® — %' > %
Considere os segmentos de arco limitados. Suponha que w = re’®* encontr-se em

algum raio limite. Note que

w" = rreAra(=d it — pnoArglc)
Dai 1 1
w4 5= o (27 el o) = 2 (90 (207 )
portanto, [w" + §| = 3(2r" +|c]) = 1" + % Pela afirmagao 6, 7 + % > 5= h;_| ¢ verdade

para qualquer r > 0, assim temos o resultado.
Afirmacao 8 : A equacdo (2) tem solugao, que chamaremos wy, x, em Sy, j.
DEMONSTRACAO :

A afirmacdo anterior nos fornece imediatamente que, pelo Teorema de Rouché 1.43,
w" — 5 + 5 possui 0o mesmo nimero de raizes que w" + 3 em cada Sy, ou seja, uma raiz.
Restante da prova do Caso (1) : Seja a, ; = (w,x)*", entao ¢+ 2/, 1 Como 0 wy, 4
tendem a preencher densamente S' quando n — oo, pela Proposicao 3.37, conseguimos
que a,  tendem a preencher o limagon L. quando n — oo e como a, € M, (R.) obtemos
o resultado.

Caso (2) : Assuma |c| < 1.
DEMONSTRACAO :

Este caso é similar ao caso acima, porém um pouco mais simples. Lembre-se que u,
¢ a Unica raiz positiva de f.
Note que os calculos na prova da afirmacao 6 podem ser modificados para mostrar
que, para n suficientemente grande, h é negativo em seu ponto critico positivo,
consequentemente tem duas raizes reais positivas, 0 < x, < y,, onde x,, estd proximo
de |c] e y, — 1 quando n — co.

Afirmamos que u, < z, e que x, — |c¢| quando n — oco. Pelo fato de que , |¢|
é o ponto de intersecao positiva dos graficos de f e h, dai pela forma dos gréficos
(justificada pelos calculos feitos anteriormente), devemos ter u, < |¢| < z,. Também
note, f(c) = h(|c|]) = |¢/* = 0 quando n — oo, consequentemente u,, z, — |c¢| quando
n — oo. Agora, para cada k € {0,1,--- ,n — 2} e v > 0 pequeno, seja

_
n—1]"

2km
n—1

Arg(w) —

g = Ny (A(zn,yn)) N {w eC:

Entao seus angulos limite sdo &, = 71(2k — 1)/n — 1 e $pyq.
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3.2. A FAMILIA Ryca(Z) =2V + A +C

Vamos mostrar que na fronteira de cada 7, 5, temos

% encontra-se em algum dos arcos circular limitado, entdo r < x,, ou

n_ w n_M_|n £|_n£
w 2|2|w| 2‘—r+2—r—|—2>

Primeiro, se w = re’
le|
5 -

|

T > Yy, assim h(r) > 0,er"—% > 5. Dai

|
2
Em seguida, se w = re®F estd no segmento de raio da fronteira, entdao (e©)"

) _\_n in(2k—1) )
TS — o TaeT e assim

w im(2k=1) T im(2k—1)
’wn — _‘ — ‘—r”e% R
2 2

4= ="+ -
2 2

Mas x,, > u,, implica que, para todo r temos f(r) > 0, portanto, r" + £ > % e esté feito.
Segue pelo Teorema de Rouché, que as fungoes w" — 3 e w" — 5 + % possuem o mesmo

namero de raizes em cada T, ;. Como w" — 3 = w (w”_l — 1) = 0, entao w = 0 ou
1

2
w = (5) ﬁ, assim temos exatamente uma solugao em cada 7T}, .

Finalmente, note que mesmo u, — |¢| < 1 quando n — oo, as solugdes w,, j para n
grande garantem a € M, (R,.) e sabemos que M, (R,) esta contido em alguma vizinhanga
de L. que diminui quando n cresce, assim as solugoes w,, r devem satisfazer |w,, x| — 1
quando n — oo, e a prova pode ser terminada como no caso 1.

Combinando a Proposi¢ao 3.41 com o Lema 3.38 completamos a prova do Teorema
3.36 no caso ¢ # 0. O
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Capitulo 4

A reta real estendida como um
conjunto de Julia

Neste capitulo, introduzimos uma familia de fungdes racionais {F,}, definida
recursivamente e mostramos que o conjunto de Julia de F,, ¢ R U {cc}. Vamos calcular
o conjunto de Julia de F,, em duas etapas, primeiro explorando a comutatividade desta
familia e, em seguida, estabelecendo a conjugacao desta familia com outra conhecida
familia de fungoes. Finalmente, nés estudamos F;,, como uma fungao real e mostramos
que é cadtico em R\ B,,, onde subconjunto especifico de R.

Mas antes de seguir, vale lembrar que para uma fun¢ao continua f : X — X, onde
X é um espago métrico é dito ser cadtico segundo Devaney |[7] se satisfaz as seguintes
condicoes :

1. O conjunto de pontos periédicos de f é denso em X.

2. f & topologicamente transitiva, isto ¢, para todo par de abertos U,V de X existe k > 0
tal que fA(U)NV # 0.

3. f possui dependéncia sensitiva em relacao a condigoes iniciais, isto €, existe § > 0 tal
que para qualquer x € X e para qualquer subconjunto aberto U contendo x, existe y € U
en >0 tal que d(f™(x), f"(y)) > o.

4.1 A familia recursiva e suas propriedades

Nesta se¢ao definimos uma familia de fungoes racionais {F,} em C recursivamente e
determinamos seu conjunto de Julia.
Considere f(z) = 22 + 1. A iteragao de Newton associado a essa funcao ¢ dada por,

flz) _#-1

N<Z>:Z_f’(z): 5. ()
Perceba que (&) satisfaz a relagao
Fa(2) 2+ Fi(z)
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4.1. A FAMILIA RECURSIVA E SUAS PROPRIEDADES

para Fi(z) = z e Fy(z) = N(z). Motivados por essa observacdo definimos a seguinte
familia recursivamente.
Seja Fi(z) = z e para n > 2, coloque

Zanl(Z) -1
F.(2) = ——————. 1
O e
Note que, se F,,_1(z) = 00, entao
F,_ -1
F,.(2) = lim 2o (z)

2=z 2+ Fy_1(2)

A seguir apresentaremos uma série de resultados que descrevem algumas propriedades
dessa familia.
Lema 4.1. Para k> 1 en > k,
Fp(2)F,— -1
Fi(2) + Frk(2)

Demonstragao. Se k = 1, segue por (1) que

_ FEFA() _ Fae) -1
Falz) = Fi(z) + Faoa(z) 24 Faca(2)

Suponha que, para algum k > 1 e n > k, temos

Fk(Z>Fn_k(Z) -1
Ful(2) = Fe(2) + Foi(2)

(2)
Agora suponha n > k + 1. Entao F, satisfaz (2). Note que em (1) temos

2F(2)—1
Fipi(z) = Zf;:k)(z)

Fin(2) = (Z55) =0

2F41(2)+Fi(2) Frq1(2)—2Fp(2)+1 0
2+F(2) -

2F1(2) + Fr(2)Fryq(2) — 2F(2) +1 =10
Fe(2) (Fyy1(2) —2) = —2Fp1 — 1

zF; z2)+1
Fi(z) = 7555

Substituindo a expressao acima em (2) temos
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4.1. A FAMILIA RECURSIVA E SUAS PROPRIEDADES

z—Fp1(2)
(sz+1(Z)+l)+F (2)

(ZFkH(Z)H)Fn—k—l
Fo(2) = =

z—Fk+1(z)

(ZFk+1(z)+1)Fn7k(Z)7Z+Fk+l(Z)

Z*Fk-s-l(z) . (ZFk+1(Z)+1)Fn_k(z)—Z+Fk+1(Z) o
21 (DI Fy () G=Fp 1) 7 2Fp 1 (2)+14F—k(2)(z—Fry1(2))
2—Fp41(2)

F,_(2)+1
F En_klT2) g
Fioir(2)(2Fp () + Dt Py () =2 ’““(z)(z?anM) B

Fk+1(Z)(Z_ank(z))"'_Zank(Z)“Fl - Fk+1+ZFn1;k(z)(+)l -
z2—Fp_ 1 (2

Frn(2)Fnk1(2)=1 _ Fe1 () Fn 1) (2)-1
Frp1(2)+Fn_k-1(2) Frp1(2)+F,—(or1)(2) °

Portanto, pelo principio de indugao finita, segue o resultado.

Lema 4.2. Paran>1 ek > 1, F, o F}, = Fy;.

Demonstragao. Se n =1 e k > 1 segue pela defini¢ao de Fi(z), pois
(F10 Fy)(2) = F1(2)(Fi(2)) = Fi(2) = Fu(2).
Agora suponha F), o F}, = F,;, para algum n > 1e k > 1. Por (1)

EnlBi) = oS TR (R ~ Fule) + Fou(?)

Lema 4.1

= " Furx(2) = Flapnr(2).

Portanto pelo principio de indugao segue o resultado.

Corolario 4.3. Paran>1ek > 1, F,, 0o F}, = F, o F},.
Demonstracao. Pelo Lema 4.2 temos F, o F, = F,,;, = Fy,, = Fj, 0 F},.
Lema 4.4. Paran > 2, o grau de F,, € pelo menos 2.

pn(2)
qn(2)’

Demonstrag¢ao. Suponha F), =

onde p, e ¢, sao polindbmios. Vamos mostrar por

indugao que p,(z) = 2pp-1(2) — gu-1(2) € qu(2) = 2¢,—1(2) + pa_1(2), onde p1(2) = z e

q(z) =1
O caso n = 1 é imediato pelas condi¢oes dadas acima.
Agora suponha
pn(z) o an—l(z) — qTL—l(Z)
Qn(z> ZQn—l(Z) + pn—l(z)

Note que
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4.1. A FAMILIA RECURSIVA E SUAS PROPRIEDADES

wil _ _ em-1 _ A(5E)-1
zn—ﬂ = Fo(z) = ZZ+Fi(z) - Z_:(anz))>

(an—Al(z)*Qn—ﬂz) ) _1
2qp_1(2)+pp_1(2)

2P —1(2)—dapn_1(2)
+ < 2qpn_1(2)+pPp_1(2) >

2(zpp—1(2)—an—1(2)—(2qn_1(2)+Pp_1(2))
2q4n—1(2)+Pn—1(2)

2(2qn—1(2)+Pn—1(2))+2pn_1(3)—an_1(2)
2qp—1(2)+pPp—1(2)

— 2(2Pn-1(2)=Gn-1(2) = (2qn-1(2)+Pn-1(2))
2(2qn—-1(2)+pn—1(2))+2pn—-1(2)—qn-1(2)

_ 2pn(2)—qn(2)
ZQn(Z)+pn(z) ’

Como grau(p;) > grau(q) e grau(p,) = grau(p_1) + 1, segue que grau(p,) > grau(g,)
e consequentemente F,,(co) = co. Por indugao sobre n e usando (1) podemos ver que +i
sao pontos fixos de F,,. De fato, F(i) = i. Suponha F,,(i) = i. Note que

iR -1 (i)2P—-1 -2
F, = - = =—=1.
+10) i+ F,(7) i+ .

Analogamente mostra-se que —i é ponto fixo de F,,. Assim grau(F,) > 2, a nao ser que
F,.(z) = z, o que é impossivel. O

O teorema a seguir determinara o conjunto de Julia de F,.

Teorema 4.5. Para n > 2, o conjunto de Julia de F,, é RU {oco}.

~ . . . . 2_1 .,
Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiramente que o conjunto de Julia de Fy(z) = ZQZ1 é

R U {oc}. Os pontos z = +i sdo pontos fixos superatratores. De fato, pelo que vimos no
lema 4.4, +1 sao pontos fixos. Além disso

Assim Fj(44) =0 < 1.
Por outro lado oo é ponto fixo repulsor de F5. De fato, oo é ponto fixo, pois

21 —1
lim i = lim 2z /?) = 00
2—00 z Z—00 z
E ainda,
(2) = — () = 122
Z = = = =
I AOE 2 2
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4.1. A FAMILIA RECURSIVA E SUAS PROPRIEDADES

/ 2 4+ 222 /
g(z)zlég(()):2>1.

(1 —22)2
Logo oo é ponto fixo repulsor. Portanto, oo pertence a J(F3) e o conjunto de todas
as pré-imagens iteradas de oo, {z € C : F}(z) = oopara algumn > 0}, é denso em
J(F,). Como todas as solugoes de Fy(z) = ¢ sdo reais, para algum c real, concluimos
que J(Fy) C RU{oc}. Como as fronteiras da bacias de atra¢ao dos pontos fixos i e —i
sao subconjuntos de J(F3), o semiplano superior é a bacia de atragao de i e o semiplano
inferior ¢ a bacia de atragao de —i. assim sendo J(Fy) = R U {o0}. O

Obs 4.6. De fato, as solugoes de

2
z¢—1
=, ceR
2z
sao reais. Note que % = ¢, se e s0 se, 222;1 —c = 0, ou seja, % = 0 e entao
2?2 —2cz — 1= 0. Portanto z = c £ /2 + 1, que sdo ambas reais, pois c € real.
Teorema 4.7. F, e 2™ sao conjugados.
Demonstra¢ao. Suponha que ¢ seja uma fungao de Mobius tal que ¢(0) = —i e p(o0) = i.
Assim p(z) = 122 para a € C.
Note que para Fi(z) = z, temos :
zZ—a zZ—a
Flop)(z)=Fi(p(z)=F |1 =1
(Fro9)e) = Fle(e) = Fr (152 ) =2
E para Fy(z) = 322;1, temos :
—(z5e)
(F2 0 9)(2) = Fa(p(2)) = Toi(z=2)
—(z—a)?—(2+a)?
_ : (z)+a)<27L : _ —(22—2az+a%+2%+2az+a?)
o 2i(z—a o i(z—a)(z+a
e 2i(z—a)(2+a)
_ —2(%+a?) _ - [ 224a?
T 2i(22—a?) T 2=z ) -
Agora vamos mostrar por indugao que
(Fnop)(z) =1 (i:;g;) , sen é impar
(4.1)

(Froop)(z) =i(51%), sené par

Zn,an

Seja n impar, pelo que vimos acima para n = 1 a sentenca é verdadeira. Suponha entao

z"—a”

que (F,op)(z) =1 (W) Como n é impar segue que n + 1 é par e dai
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4.1. A FAMILIA RECURSIVA E SUAS PROPRIEDADES

(Fut109)(2) = Fryi(p(2)) = 25eleE2

~ (5 trram )1

— ((z—a)(z"+a")(z+a)(z""—a")
7'( (z+a)(z™+a™) )

(z4a)(z"+a™)
= G aGT e Gra) G aT)
l( (z+a)(2"+a™) )

_((z=a)(z"=a™)+(24a)(z" +a")
( )

_(Zn+1_anz_azn+an+1+zn+1+anz+azn+an+1)
i(z"tlfanz—azn—antl42ntl—gnztaz—antl)

_2(2n+1+an+1) o gntl gt
Qi(zn+1_an+1) =1 Zn+1_an+1 .

Analogamente, para n = 2 a sentenca é verdadeira. Suponha entdo que (F), o ¢)(z) =

. n n . L _
1 (—znfzn) . Como n é par segue que n + 1 é impar e entao

2)Fn(p(2))—1
(Fasi09)(2) = Fpa(e(2)) = %

_ i) - (EaEetim)
i(Fe) () T (e

_ ( (zfa)(zn+an)+(z+a)(zn7an))
(2+a)(z"—a™)

= (G GEgGTRay
GTaGT—am

—(z"t—a"z—az"—a" 142" p a2 a2 7a”+1)
i(zn Tl +anz—az"+an T4zt —anz4az"+an 1)

,Q(Z’n-‘rl,an-‘rl) . gl _gntl
- 2i(z" T 1antl) - <2n+l+an+l>
Agora vamos mostrar que (F, o p)(2) = p(z"), se e s6 se, a = —1, deste modo se,
a = —1 temos ) )
z + 2"+
=1 e daf ") =i———
@) =i edat (=it
além disso substituindo a = —1 em 4.1 temos (F}, o ¢)(z) = 557 = ¢(z") para todo n.

Por outro lado, se (F), o ¢)(2) = ¢(2") temos dois casos :
Caso (1) : Suponha n impar, entao :
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t (z”+a" = 7T

ZZn + az — atz" — anJrl — ZZn —az" + alz" — anJrl

202" — 2a"z" =0

2a2"(—a" 1 +1) = 0.
Logo 202" =0,oua" =1

E como a # 0 segue que a = +1 pois n — 1 é par.
Caso (2) : Suponha n par, entao :

i(5m) =i (55)

ZQn + azm + atz" + &n-l—l _ 2277, —az" — gtz + O,TH_I

202" +2a"2" =0

2az"(a" '+ 1) = 0.

Logo 202" =0, ou a" ' = —1
E como a # 0 segue que a = —1 pois n — 1 é impar. Portanto F;, e z" sao conjugados por
p(z) =i, 0

Agora vamos descrever F,(z) = g "8 mais especificamente. Pelo Teorema 4.7, F,, é

uma funcao racional do grau n e p, e ¢, sao dois polinémios relativamente primos de
grau n e n — 1 respectivamente. A seguinte proposicao mostra que F,, tem n raizes reais
distintas e n — 1 polos reais.

Obs 4.8. Vale aqui destacar que o fato de F,, e z" serem conjugados nos diz muito. Por
exemplo, as propriedades dindmicas de 2™ sao preservadas pela .

Proposicao 4.9. Todas as raizes de q, € p, sao reais e distintas.

Demonstrag¢ao. De acordo com a discussao acima, F,(z) = 00, se e somente se, ¢,(z) =0
ou z = oo. Por outro lado F,(z) = oo, se e somente se, p((¢1(2))") = oo. Como
©(1) = oo, temos (¢~1(2))" = 1. Daf ¢p~!(z) deve ser uma raiz primitiva da unidade
(isto é, 1,em/m ... Xn=Dm/ny ¢ consequentemente z = oo, (™M), ... | (2= Dmi/n),
Assim sendo, ¢,(z) = 0 possui n — 1 raizes reais distintas. Além disso p,(z) = 0, se
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e somente se, F,(z) = 0. Como ¢(—1) = 0, por argumentos similares mostra-se que

fa(z) = 0, se e somente se, (¢~ !(2))" = —1. Deste modo p, possui n raizes reais

distintas. O

4 P ] R — o /

Figura 4.1: Graficos de F,, para n = 3,4, 5.

4.1.1 F,, como uma fungao racional real
Nesta secao, consideramos Fj, como uma funcao real e mostraremos que F;, é cadtico

em R\ B,,. Como F), nao é definida nas raizes de ¢, como uma fungao real, s6 podemos
estudar a dinamica de F,, no conjunto R \ B,,, onde

B, = LJF,;’IC ({reR:z ¢é¢umpdlode F,})= UFn’k(oo).
k=0 k=0

Pela definigdo de B, temos F,,(R\ B,) C R\ B,.

0\ ‘ei6+1 o 0
Por outro lado, ¢(e") = ST = cot(3).
De fato,
e i (Cos@+isen9+1) _ ;[ (cosO+1)+isend
e®—1 = " \cosf+isenf—1/ — (cosf—1)+isen6

_ + (cosO+1)+isen 6 (cosf—1)—isenf
- (cos@—1)+isend (cosf—1)—isend

. cos 0+1)(cos —1)—i sen O(cos +1)-+isen O(cos 6—1)+sen?6
1
(cos 0—1)2+sen26
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4.1. A FAMILIA RECURSIVA E SUAS PROPRIEDADES

cos?0—1—i sen § cos —i sen 6+ sen O cos §—i sen H+sen?6
cos260—2 cos 0+1+sen?0

= (—2isen9) — sen — Sen(g+g)

2—2cos 0 1—cosf 1_(;05(%4_%)
- QSen(g)cos(g) QSen(g)cos(g)
- 1—(c082(g)—sen2(g)) 1—c082(§)+sen2(g)
. QSen(g)cos(g) _ cos(

2sen?( g) " sen(

Assim se C(0) = cot(%) e D, : S* — S* é definida por:
D, (0) =n® (mod2r),
onde S! é o circulo unitario, entdo a relagao (F, o ¢)(2) = ¢(2") pode ser escrita como

(F, 0 C)(0) = (CoD,)#), onde z = €.
De fato,

FL.(C(0)) = F) (z (Z’j i 1)) —i (ewn * 1) — Cn) = (C o D)(0).

ei@n -1

Vamos agora reduzir o dominio de D,, para S'\ A,, onde A, = |J D, *(0), entdo o
k>1

diagrama

ST\ A, 2= S1\ A,

C(G)J/ lcw)

R\ B, ——>R\ B,

¢ comutativo. Como A,, ¢ denso em S*, C(A,\{0}) = B, e C(6) é um homeomorfismo
para 0 < 6 < 27.

Obs 4.10. A, € denso em S*.

Demonstragao. Seja n fixo, porém arbitrario. Fixe zy no intervalo (0,27). Dado ¢ > 0
considere o intervalo I = (xg—¢€, xg+€). Tome k tal que nik < eepg € Ntal que pio € [0,1].
Note que

DE(x) =n*x  (mod2m) se, e somente se, n*r =0 (mod2r)
Desta forma sendo o = pg—?f temos

Dn*(z) = nkpoQW

Py 2por =0 (mod2).
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Obs 4.11. C(A4,\ {0}) = B,

Demonstra¢ao. Note que pela definigao de C(6) = cotg, os pontos de A, \ {0} sdo
levados no infinito. Além disso pela propria construcao de F;, os pontos de B, também
sdo levados no infinito. Como C(¢) é homeomorfismo e F,, ¢ sobrejetiva segue que

C(A,\ {0}) = B,. O

E entao temos o seguinte resultado.
Proposicao 4.12. B,, € denso em R

Teorema 4.13. F,, € cadtico em R\ B,,.

Demonstragdo. Sabemos que D, : S' — S' ¢ cadtico (veja [7] [pagina 50]). Vamos
mostrar que D,, : S'\ A, — S\ A, é cadtico.

(1) Os pontos periodicos de D,, sao densos em S*. Os pontos de A, sdo eventualmente
levados no 0, entdao x # 0 e z € A, é um ponto nao periddico de D,,. Assim os pontos
periddicos de D,, sao densos em S*\ A,.

(2) Para um subconjunto aberto nio vazio U de S!, existe k € N tal que D*(U) = S*.
Assim DF(U \ A,) = S*\ A,,, uma vez que D,(A,) = A,. Se V é um subconjunto nio
vazio de S1, entdo D¥(U\ A,)N (V' \ A,) # 0. Isso implica que D,, ¢ transitiva em ST\ A,,.
(3) Como D¥(U\ A,) = S'\ 4, para algum k € N, se x € U\ A, entdo existe y € U\ A,
tal que d(D¥(z), Df(y)) > 3. Assim D,, possui dependéncia sensitiva a condi¢des iniciais
em S'\ A,. Portanto D,, ¢ cadtico em ST\ A,.

Como o diagrama 4.1.1 é comutativo, a densidade dos pontos peridédicos de F, e a
transitividade topologica de F,, sao concluidas a partir dessa discussao. Também para
cada conjunto aberto U em R\ B, existe k € N tal que F*(U) = R\ B,,. Assim, F,, tem
uma dependéncia sensivel das condi¢oes iniciais em R\ B,,. O

Obs 4.14. Todas as figuras contidas no trabalho foram construidas pelo autor com o
auzilio dos softwers citados nas referéncias bibliografas. As figuras do capitulo 2 foram
feitas usando [9], jd nos capitulos 2 e 3 usando [16] , [8] e [17]. E por fim no capitulo 4
as figuras foram feitas usando [17].
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Consideracoes Finais

Neste trabalho investigamos propriedades geométricas e dindmicas do Conjunto de
Julia, do Conjunto de Julia Cheio, e do Connectness Locus e pudemos apresentar que
para a familia P, .(z) = 2" + ¢ e para c fora de S! os limites geométricos do Julia e
do Julia cheio sao bem definidos, mas para ¢ € S' ¢ incoclusivo. J& no caso da familia
Rpca(2) = 2" + 5 + ¢ para qualquer ¢ o Julia e Julia cheio os limites geométricos sao
bem definidos e o M,,(R.) converge a um limacon. E por fim verificamos que para de fato
R U {oo} é um conjunto de Julia para familia F,, = %, paran >2e Fi(z) =z e
que F), é cadtico em um subonjunto especifico de R U {o0}.

Apo6s o estudo minucioso dos artigos que compoem este trabalho me fiz alguns
questionamentos. Sera possivel calcular os limites geométricos dos Conjuntos de Julia
e Julia Cheio e do Connectness Locus para a familia Fy,(z) = 2"+ %,n > 2,d > 17 Além
disso sera possivel fazer uma andlise semelhante para f(z) = 23+ 1, f(z) = 22 + 1 ou de
forma mais geral para f(z) = 2" + 1, assim como feita no altimo capitulo deste trabalho
? No momento procuro respostas a estas perguntas.
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