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RESUMO

Uma equação diferencial binária (EDB) é uma equação diferencial implícita que

define até duas direções no plano. Neste trabalho, tratamos de EDB's da forma

a(x,y)dy2 + 2b(x,y)dy\,dx + c(x,y)dx2 = 0,

com a, b e c funções suaves em um aberto U de R2.

As equações das linhas de curvatura e das linhas assintóticas são exemplos de

EDB's da forma acima. Logo, é possível usar os resultados estudados para conhecer

seu comportamento em superfícies em R3.

Além disso, o trabalho avança generalizando a métrica do espaço, com foco nas

métricas lorentzianas e degenerada, e generalizando o operador linear autoadjunto

que define essas curvas. Dessa forma, são definidas as linhas de curvatura A-

principais, as linhas A-assintóticas e as linhas tipo luz, estudando principalmente seu

comportamento e singularidades localmente em seus respectivos conjuntos

discriminantes. 

Palavras-chave: equações diferencias binárias; linhas de curvatura; linhas

assintóticas; espaço de Minkowski

ALVES, Erik Vinicius Amaro, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de
2026. Equações diferenciais binárias aplicadas a geometria de superfícies.
Orientador: Marco Antonio do Couto Fernandes.



ABSTRACT

A Binary Differential Equation (BDE) is an implicit differential equation that defines up

to two directions in the plane. In this work, we consider BDEs of the form

a(x,y)dy2 + 2b(x,y)dy\,dx + c(x,y)dx2 = 0,

where a, b, and c are smooth functions on an open subset U of R2. The equations of

lines of curvature and asymptotic lines are examples of BDEs of the form above.

Therefore, the results developed here can be used to understand their behavior on

surfaces in R3. 

Moreover, this work advances by generalizing the metric of the ambient space, with a

focus on Lorentzian and degenerate metrics, as well as by generalizing the self-

adjoint linear operator that defines these curves. In this way, A-principal curvature

lines, A-asymptotic lines, and lightlike lines are defined, with particular emphasis on

the local study of their behavior and singularities on their respective discriminant sets.

Keywords: binary differential equations; lines of curvature; asymptotic lines;

Minkowski space

ALVES, Erik Vinicius Amaro, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February,
2026. Binary differential equations applied to surface geometry. Adviser: Marco
Antonio do Couto Fernandes.
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1 Introdução

Uma equação diferencial binária (EDB) é uma equação diferencial implícita que de-

Ąne no máximo duas direções para cada ponto do plano. As EDBŠs podem ser representadas

na forma

a(x, y)dy2 + b(x, y)dydx+ c(x, y)dx2 = 0.

A classiĄcação de campos de direções multi-valorados se baseia em trabalhos como Cibrario

[8] e Dara [9], que estudam singularidades genéricas das chamadas equações diferenciais

multiformes. Esses são os primeiros passos para o que é conhecido hoje como equações

diferenciais implícitas. Posteriormente, novos trabalhos surgiram sobre esse tema, dos

quais destacam-se [1, 2, 3, 4, 5].

O estudo de equações diferenciais binárias pode ser aplicado a geometria de

superfícies, uma vez que pares de curvas transversais podem ser interpretadas como EDBŠs.

A equação das linhas de curvatura

(fE − eF )dx2 + (gE − eG)dxdy + (gF − fG)dy2 = 0

e a equação das linhas assintóticas

edx2 + 2fdxdy + gdy2 = 0

são exemplos de pares de linhas em superfícies de R3 que são deĄnidas por EDBŠs.

As linhas de curvatura revelam, geometricamente, como uma superfície se curva no

espaço. Além disso, uma parametrização adaptada às linhas de curvatura pode simpliĄcar

cálculos de diversos modos. As linhas de curvatura também se relacionam com o máximo

e mínimo da função curvatura normal. Já os zeros da função curvatura normal, estão

diretamente conectados às linhas assintóticas. Elas são úteis para conhecer localmente a

forma de uma superfície, seja através da indicatriz de Dupin ou do plano normal.

Em 1896, G. Darboux apresentou em [10] a estrutura das linhas de curvatura

próximo a pontos umbílicos, introduzindo o termo ponto umbílico Darbouxiano. Mais

contribuições sobre linhas de curvatura podem ser encontradas em [15]. Garcia e Sotomayor

em [23] reuniram mais detalhes sobre o contexto histórico do estudo de linhas de curvatura.

Neste trabalho são estudados os resultados de Gutierrez e Sotomayor em [14]

sobre o comportamento genérico das linhas de curvatura próximo a pontos umbílicos no

espaço euclidiano. Esses dois pares de linhas são deĄnidos a partir de um operador linear

autoadjunto. Seguindo o trabalho [16] de Izumiya e Tari, é estudado a generalização

do operador autoadjunto e da métrica do espaço, surgindo assim um novo par de linhas
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de interesse, as linhas tipo luz. Mais informações sobre generalizações da métrica e do

operador podem ser encontrados em [25, 26].

O segundo capítulo é destinado às preliminares do trabalho, trazendo os resultados e

deĄnições sobre geometria diferencial, equações diferenciais ordinárias, espaço de Minkowski

e equações diferenciais implícitas. No terceiro capítulo é introduzido o tema central deste

trabalho, as equações diferenciais binárias. Seu comportamento é estudado utilizando-se de

técnicas como o levantamento do campo de direções e algumas formas normais encontrados

na literatura. O quarto capítulo é destinado ao estudo das linhas de curvatura no espaço

euclidiano. Na sua construção, é visto que a equação das linhas de curvatura é uma EDB

e que os pontos umbílicos constituem seu conjunto discriminante.

Todos os resultados estudados nos Capítulos 5, 6 e 7 são de Izumiya e Tari em [16].

No quinto capítulo é estudado a construção da geometria em superfícies lorentzianas e,

dado um operador adjunto genérico A, o comportamento das linhas que são deĄnidas por

ele, chamadas de linhas de curvatura A-principais e linhas A-assintóticas. O caso onde a

métrica é degenerada é estudado no sexto capítulo, no qual são trabalhadas alternativas

para encontrar o comportamento dos pares de linhas nesse cenário. O sétimo capítulo é

dedicado exclusivamente para o estudo das linhas de curvatura principais e assintóticas no

espaço de Minkowski.



12

2 Preliminares

Neste capítulo serão abordados brevemente os conceitos preliminares para este

trabalho, trazendo as principais deĄnições e resultados. No início de cada seção são

apresentadas as referências utilizadas e demais fontes para consulta.

2.1 Funções diferenciáveis

Esta seção será destinada a apresentar deĄnições e notações importantes sobre

funções diferenciáveis utilizadas durante todo o trabalho.

Seja F = (f1, · · · , fm) uma função diferenciável dada por

F : U ⊂ Rn −→ Rm

(x1, . . . , xn) 7−→ (f1(x1, . . . , xn), · · · , fm(x1, · · · , xn)).

A função F será dita suave se ela for diferenciável de classe C∞, ou seja, suas derivadas

parciais de todas as ordens existem e são contínuas. A derivada parcial com relação a

i-ésima coordenada ∂F
∂xi

será denotada apenas por Fxi
. A derivada da função F em x ∈ U é

uma transformação linear dFx : Rn → Rm. A matriz dessa transformação linear nas bases

canônicas é dada por

JF (x) =



























∂f1

∂x1

(x)
∂f1

∂x2

(x) · · · ∂f1

∂xn

(x)

∂f2

∂x1

(x)
∂f2

∂x2

(x) · · · ∂f2

∂xn

(x)
...

...
. . .

...
∂fm

∂x1

(x)
∂fm

∂x2

(x) · · · ∂fm

∂xn

(x)



























e é chamada de matriz jacobiana de F no ponto x.

Teorema 2.1.1 (Teorema da Função Inversa). Sejam U ⊂ Rn um aberto e F : U → Rn

uma função suave. Suponha que exista x ∈ U tal que JF (x) seja inversível. Então existem

abertos V ⊂ U contendo p e W ⊂ Rn contendo F (p) tais que

F : V → W

é um difeomorĄsmo.
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Suponha agora f : Rn → R suave. O vetor ∇f(x) = (fx1
(x), · · · , fxn

(x)) é chamado

de gradiente de f no ponto x. A matriz

Hess f(x) =

















fx1x1
(x) fx1x2

(x) · · · fx1xn
(x)

fx2x1
(x) fx2x2

(x) · · · fx2xn
(x)

...
...

. . .
...

fxnx1
(x) fxnx2

(x) · · · fxnxn
(x)

















.

é chamada de matriz Hessiana.

DeĄnição 2.1.2. Um ponto p ∈ Rn é dito ponto singular de f se fxi
(p) = 0, para

i = 1, · · · , n. Um ponto é regular quando não é singular.

Seja p ∈ Rn uma singularidade da função f . O ponto p é dito ser uma singulari-

dade de Morse se det(Hess f(p)) ̸= 0. Uma singularidade de Morse é do tipo A+
1 se

det(Hess f(p)) > 0 e do tipo A−
1 se det(Hess f(p)) < 0.

O k-jato de uma função f : U ⊂ Rn → R no ponto a ∈ U é dado pelo polinômio

de Taylor de grau k de f em a. Para n = 2 e a = (0, 0), o k-jato de f é

jkf =
k
∑

i=0

i
∑

j=0

1
(i− j)!j!

∂if

∂xi−j∂yj
(0, 0)xi−jyj.

2.2 Geometria Diferencial

Nesta seção, serão abordada a geometria diferencial de superfícies, deĄnindo os

principais conceitos e Ąxando notações que serão utilizados no decorrer deste trabalho. As

demonstrações das proposições e teoremas serão omitidas, para mais detalhes ver [6].

DeĄnição 2.2.1. Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superfície regular se, para cada

p ∈ S, existe uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação X : U → V ∩S de um aberto

U de R2 sobre V ∩ S ⊂ R3 tal que

1. X é diferenciável.

2. X é um homeomorĄsmo. Como X é contínua pela condição 1, isto signiĄca que X

tem inversa X−1 : V ∩ A → U que é contínua.

3. Para todo q ∈ U , a diferencial dXq : R2 → R3 é injetiva.

Considerando as coordenadas (u, v) para U , se e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1), então a

condição 3 da deĄnição anterior é equivalente a dizer que dXq(e1) = Xu(q) e dXq(e2) =

Xv(q) são linearmente independentes. O plano tangente da superfície S em p, denotado

por TpS, é o espaço vetorial gerado por Xu(q) e Xv(q), onde p = X(q). O plano TpS

independe da parametrização escolhida.
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O produto interno euclidiano de R3 pode ser induzido em cada plano tangente

de uma superfície regular S, que também será denotado por ⟨, ⟩. Note que esse produto

interno é uma forma bilinear simétrica. Será denotado por Ip a forma quadrática dada por

Ip : TpS −→ R

w 7−→ Ip(w) = ⟨w,w⟩ = ∥w∥2 ≥ 0.

A forma quadrática Ip em TpS é chamada de primeira forma fundamental da superfície

regular S em p. Seja w ∈ TpS um vetor tangente no ponto p ∈ S e seja α : I ⊂ R → S

uma curva em S parametrizada por α(t) = X(u(t), v(t)), tal que p = α(0) e w = α′(0).

Assim,

Ip(w) = ⟨α′(0), α′(0)⟩

= ⟨Xuu
′ +Xvv

′, Xuu
′ +Xvv

′⟩

= ⟨Xu, Xu⟩(u′)2 + 2⟨Xu, Xv⟩u′v′ + ⟨Xv, Xv⟩(v′)2

= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2,

as funções E(u, v) = ⟨Xu, Xu⟩, F (u, v) = ⟨Xu, Xv⟩ e G(u, v) = ⟨Xv, Xv⟩ são chamadas de

coeĄcientes da primeira forma fundamental.

Como Xu e Xv são linearmente independentes, o produto vetorial Xu × Xv ≠ 0⃗.

Assim, a aplicação diferenciável N : X(U) → S2 dada por

N(p) =
Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥(q), q ∈ U e p = X(q),

associa um vetor unitário N(p) a cada ponto p ∈ X(U), essa aplicação é chamada de

aplicação de Gauss. A diferencial da aplicação de Gauss em um ponto p ∈ S é

uma transformação linear de TpS em TN(p)S
2. Além disso, dNp pode ser considerada

como um operador linear em TpS, pois TN(p)S
2 ≈ TpS. Se N(u, v) = N(X(u, v)) então

dNp(Xu) = Nu e dNp(Xv) = Nv. A aplicação −dNp : TpS → TpS é chamada de operador

de forma.

Proposição 2.2.2. A diferencial dNp : TpS → TpS da aplicação de Gauss é um operador

linear auto-adjunto.

A forma quadrática IIp deĄnida em TpS por IIp(w) = ⟨−dNp(w), w⟩ é chamada

de segunda forma fundamental de S em p. Seja w ∈ TpS e α(t) = X(u(t), v(t)), t ∈ I,

uma curva parametrizada em S tal que p = α(0) e w = α′(0). Assim

IIp(w) = −⟨dNp(α′(0)), α′(0)⟩

= −⟨dNp(Xuu
′ +Xvv

′), Xuu
′ +Xvv

′⟩

= −⟨Nuu
′ +Nvv

′, Xuu
′ +Xvv

′⟩
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= e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2,

onde e(u, v) = ⟨N,Xuu⟩ = −⟨Nu, Xu⟩, f(u, v) = ⟨N,Xuv⟩ = −⟨Nu, Xv⟩ = −⟨Nv, Xu⟩
e g(u, v) = ⟨N,Xvv⟩ = −⟨Nv, Xv⟩ são chamados coeĄcientes da segunda forma

fundamental.

Os autovalores de −dNp, k1(p), k2(p) ∈ R, são chamados de curvaturas principais.

Seus respectivos autovetores, w1, w2 ∈ TpS, são chamados de direções principais. Na

base β = ¶w1, w2♢, a matriz do operador −dNp será diagonal e dada por

[−dNp]β =





k1 0

0 k2



 .

DeĄnição 2.2.3. Se uma curva regular e conexa C em S é tal que para todo p ∈ C a reta

tangente a C é uma direção principal em p, então C é dita uma linha de curvatura de

S.

DeĄnição 2.2.4. Seja p um ponto em S. Uma direção assintótica de S em p é uma

direção de TpM para qual a IIp = 0. Uma curva assintótica de S é uma curva conexa e

regular C ⊂ S tal que para cada p ∈ C a reta tangente a C em p é uma direção assintótica.

Sejam p ∈ S e −dNp : TpS → TpS a diferencial da aplicação de Gauss. O

determinante de −dNp é chamado de curvatura Gaussiana K de S em p. A metade do

traço de −dNp é chamado de curvatura média de S em p. Note que

K = κ1κ2 e H =
1
2

(κ1 + κ2).

Além disso, um ponto p em S é chamado de

• Planar se κ1 = κ2 = 0;

• Parabólico se κ1κ2 = 0 e κ1 ̸= κ2;

• Elíptico se κ1κ2 > 0;

• Hiperbólico se κ1κ2 < 0.

Se p ∈ S tal que κ1 = κ2, então p é chamado um ponto umbílico de S.

DeĄnição 2.2.5. Um campo de vetores w em um conjunto aberto U ⊂ S de uma

superfície regular S é uma correspondência que associa a cada p ∈ U um vetor w(p) ∈ TpS.

O campo de vetores w é diferenciável em p ∈ U se, para alguma parametrização X(u, v)

em p, as funções a(u, v) e b(u, v) dadas por

w(p) = a(u, v)Xu + b(u, v)Xv

são funções diferenciáveis em p.
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Teorema 2.2.6. Sejam w1 e w2 dois campos de vetores em um conjunto aberto U ⊂ S,

que são linearmente independentes em algum ponto p ∈ U . Então é possível parametrizar

uma vizinhança V ⊂ U de p de tal maneira que para cada q ∈ V as curvas coordenadas

dessa parametrização passando por q são tangentes às curvas integrais determinadas por

w1(q) e w2(q).

Uma métrica em uma superfície S é uma correspondência que associa a cada ponto

p de S uma forma bilinear simétrica gp no espaço tangente TpS que varia diferencialmente

no seguinte sentido: se X : U → S é uma parametrização de S, então as seguintes funções

são suaves

g11(q) = gX(q)(Xu(q), Xu(q)),

g12(q) = gX(q)(Xu(q), Xv(q)),

g21(q) = gX(q)(Xv(q), Xu(q)),

g22(q) = gX(q)(Xv(q), Xv(q)).

A matriz (gij) é chamada de matriz da métrica. Uma métrica é degenerada quando

sua matriz possui determinante igual a 0. Uma métrica é dita riemanniana quando

for positiva deĄnida. Uma métrica não riemanniana é dita lorentziana quando for não

degenerada. Para mais informações ver [7].

2.3 Equações Diferenciais Ordinárias

Nesta seção serão abordados os conceitos e resultados da teoria qualitativa das

equações diferenciais ordinárias, como referência ver [12, 24]. Sejam U um aberto em

R × Rn e f1, · · · , fn : U → R funções contínuas. Uma equação diferencial ordinária

(EDO) de primeira ordem é um sistema de equações do tipo






































x′
1 = f1(t, x1, · · · , xn)

x′
2 = f2(t, x1, · · · , xn)

...

x′
n = fn(t, x1, · · · , xn).

(2.1)

Uma solução de (2.1) é um conjunto de funções x1, · · · , xn : I → R, onde I ⊂ R é um

intervalo não degenerado, tais que

x′
1(t) = f1(t, x1(t), · · · , xn(t));

...

x′
n(t) = fn(t, x1(t), · · · , xn(t)).
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Tomando x = (x1, · · · , xn) e f(t, x) = (f1(t, x), · · · , fn(t, x)), então é possível reescrever

(2.1) na forma vetorial

x′ = f(t, x). (2.2)

Uma solução de (2.2) é uma função φ : I → Rn tal que

φ′(t) = f(t, φ(t)),∀t ∈ I.

Exemplo 2.3.1. Seja U = R2 e f(t, x) = 3x
2

3 . Assim, é obtida a EDO

x′ = 3x
2

3 .

Note que

φc(t) =











(t− c)3, t > c

0 , t ≤ c

é uma solução da EDO para todo c ∈ R. A Figura 1 ilustra essas soluções. Porém, note

que φ(t) = 0 também é uma solução.

Figura 1 – Soluções do Exemplo 2.2.1.

Dado (t0, x0) ∈ U ⊂ R × Rn, o sistema










x′ = f(t, x)

x(t0) = x0

(2.3)

é chamado de problema de valor inicial (PVI). Uma solução de (2.3) é uma função

φ : I → R

que é solução da EDO, ou seja,

φ′(t) = f(t, φ(t))

e satisfaz φ(t0) = x0.
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Uma aplicação f : U ⊂ R × Rn → Rn é dita Lipschitziana com relação a

segunda coordenada se existe uma constante κ tal que

∥f(t, x) − f(t, y)∥ ≤ κ∥x− y∥

para todo (t, x), (t, y) ∈ U .

Teorema 2.3.2 (Teorema de Picard). Sejam U ⊂ R × Rn um aberto e f : U → Rn uma

aplicação contínua e Lipschitziana em relação a segunda coordenada. Dado (t0, x0) ∈ U ,

deĄna

Ia = ¶t ∈ R ♣ ♣t− t0♣ ≤ a♢

e

Bb = ¶x ∈ Rn ♣ ∥x− x0∥ ≤ b♢.

Se existem constantes a > 0, b > 0 e m > 0 tais que

Ia ×Bb ⊂ U e ∥f(t, x)∥ < m,∀(t, x) ∈ Ia ×Bb,

então existe uma única solução φ : Iα → Rn de











x′ = f(t, x)

x(t0) = x0,

onde α = min¶a, b
m

♢.

Corolário 2.3.3. Sejam U ⊂ R × Rn um aberto e f : U → Rn de classe C1, então dado

(t0, x0) ∈ U , existe uma única solução do PVI











x′ = f(t, x)

x(t0) = x0.

A equação (2.2) pode ser vista como um campo de direções em U . De fato, para

cada (t0, x0) ∈ U é possível associar a reta

l(t0, x0) : x− x0 = f(t0, x0)(t− t0).

Assim, uma função φ : I → Rn é uma solução de (2.2) se, e somente se, a reta tangente a

φ em t é l(t, φ(t)), para todo t em I.

Suponha que f(t, x) não depende de t, então a EDO (2.2) pode ser escrita como

x′ = X(x), (2.4)

onde X : ∆ ⊂ Rn → Rn e X(x) = f(t, x). A equação (2.4) deĄne um campo de vetores

em ∆, isto é, para cada ponto x ∈ ∆, está relacionado um vetor X(x) ∈ Rn. Uma solução
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do campo (2.4) é uma curva φ : I → Rn cujo vetor tangente em t é X(φ(t)). Tais soluções

são chamadas de trajetórias. Um ponto x ∈ ∆ é um ponto singular quando

X(x) = (0, · · · , 0),

caso contrário, o ponto x é dito regular. Considere X de classe C1. Para todo x0 ∈ ∆,

existe uma solução φx0
: Ix0

→ Rn para o PVI










x′ = X(x)

x(0) = x0.
(2.5)

Considere que φx0
é maximal, ou seja, não existe solução φ̃ : J → Rn com φx0

(t) = φ̃(t)

para todo t ∈ Ix0
e

Ix0
⊊ J.

O conjunto

D = ¶(x, t) ♣ x ∈ ∆, t ∈ Ix♢
é aberto em R × Rn e a aplicação

ψX : D → ∆

dada por ψX(t, x) = φx(t) é chamado de Ćuxo de (2.4). Dados dois campos vetoriais

X1 : ∆1 → Rn e X2 : ∆2 → Rn, é dito que X1 e X2 são topologicamente conjugadas

se existe um homeomorĄsmo h : ∆1 → ∆2 tal que

h(ψX1
(t, x)) = ψX2

(t, h(x)).

Teorema 2.3.4 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja p ∈ ∆ um ponto regular do campo

vetorial X : ∆ → Rn. Existe uma vizinhança V de p em ∆ tal que X ♣V é topologicamente

conjugado ao campo Y : ∆̃ → Rn dado por

Y (x) = (1, 0, · · · , 0),

onde ∆̃ = (−ϵ, ϵ) ×B, ϵ > 0 e B é uma bola aberta de Rn−1 com centro na origem.

Dado p ∈ ∆, denote por dXp a derivada do campo

X : ∆ ⊂ Rn → Rn

em p. Dessa forma, dXp é uma transformação linear de Rn para Rn. Um ponto singular

p ∈ ∆ é dito hiperbólico se os autovalores de dXp possuem parte real não nula.

Teorema 2.3.5 (Teorema de Hartman-Grobman). Sejam X : ∆ → Rn um campo vetorial

de classe C1 e p ∈ ∆ um ponto singular hiperbólico. Existem vizinhanças V de p e W de

(0, · · · , 0) ∈ Rn tais que X ♣V é topologicamente conjugado ao campo Y : W → Rn dado

por

Y (x) = dXp(x), ∀x ∈ W.
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Considere em R2 o campo linear Y : R2 → R2 dado por

Y (x, y) =





a b

c d









x

y



 = (ax+ by, cx+ dy).

Note que (0, 0) é um ponto singular de Y . Note também que se os autovalores de matriz

possuem parte real não nula, então 0 não é autovalor e det(A) ̸= 0. Assim, Y é injetor e o

único ponto singular é (0, 0).

Sejam λ1 e λ2 os autovalores de Y e, caso existam, v1 e v2 os autovetores associados

a λ1 e λ2, respectivamente. Tome E1 e E2 as retas geradas pelos autovetores v1 e v2,

respectivamente. A solução do campo linear depende unicamente dos autovalores.

• Se λ1, λ2 ∈ R possuem sinais diferentes (λ1 < 0 < λ2), a singularidade da origem é

chamado de sela e será como na Figura 2.

Figura 2 Ű Singularidade do tipo sela.

• Se λ1, λ2 ∈ R possuem o mesmo sinal (0 < ♣λ1♣ < ♣λ2♣), a singularidade na origem é

chamada de nó e será como na Figura 3.

• Se λ1, λ2 ∈ C com Re(λi) ̸= 0, a singularidade da origem é chamada de foco e será

como na Figura 4.

Exemplo 2.3.6. Considere X : R2 → R2 dado por

X(x, y) = (x+ y − 1,−2xy).

Os pontos singulares de X são











x+ y − 1 = 0

−2xy = 0
⇒ (x, y) = (0, 1) ou (x, y) = (1, 0).
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(a) Nó instável (b) Nó atrator

Figura 3 – Singularidades do tipo nó.

(a) Foco instável (b) Foco estável

Figura 4 – Singularidades do tipo foco.

Portanto, os pontos singulares são (0, 1) e (1, 0). A matriz da diferencial de X é dada por

dX =





1 1

−2y −2x



 .

Em (0, 1), a matriz é

dX(0,1) =





1 1

−2 0



 ,

e portanto

λ1 =
1
2

+

√
7

2
i e λ2 =

1
2

−
√

7
2
i.

Assim, pelo Teorema de Hartman-Grobman 2.3.5, a singularidade em (0, 1) é um foco.

Analogamente, em (1, 0) a matriz é

dX(1,0) =





1 1

0 −2




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e seus autovalores são λ1 = 1 e λ2 = −2, logo (1, 0) é uma sela.

2.4 Equações Diferenciais Implícitas

Para deĄnir as equações diferenciais binárias, primeiro é necessário conhecer uma

variedade unidimensional muito importante. O espaço projetivo, denotado por RP 1, é o

conjunto das retas em R2 que passam pela origem, ver [17] para mais detalhes. Considere

em R2 \ ¶⃗0♢ a relação de equivalência ∼ dada por

(x, y) ∼ (u, v) ⇔ xv = uy.

A classe de equivalência do ponto (x, y) é denotada por (x : y). É fácil ver que

(x, y) ∼ (u, v) ⇔ ∃r ∈ RP 1 t.q. (x, y), (u, v) ∈ r.

Segue que RP 1 é o conjunto das classes de equivalência de ∼, ou seja,

RP 1 =
R2 \ ¶⃗0♢

∼ .

Assim, a reta r ∈ RP 1 será representada por (x : y) onde (x, y) ∈ r. Note que se

λ ∈ R \ ¶0♢, então

(x : y) = (λx : λy).

Além disso, ao munir RP 1 com a topologia quociente, tem-se que RP 1 é uma variedade

de dimensão 1 com as seguintes parametrizações

φ : R → RP 1 e ψ : R → RP 1

r 7→ (1 : r) s 7→ (s : 1).

Uma equação diferencial implícita (EDI) em R2 é uma equação do tipo

F (x, y, (dx : dy)) = 0 (2.6)

onde F : U × RP 1 → R é suave e U ⊂ R2 é aberto (ver [4, 5]). A EDI (2.6) deĄne em

U um campo de direções, isto é, para cada (x0, y0) ∈ U são associados as direções

determinadas pelas retas r = (dx : dy) ∈ RP 1 que satisfazem

F (x0, y0, (dx : dy)) = 0.

Exemplo 2.4.1. Considere a EDI

dy3 + xdxdy2 + ydx2dy = 0. (2.7)

No ponto (1,−2) tem-se

dy3 + dxdy2 − 2dx2dy = 0.
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Dividindo ambos os lados por dx3, obtém-se

(

dy

dx

)3

+

(

dy

dx

)2

− 2

(

dy

dx

)

= 0.

Tomando dy

dx
= r, é possível reescrever como

r3 + r2 − 2r = r(r2 + r − 2) = 0.

As raízes da equação acima são r = 0, r = 1 e r = −2, equivalentemente, dy = 0, dy = dx

e dy = −2dx, ou seja, em (1,−2), as 3 direções deĄnidas por (2.7) são: y = 0, y = x e

y = −2x (ver Figura 5).

Figura 5 – Direções definidas por (2.7) no ponto (1, −2).

Uma solução de (2.6) é uma curva γ em U tal que em todo ponto γ(t), a curva

γ é tangente a uma das direções deĄnidas por (2.6) em γ(t). Logo, se γ(t) = (x(t), y(t)),

então a direção tangente é γ′(t) = (x′(t), y′(t)) e γ é uma solução se, e somente se,

F (x(t), y(t), (x′(t) : y′(t))) = 0,∀t ∈ U.

Exemplo 2.4.2. As curvas γc(t) = (t, c) são soluções de

dy3 + xdxdy2 + ydx2dy = 0

para qualquer c ∈ R.
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2.5 Espaço de Minkowski

Nesta seção será apresentado o espaço de Minkowski. Em 1908, Hermann Minkowski

mostrou em [19] que a Teoria da Relatividade Restrita poderia ser melhor entendida em um

modelo geométrico semi-riemanniano, dessa forma, o espaço de Minkowski se tornou muito

importante em várias áreas da matemática e física. Abaixo, será deĄnido e apresentado os

resultados necessários desse espaço, mais detalhes podem ser encontrados em [18, 20].

DeĄnição 2.5.1. O espaço R3 munido do pseudo-produto interno ⟨, ⟩1, dado por

⟨u, v⟩1 = u1v1 + u2v2 − u3v3, u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3),

é chamado de espaço de Minkowski e ⟨, ⟩1 de métrica de Minkowski. O espaço de

Minkowski será denotado por R3
1.

A métrica de Minkowski possui algumas propriedades que a diferencia fortemente

da métrica euclidiana usual. Primeiramente, note que a métrica de Minkowski não é

positiva deĄnida, pois

⟨e3, e3⟩1 = ⟨(0, 0, 1), (0, 0, 1)⟩1 = 0 + 0 − 1 = −1.

Dessa forma, Ąca claro que a métrica ⟨, ⟩1 não deĄne uma norma. Note também que há

vetores não nulos w tais que ⟨w,w⟩1 = 0, como

⟨e1 + e3, e1 + e3⟩1 = ⟨(1, 0, 1), (1, 0, 1)⟩1 = 0.

Dois vetores u, v ∈ R3
1 são ditos ortogonais quando ⟨v, u⟩1 = 0. Dado uma base

¶v1, · · · , vn♢ ortogonal para um subespaço vetorial V ⊂ R3
1, a matriz da métrica ⟨, ⟩1

em V é uma matriz quadrada diagonal (gij) de ordem n onde gij = ⟨ei, ej⟩1 e o índice é o

número de termos negativos da matriz. A métrica é dita degenerada em V se det(gij) = 0.

Note que a métrica ser degenerada em V é equivalente a existir um elemento não nulo

v ∈ V ortogonal a todos os elementos de V .

DeĄnição 2.5.2. Um vetor w ∈ R3
1 é chamado de

• tipo espaço se ⟨w,w⟩1 > 0 ou w = 0⃗;

• tipo luz se ⟨w,w⟩1 = 0 e w ̸= 0⃗;

• tipo tempo se ⟨w,w⟩1 < 0.

Seja w ∈ R3
1, a norma de w é deĄnida por

∥w∥1 =
√

♣⟨w,w⟩1♣.
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Um vetor w é chamado de normal quando ∥w∥1 = 1, uma base ortogonal em que todos

os vetores são normais é chamada de base ortonormal.

Note que o conjunto de vetores tipo luz pode ser descrito como

C = ¶(x, y, z) ∈ R3
1 ♣ x2 + y2 − z2 = 0♢ \ ¶⃗0♢,

esse conjunto é chamado de cone de luz (Figura 6).

Figura 6 – Cone de luz do espaço de Minkowski.

Outros dois conjuntos importantes são as pseudo-esferas S2
1 (espaço de Sitter) e

H2
+ (Plano Hiperbólico Superior) dadas por

S2
1 = ¶(x, y, z) ∈ R3

1 ♣ x2 + y2 − z2 = 1♢;

H2
+ = ¶(x, y, z) ∈ R3

1 ♣ x2 + y2 − z2 = −1, z > 0♢,

que podem ser vistas na Figura 7.

(a) Espaço De Sitter S2
1 (b) Plano Hiperbólico superior H2

+

Figura 7 Ű Pseudo-esferas em R3
1.

A métrica de Minkowski de R3
1 pode ser induzida em qualquer subespaço vetorial

de R3, e assim surgem os tipos de subespaços de R3
1 listados abaixo.
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DeĄnição 2.5.3. Um subespaço U de R3
1 é chamado de

• tipo espaço se a métrica induzida é positiva deĄnida;

• tipo luz se a métrica induzida é degenerada e U ̸= ¶⃗0♢;

• tipo tempo se a métrica induzida é não degenerada de índice 1.

Exemplo 2.5.4. 1. Seja U = [e1, e2] o espaço gerado pelos vetores canônicos e1 e e2,

ou seja,

U = ¶ae1 + be2 ♣ a, b ∈ R♢ = ¶(a, b, 0) ♣ a, b ∈ R♢.

Dado u ∈ U qualquer, com u = (u1, u2, 0), tem-se

⟨u, u⟩1 = u2
1 + u2

2 − 0 ≥ 0

e ⟨u, u⟩1 = 0 se, e somente se, u = (0, 0, 0). Logo, U é positivo deĄnido e portanto

um subespaço tipo espaço.

2. Tome Z = [e1, e3] = ¶(a, 0, c) ♣ a, c ∈ R♢. Note que em Z a métrica não é positiva

deĄnida, pois e3 ∈ Z e como visto ⟨e3, e3⟩1 = −1, porém é não degenerada. De fato,

seja (x, 0, z) ∈ Z tal que

⟨(x, 0, z), (a, 0, c)⟩ = 0, ∀(a, 0, c) ∈ Z.

Daí

⟨(x, 0, z), (1, 0, 0)⟩ = 0 ⇒ x = 0

e também

⟨(x, 0, z), (0, 0, 1)⟩ = 0 ⇒ z = 0.

Portanto (x, 0, z) = (0, 0, 0). Logo, a métrica é não degenerada. Além disso, sua

matriz é dada por

gij





⟨e1, e1⟩1 ⟨e1, e3⟩1

⟨e3, e1⟩1 ⟨e3, e3⟩1



 =





1 0

0 −1



 .

Assim, a métrica em Z é não degenerada de índice 1 e daí Z é subespaço tipo tempo.

3. Seja W = [e1, e2 + e3] = ¶(a, b, b) ♣ a, b ∈ R♢ e (x, y, y) um vetor qualquer de W .

Note que e2 + e3 = (0, 1, 1) ∈ W e

⟨(0, 1, 1), (x, y, y)⟩1 = y − y = 0.

Como (x, y, y) é arbitrário, e2 + e3 é não nulo e ortogonal a todos os vetores de w.

Logo a métrica é degenerada e portanto W é um subespaço tipo luz.



Capítulo 2. Preliminares 27

Seja U um subespaço vetorial de R3
1, considere o subespaço de R3

1 dado por

U⊥ = ¶v ∈ R3
1 ♣ ⟨v, u⟩1 = 0,∀u ∈ U♢.

É fácil ver que U = (U⊥)⊥ e dimR U + dimR U
⊥ = 3.

Proposição 2.5.5. Seja v ∈ R3
1. Então v é tipo tempo (resp. espaço) se, e somente se,

[v]⊥ é tipo espaço (resp. tempo). Mais ainda, R3
1 = [v] ⊕ [v]⊥. Por Ąm, v é tipo luz se, e

somente se, [v]⊥ é tipo luz.

Demonstração. Sejam v um vetor tipo tempo e ¶u1, u2♢ uma base ortogonal para [v]⊥.

Assim ¶u1, u2, v♢ é uma base ortogonal para R3
1. Como R3

1 é um espaço não degenerado

de índice 1 e ⟨v, v⟩1 < 0, então ⟨u1, u1⟩1 > 0 e ⟨u2, u2⟩1 > 0. Logo, u1 e u2 são tipo espaço

e daí [u1, u2] = [v]⊥ é tipo espaço. Por outro lado, suponha que [v]⊥ é tipo espaço e tome

uma base ortonormal ¶u1, u2♢ para [v]⊥. Novamente ¶u1, u2, v♢ é uma base ortogonal para

R3
1, como ⟨u1, u1⟩1 = ⟨u2, u2⟩1 = 1 > 0, segue que ⟨v, v⟩1 < 0. Logo v é tipo tempo.

Seja v um vetor tipo espaço e ¶u1, u2♢ uma base ortogonal para [v]⊥. Como visto,

¶u1, u2, v♢ é uma base para R3
1. Como ⟨v, v⟩1 > 0 e R3

1 tem índice 1, assim ⟨u1, u1⟩1 < 0

ou ⟨u2, u2⟩1 < 0. Logo, [u1, u2] = [v]⊥ é não degenerado de índice 1, ou seja, tipo tempo.

Reciprocamente, se [v]⊥ é tipo tempo e ¶u1, u2♢ base de [v]⊥, então ¶u1, u2, v♢ é base de

R3
1, e u1 ou u2 é tipo tempo. Logo, v é tipo espaço. Como em ambos os casos ¶u1, u2, v♢

é base de R3
1 e [u1, u2] = [v]⊥ é não degenerado, então v /∈ [v]⊥ e assim [v] ∩ [v]⊥ = ¶⃗0♢.

Portanto R3
1 = [v] ⊕ [v]⊥. O caso v tipo luz segue diretamente dos casos anteriores.

Proposição 2.5.6. Sejam u e v dois vetores tipo luz, então eles são linearmente depen-

dentes se, e somente se, ⟨u, v⟩1 = 0

Demonstração. Se u e v são linearmente dependentes, pode-se escrever v = λu, λ ∈ R, e

⟨u, v⟩1 = ⟨u, λu⟩1 = 0.

Agora, suponha que ⟨u, v⟩1 = 0. Como e3 é tipo tempo, pela proposição anterior tem-se

R3
1 = [e3]⊥ ⊕ [e3]. Nessa decomposição, escreva u = x+ λ1e3 e v = y + λ2e3. Como [e3]⊥ é

tipo espaço e x, y ∈ [e3]⊥, então x e y são tipo espaço. Logo x ≠ u e y ≠ v, pois u e v são

tipo luz. Assim λ1 ̸= 0 e λ2 ≠ 0. Tome ũ = λ2

λ1

u. Note que ũ é tipo luz e ⟨ũ, v⟩1 = 0, basta

mostrar que ũ = v. Observe que

ũ =
λ2

λ1

x+ λ2e3.

Tome x̃ = λ2

λ1

x e w = λ2e3, assim

ũ = x̃+ w e v = y + w.
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Além disso,

⟨ũ, v⟩1 = 0 ⇒ ⟨x̃, y⟩1 + ⟨x̃, w⟩1 + ⟨w, y⟩1 + ⟨w,w⟩1 = 0;

⟨ũ, ũ⟩1 = 0 ⇒ ⟨x̃, x̃⟩1 + 2⟨x̃, w⟩1 + ⟨w,w⟩1 = 0;

⟨v, v⟩1 = 0 ⇒ ⟨y, y⟩1 + 2⟨y, w⟩1 + ⟨w,w⟩1 = 0.

Como w ∈ [e3], segue que ⟨x̃, w⟩1 = ⟨y, w⟩1 = 0. Deste modo,

⟨ũ, ũ⟩1 = 0 ⇒ ⟨x̃, x̃⟩1 = −⟨w,w⟩1;

⟨v, v⟩1 = 0 ⇒ ⟨y, y⟩1 = −⟨w,w⟩1;

⟨ũ, v⟩1 = 0 ⇒ ⟨x̃, y⟩1 = −⟨w,w⟩1.

É fácil ver que

2⟨x̃, y⟩1 = −2⟨w,w⟩1 = ⟨x̃, x̃⟩1 + ⟨y, y⟩1 ⇒ ⟨x̃, x̃⟩1 − 2⟨x̃, y⟩1 + ⟨y, y⟩1 = 0

e, portanto, ⟨x̃ − y, x̃ − y⟩1 = 0. Como [e3]⊥ é tipo espaço, é positivo deĄnido, logo

x̃− y = 0. Isso implica x̃ = y e assim v = ũ.

Proposição 2.5.7. Seja U ⊂ R3
1 um subespaço bidimensional. As seguintes sentenças são

equivalentes

1. U é tipo tempo;

2. U contém 2 vetores tipo luz linearmente independentes;

3. U contém um vetor tipo tempo.

Demonstração. (1) ⇒ (2): Seja U tipo tempo, assim U possui uma base ortogonal ¶u1, u2♢
com ⟨u1, u1⟩1 = 1 e ⟨u2, u2⟩1 = −1. Note que u1 + u2 e u1 − u2 pertencem a U e são tipo

luz. De fato

⟨u1 + u2, u1 + u2⟩1 = ⟨u1, u1⟩1 + 2❳❳❳❳❳⟨u1, u2⟩1 + ⟨u2, u2⟩1 = 1 − 1 = 0,

⟨u1 − u2, u1 − u2⟩1 = ⟨u1, u1⟩1 − 2❳❳❳❳❳⟨u1, u2⟩1 + ⟨u2, u2⟩1 = 1 − 1 = 0.

Além disso, u1 + u2 e u1 − u2 são linearmente independes, pois dado a, b ∈ R, segue que

a(u1+u2)+b(u1−u2) = 0 ⇒ u1(a+b)+u2(a−b) = 0 ⇒ (a+b) = (a−b) = 0 ⇒ a = b = 0.

Logo, U contém dois vetores tipo luz linearmente independentes.

(2) ⇒ (3): Sejam u e v dois vetores tipo luz linearmente independentes de U . Pela

Proposição 2.5.6, segue que ⟨u, v⟩1 ̸= 0. Se ⟨u, v⟩1 > 0, então u− v é tipo tempo, pois

⟨u− v, u− v⟩1 = ❳❳❳❳⟨u, u⟩1 − 2⟨u, v⟩1 +❳❳❳❳⟨v, v⟩1 = −2⟨u, v⟩1 < 0.
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Caso ⟨u, v⟩1 < 0, então u+ v é tipo tempo, pois

⟨u+ v, u+ v⟩1 = ❳❳❳❳⟨u, u⟩1 + 2⟨u, v⟩1 +❳❳❳❳⟨v, v⟩1 = 2⟨u, v⟩1 < 0,

portanto U contém um vetor tipo tempo.

(3) ⇒ (1): Seja v ∈ U tipo tempo, então U⊥ ⊂ [v]⊥ com dimR U
⊥ = 1. Pela

Proposição 2.5.5, [v]⊥ é tipo espaço e portanto U⊥ é tipo espaço. Como dimR U
⊥ = 1,

é possível escrever U⊥ como [w], para qualquer vetor não nulo w ∈ U⊥. Como w é tipo

espaço, segue que [w]⊥ = (U⊥)⊥ = U é tipo tempo.

Observação 2.5.8. Caso U tenha dimensão 1, a proposição anterior se resume a (1) ⇔
(3).

Proposição 2.5.9. Seja U ⊂ R3
1 um subespaço. As seguintes sentenças são equivalentes

1. U é tipo luz.

2. U possui um vetor tipo luz mas não possui um vetor tipo tempo.

3. U ∩ C = W \ ¶⃗0♢, onde W é um subespaço de dimensão 1.

Demonstração. (1) ⇒ (2): Suponha U tipo luz, logo existe w ∈ U tal que ⟨w, u⟩1 = 0 para

todo u ∈ U . Em particular ⟨w,w⟩1 = 0 e U possui um vetor tipo luz. Por outro lado, a

Proposição 2.5.7 diz que U contém um vetor tipo tempo se, e somente se, U é tipo tempo.

Logo, U não possui nenhum vetor tipo tempo.

(2) ⇒ (3): Como U possui um vetor tipo luz, U ∩ C ≠ ∅. Como U não possui um

vetor tipo tempo, pela proposição anterior U não possui dois vetores tipo luz linearmente

independentes. Logo dimRW = 1.

(3) ⇒ (1): Como dimRW = 1, U não possui vetores tipo luz linearmente indepen-

dentes. Portanto, pela proposição anterior, U não é tipo tempo. Por outro lado, existe

w ∈ U tal que ⟨w,w⟩1 = 0, logo U não é tipo tempo. Portanto U é tipo luz.

DeĄnição 2.5.10. Sejam u, v ∈ R3
1, o produto vetorial de Minkowski de u e v é o

único vetor, denotado por u×1 v, que satisfaz

⟨u×1 v, w⟩1 = det(u, v, w),

onde det(u, v, w) é o determinante da matriz que possui como colunas, as coordenadas de

u, v e w.
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3 Equações Diferenciais Binárias

Este capítulo tratará sobre equações diferenciais binárias, assunto central deste

trabalho, que são casos particulares de EDIŠs (abordadas na Seção 2.4). Serão apresentados

os conceitos e resultados fundamentais desse assunto, como o levantamento do campo de

direções e algumas formas normais. É abordada a conĄguração local de EDBŠs em alguns

casos, que diferem sobre a regularidade do conjunto discriminante e se os coeĄcientes se

anulam na origem.

3.1 Equações Diferenciais Binárias

Para iniciar o capítulo, é necessário deĄnir equações diferencias binárias e seu

conjunto discriminante, prosseguindo com alguns resultados importantes. Para mais

detalhes, ver [1, 2].

DeĄnição 3.1.1. Uma EDI é chamada de equação diferencial binária (EDB) se

existem no máximo duas direções para cada ponto do plano.

As EDBŠs estudadas serão da forma

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dydx+ c(x, y)dx2 = 0, (3.1)

onde a, b e c são funções suaves em um aberto U ⊂ R2. Estão relacionados com a equação

(3.1) a função δ(x, y) = b2(x, y) − a(x, y)c(x, y), chamada de função discriminante da

EDB, e também o conjunto discriminante ∆ = ¶(x, y) ∈ U : δ(x, y) = 0♢.

Proposição 3.1.2. A equação (3.1) deĄne um par de direções em cada ponto (x, y) ∈ U

onde δ(x, y) > 0 e não existem direções em pontos onde δ(x, y) < 0. Nos pontos de ∆,

onde as funções a, b e c não se anulam simultaneamente, a EDB (3.1) deĄne apenas uma

única direção.

Demonstração. Seja p = (x0, y0) ∈ U . Como os coeĄcientes não se anulam simultanea-

mente, suponha sem perda de generalidade que a(p) ̸= 0. Divida (3.1) por dx2 e tome
dy

dx
= z, assim

a0z
2 + 2b0z + c0 = 0, (3.2)

onde a0 = a(p), b0 = b(p) e c0 = c(p). Caso δ(p) > 0 então 4b2
0 − 4a0c0 > 0 e (3.2) possui

duas raízes reais. Sejam z1 e z2 as raízes de (3.2) quando δ(p) > 0. Portanto dx = 1 e

dy = z1 é uma solução de (3.1) em p e dx = 1 e dy = z2 é outra solução de (3.1) em p.

Logo, a EDB (3.1) deĄne duas direções em p.
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Se δ(p) < 0, (3.2) não possui raízes reais. Suponha que a EDB (3.1) deĄna uma

direção em p, com dx = x1 e dy = y1, ou seja,

a0y
2
1 + 2b0y1x1 + c0x

2
1 = 0,

com x1 ̸= 0 ou y1 ̸= 0. Como a(p) ̸= 0, se x1 = 0, então

a0y
2
1 + b0y1 · 0 + c0 · 02 = 0 ⇒ y1 = 0,

o que não é possível. Portanto x1 ̸= 0. Logo,

1
x2

1

(

a0y
2
1 + 2b0y1x1 + c0x

2
1



= 0,

ou seja,

a0



y1

x1

2

+ 2b0



y1

x1



+ c0 = 0.

Deste modo, y1

x1

é uma solução de (3.2), o que contraria não ter raízes reais. Logo, (3.1)

não deĄne direções em p.

Se δ(p) = 0, a equação (3.2) possui uma única raiz. Seja z1 a raiz de (3.2) quando

δ(p) = 0. Logo, dx = 1 e dy = z1 deĄne uma direção que é solução para (3.1). Suponha

que exista uma outra direção distinta dx = x2 e dy = y2 para (3.1). Analogamente ao

caso anterior, x2 ̸= 0 e z2 = y2

x2

é solução de (3.2), o que contraria (3.2) possuir uma única

solução, pois z1 ≠ z2. Portanto, quando δ(p) = 0, a EDB (3.1) deĄne uma única direção

em p.

Observação 3.1.3. Caso a, b e c se anulem simultaneamente em algum ponto (x, y) ∈ ∆,

tem-se

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dydx+ c(x, y)dx2 = 0

para todo (dx : dy) ∈ RP 1. Portanto a EDB (3.1) deĄne inĄnitas direções.

Exemplo 3.1.4. Considere a EDB

xdy2 + 2dxdy + ydx2 = 0.

Tem-se δ(x, y) = 1 − xy e ∆ = ¶(x, y) ♣ 1 − xy = 0♢. Em (1,−3), a EDB é dada por

dy2 + 2dydx− 3dx2 = 0,

como uma solução possui dx ̸= 0 ou dy ̸= 0, suponha dx ̸= 0. Assim, dividindo ambos os

lados por dx2,
(

dy

dx

)2

+ 2

(

dy

dx

)

− 3 = 0,

logo,

dy

dx
=

−2 ±
√

4 − 4 · 1 · (−3)

2
.
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que implica
dy

dx
=

−2 ± 4
2

.

Portanto as soluções são dy = dx e dy = −3dx. Em (0, 1),

2dydx+ dx2 = 0 ⇒ 2
dy

dx
+ 1 = 0,

onde a solução é dy = −1
2
dx. Neste caso, dx = 0 também é solução. Veja Figura 8.

Figura 8 – Direções definidas pela EDB nos pontos (1, −3) e (0, 1).

O conjunto discriminante, juntamente com as direções deĄnidas em cada ponto, é

chamado de conĄguração da EDB. Duas EDBŠs são ditas topologicamente equiva-

lentes (ou suavemente equivalentes) se existir um homeomorĄsmo (ou difeomorĄsmo)

local que leva a conĄguração de uma na conĄguração da outra.

3.2 Levantamento do Campo de Direções

Uma equação diferencial implícita geralmente determina diversas direções para

um ponto do plano, e portanto, há diversas soluções nesse ponto. Assim, uma EDI pode

ser pensada, a grosso modo, como uma superposição de EDOŠs (ver [3]). Dessa forma, o

levantamento do campo de direções é uma alternativa para estudar equações diferenciais

binárias usando os conceitos descritos na Seção 2.3.

Considere a EDB (3.1) e o espaço R2 × RP 1. Note que (dx : dy) ∈ RP 1 pode ser

visto como um real r, pois RP 1 é uma variedade unidimensional e portanto localmente
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euclidiano. Logo, tome a carta r = dy

dx
em RP 1 e assim R2 × RP 1 ∼= R3 com elementos da

forma (x, y, r). Em R3, considere a superfície

M = ¶(x, y, r) ∈ R3 ♣ P (x, y, r) = 0♢ (3.3)

com P (x, y, r) = a(x, y)r2 + 2b(x, y)r+ c(x, y). Assim M = P−1(0). Além disso, considere

a(x, y) = a0 + a1x+ a2y + o(2);

b(x, y) = b0 + b1x+ b2y + o(2);

c(x, y) = c0 + c1x+ c2y + o(2),

em que o(2) representa os termos de ordem maior ou igual a 2 nas variáveis x e y. Note

que (x, y, dy/dx) ∈ M se, e somente se, (dx : dy) é uma das direções deĄnidas por (3.1)

em (x, y) ∈ R2. A partir de M , tome a seguinte projeção natural

π : M −→ R2

(x, y, r)7−→ (x, y).

Lema 3.2.1. Seja q ∈ M . Então Pr(q) = 0 se, e somente se, q ∈ π−1(∆).

Demonstração. Seja q = (x0, y0, r0) em M , logo P (q) = 0. Note que q ∈ π−1(∆) é

equivalente a b(x0, y0)2 − a(x0, y0)c(x0, y0) = 0. Calculando Pr,

Pr(q) = 2a(x0, y0)r0 + 2b(x0, y0) = 2(a(x0, y0)r0 + b(x0, y0)).

Logo, se a(x0, y0) ̸=0, então Pr(q) = 0 se, e somente se, r0 = − b(x0,y0)
a(x0,y0)

. Como q ∈ M ,

substituindo em P (x, y, r), segue que

b(x0, y0)2

a(x0, y0)
− 2b(x0, y0)2

a(x0, y0)
+ c(x0, y0) = 0 ⇔ b(x0, y0)2 − 2b(x0, y0)2 + a(x0, y0)c(x0, y0) = 0

⇔ b(x0, y0)2 − a(x0, y0)c(x0, y0) = 0.

Caso a(x0, y0) = 0, então Pr(q) = 0 é equivalente a b(x0, y0) = 0 e portanto

b(x0, y0)2 − a(x0, y0)c(x0, y0) = 0.

Assim, Pr(q) = 0 se, e somente se, q ∈ π−1(∆).

Proposição 3.2.2. A projeção π : M → R2 é um difeomorĄsmo local fora de π−1(∆).

Demonstração. Seja p ∈ M tal que p /∈ π−1(∆). A diferencial de π em p é dada por

dπp : TpM → R2

(a, b, c) 7→ (a, b),



Capítulo 3. Equações Diferenciais Binárias 34

onde TpM = ¶(a, b, c) ♣ aPx(p) + bPy(p) + cPr(p) = 0♢. Como dimRTpM = dimRR
2 = 2,

dπp é isomorĄsmo se, e somente se, é injetor.

Seja w = (w1, w2, w3) ∈ ker(dπp), então dπp(w) = (0, 0). Assim w1 = w2 = 0 e

portanto w = (0, 0, w3). Como w ∈ TpM segue que

w1Px(p) + w2Py(p) + w3Pr(p) = w3Pr(p) = 0.

Como p /∈ π−1(∆), pelo Lema 3.2.1, Pr(p) ̸= 0. Logo w3 = 0 e assim w = 0⃗. Portanto, dπp

possui núcleo trivial, que implica a injetividade de dπp. Pelo Teorema da Função Inversa,

π : M → R2 é um difeomorĄsmo local em p.

DeĄnição 3.2.3. Um campo vetorial ξ sobre a superfície M é chamado de levantamento

da EDB (3.1) se, e somente se, dπ(x,y,r)(ξ) é um vetor de direção r. Quando ξ é, além

disso, um campo tangente a superfície M , ξ é dito um levantamento adequado sobre

M .

Proposição 3.2.4. O campo vetorial

ξ = Pr

∂

∂x
+ rPr

∂

∂y
− (Px + rPy)

∂

∂r

é um levantamento adequado sobre M da EDB (3.1). Esse campo é chamado de Campo

de Lie-Cartan.

Demonstração. Seja

ξ = A
∂

∂x
+B

∂

∂y
+ C

∂

∂r

um campo vetorial qualquer, onde A, B e C são as componentes nas direções x, y e r,

respectivamente. Como r = (dx : dy) ∈ RP 1, então dx ≠ 0 ou dy ̸= 0. Suponha sem perda

de generalidade que dx ̸= 0. O campo ξ é um levantamento adequado se ela for tangente

à superfície M e dπ(x,y,r)(ξ) é um vetor na direção r. Como π(x, y, r) = (x, y), segue que

dπ(x,y,r)(ξ) = A
∂

∂x
+B

∂

∂y
.

Assim, como r = dy

dx
, ξ é um levantamento quando r = B/A, ou seja, B = rA.

Em todo ponto de M = P−1(0), ∇P é ortogonal ao plano tangente nesse ponto.

Portanto, para que ξ seja tangente em todo ponto, é necessário que

0 = ⟨(A,B,C),∇P ⟩ = ⟨(A,B,C), (Px, Py, Pr)⟩ = APx +BPy + CPr.

Substituindo B por rA, porque ξ é um levantamento, a condição de tangência é

APx + rAPy + CPr = 0.
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Tomando A = Pr, segue que

B = rPr e C = −(Px + rPy).

Portanto, um levantamento adequado é

ξ = Pr

∂

∂x
+ rPr

∂

∂y
− (Px + rPy)

∂

∂r
.

Exemplo 3.2.5. Considere a EDB

dy2 + ((x− 2)2 − y + 1)dx2 = 0. (3.4)

A partir de (3.4), se deĄne a superfície

M = ¶(x, y, r) ∈ R3 ♣ P (x, y, r) = 0♢

com P (x, y, r) = r2 + ((x− 2)2 − y + 1). O campo de Lie-Cartan é dado por

ξ = 2r
∂

∂x
+ 2r2 ∂

∂y
+ (r − 2x+ 4)

∂

∂r
.

A Ągura 9 ilustra o levantamento do campo de direções de (3.4).

Figura 9 – Levantamento do campo de direções de (3.4).

Observação 3.2.6. Ao tomar a carta s = dx
dy

para RP 1, a superfície obtida é

N = ¶(x, y, s) ∈ R3 ♣ Q(x, y, s) = 0♢,
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onde Q(x, y, s) = a(x, y) + 2b(x, y)s+ c(x, y)s2. Note que quando dx = 0, a carta r = dy

dx

não é adequada para o levantamento do campo de direções. Neste caso, basta tomar o

campo vetorial

η = sQs

∂

∂x
+Qs

∂

∂y
− (sQx +Qy)

∂

∂s

sobre N como um levantamento adequado.

Considere a EDB

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dydx+ c(x, y)dx2 = 0

com
j2a = a0 + a1x+ a2y + a3x

2 + a4xy + a5y
2,

j2b = b0 + b1x+ b2y + b3x
2 + b4xy + b5y

2,

j2c = c0 + c1x+ c2y + c3x
2 + c4xy + c5y

2.

Dado um ponto p ∈ ∆, realizando algumas translações e rotações, admita p = (0, 0) e

dy = 0 como a única direção deĄnida em p pela EDB acima. Assim, b0 = 0, c0 = 0 e

(0, 0, 0) pertence a M . Suponha também que (0, 0, 0) é um ponto regular de M e uma

singularidade de ξ, isto é equivalente a c1 = 0 e c2 ̸= 0.

Com estas considerações, os autovalores de dξ(0, 0, 0) serão

λ1 = 0, λ2 = −1
2

(c2 +
√

(4b1c2)2 − 16a0c3), λ3 = −1
2

(c2 −
√

(4b1c2)2 − 16a0c3).

Desta forma, λ1 = 0 sempre será um autovalor da derivada do campo de Lie-Cartan.

Entretanto, o tipo topológico da singularidade de ξ em (0, 0, 0) depende apenas de λ2 e λ3.

De fato, o plano tangente a M em (0, 0, 0) é dado por

Px(0, 0, 0)x+ Py(0, 0, 0)y + Pr(0, 0, 0)r = 0,

ou seja, é ortogonal ao vetor

v = ∇P (0, 0, 0).

Considere η a projeção de ξ neste plano. Assim

η(x, y, r) = ξ(x, y, r) − ⟨ξ(x, y, r), v⟩
∥v∥

v

∥v∥ .

Calculando ∇P (0, 0, 0), segue que Px(0, 0, 0) = 0, Py(0, 0, 0) = c2 ≠ 0 e Pr(0, 0, 0) = 0.

Assim, o plano tangente a M em (0, 0, 0) é

y = 0.

Considerando a base (1, 0, 0), (0, 0, 1) para T(0,0,0)M , é possível identiĄcá-lo com R2 e

reescrever η neste plano como

η̃(x, r) = η(x, 0, r).
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Note que a projeção de M no plano tangente de (0, 0, 0) é um difeomorĄsmo numa

vizinhança de (0, 0, 0) (demonstração análoga a demonstração da Proposição 3.2.2). Dessa

forma, o tipo topológico de ξ em (0, 0, 0) é o mesmo de η̃ em (0, 0) (ver Figura 10).

Calculando os autovalores de dη̃(0, 0) tem-se λ2 e λ3. Como λ2 e λ3 determinam o tipo

topológico de η̃ em (0, 0), o mesmo vale para ξ em (0, 0, 0).

Figura 10 – Projeção das soluções do campo ξ em uma vizinhança de (0, 0, 0) em M no plano
tangente T(0,0,0)M .

3.3 Formas Normais

Dada uma EDB como em (3.1), uma forma normal é uma outra EDB mais simples

que é topologicamente (ou suavemente) equivalente a EDB inicial. Em geral, as formas

normais dependem das singularidades do conjunto discriminante e do campo de Lie-Cartan.

Nesta seção, serão apresentadas algumas formas normais importantes para o restante do

trabalho. Considere a EDB (3.1)

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dydx+ c(x, y)dx2,

com a, b e c funções suaves em um aberto U ⊂ R2. A EDB (3.1) é relacionada com a

função discriminante δ = b2 − ac e o conjunto discriminante ∆ = δ−1(0). Além disso,

associe (3.1) com a superfície M = P−1(0) onde

P (x, y, r) = a(x, y)r2 + 2b(x, y)r + c(x, y)

e o campo de Lie-Cartan ξ : M → R3.

O objetivo principal é estudar as soluções de (3.1) em uma vizinhança de um ponto

p ∈ U . Suponha, sem perda de generalidade que p = (0, 0). Se δ(p) < 0, então existe uma

vizinhança V ⊂ U de p tal que δ < 0 em V , pois δ é contínuo. Logo, (3.1) não deĄne

direções em V .

Analogamente, se δ(p) > 0, então existe uma vizinhança W ⊂ U de p tal que δ > 0

em W . Assim, (3.1) deĄne duas direções em todo ponto de W . Deste modo, π−1(x, y)

serão dois pontos de M , para cada (x, y) ∈ W . Em cada um desses pontos, é aplicado
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o Teorema do Fluxo Tubular 2.3.4 em ξ e obtém-se a conĄguração de (3.1) projetando

as soluções de ξ no plano xy (ver Figura 11). Como visto na Proposição 3.2.2, dπp é um

isomorĄsmo e π é um difeomorĄsmo.

Figura 11 – Projeção das soluções de ξ no plano xy de uma vizinhança do ponto p. As curvas
em amarelo e azul representam a projeção das soluções de ξ em vizinhanças de

π−1(p) dadas pelo Teorema do Fluxo Tubular (2.3.4).

Se δ(p) = 0, então p ∈ ∆ e se faz necessário considerar alguns casos que dependem

da regularidade de δ e de ξ.

Caso 1: Considere δ regular em p. Logo, a, b e c não se anulam simultaneamente

em p. Suponha sem perda de generalidade que a(p) ̸= 0. Dessa forma, (3.1) deĄne uma

única direção (1 : r0) em p, ou seja

a(p)r2
0 + 2b(p)r0 + c(p) = 0.

Assim, π−1(0, 0) = (0, 0, r0).

Proposição 3.3.1. O campo ξ é regular em (0, 0, r0) se, e somente se, a única direção

deĄnida por (3.1) em p = (0, 0) é transversal a ∆.

Demonstração. Seja (1, r0) um vetor na direção deĄnida por (3.1) em p. Logo, esta direção

é transversal a ∆ em p se, e somente se

⟨(1, r0),∇δ(p)⟩ ≠ 0,

o que é equivalente a

2b(0, 0)bx(0, 0) − a(0, 0)cx(0, 0) − ax(0, 0)c(0, 0)

+ r0

(

2b(0, 0)by(0, 0) − a(0, 0)cy(0, 0) − ay(0, 0)c(0, 0)


̸= 0.

Como (0, 0, r0) é raiz de P , então

a(0, 0)r2
0 + 2b(0, 0)r0 + c(0, 0) = 0



Capítulo 3. Equações Diferenciais Binárias 39

e como (0, 0, r0) ∈ π−1(∆), então Pr(0, 0, r0) = 0, ou seja,

2a(0, 0)r0 + 2b(0, 0) = 0.

Assim, b(0, 0) = −a(0, 0)r0 e c(0, 0) = a(0, 0)r2
0, porque a(0, 0)r2

0 + 2b(0, 0)r0 + c(0, 0) = 0.

Logo, a transversalidade ocorre se, e somente se,

− a(0, 0)r0bx(0, 0) − a(0, 0)cx(0, 0) − ax(0, 0)a(0, 0)r2
0

+ r0

(

−2r0 − a(0, 0)cy(0, 0) − ay(0, 0)r2
0



̸= 0,

o que implica

ax(0, 0)r2
0 + 2bx(0, 0)r0 + cx(0, 0) + r0(ay(0, 0)r2

0 + 2b(0, 0)r0 + cy(0, 0)) ̸= 0.

Por outro lado, ξ é regular em (0, 0, r0) se, e somente se,

(Pr(0, 0, r0), r0Pr(0, 0, r0),−(Px(0, 0, r0) + r0Py(0, 0, r0))) ̸= (0, 0, 0).

Como Pr(0, 0, r0) = 0, ξ é regular se, e somente se,

Px(0, 0, r0) + r0Py(0, 0, r0) = ax(0, 0)r2
0 + 2bx(0, 0)r0 + cx(0, 0)

+ r0

(

ay(0, 0)r2
0 + 2b(0, 0)r0 + cy(0, 0)



̸= 0.

Portanto, ξ é regular se, e somente se, (1, r0) é transversal a ∆ em p.

Subcaso 1.1: Suponha que (1, r0) é transversal a ∆ em p. Logo, ξ é regular em

(0, 0, r0). Neste contexto, M. Cibrario [8] mostrou que (3.1) é suavemente equivalente a

ydy2 − dx2 = 0. (3.5)

Assim, as soluções de (3.1) formam uma família de cúspides em ∆. Veja Figura 12.

Figura 12 – Configuração de ydy2 − dx2 = 0.

Subcaso 1.2: Suponha que (1, r0) seja tangente a ∆ em p. Logo, (0, 0, r0) é uma

singularidade do campo de Lie-Cartan. Genericamente, ξ possui uma sela, nó ou foco

em (0, 0, r0). Se dξ(0,0,r0) possui autovalores não ressonantes e autovetores transversais a

π−1(∆), então A.A. Davydov [11] mostrou que (3.1) é suavemente equivalente a

dy2 + (λx2 − y)dx2 = 0, λ ̸= 0,
1
16
. (3.6)
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(a) sela dobrada (b) nó dobrado (c) foco dobrado

Figura 13 – Configuração de dy2 + (λx2 − y)dx2 = 0.

Quando λ < 0, ξ possui uma sela em (0, 0, r0) e p é chamada de sela dobrada. Quando

0 < λ < 1
16

, ξ possui um nó em (0, 0, r0) e p é chamado de nó dobrado. Quando λ > 1
16

,

ξ possui um foco em (0, 0, r0) e p é chamado de foco dobrado. Veja a Figura 13.

Para calcular λ, J.W. Bruce e F. Tari [5] mostraram que se

j2a = a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4xy + a5y

2,

j2b = b0 + b1x+ b2y + b3x
2 + b4xy + b5y

2,

j2c = c0 + c1x+ c2y + c3x
2 + c4xy + c5y

2,

(3.7)

então

λ =
4a0c3 − b2

1 − b1c2

4c2
2

. (3.8)

Caso 2: Suponha que δ é singular em p com a(0, 0) = b(0, 0) = c(0, 0) = 0.

Considerando a, b e c como (3.7) segue que a0 = b0 = c0 = 0 e

j2δ = (b2
1 − a1c1)x2 + (2b1b2 − a1c2 − a2c1)xy + (b2

2 − a2c2)y2.

Portanto, δ possui uma singularidade de Morse em p se, e somente se,

(2b1b2 − a1c2 − a2c1)2 − 4(b2
1 − a1c1)(b2

2 − a2c2) ̸= 0,

o que ocorre genericamente.

Proposição 3.3.2. Valem as seguintes aĄrmações:

1. A Ąbra ¶(0, 0)♢ × RP 1 está contida na superfície M dada em (3.3) se, e somente se,

a(0, 0) = b(0, 0) = c(0, 0) = 0.

2. A superfície M é suave em uma vizinhança de ¶(0, 0)♢ × RP 1 se, e somente se, a

função discriminante δ = b2 − ac tem uma singularidade de Morse na origem.

3. O campo vetorial ξ tem genericamente um ou três pontos de equilíbrio em ¶(0, 0)♢ ×
RP 1. Estes pontos são do tipo nó ou sela.

Demonstração. 1. Suponha ¶(0, 0)♢ ×RP 1 ⊂ M , assim ¶(0, 0)♢ ×RP 1 ⊂ P−1(0). Logo

P (0, 0, r) = 0, ou seja,

a(0, 0)r2 + 2b(0, 0)r + c(0, 0) = 0, ∀r ∈ R.
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Como a igualdade acima é valida para todo r ∈ R, quando r = 0 segue que

0 + c(0, 0) = 0 ⇒ c(0, 0) = 0.

Assim

a(0, 0)r2 + 2b(0, 0)r = 0, ∀r ∈ R

que implica

a(0, 0)r + 2b(0, 0) = 0, ∀r ∈ R.

Novamente, tomando r = 0,

0 + 2b(0, 0) = 0 ⇒ b(0, 0) = 0,

Logo,

a(0, 0)r = 0, ∀r ∈ R.

Portanto a(0, 0) = b(0, 0) = c(0, 0) = 0.

Por outro lado, suponha que a(0, 0) = b(0, 0) = c(0, 0) = 0, então para todo ponto

(0, 0, r) ∈ ¶(0, 0)♢ × RP 1 tem-se

P (0, 0, r) = a(0, 0)r2 + 2b(0, 0)r + c(0, 0) = 0r2 + 0r + 0 = 0.

Logo ¶(0, 0)♢ × RP 1 ⊂ M .

2. Considere que ¶(0, 0)♢ × RP 1 ⊂ M . A superfície M será suave se, e somente se, 0

for um valor regular de P , pois M = P−1(0), em uma vizinhança de ¶(0, 0)♢ × RP 1.

Note que 0 deixa de ser valor regular de P em uma vizinhança de ¶(0, 0)♢ × RP 1 se

∂P

∂x
(0, 0, r) =

∂P

∂y
(0, 0, r) =

∂P

∂r
(0, 0, r) = 0

para algum r ∈ R. A função ∂P
∂r

= 2a(x, y)r + b(x, y) é identicamente nula em

¶(0, 0)♢ × RP 1 pois a(0, 0) = b(0, 0) = 0. Além disso, deĄna

j1a = a1x+ a2y;

j1b = b1x+ b2y;

j1c = c1x+ c2y.

Assim, 0 é valor crítico se, e somente se,

∂P

∂x
(0, 0, r) = a1r

2 + 2b1r + c1 e
∂P

∂y
(0, 0, r) = a2r

2 + 2b2r + c2
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forem simultaneamente nulas para algum r. O resultante R destes dois polinômios é

dado por

R = det

















a1 2b1 c1 0

a2 2b2 c2 0

0 a1 2b1 c1

0 a2 2b2 c2

















.

Assim

R = 0 ⇔ (c2a1 − c1a2)2 − 4(b2a1 − b1a2)(c2b1 − c1b2) = 0. (3.9)

Logo, se (3.9) é verdadeira então existe r que seja solução dos dois polinômios

simultaneamente.

Por outro lado, a função discriminante é dada por

δ = b2 − ac

= (b1x+ b2y + o(2))2 − (a1x+ a2y + o(2))(c1x+ c2y + o(2))

= b2
1x

2 + 2b1b2xy + b2
2y

2 − a1c1x
2 − a1c2xy − a2c1xy − a2c2y

2 + o(3),

que resulta em

δ = (b2
1 − c1a1)x2 + (2b1b2 − c2a1 − c1a2)xy + (b2

2 − c2a2)y2 + o(3). (3.10)

A função discriminante possui uma singularidade na origem, pois δx(0, 0) = δy(0, 0) =

0. Esta singularidade será de Morse se o determinante da matriz Hessiana for diferente

de zero. Este determinante é dado por

det(Hess δ(0, 0)) = 4(b2
1 − c1a1)(b2

2 − c2a2) − (2b1b2 − c2c1 − c1a2)2

e simpliĄcando tem-se

det(Hess δ(0, 0)) = 4(b2a1 − b1a2)(c2b1 − c1b2) − (c2a1 − c1a2)2.

Portanto, o determinante de Hess δ(0, 0) é diferente de zero se, e somente se, (3.9)

não é válida. Assim, a superfície M será suave em uma vizinhança de ¶(0, 0)♢ ×RP 1

se, e somente se, δ possui uma singularidade de Morse.

3. Os pontos de equilíbrio em ¶(0, 0)♢ × RP 1 do campo ξ são dados pelo anulamento

de P , Pr e −(Px + rPy) simultaneamente. Na Ąbra

P (0, 0, r) = a(0, 0)r2 + b(0, 0)r + c(0, 0) = 0

e também

Pr(0, 0, r) = 2a(0, 0)r + b(0, 0) = 0.
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Logo, os pontos de equilíbrio são dados pelo anulamento de −(Px +rPr) em ¶(0, 0)♢×
RP 1. Então, um ponto de ¶(0, 0)♢ × RP 1 é ponto de equilíbrio se, e somente se,

(−Px−rPy)(0,0,r) = −ax(0,0)r2−2bx(0,0)r−cx(0,0)−ay(0,0)r3−2by(0,0)r2−cy(0,0)r

= −a1r
2 − 2b1r − c1 − a2r

3 − 2b2r
2 − c2r

= −a2r
3 − (a1 + 2b2)r2 − (2b1 + c2)r − c1

= 0.

Tome a cúbica Φ(r) = a2r
3 + (a1 + 2b2)r2 + (2b1 + c2)r + c1, ela possui duas raízes

se, e somente se, o resultante Q(Φ,Φ′) dos polinômios Φ e Φ′ for zero, ou seja

27a3
2c

2
1 + 4a2(a1 + 2b2)3c1 − 18a2

2(a1 + 2b2)(2b1 + c2)c1 + 4a2
2(2b1 + c2)3

−a2(a1 + 2b2)2(2b1 + c2)2 = 0.

Assim, o campo vetorial ξ tem genericamente um ou três pontos de equilíbrio em

¶(0, 0)♢ × RP 1.

Para obter o tipo topológico dos pontos de equilíbrio de ξ é necessário analisar os

autovalores da linearização de ξ nestes pontos. Seja r1 uma raiz de Φ. Escrevendo o

campo ξ na forma de sistema, segue que

ξ =























x′ = Pr = 2ar + b

y′ = rPr = 2ar2 + 2br

r′ = −(Px + rPy) = −Φ(r)

.

A linearização do campo ξ em (0, 0, r1) é

dξ(0, 0, r1) =











2(a1r1 + b1) 2(a2r1 + b2) 0

2r1(a1r1 + b1) 2r1(a2r1 + b2) 0

0 0 −Φ′(r1)











.

Os autovalores desta matriz são

λ1 = 0, λ2 = −Φ′(r1), λ3 = α(r1) = 2(a2r
2
1 + (a1 + b2)r1 + b1).

Como r1 não é uma raiz repetida de Φ, segue que λ2 = Φ′(r1) ̸= 0. Genericamente,

α e Φ não possuem raízes comuns, assim λ3 = α(r1) ̸= 0 e λ3 ≠ 0. Desta forma, se

λ2 · λ3 > 0, então o ponto de equilíbrio do campo é do tipo nó, e se λ2 · λ3 < 0, o

ponto de equilíbrio do campo é do tipo sela. Portanto, os pontos de equilíbrio do

campo ξ sobre ¶(0, 0)♢ × RP 1 são do tipo nó ou sela.
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Subcaso 2.1: Suponha que δ possui uma singularidade de Morse A+
1 em p. Logo, ∆

é formado por um ponto isolado, que é p. Neste caso, J.W. Bruce e D. Fidal [1] mostraram

que (3.1) é topologicamente equivalente a

1. ydy2 + 2xdydx− ydx2 = 0, se ξ possui uma sela na Ąbra ¶(0, 0)♢ × RP 1;

2. ydy2 − 2xdydx− ydx2 = 0, se ξ possui duas selas e um nó na Ąbra ¶(0, 0)♢ × RP 1;

3. ydy2 + 1
2
xdydx− ydx2 = 0, se ξ possui três selas em ¶(0, 0)♢ × RP 1.

Esses casos são conhecidos como Lemom, Monstar e Star, respectivamente. Veja Figura

14.

(a) Lemom (b) Monstar (c) Star

Figura 14 – Configuração de (3.1) quando os coeficientes se anulam na origem e δ possui
singularidade A+

1 .

Subcaso 2.2: Suponha que δ possui uma singularidade A−
1 em p. Logo ∆ é

formado por duas curvas regulares e transversais em p. Neste caso, J. W. Bruce e F. Tari

[2] mostraram que (3.1) é topologicamente equivalente a

1. ydy2 + 2xdydx+ ydx2 = 0, se ξ possui uma sela na Ąbra ¶(0, 0)♢ × RP 1;

2. ydy2 − 1
2
xdydx+ ydx2 = 0, se ξ possui um nó na Ąbra ¶(0, 0)♢ × RP 1;

3. ydy2 − 4xdydx+ ydx2 = 0, se ξ possui três selas na Ąbra ¶(0, 0)♢ × RP 1;

4. ydy2 +2(y−x)dydx+ydx2 = 0, se ξ possui duas selas e um nó na Ąbra ¶(0, 0)♢×RP 1;

5. ydy2 − 4
3
xdydx+ ydx2 = 0, se ξ possui uma sela e dois nós na Ąbra ¶(0, 0)♢ × RP 1.

O caso em que ξ possui três nós não ocorre genericamente. A Figura 15 ilustra as possíveis

conĄgurações.
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(a) 1S (b) 1N (c) 3S

(d) 2S+1N (e) 1S+2N

Figura 15 – Configuração de (3.1) quando os coeficientes se anulam na origem e δ possui
singularidade A−

1 .
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4 EDBs em superfícies em R3

Neste capítulo será construída a equação das linhas de curvatura em superfícies de

R3 e estudado seu comportamento próximo a pontos umbílicos. Seja S ⊂ R3 uma superfície

regular em R3. Tome X : U ⊂ R2 → S uma parametrização de S e N a aplicação de

Gauss de S. Como

⟨N,N⟩ = ∥N∥2 = 1,

derivando com relação a u em ambos os lados, tem-se

0 = ⟨N,N⟩u = 2⟨N,Nu⟩.

Logo, Nu ∈ TpS porque Nu é ortogonal a N . Analogamente, Nv ∈ TpS. Tomando

¶Xu, Xv♢ como base para TpS, é possível escrever −Nu e −Nv como combinação linear

dos elementos dessa base. Assim,










−Nu = aXu + bXv

−Nv = cXu + dXv

,

ou seja, na base ¶Xu, Xv♢, a matriz de −dNp é

−dNp =





a b

c d



 .

Substituindo nos coeĄcientes da segunda forma fundamental, tem-se










e = ⟨−Nu, Xu⟩ = ⟨aXu, Xu⟩ + ⟨bXv, Xu⟩ = a⟨Xu, Xu⟩ + b⟨Xv, Xu⟩ = aE + bF,

f = ⟨−Nu, Xv⟩ = ⟨aXu + bXv, Xv⟩ = aF + bG,











f = ⟨−Nv, Xv⟩ = ⟨cXu + dXv, Xu⟩ = cE + dF,

g = ⟨−Nv, Xv⟩ = ⟨cXu + dXv, Xv⟩ = cF + dG.

Observando cada sistema na forma matricial, segue que




e

f



 =





E F

F G









a

b



 e





f

g



 =





E F

F G









c

d



 .

Resolvendo os sistemas, conclui-se que




e

f



 =





E F

F G









a

b



 ⇒




a

b



 =
1

EG− F 2





G −F
−F E









e

f





e




f

g



 =





E F

F G









c

d



 ⇒




c

d



 =
1

EG− F 2





G −F
−F E









f

g



 .
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Assim, é possível escrever a, b, c e d em função dos coeĄcientes da primeira e segunda

formas fundamentais como

a =
eG− fF

EG− F 2
, b =

fE − eF

EG− F 2
, c =

fG− gF

EG− F 2
, d =

gE − fF

EG− F 2
.

Com os termos da matriz de −dNp em função dos coeĄcientes da primeira e segunda

formas fundamentais, é possível obter a expressão das curvaturas Gaussiana, média e

principais em coordenadas locais obtendo

K =
eg − f 2

EG− F 2
; (4.1)

H =
eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
; (4.2)

κi = H ±
√
H2 −K, i = 1, 2. (4.3)

Observação 4.0.1. Em um ponto umbílico, lembre que κ1 = κ2, portanto, pela equação

acima,

H +
√
H2 −K = H −

√
H2 −K ⇒ H2 −K = 0.

Proposição 4.0.2. (Olinde Rodrigues). Uma condição necessária e suĄciente para

que uma curva conexa e regular C em S seja uma linha de curvatura de S é que

N ′(t) = λ(t)α′(t),

para qualquer parametrização α(t) de C, onde N(t) = N ◦ α(t) e λ(t) é uma função

diferenciável de t. Nesse caso, −λ(t) é a curvatura principal segundo α′(t).

Considere uma curva α(t) = X(u(t), v(t)) em S e suponha que

dNα(t)(α′(t)) = λ(t)α′(t).

Portanto α′(t) = Xuu
′ +Xvv

′ e

dNα(t)(Xuu
′ +Xvv

′) = λ(t)(Xuu
′ +Xvv

′) ⇒ Nuu
′ +Nvv

′ = λ(t)Xuu
′ + λ(t)Xvv

′.

Substituindo Nu e Nv, segue que

−(aXu + bXv)u′ − (cXu + dXv)v′ = λ(t)Xuu
′ + λ(t)Xvv

′

que implica

(au′ + cv′ + λ(t)u′)Xu + (bu′ + dv′ + λ(t)v′)Xv = 0⃗.

Como ¶Xu, Xv♢ é linearmente independente, é possível concluir que










au′ + cv′ + λ(t)u′ = 0

bu′ + dv′ + λ(t)v′ = 0
⇒











−λ(t)u′ = au′ + cv′

−λ(t)v′ = bu′ + dv′
.
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Multiplicando a 1ª equação por v′ em ambos os lados e a 2ª equação por u′ em ambos os

lados, note que










−λ(t)u′v′ = au′v′ + c(v′)2

−λ(t)v′u′ = b(u′)2 + dv′u′
⇒ au′v′ + c(v′)2 − b(u′)2 − du′v′ = 0.

Por Ąm, substituindo a, b, c e d,
(

eG− fF

EG− F 2

)

u′v′ +

(

fG− gF

EG− F 2

)

(v′)2 −
(

fE − eF

EG− F 2

)

(u′)2 −
(

gE − fF

EG− F 2

)

u′v′ = 0

que implica

(fE − eF )(u′)2 + (gE − eG)u′v′ + (gF − fG)(v′)2 = 0. (4.4)

Note que a equação das linhas de curvatura é uma EDB da forma de (3.1) com

termos em função dos coeĄcientes da primeira e segunda formas fundamentais. Logo, é

possível estudar seu comportamento usando os resultados do Capítulo 3. Para isso, é

importante observar a relação das linhas de curvatura com os pontos umbílicos, descritos

na Observação 4.0.3 . Mais detalhes podem ser encontrados em [13].

Observação 4.0.3. Seja p um ponto de uma superfície S, as aĄrmações a seguir são

equivalentes:

1. p é um ponto umbílico;

2. Todas as direções tangentes em p são principais;

3. Os coeĄcientes de (4.4) se anulam simultaneamente em p;

4. As linhas de curvatura possuem uma singularidade em p.

Como no subcaso 2.1 da Seção 3.3, o conjunto discriminante da EDB das linhas de

curvatura é formado por pontos isolados, os pontos umbílicos. Adiante, será estudado o

comportamento das linhas de curvatura próximao a pontos umbílicos, para isso, relacione

com (4.4) a superfície M = P−1(0), em que

P (x, y, r) =
(

f(x, y)E(x, y) − e(x, y)F (x, y)


r2

+
(

g(x, y)E(x, y) − e(x, y)G(x, y)


r

+
(

g(x, y)F (x, y) − f(x, y)G(x, y)


.

DeĄnição 4.0.4. Seja p um ponto umbílico em uma superfície S e considere o cenário

descrito acima. O ponto p é chamado de ponto umbílico Darbouxiano se ocorrem as

duas condições a seguir:

T:(Condição de Transversalidade) A superfície M é suave em ¶(0, 0)♢×RP 1;
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D:(Condição de Discriminante) As singularidades do campo de Lie-Cartan

são hiperbólicas e são dadas por um dos casos abaixo:

D1 : uma única sela, ou

D2 : um único nó e duas selas, ou

D3 : três selas.

Gutiérrez e Sotomayor estudaram o comportamento das linhas de curvatura em

pontos umbílicos Darbouxianos para superfícies no espaço euclidiano. A seguir são

apresentados os resultados obtidos por eles em [14].

Teorema 4.0.5. Seja p ∈ S um ponto umbílico. Transladando p para a origem e realizando

algumas rotações, considere a carta de Monge X de S em uma vizinhança de p dada por

X(x, y) =

(

x, y,
k

2
(x2 + y2) +

a

6
x3 +

b

2
xy2 +

c

6
y3 + o(4)

)

.

Suponha as seguintes condições

T ) b(b− a) ̸= 0;

D1) ( c
2b

)2 − a
b

+ 2 < 0;

D2) ( c
2b

)2 > a
b
> 1, a ̸= 2b;

D3) a
b
< 1.

Então o comportamento das linhas de curvatura próximas ao ponto umbílico p, nos

casos D1, D2 e D3 são do tipo Lemon, Monstar e Star, respectivamente (ver Figura 14).

Demonstração. Calculando os coeĄcientes da primeira e segunda formas fundamentais de

X, tem-se

E = 1 + [kx+
a

2
x2 +

b

2
y2 + o(3)]2,

F = [kx+
a

2
x2 +

b

2
y2 + o(3)][ky + bxy +

c

2
y2 + o(3)],

G = 1 + [ky + bxy +
c

2
y2 + o(3)]2,

e = k + ax+ o(2),

f = by + o(2),

g = k + bx+ cy + o(2),

onde o(n) são termos de grau maior ou igual a n e nos coeĄcientes e, f e g foi tomado seus

respectivos polinômios de Taylor. Por (4.4), a equação das linhas de curvatura é dada por

[−by + o(2)]dy2 + [(b− a)x+ cy + o(2)]dxdy + [by + o(2)]dx2 = 0. (4.5)
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Associada à equação diferencial binária (4.5), considere a superfície

M = ¶(x, y, r) ♣ P (x, y, r) = [−by + o(2)]r2 + [(b− a)x+ cy + o(2)]r + [by + o(2)] = 0♢

com r = dy

dx
, como em (3.3).

Primeiramente, é necessário veriĄcar que a condição T é equivalente à M ser suave

em uma vizinhança de ¶(0, 0)♢ × RP 1. Pela Proposição 3.3.2, isto é equivalente à função

discriminante

δ(x, y) = [(b− a)x+ cy + 0(2)]2 − 4[−by + o(2)][by + o(2)]

ter uma singularidade de Morse na origem. De fato, o desenvolvimento do polinômio

acima fornece

δ(x, y) = (b− a)2x2 + 2(b− a)cxy + (c2 + 4b2)y2 + o(3)

e suas derivadas com relação a x e y são

δx(x, y) = 2(b− a)2x+ 2(b− a)cy + 0(2)

δy(x, y) = 2(b− a)2cx+ 2(c2 + 4b2)y + o(2).

Assim δx(0, 0) = δy(0, 0) = 0. Além disso, a matriz Hessiana de δ na origem é

Hess(δ(0, 0)) =





2(b− a)2 2(b− a)c

2(b− a)c 2c2 + 8b2





e seu determinante é dado por

4c2(b− a)2 + 16b2(b− a)2 − 4c2(b− a)2 = 16b2(b− a)2 = (4b(b− a))2.

Portanto, a função δ(x, y) possui uma singularidade de Morse na origem se, e somente

se, b(b − a) ̸= 0. Com isso, a condição T é equivalente à superfície M ser suave em

¶(0, 0)♢ × RP 1.

Para estudar o comportamento das linhas de curvatura, considere o campo de

Lie-Cartan

ξ = Pr

∂

∂x
+ rPr

∂

∂y
− (Px + rPy)

∂

∂r
.

O campo vetorial ξ pode ser escrito na forma de sistema

ξ =























x′ = Pr = −2byr + (b− a)x+ cy + o(2)

y′ = rPr = r[−2byr + (b− a)x+ cy + o(2)]

r′ = −(Px + rPy) = −[(b− a)r + r(−br2 + cr + b) + o(1)].

(4.6)

Os pontos de equilíbrio do sistema (4.6) em M são dados por P = Pr = Px + rPy = 0.

As equações P = Pr = 0 fornecem os pontos (0, 0, r) ∈ ¶(0, 0)♢ × RP 1. Os pontos onde

Px + rPy = 0 em ¶(0, 0)♢ × RP 1 são dados por ϕ(r) = 0, onde ϕ é a cúbica

ϕ(r) = −(Px + rPy)(0, 0, r) = −(b− a)r − r(−br2 + cr + b) = r(br2 − cr + a− 2b).
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As raízes desta cúbica são

r0 = 0 e r± =
c

2b
±

√
∆

sendo

∆ =


c

2b

2

− a

b
+ 2.

Note que ∆ = 0 não satisfaz a condição D1, D2 ou D3. Portanto, quando ∆ > 0, o sistema

apresenta três pontos de equilíbrio, denotados por

E0 = (0, 0, 0) , E+ = (0, 0, r+) , E− = (0, 0, r−).

Quando ∆ < 0, o sistema tem apenas E0 como ponto de equilíbrio. A próxima etapa é

estudar o tipo topológico destes pontos de equilíbrio. A linearização do campo vetorial ξ

dado em (4.6) no ponto (0, 0, r), onde r ∈ ¶0, r−, r+♢, tem a forma

Dξ(0, 0, r) =











b− a c− 2br 0

(b− a)r (c− 2br)r 0

0 0 3br2 − 2cr + a− 2b











. (4.7)

Os autovalores da matriz (4.7) são

λ1 = 0, λ2 = 3br2 − 2cr + a− 2b, λ3 = −2br2 + cr + b− a.

Observe que como r é raiz da equação cúbica ϕ(r) = r(br2 − cr + a − 2b), é possível

simpliĄcar a escrita dos autovalores λ2 e λ3 como

i. Se r ̸= 0, então

λ2 = 3br2−2cr+a−2b =
❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤(br2 − cr + a− 2b)+2br2−cr = (br2−cr)+br2 = (2b−a)+br2

pois br2 − cr + a− 2b = 0 implica que br2 − cr = 2b− a e

λ3 = −2br2 + cr + b− a = −
❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤(br2 − cr + a− 2b) − br2 − b = −b(r2 + 1).

ii. Se r = 0, então

λ2 = 3br2 − 2cr + a− 2b = a− 2b,

λ3 = −2br2 + cr + b− a = b− a.

De agora em diante, assuma então tais simpliĄcações de λ2 e λ3. Surgem os seguintes

casos:

Caso D1:


∆ =
(

c
2b

2 − a
b

+ 2 < 0


.

Neste caso, a origem é a única raiz real de ϕ(r), ou seja, possui apenas E0 como

ponto de equilíbrio em ¶(0, 0)♢ × RP 1. Os autovalores de Dξ(E0) são λ1 = 0, λ2 = a− 2b

e λ3 = b− a, pois r = 0. Para haver uma singularidade do tipo D1, conforme a deĄnição
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de ponto umbílico Darboxiano, é suĄciente mostrar que os autovalores λ2 e λ3 tenham

sinais opostos. Como ∆ < 0, segue que


c

2b

2

− a

b
+ 2 < 0 ⇒ 0 <



c

2b

2

<
a

b
− 2 ⇒ 0 <

a− 2b
b

.

Portanto, a− 2b e b têm o mesmo sinal, assim

λ3

λ2

=
b− a

a− 2b
= −1 − b

a− 2b
< 0.

Segue, então, que E0 é um ponto de equilíbrio do tipo sela.

Caso D2:


∆ =
(

c
2b

2 − a
b

+ 2 > 0, a
b
> 1, a ̸= 2b



.

Neste caso, há três pontos de equilíbrio. Este caso será divido em dois subcasos.

Primeiramente, considere

1 <
a

b
< 2.

É fácil ver que E0 é um ponto de equilíbrio do tipo nó, pois

λ3

λ2

=
b− a

a− 2b
=
b
(

1 − a
b



b
(

a
b

− 2
 =

(

1 − a
b



(

a
b

− 2
 > 0

uma vez que 1 − a
b
< 0 e a

b
− 2 < 0.

Para estudar a natureza dos pontos de equilíbrio E±, considere a razão

λ2

λ3

=
2b− a+ br2

−b(r2 + 1)
=
b
(

2 − a
b

+ r2


−b(r2 + 1)
=

(

2 − a
b

+ r2


−(r2 + 1)
< 0,

pois 2− a
b
> 0. Portanto, E± são pontos de equilíbrio do tipo sela, independente da escolha

de r.

No segundo subcaso, considere

2 <
a

b
< 2 +



c

2b

2

.

De modo análogo ao subcaso anterior, é fácil ver que E0 é um ponto de equilíbrio do

tipo sela, ou seja, λ3/λ2 < 0. Para estudar o tipo topológico dos pontos de equilíbrio E±,

considere as razões

λ2

λ3

=
2b− a+ br2

−b(r2 + 1)
=
b
(

2 − a
b

+ r2


−b(r2 + 1)
=

(

2 − a
b

+ r2


−(r2 + 1)
.

Neste caso, o sinal da razão depende do valor de r e é dado pelo numerador, já que o

denominador é sempre negativo, independente de r. Logo, faz-se necessário estudar o sinal

da expressão N± = 2 − a
b

+ r2
±. Substituindo o valor de r± em N±, segue que

N± = 2 − a

b
+


c

2b
±

√
∆
2
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= 2 − a

b
+

c2

4b2
± c

b

√
∆ + ∆

= ∆ ± c

b

√
∆ + ∆

= 2∆ ± c

b

√
∆

= 2
√

∆
√

∆ ± c

2b



.

Como ∆ > 0, os sinais de N± seguem da expressão dentro dos parênteses. Assim, supondo

bc > 0, segue que N+ é sempre positivo e o sinal de N− segue de

√
∆ − c

2b
=

√



c

2b

2

− a

b
+ 2 − c

2b
<

√



c

2b

2

− c

2b
=
∣

∣

∣

∣

c

2b

∣

∣

∣

∣

− c

2b
= 0.

A desigualdade decorre do fato de 2 < a
b

e a última igualdade segue pois bc > 0 por

suposição. Assim, E+ e E− são pontos de equilíbrio do tipo sela e nó, respectivamente. De

modo análogo, supondo bc < 0, conclui-se que E+ e E− são pontos de equilíbrio do tipo

nó e sela, respectivamente. Deste modo, em todos os casos, os três pontos de equilíbrio

são duas selas e um nó.

Caso D3:
(

a
b
< 1



Neste caso, há 3 pontos de equilíbrio e todos são do tipo sela. Com efeito, a

natureza de E0 segue do sinal da razão

λ3

λ2

=
b− a

a− 2b
=

(

1 − a
b



(

a
b

− 2
 < 0,

porque 1 − a
b
> 0 e a

b
− 2 < 0. O tipo topológico dos pontos de equilíbrio E− e E+ é dado

pelo sinal da seguinte razão

λ2

λ3

=
2b− a+ br2

−b(r2 + 1)
=
b
(

2 − a
b

+ r2


−b(r2 + 1)
=

(

2 − a
b



+ r2

−(r2 + 1)
< 0.

Proposição 4.0.6. Considere as curvas (gF − fG)(x, y) = 0 e (gE − eG)(x, y) = 0. As

interseções das duas curvas deĄnem os pontos umbílicos. A condição de transversalidade

T signiĄca que as curvas acima são regulares e se encontram transversalmente em (0, 0).

Demonstração. Suponha que (gF )(x, y) = (fG)(x, y) e (gE)(x, y) = (eG)(x, y). De acordo

com as equações (4.1) e (4.2), segue que

H =
1
2
eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1
2

2eG− 2fF
EG− F 2

=
eG− fF

EG− F 2
,

K =
eg − f 2

EG− F 2
.
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Assim, pela Observação 4.0.1,

H2 −K =

(

eG− fF

EG− F 2

)2

− eg − f 2

EG− F 2

=
2eGfF + egF 2 + f 2EG

(EG− F 2)2

=
−2eGfG+ e(gF )F + Ef(fG)

(EG− F 2)2

=
−2eGfF + e(fG)F + Ef(gF )

(EG− F 2)2

=
−2eGfF + efGF + f(Eg)F

(EG− F 2)2

=
−2eGfF + efGF + f(eG)F

(EG− F 2)2

= 0.

Como (H2 − K)(x, y) = 0, então a intersecção das duas curvas serão pontos umbílicos.

Por outro lado, nos pontos umbílicos, os coeĄcientes da equação (4.4) se anulam simul-

taneamente, em particular (gF − fG)(x, y) = 0 e (gE − eG)(x, y) = 0. Logo, os pontos

umbílicos são exatamente a intersecção das duas curvas.

Considerando a parametrização X do Teorema 4.0.5, deĄna

A(x, y) = (gF − fG)(x, y) = by + o(2) = 0,

B(x, y) = (gE − eG)(x, y) = (b− a)x+ cy + o(2) = 0.

Segue que

det





Ax(0, 0) Ay(0, 0)

Bx(0, 0) By(0, 0)



 = −b(b− a).

Assim, se valer a condição T , o determinante anterior será diferente de 0. Logo, as linhas

da matriz acima não se anulam e portanto as curvas são regulares em (0, 0). Além disto,

o determinante diferente de zero signiĄca que seus vetores tangentes são linearmente

independentes, ou seja, as curvas se encontram transversalmente em (0, 0).

Teorema 4.0.7. A condição de transversalidade T do Teorema 4.0.5 é equivalente a

função H2 −K ter uma singularidade de Morse em (0, 0).

Demonstração. De acordo com as equações apresentadas em (4.1) e (4.2), segue que

H2 −K =
(eG− 2fF + gE)2

4(EG− F 2)2
− eg − f 2

EG− F 2

=
(eG− gE)2 + 2fE(2fg − gF ) + 2eF (2gF − fG)

4(EG− F 2)2
.
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Substituindo os coeĄcientes da primeira e da segunda formas fundamentais, calculados na

demonstração do Teorema 4.0.5, e efetuando alguns cálculos e simpliĄcações, obtém-se

H2 −K =
(b− a)2x2 + 2(b− a)cxy + (4b2 + c2)y2 + o(3)

4 + 8k2x2 + 8k2y2 + o(3)
, (4.8)

onde o(3) são os termos de grau maior ou igual a 3. Note que a origem é um ponto singular

de H2 −K. De fato, como (0, 0) é uma raiz do numerador de (4.8) e de suas derivadas

parciais de primeira ordem (pois ele é um polinômio homogêneo de grau 2) então, pela

regra da derivada do quociente, a origem é um zero das derivadas parciais de primeira

ordem de H2 −K . Além disso,

Hess(H2 −K)(0, 0) =





(b−a)2

2
(b−a)c

2
(b−a)c

2
(4b2+c2)

2



 .

A função H2 −K possui uma singularidade de Morse na origem quando

det(Hess(H2 −K)(0, 0)) = b2(b− a)2

for diferente de zero. Portanto, a função H2 −K possui uma singularidade de Morse na

origem se, e somente se, a condição de transversalidade, b(b− a) ̸= 0, for veriĄcada.
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5 EDBŠs em Superfícies com Métrica lorent-

ziana

Sejam M uma superfície em R3 e p ∈ M . Foi visto na Seção 2.2 que dado a

aplicação de Gauss N : M → S2, é deĄnido o operador de forma −dNp : TpM → TpM .

Como o TpM herda o produto interno euclidiano de R3, −dNp possui dois autovalores,

as curvaturas principais, e seus respectivos autovetores são as direções principais, suas

curvas integrais são as linhas de curvatura. As direções que satisfazem ⟨−dNp(v), v⟩ = 0

são chamadas de direções assintóticas e suas curvas integrais são as linhas assintóticas.

Assim, o operador de forma deĄne dois pares de linhas em M .

Note que isso é possível pelo fato de −dNp ser um operador linear autoadjunto em

TpM em relação a métrica de R3 induzida em TpM . Em [16], o estudo do comportamento

de EDBŠs em superfícies de R3 foi generalizado para pares de linhas em (M, g) onde g

é uma métrica qualquer, a partir de um operador linear autoadjunto A genérico. Neste

capítulo, serão apresentados os resultados obtidos em [16] para superfícies com métrica

lorentziana.

Considere M ⊂ R3 uma superfície munida de uma métrica g lorentziana, ou seja,

de assinatura 1. Deste modo, TpM pode ser visto como um plano tipo tempo, onde a

métrica g faz o papel da métrica de Minkowski ⟨, ⟩1. Assim, valem resultados análogos aos

vistos na Seção 2.5.

Em (M, g), tome X : U → M uma parametrização local de M , onde U é um aberto

de R2. A primeira forma fundamental de M em p ∈ M é deĄnida como a forma quadrática

Ip : TpM → R dada por Ip(w) = g(w,w). Como ¶Xu, Xv♢ é uma base para TpM , escreva

w = aXu + bXv, com a, b ∈ R. Assim, para p ∈ M , segue que

Ip(w) = g(aXu + bXv, aXu + bXv) = a2g(Xu, Xu) + 2abg(Xu, Xv) + b2g(Xv, Xv).

Os coeĄcientes da primeira forma fundamental Ip com relação a parametrização X são

E = g(Xu, Xu), F = g(Xu, Xv) e G = g(Xv, Xv), portanto

Ip(w) = Ea2 + 2Fab+Gb2.

Sejam TM = ¶(p, v) ♣ p ∈ M, v ∈ TpM♢ o Ąbrado tangente de M e A : TM → TM

uma aplicação suave tal que

A(p, v) = (A1(p, v), A2(p, v))

em que A1 : TM → M e A2 : TM → TA1(p,v)M .
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DeĄnição 5.0.1. Uma aplicação suave A : TM → TM é um operador autoadjunto em

(M, g) se A1(p, v) = p para todo p ∈ M e a restrição de A2(p, v) para Ap : TpM → TpM

for um operador autoadjunto em TpM , ou seja, para todo p em M e dados u, v ∈ TpM ,

vale

g(Ap(u), v) = g(u,Ap(v)).

Denote por S o conjunto de todos os operadores autoadjuntos em (M, g). Em S
tome a topologia induzida de Whitney C∞. Um operador autoadjunto é dito genérico se

ele pertence a um subconjunto aberto e denso de S.

Na seção 2.2, os coeĄcientes da segunda forma fundamental são obtidos a partir

do operador de forma. De modo similar, para um operador autoadjunto qualquer A, em

p ∈ M , tome w = aXu + bXv ∈ TpM , assim

g(Ap(w), w) = g(Ap(aXu + bXv), aXu + bXv)

= a2g(Ap(Xu), Xu) + 2abg(Ap(Xu), Xv) + b2g(Ap(Xv), Xv).

Os coeĄcientes de Ap em relação a parametrização local X em p são l = g(Ap(Xu), Xu),

m = g(Ap(Xu), Xv) = g(Ap(Xv), Xu) e n = g(Ap(Xv), Xv), portanto

g(Ap(w), w) = la2 + 2mab+ nb2.

Como Ap(Xu), Ap(Xv) ∈ TpM , sejam Ap(Xu) = a11Xu +a12Xv e Ap(Xv) = a21Xu +a22Xv.

A matriz do operador Ap em TpM com relação a base ¶Xu, Xv♢ é

Ap =





a11 a12

a21 a22



 .

Além disso,






































l = g(Ap(Xu), Xu) = g(a11Xu + a12Xv, Xu) = a11E + a12F ;

m = g(Ap(Xu), Xv) = g(a11Xu + a12Xv, Xv) = a11F + a12G;

m = g(Ap(Xv), Xu) = g(a21Xu + a22Xv, Xu) = a21E + a22F ;

n = g(Ap(Xv), Xv) = g(a21Xu + a22Xv, Xv) = a21F + a22G.

(5.1)

Como g é não degenerada, vale que EG− F 2 ̸= 0, portanto, é possível resolver o

sistema linear (5.1) de modo análogo ao visto no Capítulo 4 e obter




a11 a12

a21 a22



 =
1

EG− F 2





G −F
−F E









l m

m n



 . (5.2)

A curvatura A-Gaussiana de M em p é deĄnida como

K(p) = det(Ap).



Capítulo 5. EDBŠs em Superfícies com Métrica lorentziana 58

O conjunto de pontos de M onde a curvatura A-Gaussiana é nula é chamado de conjunto

A-parabólico. O determinante da matriz de Ap é dado por a11a22 − a12a21, usando a

solução de (5.2), segue que

K(p) =
ln−m2

EG− F 2
.

Como g é lorentziana, TpM é um subespaço de R3 com uma métrica não degenerada

de índice 1, logo é um plano tipo tempo. Pela Proposição 2.5.7, há duas direções

tipo luz em TpM para cada ponto p ∈ X(U). Note que tais direções são soluções de

Ip(w) = g(w,w) = 0, pela deĄnição de vetor tipo luz. As direções tipo luz fornecem um

par de linhas em X(U) que serão estudadas em breve.

Teorema 5.0.2. Seja (M, g) uma superfície lorentziana. Em cada ponto ponto p ∈ M

existe uma parametrização local de uma vizinhança V de p tal que para todo p′ ∈ V , as

curvas coordenadas por p′ são tangentes às direções tipo luz. Equivalentemente, existe uma

parametrização local X : U → V ⊂ M com E = G = 0 em U .

Demonstração. O primeiro resultado segue do Teorema 2.2.6. Suponha que exista uma

parametrização local X : U → V ⊂ M tal que as curvas coordenadas são tangentes às

direções tipo luz, isto é, Xu e Xv são vetores tipo luz. Portanto, g(Xu, Xu) = g(Xv, Xv) = 0

e, consequentemente, E = G = 0.

5.1 Linhas de Curvatura A-principal

No Capítulo 4 foi estudado o comportamento local das linhas de curvatura em

superfícies de R3. Se g é uma métrica riemanniana, as linhas de curvatura com um

operador autoadjunto genérico em (M, g) possuem o mesmo comportamento local (ver

[25]). Será abordado agora linhas de curvatura A-principais em superfícies lorentzianas.

DeĄnição 5.1.1. Os autovalores reais do operador autoadjunto Ap, quando existem, são

chamados de curvaturas A-principais, denotados por κi, i = 1, 2. Os autovetores de Ap

são chamados de direções A-principais e suas curvas integrais são chamadas de linhas

de curvatura A-principais.

Como Ap é operador autoadjunto, se κ1 e κ2 são seus autovalores, é possível

reescrever

K(p) = det(Ap) = κ1κ2.

Analogamente ao caso euclidiano, a EDB das linhas de curvatura A-principais são dadas

por
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dv2 −dudv du2

E F G

l m n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,
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que é equivalente a

(Gm− Fn)dv2 + (Gl − En)dudv + (Fl − Em)du2 = 0. (5.3)

A função discriminante da EDB (5.3) é

δ(u, v) = ((Gl − En)2 − 4(Gm− Fn)(Fl − Em))(u, v).

O conjunto de pontos onde δ(u, v) = 0 é chamado de local A-principal tipo luz

(LPL). A imagem do LPL pela parametrização X também será chamado de LPL. O

conjunto LPL possui propriedades importantes, seu comportamento e suas singularidades

serão estudadas abaixo.

Proposição 5.1.2. 1. Para um operador autoadjunto genérico A em uma superfície

lorentziana (M, g), o LPL é uma curva em M . O LPL pode ser caracterizado como

o conjunto dos pontos de M onde as duas direções A-principais coincidem em uma

direção tipo luz.

2. O LPL divide a superfície em duas regiões. Em uma não há direções A-principais e

na outra há duas direções A-principais distintas em cada ponto. No último caso, as

direções A-principais são ortogonais onde uma é tipo espaço e a outra é tipo tempo.

Demonstração. Seja X : U → M a parametrização local de M dada pelo Teorema 5.0.2.

1. Em R2, o conjunto LPL é igual a pré-imagem de 0 pela função discriminante. Como

δ(u, v) é suave, então o conjunto δ−1(0) é uma curva em R2 e X(δ−1(0)) é uma curva

em M .

Segue da Proposição 3.1.2 que os pontos do LPL são aqueles onde as direções

A-principais coincidem em uma única direção. Além disso, dado q ∈ LPL, basta

mostrar que a única direção A-principal deĄnida em p = X(q) é tipo luz. Como

E = G = 0, segue que δ(q) = 4F 2nl(q) = 0. Como F 2(q) ̸= 0, pois a métrica é não

degenerada, então n(q) = 0 ou l(q) = 0. A equação (5.3) é dada por

ndv2 − ldu2 = 0.

Suponha sem perda de generalidade n(q) = 0 e l(q) ̸= 0, assim

ndv2 − ldu2 = 0 ⇒ ldu2 = 0 ⇒ du = 0.

Logo, a direção A-principal deĄnida por (5.3) em q é a direção Xv, que é tipo luz

pela parametrização X.
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2. Como o LPL é o discriminante da EDB (5.3), segue da Proposição 3.1.2 que o LPL

divide a superfície em 2 duas regiões, onde há duas direções A-principais e onde não

há direções A-principais. Na região onde há duas direções A-principais, a função

discriminante δ = 4F 2nl é positiva, portanto, os coeĄcientes l e n são não nulos.

Dessa forma,

ndv2 − ldu2 = 0 ⇒ dv2 =
l

n
du2 ⇒ dv = ±

√

l

n
du.

Tome du =
√
n, então dv = ±

√
l. Logo, as direções A-principais são w1 =

√
nXu +√

lXv e w2 =
√
nXu −

√
lXv. Note que,

g(w1, w2) = g(
√
nXu +

√
lXv,

√
nXu −

√
lXv) = nE −

√
nlF +

√
nlF − lG = 0,

pois E = G = 0, e as direções A-principais são ortogonais. Além disso, observe que

g(w1, w1) = g(
√
nXu +

√
lXv,

√
nXu +

√
lXv) = 2

√
nlF

e

g(w2, w2) = g(
√
nXu −

√
lXv,

√
nXu −

√
lXv) = −2

√
nlF.

Assim, w1 e w2 não são tipo luz, aĄnal ±2
√
nlF ≠ 0. Caso w1 seja tipo espaço então

w2 é tipo tempo e caso w1 seja tipo tempo então w2 é tipo espaço.

Proposição 5.1.3. Para um operador autoadjunto genérico A em uma superfície lo-

rentziana (M, g), o LPL é uma curva suave exceto em pontos isolados onde ele possui

singularidades de Morse tipo A−
1 . Os pontos singulares são aqueles em que Ap é um

múltiplo da identidade.

Demonstração. Tome a parametrização local X : U → M do Teorema 5.0.2. Assim,

ndv2 − ldu2 = 0

é a EDB das linhas de curvatura A-principais. Sua função discriminante é δ(u, v) =

(nl)(u, v). Como A é um operador autoadjunto genérico, o LPL é uma curva. Generica-

mente, essa curva é suave a menos que n(q) = l(q) = 0, para algum q ∈ U . De fato, caso

l(q) = 0 e n(q) ̸= 0, então q ∈ LPL. Porém, q é uma singularidade se, e somente se,










δu(q) = 0

δv(q) = 0
⇔











lu(q)n(q) + l(q)nu(q) = 0

lv(q)n(q) + l(q)nv(q) = 0
⇔











lu(q) = 0

lv(q) = 0
.

Entretanto, l(q) = lu(q) = lv(q) = 0 não é genérico. O caso onde n(q) = 0 e l(q) ̸= 0 é

análogo. Logo, genericamente as singularidades de δ são dadas por n(q) = l(q) = 0 e as

singularidades do LPL são pontos isolados nesse conjunto.
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Suponha que (0, 0) é uma singularidade do LPL. Então n(0, 0) = l(0, 0) = 0 e

tome j1l = au+ bv e j1n = cu+ dv. Calculando o 2-jato de δ, segue que

j2δ(u, v) = acu2 + (ad+ bc)uv + bdv2

e também

δu(u, v) = 2acu+ (ad+ bc)v + o(2);

δv(u, v) = (ad+ bc)u+ 2bdv + o(2);

δuu = 2ac+ o(1);

δuv = ad+ bc+ o(1);

δvv = 2bd+ o(1).

A matriz Hessiana de δ na origem é

Hess (δ(0, 0)) =





2ac ad+ bc

ad+ bc 2bd



 ,

portanto

det(Hess δ(0, 0)) = 4abcd− (ad+ bc)2 = −a2d2 + 2abcd− b2c2 = −(ad− bc)2 < 0.

Logo, genericamente, o LPL possui singularidades de Morse do tipo A−
1 .

A matriz de Ap, com p = X(q), relacionada a base ¶Xu, Xv♢ é

− 1
F 2





0 −F
−F 0









l m

m n



 = − 1
F 2





−Fm −Fn
−Fl −Fm



 .

Portanto, Ap é um múltiplo da identidade se, e somente se, l(q) = n(q) = 0, ou seja,

p = X(q) é um ponto singular do LPL.

DeĄnição 5.1.4. Os pontos singulares do LPL são chamados de pontos A-umbílicos

tipo tempo.

Como visto, o LPL divide a superfície em duas partes, onde a conĄguração das

linhas de curvatura A-principais possuem, genericamente e localmente, um par de linhas

transversais ou nenhuma linha. O teorema a seguir traz informações sobre a conĄguração

das linhas A-principais nos pontos do LPL para um operador genérico A.

Teorema 5.1.5. 1. Em pontos regulares do LPL, as linhas de curvatura A-principais

formam uma família de cúspides, com as cúspides traçando o LPL, exceto em

pontos isolados da curva. Nesses pontos isolados do LPL, as linhas de curvatura

A-principais possuem genericamente uma singularidade de dobra do tipo sela, nó ou

foco (Figura 13).
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2. Em pontos A-umbílicos tipo tempo, a EDB das linhas de curvatura A-principais

possuem genericamente uma singularidade de Morse do tipo A−
1 . Todos os 5 casos

genéricos dessas singularidades podem ocorrer (Figura 15).

Demonstração. Assuma a parametrização do Teorema 5.0.2, dessa forma a EDB das linhas

de curvatura A-principais é dada por

ndv2 − ldu2 = 0.

Seja q ∈ LPL. Suponha sem perda de generalidade que q = (0, 0) e escreva

j2l = l0 + l1u+ l2v + l3u
2 + l4uv + l5v

2,

j2n = n0 + n1u+ n2v + n3u
2 + n4uv + n5v

2,

o 2-jato de l e n em q.

1. Seja q um ponto regular do LPL. Nessa parametrização, a função discriminante de

(5.3) é δ(u, v) = (nl)(u, v) e o LPL é dado por

nl = 0.

Como visto anteriormente, se q é ponto regular, então n0 ≠ 0 ou l0 ≠ 0, suponha

n0 ̸= 0. Assim, l0 = 0. Reescreva a EDB como

dv2 − l

n
du2 = 0.

Note que dv = 0 é a direção A-principal deĄnida por (5.3) em q, ou seja, a direção

A-principal em q é (1 : 0). Tomando a carta r = dv
du

para RP 1, então r = 0 é a

solução da (5.3) em q. Portanto, o campo de Lie-Cartan ξ é regular em (0, 0, 0) se,

e somente se, (1, 0) transversal ao LPL em q. Note que

∇(nl)(q) = (nu(q)l(q) + n(q)lu(q), nv(q)l(q) + n(q)lv(q)) = (n0l1, n0l2).

Assim, (1, 0) é transversal ao LPL em q se, e somente se,

⟨(1, 0), (n0l1, n0l2)⟩ ≠ 0 ⇔ 1n0l1 ̸= 0 ⇔ l1 ̸= 0.

Note que foi utilizado o produto interno euclidiano pois o gradiente é ortogonal a

reta tangente na métrica euclidiana e não necessariamente na métrica g da superfície.

Neste caso, a EDB das linhas de curvatura A-principais é suavemente equivalente a

(3.5) e formam uma família de cúspides, exceto em pontos isolados onde l0 = l1 = 0.

Quando l0 = l1 = 0, (1, 0) é paralelo ao LPL e ξ é singular em (0, 0, 0). Calculando

o valor de λ de (3.8) tem-se

λ =
n0l3
l22

.
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Logo, a EDB possui uma singularidade de dobra se, e somente se,

l2 ̸= 0 e λ ̸= 0,
1
16
,

o que acontece genericamente.

2. Seja agora q um ponto singular do LPL. Portando n0 = l0 = 0 e o campo ξ em

(0, 0, r) é dado por

(0, 0,−n2r
3 − n1r

2 − l2r − l1).

Assim, ξ é singular em (0, 0, r) quando ϕ = n2r
3 +n1r

2 + l2r+ l1 = 0. Pela Proposição

3.3.2, ξ possui genericamente um ou três pontos de equilíbrio na Ąbra ¶(0, 0)♢ ×RP 1.

De fato, ξ possui duas singularidades se ϕ e ϕ′ possuem uma raiz em comum, que

ocorre se, e somente se, o resultante dos dois polinômios é zero, ou seja,

4l1n3
1 − l22n

2
1n2 + 4l32n

2
2 − 8l1l2n1n

2 + 27l21n
3
2 = 0,

o que não ocorre genericamente.

Suponha que ϕ possui uma ou três raízes, ou seja, ξ possui uma ou três singularidades

na Ąbra ¶(0, 0)♢ × RP 1. A Jacobiana de ξ em um ponto singular (0, 0, r) é










2n1r 2n2r 0

2n1r
2 2n2r

2 0

0 0 −ϕ′(r)











.

Os autovalores são λ1 = 0, λ2 = −ϕ′(r) e λ3 = 2r(n1 +n2r). Note que os autovalores

são sempre reais e genericamente não nulos nas singularidades. Logo, o comporta-

mento das linhas de curvatura A-principais nas singularidades da Ąbra são do tipo

nó ou sela. Agora, basta veriĄcar que o caso de três nós não ocorre. Suponha que ϕ

possui três raízes reais distintas r0 < r1 < r2, assim reescreva ϕ como

ϕ = n2(r − r0)(r − r1)(r − r2).

Desenvolvendo e comparando com a cúbica original, segue que

n1 = −n2(r0 + r1 + r2),

l2 = n2(r0r1 + r0r2 + r1r2),

l1 = −n2r0r1r2.

Substituindo em λ2 e λ3 obtém-se

λ2(r) = −n2(r0r1 + r0r2 + r1r2) + 2rn2(r0 + r1 + r2) − 3n2r
2,

λ3(r) = 2r(−n2(r0 + r1 + r2) + n2r) = −2rn2(r0 + r1 + r2) + 2n2r
2.



Capítulo 5. EDBŠs em Superfícies com Métrica lorentziana 64

A Ąbra possui 3 singularidades do tipo nó se, e somente se, o sinal de λ2 e λ3 for igual

em cada ponto singular, equivalentemente, se λ2λ3 > 0 para r0, r1 e r2. Avaliando

λ2λ3(r) nas raízes de ϕ e reorganizando os termos, tem-se

λ2λ3(r0) = 2n2
2r0(r0 − r1)(r0 − r2)(r1 + r2),

λ2λ3(r1) = 2n2
2r1(r1 − r0)(r1 − r2)(r0 + r2),

λ2λ3(r2) = 2n2
2r2(r0 + r1)(r2 − r0)(r2 − r1).

Pela desigualdade das raízes, segue que 2n2
2(r0 − r1)(r0 − r2) > 0, −2n2

2(r1 − r0)(r1 −
r2) > 0 e 2n2

2(r2 − r0)(r2 − r1) > 0, portanto,

λ2λ3(r0) > 0 ⇔ r0(r1 + r2) > 0,

λ2λ3(r1) > 0 ⇔ −r1(r0 + r2) > 0,

λ2λ3(r2) > 0 ⇔ r2(r0 + r1) > 0.

Suponha 0 < r0 < r1 < r2, então

−r1(r0 + r2) < 0 ⇒ λ2λ3(r1) < 0.

Se r0 < 0 < r1 < r2, então

r0(r1 + r2) < 0 ⇒ λ2λ3(r0) < 0.

Se r0 < r1 < 0 < r2, então

r2(r0 + r1) < 0 ⇒ λ2λ3(r2) < 0.

Se r0 < r1 < r2 < 0, então

−r1(r0 + r2) < 0 ⇒ λ2λ3(r1) < 0.

Portanto, o caso da Ąbra possuir 3 singularidades tipo nó nunca acontece.

5.2 Linhas A-assintóticas

Nesta seção será estudado o comportamento das linhas A-assintóticas, que são

soluções de uma EDB. Além disso, S. Izumiya e F. Tari [16] trazem relações entre o conjunto

discriminante dessa EDB com o LPL, bem como relações com direções A-principais.

DeĄnição 5.2.1. Dada uma superfície lorentziana (M, g) com p ∈ M e um operador

autoadjunto A, uma direção v ∈ TpM é dita uma direção A-assintótica se g(Ap(v), v) =

0. A curva integral das direções A-assintóticas são as linhas A-assintóticas.
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Como no caso de superfícies em R3, as linhas A-assintóticas são soluções da EDB

ndv2 + 2mdudv + ldu2 = 0 (5.4)

cujo discriminante são os pontos onde m2 − nl = 0. Note que

K = 0 ⇔ nl −m2

EG− F 2
= 0 ⇔ nl −m2 = 0.

Logo, o conjunto discriminante de (5.4) é o conjunto A-parabólico. Como EG− F 2 < 0,

então

K > 0 ⇔ nl −m2

EG− F 2
> 0 ⇔ nl −m2 < 0 ⇔ m2 − nl > 0.

Portanto (5.4) deĄne duas direções A-assintóticas para cada ponto da região onde K > 0 e

nenhuma direção onde K < 0 (o inverso do caso riemanniano). No conjunto A-parabólico,

(5.4) deĄne apenas uma direção A-assintótica. O conjunto A-parabólico, quando não vazio,

é genericamente uma curva suave. Assim, no decorrer do capítulo, assuma o que conjunto

A-parabólico é uma curva suave regular.

Proposição 5.2.2. 1. Uma direção A-assintótica em um ponto p em uma superfície

lorentziana (M, g) é também uma direção A-principal em p se, e somente se, p é um

ponto A-parabólico ou pertence ao LPL. Se p ∈ LPL, então a direção A-assintótica

é tipo luz.

2. Genericamente o conjunto A-parabólico e o LPL são tangentes em seus ponto de

interseção. De um lado desses pontos a única direção A-assintótica no conjunto

A-parabólico é tipo tempo e do outro lado é tipo espaço.

Demonstração. Tome a parametrização local X : U → M do Teorema 5.0.2, assim o LPL

é dado por nl = 0 e o conjunto A-parabólico por m2 − nl = 0.

1. A EDB (5.3) na parametrização X é dada por

ndv2 − ldu2 = 0.

Uma direção é A-assintótica e A-principal se valem (5.3) e (5.4), ou seja

ndv2 − ldu2 = 0 e ndv2 + 2mdudv + ldu2 = 0.

Assim, ndv2 = ldu2 e substituindo em (5.4) obtêm-se que

du(ldu+mdv) = 0.

Suponha que uma direção (du : dv) em p = X(q) seja A-assintótica e A-principal,

basta mostrar que q pertence ao LPL ou é A-parabólico. Em q, tem-se o seguinte
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sistema






















ndv2 − ldu2 = 0

ndv2 + 2mdudv + ldu2 = 0

du(ldu−mdv) = 0

.

Se du = 0, então dv ̸= 0 e

ndv2 − ldu2 = 0 ⇔ ndv2 = 0 ⇔ n = 0

em q. Assim n(q)l(q) = 0 e portanto q ∈ LPL. Caso du ≠ 0, então ldu−mdv = 0.

Se l(q) = 0, novamente q ∈ LPL. Se l(q) ̸= 0, então

ldu+mdv = 0 ⇔ du = −m

l
dv.

Substituindo em (5.4), segue que

ndv2 + 2mdv


−m

l
dv


+ l


−m

l
dv
2

= 0 ⇔ ndv2 − 2
m2

l
dv2 + l

m2

l2
dv2 = 0

⇔ lndv2 − 2m2dv2 +m2dv2 = 0

⇔ ln−m2 = 0

em q. Logo q pertence ao conjunto A-parabólico.

Agora, suponha que q ∈ LPL. Então a direção d1 = (du1 : dv1) A-principal deĄnida

em q é A-assintótica. De fato, como q ∈ LPL, então n(q) = 0 ou l(q) = 0. Suponha

n(q) = 0 e l(q) ̸= 0, como d1 é A-principal, então

ndv2
1 − ldu2

1 = 0 ⇒ du1 = 0.

Logo, d1 = (du1 : dv1) é também A-assintótica, pois

❩ndv
2
1 + 2m❍❍du1dv1 + l❩❩du

2
1 = 0.

Analogamente, se l(q) = 0 e n(q) ̸= 0, então dv1 = 0 e

n❩❩dv
2
1 + 2mdu1

❩
❩dv1 + ❈❈ldu2

1 = 0.

Portanto a direção A-principal d1 é também A-assintótica. O caso n(q) = l(q) = 0 é

trivial porque todas as direções são A-principais. Além disso, segue da Proposição

5.1.2 que a única direção A-assintótica é tipo luz.

Por outro lado, suponha que q seja A-parabólico e seja d2 = (du2 : dv2) a única

direção A-assintótica deĄnida em q, basta mostrar que d2 é A-principal. Como q é

A-parabólico, então

ln−m2 = 0.
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Se n(q) = 0, segue que

nl −m2 = 0 ⇒ m = 0

em q e

❩nd
2
2 + 2❍❍mdu2dv2 + ldu2

2 = 0 ⇒ ldu2
2 = 0.

Logo,

ndv2
2 − ldu2

2 = 0

e d2 é A-principal. Se n(q) ̸= 0, então

nl −m2 = 0 ⇒ ln = m2 ⇒ l =
m2

n

e

nd2
2 + 2mdu2dv2 +

m2

n
du2

2 = 0 ⇔ n2dv2
2 + 2mndu22dv2 +m2du2

2 = 0

⇔ (ndv2 +mdu2)2 = 0

⇔ ndv2 = −mdu2

⇔ dv2 = −m

n
du2.

Substituindo em (5.3), tem-se

n


−m

n
du2

2

−
(

m2

n

)

du2
2 =

m2

n
du2

2 − m2

n
du2

2 = 0.

Logo, d2 é A-principal.

2. Pela Proposição 5.1.3, as singularidades do LPL, genericamente, ocorrem quando

n(q) = l(q) = 0. No conjunto A-parabólico isto só ocorre se m(q) = 0, o que não é

genérico.

Suponha sem perda de generalidade que n(q) = 0 e l(q) ̸= 0. Como l é uma

função suave e não nula em q, existe uma vizinhança de q onde l é não nula. Nessa

vizinhança, o ponto q pertence a interseção do conjunto A-parabólico e o LPL se, e

somente se, n(q) = m(q) = 0. Neste caso, segue que

∇(m2 − nl)(q) = (−nul,−nvl) e ∇n(q) = (nu, nv).

Logo, o LPL e o conjunto A-parabólico são tangentes na sua interseção. Nesta

vizinhança de q, o conjunto A-parabólico é dado por

m2 − ln = 0 ⇒ n =
m2

l

e a direção A-assintótica em pontos do conjunto A-parabólico é

m2

l
dv2 + 2mdudv + ldu2 = 0 ⇒ m2dv2 + 2mldudv + l2du2 = 0
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⇒ (mdv + ldu)2 = 0

⇒ mdv + ldu = 0,

ou seja, a direção é dada por dv = −l e du = m. Assim, na direção A-assintótica

tem-se

g(mXu − lXv,mXu − lXv) = −2mlF.

Como l ̸= 0 nessa vizinhança, seu sinal permanece enquanto o sinal de m altera.

Logo, m(q) = 0 quando q pertence a interseção. Logo, de um lado m < 0 e a direção

A-assintótica é tipo espaço e do outro m > 0 e a direção é tipo tempo.

Teorema 5.2.3. No conjunto A-parabólico, as linhas A-assintóticas formam uma família

de cúspides, com as cúspides traçando o conjunto A-parabólico, exceto talvez em pontos

isolados nesse conjunto. Nesses pontos, a equação das linhas A-assintóticas possuem

genericamente singularidades de dobra do tipo sela, nó ou foco (Figura 13).

Demonstração. Similar à prova do Teorema 5.1.5 item (1).



69

6 EDBŠs em Superfícies com Métrica Dege-

nerada

Neste capítulo, as EDBŠs serão estudadas em superfícies que possuem métrica

degenerada. Nesse ambiente, surge um novo par de linhas que será estudado, as linhas tipo

luz. Os resultados apresentados a seguir são de Izumyia e Tari [16]. Seja M uma superfície

com métrica degenerada. Dada uma parametrização X : U ⊂ R2 → M de M , a métrica é

degenerada quando EG−F 2 = 0, riemanniana quando EG−F 2 > 0 e lorentziana quando

EG− F 2 < 0. Como EG− F 2 é uma função suave em algum aberto U de R2, tem-se que

¶(u, v) ∈ U ♣ (EG− F 2)(u, v) = 0♢ é uma curva suave.

Denomina-se Local de Degenerescência da Métrica (LD) a curva suave que,

localmente, separa a superfície em duas regiões: de um lado, aquela em que a métrica é

riemanniana e, do outro, aquela em que a métrica é lorentziana. Equivalentemente, o LD

é caracterizado como a curva deĄnida pela equação F 2 − EG = 0.

6.1 Linhas Tipo Luz

Dado p ∈ M , note que w ∈ TpM pode ser escrito como w = duXu +dvXv, portanto

uma direção tipo luz é dada por

g(w,w) = 0 ⇔ Gdv2 + 2Fdudv + Edu2 = 0. (6.1)

A função discriminante de (6.1) é (F 2 −EG)(u, v) e o conjunto discriminante são os pontos

onde F 2 − EG = 0, ou seja, o conjunto LD.

DeĄnição 6.1.1. As curvas integrais das direções tipo luz são chamadas de linhas tipo

luz.

Teorema 6.1.2. Existe uma parametrização local de M em uma vizinhança de p ∈ LD

tal que o conjunto de direções tipo luz no plano tangente aos pontos do LD é dado por

R ·Xu = ¶λXu ♣ λ ∈ R♢, que é equivalente a E = F = 0 no LD.

Demonstração. Para todo ponto no LD, (6.1) deĄne apenas uma direção tipo luz. Em

alguma vizinhança U de p, é possível estender suavemente esse campo de vetores que

(6.1) deĄne em LD ∩ U para um campo de vetores tangentes w1 em U . Seja w2 um outro

campo de vetores em U , obtido pela rotação (euclidiana) dos vetores w1 por um ângulo

π/2 no sentido anti-horário. Note que w1 e w2 são dois campos de vetores linearmente

independentes. Aplicando o Teorema 2.2.6, existe uma parametrização local X : V → M ,
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com V ⊂ U uma vizinhança de p, onde as curvas coordenadas são tangentes aos vetores

deĄnidos pelos campos w1 e w2. Suponha sem perda de generalidade que Xu = w1, dessa

forma, Xu é um vetor tipo luz em V ∩ LD e

E = g(Xu, Xu) = 0.

Como F 2 − EG = 0 e E = 0 no LD, segue que F = g(Xu, Xv) = 0 em V ∩ LD.

Proposição 6.1.3. Para uma métrica degenerada, as linhas tipo luz formam genericamente

uma família de cúspides ao longo do LD, exceto talvez em pontos isolados nessa curva,

onde há singularidades de dobra do tipo sela, nó ou foco (ver Figura 13).

Demonstração. Similar à prova do Teorema 5.1.5 item (1).

6.2 Linhas de Curvatura A-principal

Nesta seção será estudado o comportamento das linhas de curvatura A-principais

em superfícies com métrica degenerada. Assuma A como um operador autoadjunto e l, m

e n como os coeĄcientes de Ap.

Teorema 6.2.1. Para a parametrização do Teorema 6.1.2, os coeĄcientes l e m se anulam

no LD. Consequentemente, a única direção tipo luz em p ∈ LD é um autovetor em p do

operador autoadjunto A em M , isto é, uma direção A-principal.

Demonstração. Tome a parametrização do Teorema 6.1.2. Sejam p ∈ LD e v ∈ TpM .

Como E = F = 0 no LD, então Xu é ortogonal a Xu e a Xv em p, e portanto, é ortogonal

a TpM . Dessa forma,

g(Xu, v) = 0,∀v ∈ TpM.

Em particular, note que Ap(Xu), Ap(Xv) ∈ TpM , logo

l = g(Xu, Ap(Xu)) = 0,

m = g(Xv, Ap(Xu)) = g(Xu, Ap(Xv)) = 0.

Por Ąm, como Ap(Xu) pertence a TpM , reescrevendo Ap(Xu) = cXu + dXv, segue que

g(Ap(Xu), Ap(Xu)) = g(Ap(Xu), cXu + dXv) = cl + dm = 0.

Portanto, Ap(Xu) é tipo luz, como g(Xu, Ap(Xu)) = 0, pela Proposição 2.5.6, eles são

proporcionais, ou seja,

Ap(Xu) = λXu, λ ∈ R.



Capítulo 6. EDBŠs em Superfícies com Métrica Degenerada 71

Se M é uma superfície com métrica degenerada, o comportamento local das linhas

de curvatura A-principais na região riemanniana e lorentziana já é conhecido. Por Ąm,

será estudado o comportamento local das linhas de curvatura A-principais estendidas ao

conjunto LD.

No conjunto LD, não é possível resolver o sistema (5.1), pois EG− F 2 = 0. Note

que no LD, com a parametrização do Teorema 6.1.2, é possível obter do sistema (5.1) que

a11F + a12G = 0 ⇒ a12G = 0 ⇒ a12 = 0,

a21F + a22G = n ⇒ a22G = n ⇒ a22 =
n

G
.

Entretanto, não é possível obter a11 e a21 em função dos coeĄcientes da primeira forma

fundamental e de Ap. Nessa parametrização, lembre que E = F = l = m = 0 no LD. Pelo

Lema 1 de [22], existe uma função suave λ : U → R tal que E = λẼ, F = λF̃ , l = λl̃,

m = λm̃ e λ(p) = 0 se, e somente se, p ∈ LD.

Assim, o conjunto LD é dado por λ(λF̃ 2 − ẼG) = 0. Assuma que o LD é uma

curva regular, ou seja,

∇(λ(λF 2 − ẼG)) = (λu(λF 2 − ẼG) + λ(λF 2 − ẼG)u, λv(λF 2 − ẼG) + λ(λF 2 − ẼG)v)

= (−λuẼG,−λvẼG)

é diferente de 0⃗ no LD. Observe que isto implica que Ẽ e G não se anulam no LD. Dessa

forma, é possível reescrever (5.1) como






































l̃ = a11Ẽ + a21F̃

λm̃ = a11λF̃ + a21G

m̃ = a12Ẽ + a22F̃

ñ = a12λF̃ + a22G

. (6.2)

Resolvendo o sistema, encontra-se a matriz de Ap em relação à parametrização escolhida

Ap =
1

ẼG− λF̃ 2





G −F̃
−λF̃ Ẽ









l̃ m̃

λm̃ n



 .

Deste modo, a EDB das linhas de curvatura A-principais é dada por

(Gm̃− F̃ n)dv2 + (Gl̃ − Ẽn)dudv + λ(F̃ l̃ − Ẽm̃)du2 = 0. (6.3)

O conjunto discriminante de (6.3), isto é, o LPL, é

(Gl̃ − Ẽn)2 − 4λ(F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n) = 0.

Suponha que λ = 0 e Gl̃− Ẽn ≠ 0 em algum ponto p. Note que p ∈ LD e p /∈ LPL.

Logo, (6.3) deĄne um par de direções A-principais em p e (6.1) deĄne apenas uma direção
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tipo luz em p. Como visto no Teorema 6.2.1, a direção tipo luz é um autovetor do operador

autoadjunto Ap, logo é uma direção A-principal. Caso λ = Gl̃ − Ẽn = 0, então o LD

intersecta o LPL. Note que na interseção há apenas uma direção A-principal e uma tipo

luz e elas coincidem (Teorema 6.2.1). Seja q um ponto da interseção. Como visto acima, o

gradiente do LD nesse ponto é dado por (−λuẼG,−λvẼG) e o gradiente do LPL em q é

∇


(Gl̃ − Ẽn)2 − 4λ(F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n)


(q)

=


2(Gl̃ − Ẽn)(Gl̃ − Ẽn)u

−
(

4λu(F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n) + 4λ((F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n))u



,

2(Gl̃ − Ẽn)(Gl̃ − Ẽn)v

−
(

4λv(F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n) + 4λ((F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n))v





=


−4λu(F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n),−4λv(F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n)


=


−4λu(F̃ l̃ − Ẽm̃)
(

G(a21Ẽ + a22F̃ ) − F̃ (a21λF̃ + a22G)


,

− 4λv(F̃ l̃ − Ẽm̃)
(

G(a21Ẽ + a22F̃ ) − F̃ (a21λF̃ + a22G)




=


−4λu(F̃ l̃ − Ẽm̃)(a21ẼG),−4λv(F̃ l̃ − Ẽm̃)(a21ẼG)


=


−λuẼG
(

4a21(F̃ l̃ − Ẽm̃)


,−λvẼG
(

4a21(F̃ l̃ − Ẽm̃)




.

Logo, como os gradientes são paralelos, o LPL e o LD são tangentes na sua interseção.

Teorema 6.2.2. Sejam g uma métrica degenerada em M e A um operador autoadjunto

em (M, g). As linhas de curvatura A-principais podem ser estendidas ao LD onde uma

das direções A-principais é tipo luz. Para um A genérico, o par estendido de linhas de

curvatura A-principais possuem singularidades de dobra do tipo sela, nó ou foco no LD, e

ocorrem exatamente nos pontos onde as linhas tipo luz possuem singularidades de dobra

(ver Ągura 16).

Demonstração. Tome a parametrização do Teorema 6.1.2, a primeira parte da demonstra-

ção foi realizada acima. Seja q um ponto na interseção do LPL com o LD. Como visto, a

única direção A-principal deĄnida por (6.3) em q coincide com a única direção tipo luz

deĄnida por (6.1) em q. Note que nessa parametrização, (6.1) e (6.3) em q são dadas por

Gdv2 = 0 e (Gm̃ − F̃ n)dv2 = 0, respectivamente. Assim, a direção dv = 0 é solução de

ambas e (1, 0) é um vetor nessa direção. Essa direção tipo luz é tangente ao LD se, e

somente se,

⟨(1, 0),∇(λ(λF 2 − ẼG))(q)⟩ = 0 ⇔ ⟨(1, 0), (−λuẼG,−λvẼG)⟩ = 0
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Figura 16 – Conjunto LD (em azul) tangente ao LPL (em amarelo). No ponto de interseção,
singularidades de dobra.

⇔ −λuẼG = 0

⇔ λu = 0.

Dessa forma, é necessário e suĄciente λu = 0 para que exista uma singularidade de dobra

das linhas tipo luz no LD. Note que, como o gradiente do LPL é paralelo ao gradiente do

LD, então

⟨(1, 0),∇((Gl̃ − Ẽn)2 − 4λ(F̃ l̃ − Ẽm̃)(Gm̃− F̃ n))(q)⟩ = 0

se, e somente se, λu = 0. Portanto as singularidades de dobra das linhas A-principais

ocorrem justamente onde há singularidade de dobra das linhas tipo luz.

6.3 Linhas A-Assintóticas

Assumindo a parametrização do Teorema 6.1.2, l = m = 0 nos pontos do conjunto

LD pelo Teorema 6.2.1. Usando a notação da seção anterior, a equação das linhas

A-assintóticas pode ser escrita como

ndv2 + 2λm̃dudv + λl̃du2 = 0 (6.4)

e seu conjunto discriminante, o conjunto A-parabólico, é dado por

(2λm̃)2 − 4nλl̃ = 0 ⇒ λ(λm̃− nl̃) = 0.

Teorema 6.3.1. Sejam g uma métrica degenerada em M e A um operador autoadjunto

genérico em (M, g). O conjunto LD é uma componente do conjunto A-parabólico. Em

pontos regulares do LD, as linhas A-assintóticas formam uma família de cúspides exceto

em singularidades de dobra das linhas tipo luz, onde as linhas A-assintóticas possuem

singularidades de dobra do tipo sela, nó ou foco.
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Demonstração. Tome a parametrização do Teorema 6.1.2. O conjunto A-parabólico é dado

por λ(λm̃− nl̃) = 0. Como λ = 0 nos pontos do LD, tem-se que o LD é uma componente

do conjunto A-parabólico. Seja q um ponto regular do conjunto LD, então a EDB (6.4)

das linhas A-assintóticas em q é dada por

ndv2 = 0.

Logo, a direção dv = 0 é uma solução de (6.4) em q e (1, 0) é um vetor nessa direção.

Portanto, q é uma singularidade de dobra das linhas A-assintóticas se, e somente se, a

única direção A-assintótica (1, 0) é tangente ao LD (que é parte do conjunto discriminante

das direções A-assintóticas). Como na demonstração anterior, (1, 0) é tangente ao LD

quando λu = 0 e isto ocorre exatamente nas singularidades de dobra das linhas tipo luz.
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7 Superfícies em R3
1

Neste capítulo será abordada a geometria de superfícies em R3
1 e como os pares de

linhas estudados podem ser estendidos para esse ambiente. Considere M uma superfície

suave no espaço de Minkowski R3
1. Seja X : U ⊂ R2 → M uma parametrização local de

M . Dado p ∈ M , é deĄnida a forma bilinear Ip : TpM → TpM com

Ip(w) = ⟨w,w⟩1 = Ea2 + 2Fab+Gb2,

onde w = aXu + bXv. As funções suaves E(u, v) = ⟨Xu, Xu⟩1, F (u, v) = ⟨Xu, Xv⟩1 e

G(u, v) = ⟨Xv, Xv⟩1 são os coeĄcientes da primeira forma fundamental de (M, ⟨, ⟩1) em

relação a parametrização X.

Observe que, nos pontos do LD, o plano tangente é degenerado e, portanto, tipo

luz. A aplicação de Gauss que associa, a cada ponto da superfície, um vetor ortonormal

ao plano tangente é dada por

N =
Xu ×1 Xv

∥Xu ×1 Xv∥1

.

Note que o plano tangente é o subespaço

[Xu ×1 Xv]⊥.

Pela Proposição 2.5.5, no LD, o vetor Xu ×1 Xv é tipo luz e assim N não está deĄnido

porque o denominador é 0. Como uma alternativa para contornar este problema, Pei [21]

deĄne a aplicação

PN : X(U) → RP 2

onde PN(p) é a direção de RP 2 paralelo ao vetor Xu ×1 Xv em p. Fora do conjunto LD,

a direção deĄnida pelo mapa PN pode ser substituído pelo vetor deĄnido pelo mapa de

Gauss

N : X(U) → S2
1

na parte riemanniana e

N : X(U) → H2
+

na parte lorentziana, ambos dados por

N =
Xu ×1 Xv

∥Xu ×1 Xv∥1

.

Tome w ∈ TpM com w = Xudu+Xvdv, assim

dNp(w) = dNp(Xudu+Xvdv)

= (dNp(Xu)du+ dNp(Xv)dv)
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=
∂(N ◦X)

∂u
du+

∂(N ◦X)
∂v

dv

= Nudu+Nvdv.

É fácil ver que dNp(Xu) = Nu e dNp(Xv) = Nv. Como ⟨Xu, N⟩1 = 0, derivando com

relação a v de ambos os lados obtêm-se

⟨Xuv, N⟩1 + ⟨Xu, Nv⟩1 = 0,

e derivando ⟨Xv, N⟩1 = 0 com relação a u em ambos os lados,

⟨Xvu, N⟩1 + ⟨Xv, Nu⟩1 = 0.

Igualando e subtraindo ⟨Xvu, N⟩1 em ambos os lados, segue que

⟨Xv, Nu⟩1 = ⟨Xu, Nv⟩1 ⇔ ⟨dNp(Xu), Xv⟩1 = ⟨Xu, dNp(Xv)⟩1.

Logo, a diferencial da aplicação N é um operador linear autoadjunto em TpM . Considere

a aplicação −dNp em X(U) \ LD e w ∈ TpM , assim

⟨−dNp(w), w⟩1 = la2 + 2mab+ nb2,

onde w = aXu + bXv. As funções suaves

l = ⟨−dNp(Xu), Xu⟩1 = ⟨N,Xuu⟩1;

m = ⟨−dNp(Xu), Xv⟩1 = ⟨N,Xuv⟩1;

n = ⟨−dNp(Xv), Xv⟩1 = ⟨N,Xvv⟩1;

são os coeĄcientes da segunda forma fundamental. Como no capítulo anterior, segue que

F 2 − EG = 0 em p ∈ LD, portanto, não é possível resolver o sistema (5.1) com esses

coeĄcientes.

Lembre-se que, fora do LD, a equação das linhas de curvatura é dada por

(Gm− Fn)dv2 + (Gl − En)dudv + (Fl − Em)du2 = 0

e das linhas assintóticas por

ldu2 + 2mdudv + ndv2 = 0.

Como estas equações são homogêneas em l, m e n, é possível multiplicar as equações por

∥Xu ×1 Xv∥1 e substituir esses coeĄcientes por

l̄ = l∥Xu ×1 Xv∥1 =

〈

Xu ×1 Xv

∥Xu ×1 Xv∥1

, Xuu

〉

1

∥Xu ×1 Xv∥1 = ⟨Xu ×1 Xv, Xuu⟩1,

m̄ = ⟨Xu ×1 Xv, Xuv⟩1,
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n̄ = ⟨Xu ×1 Xv, Xvv⟩1.

Como ∥Xu ×1 Xv∥1 ∈ R é não nulo fora do LD, essa multiplicação não altera as direções

principais e assintóticas fora do LD. Portanto, os pares de linhas não se alteram. Além

disso, as novas equações das curvas integrais estão deĄnidas no conjunto LD porque l̄, m̄

e n̄ podem ser calculados em todos os pontos de M. As linhas de curvatura principais são

dadas por

(Gm̄− Fn̄)dv2 + (Gl̄ − En̄)dudv + (F l̄ − Em̄)du2 = 0, (7.1)

e as linhas assintóticas são dadas por

n̄dv2 + 2m̄dvdu+ l̄du2 = 0. (7.2)

Observação 7.0.1. Observe que os resultados obtidos no Capítulo 6 não se aplicam

nas EDBŠs (7.1) e (7.2). De fato, se existisse um operador autoadjunto A deĄnido em

toda a superfície M gerando essas equações, pelo Teorema 6.3.1, o LD deveria ser uma

componente conexa do conjunto A-parabólico. Porém, isso não ocorre, como mostrará o

Exemplo 7.0.5.

Proposição 7.0.2. Para superfícies em R3
1, a única direção tipo luz nos pontos do LD é

uma direção principal.

Demonstração. Tomando a parametrização do Teorema 6.1.2, o coeĄciente (F l̄ − Em̄)

de (7.1) se anula no LD, assim, dv = 0 é uma solução de (7.1). Note que essa é a única

direção tipo luz que (6.1) deĄne no LD.

Proposição 7.0.3. Para superfícies em R3
1, o LD e o LPL são tangentes nos pontos de

interseção. Nestes pontos, as linhas tipo luz e as linhas de curvatura principal possuem

singularidades de dobra.

Demonstração. O LPL intersepta o conjunto LD quando l̄ = 0 no LD. De fato, o LPL é

dado por

(Gl̄ − En̄)2 − 4(Gm̄− Fn̄)(F l̄ − Em̄) = 0

que se reduz a (Gl̄)2 = 0 nos pontos do LD. Como G ≠ 0, o LPL intersepta o LD quando

l̄ = 0. Observe que, dado um ponto p nessa interseção, tem-se

∇(EG− F 2)(p) = (EuG+ EGu − 2FFu, EvG+ EGv − 2FFv) = (EuG,EvG) (7.3)
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e

∇
(

(Gl̄ − En̄)2 − 4(Gm̄− Fn̄)(F l̄ − Em̄)


(p)

=


2
❳❳❳❳❳❳(Gl̄ − En̄)(Gl̄ − En̄)u − 4

(

(Gm̄−❍❍Fn̄)(F l̄ − Em̄)u + (Gm̄− Fn̄)u

❳❳❳❳❳❳(F l̄ − Em̄)


,

2
❳❳❳❳❳❳(Gl̄ − En̄)(Gl̄ − En̄)v − 4

(

(Gm̄− Fn̄)(F l̄ − Em̄)v + (Gm̄− Fn̄)v

❳❳❳❳❳❳(F l̄ − Em̄)




=
(

−4(Gm̄)(Eum̄),−4(Gm̄)(Evm̄)


=
(

−4m̄2EuG,−4m̄2EvG


.

(7.4)

Portanto, o LPL e o LD são tangentes na sua interseção. Como Xu é tipo luz nessa

parametrização e é ortogonal a Xu ×1 Xv, pela Proposição 2.5.6, eles são proporcionais.

Seja Xu ×1 Xv = µXu, para alguma função não nula µ. Dessa forma

l̄ = 0 ⇔ ⟨Xu ×1 Xv, Xuu⟩1 = 0 ⇔ ⟨µXu, Xuu⟩1 = 0 ⇔ ⟨Xu, Xuu⟩1 = 0 ⇔ Eu = 0.

Isso signiĄca que os pontos de intersecção do LPL com o LD ocorrem quando Eu = 0.

Assim, seque das equações (7.3) e (7.4) que o vetor tangente a essas curvas nesses pontos

é (1, 0). Como E = F = 0 no LD, é fácil ver que (1, 0) é uma direção tipo luz e principal.

Portanto isso signiĄca que o pontos de tangência do LPL com o LD são os pontos de

singularidades de dobra das linhas tipo luz e das linhas de curvatura principal de M .

Proposição 7.0.4. Dada uma superfície M com a métrica herdada de R3
1, as linhas

assintóticas coincidem com as linhas assintóticas de M com a métrica herdada de R3.

Demonstração. Seja X : U ⊂ R2 → M uma parametrização para a superfície M . Em R3
1,

as linhas assintóticas são dadas por

n̄dv2 + 2m̄dvdu+ l̄du2 = 0,

onde

l̄ = ⟨Xu ×1 Xv, Xuu⟩1 = det(Xu, Xv, Xuu),

m̄ = ⟨Xu ×1 Xv, Xuv⟩1 = det(Xu, Xv, Xuv),

n̄ = ⟨Xu ×1 Xv, Xvv⟩1 = det(Xu, Xv, Xvv).

No caso euclidiano, a equação das linhas assintóticas é

edu2 + 2fdudv + gdv2 = 0,

onde

e =

〈

Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥ , Xuu

〉

=
1

∥Xu ×Xv∥ det(Xu, Xv, Xuu) =
1

∥Xu ×Xv∥ l̄,
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f =

〈

Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥ , Xuv

〉

=
1

∥Xu ×Xv∥ det(Xu, Xv, Xuv) =
1

∥Xu ×Xv∥m̄,

g =

〈

Xu ×Xv

∥Xu ×Xv∥ , Xvv

〉

=
1

∥Xu ×Xv∥ det(Xu, Xv, Xvv) =
1

∥Xu ×Xv∥ n̄.

Como ∥Xu × Xv∥ ≠ 0 e a equação das linhas assintóticas é homogênea em l, m e n, o

produto da equação por 1
∥Xu×Xv∥

não altera seu comportamento. Portanto, ambas as

EDBŠs possuem as mesmas soluções.

Exemplo 7.0.5. Considere a esfera unitária

S2 = ¶(x, y, z) ∈ R3
1 ♣ x2 + y2 + z2 = 1♢

contida no espaço R3
1. Tome a parametrização X : U = (0, 2π) × (0, π) → S2 dada por

X(u, v) = (cos(u) sen(v), sen(u) sen(v), cos(v)).

Os coeĄcientes da primeira e segunda formas fundamentais nessa parametrização são

E = sen(v)2, F = 0, G = cos(v)2 − sen(v)2,

l̄ = sen(v)3, m̄ = 0, n̄ = sen(v).

Substituindo em (7.1), a EDB das linhas de curvatura principal é

−2 sen(v)5dudv = 0.

Note que sen(v) ̸= 0, para todo v em (0, π). Portanto, as soluções da EDB nos pontos de

U são as curvas coordenadas, que neste caso, são os meridianos e paralelos.

Substituindo os coeĄcientes em (7.2), a EDB das linhas assintóticas é

sen(v)(dv2 + sen(v)2du2) = 0.

Observe que não há soluções para a EDB acima nos pontos de U , logo, não há linhas

assintóticas em S2.

A EDB das linhas tipo luz é

(cos(v)2 − sen(v)2)dv2 + sen(v)2du2 = 0.

e sua função discriminante é

EG− F 2 = sen(v)2(cos(v)2 − sen(v)2)

= sen(v)2(1 − 2 sen(v)2).

Assim, o conjunto LD é dado por

EG− F 2 = 0 ⇔ 1 − 2 sen(v)2 = 0 ⇔ sen(v) = ±
√

2
2

⇔ v ∈


π

4
,
3π
4

}

.



Capítulo 7. Superfícies em R3

1
80

Conclui-se que as curvas coordenadas v = π
4

e v = 3π
4

são locais de pontos onde a métrica

é degenerada, isto é, EG − F 2 = 0, e fora desses pontos a métrica é riemanniana ou

lorentziana. O LD são dois paralelos que dividem S2 em três regiões: uma calota superior

(0 < v < π
4
), uma região central (π

4
< v < 3π

4
) e uma calota inferior (3π

4
< v < π). Note

que se q = (π
2
, π

2
), então X(q) = (0, 1, 0) pertence a região central de S2 e

(EG− F 2)(q) = −1.

Portanto, a região central é lorentziana. Analogamente, é possível veriĄcar que as calotas

superior e inferior são riemannianas.

Note que a parametrização X não cobre os pontos (0, 0, 1) e (0, 0,−1). Tome a

parametrização

φ(u, v) = (sen(u) sen(v), cos(v), cos(u) sen(v)).

Nessa parametrização, os coeĄcientes da primeira e segunda formas fundamentais são

E = sin2 v cos(2u), F = 1
2

sin(2u) sin(2v), G = − cos2 v cos(2u) + sin2 v,

l = sin3 v, m = 0, n = sin v.

Assim,

(Gl̄ − En̄)2 − 4(Gm̄− Fn̄)(F l̄ − Em̄) = 0 ⇔ u = 0, π e v =
π

2
,

ou seja, o LPL são os pontos (0, 0, 1) e (0, 0,−1). Veja Figura 17.

Figura 17 – Configuração das linhas de curvatura A-principais de S2 ⊂ R3
1 (em amarelo) e

conjunto LD (em azul).
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8 Considerações Ąnais

Estudar equações diferencias binárias é uma oportunidade muito valiosa, ela

envolve equações diferenciais ordinárias, teoria de singularidades, geometria diferencial,

entre outras áreas. Todos os resultados envolvendo linhas de curvatura possuem forte

importância, visto a relevância dessas curvas na geometria de superfícies. Conclui-se que as

equações diferenciais binárias são uma ferramenta poderosa para estudar diversas linhas em

superfícies no espaço. As formas normais, que foram tratadas na Seção 3.3, desempenham

um papel fundamental nesse trabalho. Elas permitem obter as conĄgurações genéricas de

EDBŠs em diferentes cenários com clareza. Mesmo em ambientes mais complexos, como

no Capítulo 7, foi possível fazer uso dessa teoria. A generalização da métrica do espaço

enriquece muito o trabalho. Diferentemente do caso riemanniano, a métrica lorentziana

ou degenerada permite que um operador autoadjunto possa ou não possuir autovetores.

Dessa forma, o LPL pode ser uma curva no plano e o estudo se torna mais interessante.

Portanto, investir em generalizações de ideias já existentes se mostra muito enriquecedor

do ponto de vista matemático. Por Ąm, visto a importância das formas normais, neste

trabalho é possível ver que, buscando alternativas para contornar eventuais problemas,

adaptar estruturas para que se encaixem nos casos já estudados, é uma forma eĄciente e

elegante de se estudar equações diferencias binárias.
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