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“Um matematico é uma maquina que transforma café em teoremas.”
(Paul Erdos)



RESUMO

ALVES, Erik Vinicius Amaro, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de
2026. Equacoes diferenciais binarias aplicadas a geometria de superficies.
Orientador: Marco Antonio do Couto Fernandes.

Uma equacao diferencial binaria (EDB) € uma equacgao diferencial implicita que
define até duas dire¢cdes no plano. Neste trabalho, tratamos de EDB's da forma
a(x,y)dy? + 2b(x,y)dy\,dx + c(x,y)dx® = 0,

com a, b e ¢ fungbes suaves em um aberto U de R2.

As equacles das linhas de curvatura e das linhas assintéticas sdo exemplos de
EDB's da forma acima. Logo, é possivel usar os resultados estudados para conhecer
seu comportamento em superficies em R3.

Além disso, o trabalho avanca generalizando a métrica do espaco, com foco nas
métricas lorentzianas e degenerada, e generalizando o operador linear autoadjunto
que define essas curvas. Dessa forma, sao definidas as linhas de curvatura A-
principais, as linhas A-assintéticas e as linhas tipo luz, estudando principalmente seu
comportamento e singularidades localmente em seus respectivos conjuntos
discriminantes.

Palavras-chave: equacbes diferencias binarias; linhas de curvatura; linhas
assintoticas; espaco de Minkowski



ABSTRACT

ALVES, Erik Vinicius Amaro, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2026. Binary differential equations applied to surface geometry. Adviser: Marco
Antonio do Couto Fernandes.

A Binary Differential Equation (BDE) is an implicit differential equation that defines up
to two directions in the plane. In this work, we consider BDEs of the form

a(x,y)dy? + 2b(x,y)dy\,dx + c(x,y)dx® = 0,

where a, b, and ¢ are smooth functions on an open subset U of R2. The equations of
lines of curvature and asymptotic lines are examples of BDEs of the form above.
Therefore, the results developed here can be used to understand their behavior on
surfaces in R®.

Moreover, this work advances by generalizing the metric of the ambient space, with a
focus on Lorentzian and degenerate metrics, as well as by generalizing the self-
adjoint linear operator that defines these curves. In this way, A-principal curvature
lines, A-asymptotic lines, and lightlike lines are defined, with particular emphasis on
the local study of their behavior and singularities on their respective discriminant sets.

Keywords: binary differential equations; lines of curvature; asymptotic lines;
Minkowski space
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1 Introducao

Uma equagao diferencial binaria (EDB) é uma equagao diferencial implicita que de-
fine no maximo duas dire¢oes para cada ponto do plano. As EDB’s podem ser representadas
na forma

a(z,y)dy* + b(z, y)dydx + c(z,y)dz® = 0.

A classificagdo de campos de dire¢coes multi-valorados se baseia em trabalhos como Cibrario
[8] e Dara [9], que estudam singularidades genéricas das chamadas equagoes diferenciais
multiformes. Esses sao os primeiros passos para o que é conhecido hoje como equagoes
diferenciais implicitas. Posteriormente, novos trabalhos surgiram sobre esse tema, dos

quais destacam-se [1, 2, 3, 4, 5].

O estudo de equacgoes diferenciais binarias pode ser aplicado a geometria de
superficies, uma vez que pares de curvas transversais podem ser interpretadas como EDB’s.

A equacao das linhas de curvatura
(fE — eF)dz® + (gE — eG)dzdy + (gF — fG)dy* =0
e a equacao das linhas assintoticas
edz® + 2fdxdy + gdy* = 0

sao exemplos de pares de linhas em superficies de R? que s@o definidas por EDB's.

As linhas de curvatura revelam, geometricamente, como uma superficie se curva no
espaco. Além disso, uma parametrizacdo adaptada as linhas de curvatura pode simplificar
calculos de diversos modos. As linhas de curvatura também se relacionam com o maximo
e minimo da func¢do curvatura normal. J& os zeros da funcao curvatura normal, estao
diretamente conectados as linhas assintoticas. Elas sao tteis para conhecer localmente a

forma de uma superficie, seja através da indicatriz de Dupin ou do plano normal.

Em 1896, G. Darboux apresentou em [10] a estrutura das linhas de curvatura
proximo a pontos umbilicos, introduzindo o termo ponto umbilico Darbouxiano. Mais
contribuigbes sobre linhas de curvatura podem ser encontradas em [15]. Garcia e Sotomayor

em [23] reuniram mais detalhes sobre o contexto histérico do estudo de linhas de curvatura.

Neste trabalho sao estudados os resultados de Gutierrez e Sotomayor em [14]
sobre o comportamento genérico das linhas de curvatura préximo a pontos umbilicos no
espaco euclidiano. Esses dois pares de linhas sao definidos a partir de um operador linear
autoadjunto. Seguindo o trabalho [16] de Izumiya e Tari, é estudado a generaliza¢ao

do operador autoadjunto e da métrica do espaco, surgindo assim um novo par de linhas
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de interesse, as linhas tipo luz. Mais informagoes sobre generalizacdes da métrica e do

operador podem ser encontrados em [25, 26].

O segundo capitulo é destinado as preliminares do trabalho, trazendo os resultados e
defini¢oes sobre geometria diferencial, equagoes diferenciais ordinarias, espago de Minkowski
e equagoes diferenciais implicitas. No terceiro capitulo é introduzido o tema central deste
trabalho, as equagoes diferenciais binarias. Seu comportamento é estudado utilizando-se de
técnicas como o levantamento do campo de dire¢oes e algumas formas normais encontrados
na literatura. O quarto capitulo é destinado ao estudo das linhas de curvatura no espago
euclidiano. Na sua construcao, é visto que a equacao das linhas de curvatura é uma EDB

e que os pontos umbilicos constituem seu conjunto discriminante.

Todos os resultados estudados nos Capitulos 5, 6 ¢ 7 sao de Izumiya e Tari em [16].
No quinto capitulo é estudado a construc¢ao da geometria em superficies lorentzianas e,
dado um operador adjunto genérico A, o comportamento das linhas que sao definidas por
ele, chamadas de linhas de curvatura A-principais e linhas A-assintéticas. O caso onde a
métrica é degenerada é estudado no sexto capitulo, no qual sdo trabalhadas alternativas
para encontrar o comportamento dos pares de linhas nesse cenario. O sétimo capitulo é
dedicado exclusivamente para o estudo das linhas de curvatura principais e assintoticas no

espaco de Minkowski.
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2 Preliminares

Neste capitulo serao abordados brevemente os conceitos preliminares para este
trabalho, trazendo as principais defini¢cbes e resultados. No inicio de cada se¢do sao

apresentadas as referéncias utilizadas e demais fontes para consulta.

2.1 Funcoes diferenciaveis

Esta secao sera destinada a apresentar defini¢cbes e notagoes importantes sobre

funcgoes diferenciaveis utilizadas durante todo o trabalho.

Seja F' = (f1, -+, fm) uma fungao diferencidvel dada por

b UCR”? — R™
(Il’-"al’n) — (fl(xla"wxn)f"afm(xla""xn»‘

A fungao F sera dita suave se ela for diferencidvel de classe C'*°, ou seja, suas derivadas

parciais de todas as ordens existem e sao continuas. A derivada parcial com relacdo a

OF
ox;

uma transformacao linear dF, : R® — R™. A matriz dessa transformacao linear nas bases

sera denotada apenas por F,. A derivada da funcdo Frem z € U é

i-ésima coordenada

canonicas é dada por

0 o0 0f1
T Lw o L
of, . ofs o,
Jr(z) = 67@(‘%) %(x) T%(x)
o of.  of.
afﬁ(x) a];u) af;n(as)

e é chamada de matriz jacobiana de F' no ponto x.

Teorema 2.1.1 (Teorema da Funcdo Inversa). Sejam U C R™ um aberto e F': U — R™
uma fungdo suave. Suponha que exista x € U tal que Jp(x) seja inversivel. Entao existem

abertos V- C U contendo p e W C R™ contendo F(p) tais que

F: V=W

¢ um difeomorfismo.
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Suponha agora f : R” — R suave. O vetor V f(x) = (fz,(z),- -, fz,(2)) é chamado

de gradiente de f no ponto x. A matriz

fxwl(l’) fxlz?(x) lexn(x)
Hess f((ﬂ): f$2$1(x) fa:2$2(x) fxzzn(l’)

é chamada de matriz Hessiana.

Definigao 2.1.2. Um ponto p € R" é dito ponto singular de f se f,.(p) = 0, para

1=1,---,n. Un ponto € regular quando nao é singular.

Seja p € R™ uma singularidade da funcao f. O ponto p é dito ser uma singulari-
dade de Morse se det(Hess f(p)) # 0. Uma singularidade de Morse é do tipo Af se
det(Hess f(p)) > 0 e do tipo Ay se det(Hess f(p)) < 0.

O k-jato de uma funcao f : U C R” — R no ponto a € U é dado pelo polinémio
de Taylor de grau k de f em a. Paran =2 e a = (0,0), o k-jato de f é
koo '
1 o f o
-k i—
= ————(0,0)x" 7.
EDID ._j)!jlaxz_jay]( ,0)2"y

par e { U

2.2 Geometria Diferencial

Nesta secao, serao abordada a geometria diferencial de superficies, definindo os
principais conceitos e fixando notagoes que serao utilizados no decorrer deste trabalho. As

demonstragoes das proposigoes e teoremas serdo omitidas, para mais detalhes ver [6].

Definicao 2.2.1. Um subconjunto S C R?® é uma superficie regular se, para cada
p € S, existe uma vizinhanga V de p em R3 e uma aplicacio X : U — VNS de um aberto
U de R? sobre VNS C R? tal que

1. X é diferencidvel.

2. X é um homeomorfismo. Como X é continua pela condigdao 1, isto significa que X

tem inversa X' : VN A — U que é continua.

3. Para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R? ¢ injetiva.

Considerando as coordenadas (u,v) para U, se e; = (1,0) e e3 = (0, 1), entao a
condi¢ao 3 da definicao anterior é equivalente a dizer que dX,(e;) = X,(q) e dX,(e2) =
X,(q) sao linearmente independentes. O plano tangente da superficie S em p, denotado
por T,,S, é o espaco vetorial gerado por X,(q) e X,(¢), onde p = X(g). O plano T,,S

independe da parametrizacao escolhida.



Capitulo 2. Preliminares 14

O produto interno euclidiano de R? pode ser induzido em cada plano tangente
de uma superficie regular S, que também sera denotado por (,). Note que esse produto

interno é uma forma bilinear simétrica. Sera denotado por I, a forma quadratica dada por

I,:T,5 — R
w— I(w) = (w,w) = |w|* > 0.

A forma quadratica I, em 7,5 é chamada de primeira forma fundamental da superficie
regular S em p. Seja w € T),S um vetor tangente no pontop € Sesejaa: I CR = S
uma curva em S parametrizada por a(t) = X (u(t),v(t)), tal que p = a(0) e w = /(0).
Assim,
Ip(w) = (a’(0),a(0))

= (X u' + X0, X u' + X,0')

= (X, Xo) () 4+ 2(X,, X, )u'v' + (X, X,) (V')

= BE(u)* + 2Fu'v' + G(v')?,

as fungoes E(u,v) = (X, Xu), F(u,v) = (Xy, Xy) ¢ G(u,v) = (X,, X,) sdo chamadas de

coeficientes da primeira forma fundamental.

Como X, e X, sao linearmente independentes, o produto vetorial X, x X, # 0.

Assim, a aplicacio diferencidvel N : X(U) — S* dada por

X, X X,

N(p) = 220
P) =& x

(¢), g€ Uep=X(q),

associa um vetor unitdrio N(p) a cada ponto p € X (U), essa aplicagdo é chamada de
aplicacao de Gauss. A diferencial da aplicacdo de Gauss em um ponto p € S é
uma transformacdo linear de 7,5 em Ty(,)S*. Além disso, dN, pode ser considerada
como um operador linear em T),S, pois Ty(,»)S* = T,,S. Se N(u,v) = N(X(u,v)) entdo
dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. A aplicacao —dN,, : 7,5 — T,S é chamada de operador

de forma.

Proposigao 2.2.2. A diferencial dN, : T,,S — T,S da aplicacio de Gauss é um operador

linear auto-adjunto.

A forma quadrética 11, definida em 7,5 por I1,(w) = (—dN,(w),w) é chamada
de segunda forma fundamental de S em p. Seja w € T),S e a(t) = X (u(t),v(t)), t € 1,

uma curva parametrizada em S tal que p = a(0) e w = &/(0). Assim
1L (w) = =(dN,(a’(0)), o/ (0))

= —(dN,(X,u' + X0, Xyu' + X,0')

= —(Nu' + N, X u' + X,0)
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:e(u’)2+2fu’v’+g(v')2,
onde e(u,v) = (N, Xyu) = —(Nu, Xu), f(u,v) = (N, Xyp) = —(Ny, Xyp) = —(Ny, Xu)
e g(u,v) = (N, X,) = —(N,, X,) sd@o chamados coeficientes da segunda forma

fundamental.

Os autovalores de —dN,, k1(p), k2(p) € R, sdo chamados de curvaturas principais.
Seus respectivos autovetores, wy, ws € 1,5, sao chamados de diregdes principais. Na

base = {wy,ws}, a matriz do operador —dN,, sera diagonal e dada por

[_de]ﬁ = (121 ki) .

Definigao 2.2.3. Se uma curva regular e conexa C' em S é tal que para todo p € C' a reta

tangente a C € uma direcao principal em p, entao C' € dita uma linha de curvatura de

S.

Definig¢ao 2.2.4. Seja p um ponto em S. Uma diregdo assintotica de S em p é uma
diregio de T,M para qual a 11, = 0. Uma curva assintética de S é uma curva conezra e

reqular C' C S tal que para cada p € C' a reta tangente a C' em p é uma direcdo assintotica.

Sejam p € S e —dN, : T,S — T,S a diferencial da aplicagao de Gauss. O
determinante de —dN, é chamado de curvatura Gaussiana K de S em p. A metade do

trago de —dN,, ¢ chamado de curvatura média de S em p. Note que
1
K=rkKky ¢ H= 5(,%1 + Kg).
Além disso, um ponto p em S é chamado de
e Planar se k1 = ko = 0;
o Parabdlico se k1ky =0 e k1 # kg

« Eliptico se k1Ko > 0;

Hiperbdlico se k1ko < 0.

Se p € S tal que k; = kg, entao p é chamado um ponto umbilico de S.

Definicao 2.2.5. Um campo de wvetores w em um conjunto aberto U C S de uma
superficie reqular S € uma correspondéncia que associa a cada p € U um vetor w(p) € T,,S.
O campo de vetores w € diferencidvel em p € U se, para alguma parametrizacio X (u,v)

em p, as fungoes a(u,v) e b(u,v) dadas por
w(p) = a(u,0) X, + b, 1) X,

sao funcgoes diferencidveis em p.
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Teorema 2.2.6. Sejam w, e wy dois campos de vetores em um conjunto aberto U C S,
que sao linearmente independentes em algum ponto p € U. Entdo é possivel parametrizar
uma vizinhanca V. C U de p de tal maneira que para cada g € V' as curvas coordenadas

dessa parametrizacao passando por q sao tangentes as curvas integrais determinadas por

wi(q) e wa(q).

Uma métrica em uma superficie S é uma correspondéncia que associa a cada ponto
p de S uma forma bilinear simétrica g, no espaco tangente 7,5 que varia diferencialmente

no seguinte sentido: se X : U — S é uma parametrizacao de .S, entao as seguintes fungoes

911(9) = 9x(g)(Xu(@), Xu(q)),
912(9) = 9x(¢)(Xu(q), Xu(q)),
921(0) = 9x(¢)(Xu(q), Xu(q)),
922(q) = 9x(9)(Xu(9), Xo(q))-

A matriz (g;;) é chamada de matriz da métrica. Uma métrica é degenerada quando
sua matriz possui determinante igual a 0. Uma métrica é dita riemanniana quando
for positiva definida. Uma métrica nao riemanniana é dita lorentziana quando for nao

degenerada. Para mais informagoes ver [7].

2.3 Equacdes Diferenciais Ordinarias

Nesta secao serao abordados os conceitos e resultados da teoria qualitativa das
equagoes diferenciais ordindrias, como referéncia ver [12, 24]. Sejam U um aberto em
RxR"e f1,---, fn : U— R fungoes continuas. Uma equagao diferencial ordinaria

(EDO) de primeira ordem é um sistema de equagoes do tipo

zy = filt, oy, 1)
x,2 = fQ(tv Ly, axn) (2'1)
x = fult,xy, - xy).

Uma solugao de (2.1) é um conjunto de fungbes xq, -+ ,z, : I — R, onde I C R é um

intervalo nao degenerado, tais que

l./l(t) = fl(taxl(t)a e >$n(t));

2y, (t) = fult, 21 (E), -+, 2n(t)).
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Tomando © = (xy1, -+ ,2,) e f(t,z) = (fi(t,x), -, fu(t,x)), entdo é possivel reescrever

(2.1) na forma vetorial
¥ = f(t, z). (2.2)

Uma solucao de (2.2) é uma fungao ¢ : I — R” tal que

O (t) = f(t,p(t)),Vt € I.

Exemplo 2.3.1. Seja U = R? e f(t,2) = 3z3. Assim, é obtida a EDO

Note que
(t—c)3 t>c
0 , t<c
¢ uma solucao da EDO para todo ¢ € R. A Figura 1 ilustra essas solugoes. Porém, note

que p(t) = 0 também é uma solugao.

0 1 Co =1

Figura 1 — Solucdes do Exemplo 2.2.1.

Dado (tg,z9) € U C R x R", o sistema

(2.3)
C(Z(t()) = 29

¢ chamado de problema de valor inicial (PVI). Uma solucao de (2.3) é uma funcao
p: I —-R

que ¢ solugao da EDO, ou seja,

e satisfaz ¢(ty) = xo.
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Uma aplicacdo f : U C R x R® — R" é dita Lipschitziana com relagao a

segunda coordenada se existe uma constante k tal que

1f(tz) — f(t,y)| < kllz -yl
para todo (¢, ), (t,y) € U.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Picard). Sejam U C R x R™ um aberto e f: U — R™ uma

aplicag¢do continua e Lipschitziana em relagdo a sequnda coordenada. Dado (to,zo) € U,
defina
IL={teR||t—ty| <a}

By ={zx € R" | ||z — x| < b}.
Se existem constantes a > 0, b >0 em > 0 tais que
I.xB,CcU e |f(t,z)|]| <m,V(t,x) € I, X By,
entdo existe uma unica solucao ¢ : I, — R™ de
' = f(t,x)
Qf(to) = Xy,
onde o = minf{a, 2}.

Corolario 2.3.3. Sejam U C R x R"™ um aberto e f : U — R"™ de classe C', entdo dado

(to,z0) € U, existe uma unica solugio do PVI

' = f(t,x)

ZE(to) = X29-

A equagdo (2.2) pode ser vista como um campo de diregoes em U. De fato, para

cada (to, o) € U ¢é possivel associar a reta

l(to,ﬂfo) X — Xy = f(tg,&?o)(t — to)

Assim, uma funcao ¢ : I — R™ é uma solugao de (2.2) se, e somente se, a reta tangente a

pemt él(t,p(t)), para todo ¢t em I.

Suponha que f(t,z) nao depende de t, entao a EDO (2.2) pode ser escrita como
¥ = X(z), (2.4)

onde X : ACR" - R" e X(z) = f(t,x). A equagdo (2.4) define um campo de vetores

em A, isto é, para cada ponto x € A, estd relacionado um vetor X (z) € R™. Uma solucao
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do campo (2.4) é uma curva ¢ : I — R" cujo vetor tangente em ¢t é X (¢(t)). Tais solugoes

sao chamadas de trajetérias. Um ponto x € A é um ponto singular quando

caso contrario, o ponto z é dito regular. Considere X de classe C'. Para todo x, € A,

existe uma solugao ¢, : I, — R" para o PVI
(2.5)

Considere que ¢,, ¢ maximal, ou seja, nao existe solugdo ¢ : J — R"™ com ¢, (t) = ¢(t)
para todo t € I, e
I, C J.

=

O conjunto
D={(z,t) [z €A, t €L}

¢é aberto em R x R" e a aplicagao
Qﬁx D —= A

dada por ¥x(t,z) = p.(t) é chamado de fluxo de (2.4). Dados dois campos vetoriais
XA - R"e Xo: Ay — R, é dito que X7 e X5 sao topologicamente conjugadas

se existe um homeomorfismo h : A; — A, tal que

h(w)ﬁ (t7 l’)) - wXQ (t7 h(ZL’))

Teorema 2.3.4 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja p € A um ponto reqular do campo
vetorial X : A — R"™. Existe uma vizinhanga V de p em A tal que X |y, € topologicamente
conjugado ao campo Y : A — R" dado por

Y(z) = (1,0,---,0),

onde A = (—¢,€) X B, ¢ >0 e B é uma bola aberta de R™™' com centro na origem.

Dado p € A, denote por dX, a derivada do campo
X:ACR"—R"

em p. Dessa forma, dX, é uma transformacao linear de R” para R". Um ponto singular

p € A ¢é dito hiperbélico se os autovalores de dX,, possuem parte real nao nula.

Teorema 2.3.5 (Teorema de Hartman-Grobman). Sejam X : A — R"™ um campo vetorial
de classe C' e p € A um ponto singular hiperbolico. Existem vizinhancas V dep e W de
(0,---,0) € R™ tais que X |y € topologicamente conjugado ao campo Y : W — R"™ dado
por

Y(z) = dX,(z), Ve € W.
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Considere em R? o campo linear Y : R? — R? dado por

Y(z,y) = (Z Z) (j) = (azx + by, cx + dy).

Note que (0,0) é um ponto singular de Y. Note também que se os autovalores de matriz
possuem parte real nao nula, entdo 0 nao é autovalor e det(A) # 0. Assim, Y é injetor e o

unico ponto singular é (0,0).

Sejam A; e Ay os autovalores de Y e, caso existam, v e vy 08 autovetores associados
a A1 e Ao, respectivamente. Tome F; e F, as retas geradas pelos autovetores vy e o,

respectivamente. A solugao do campo linear depende unicamente dos autovalores.

e Se A1, Ay € R possuem sinais diferentes (A\; < 0 < \y), a singularidade da origem é

chamado de sela e sera como na Figura 2.

Figura 2 — Singularidade do tipo sela.

e Se A1, Ay € R possuem o mesmo sinal (0 < [A;| < |\2]), a singularidade na origem é

chamada de né e serd como na Figura 3.

e Se A\, Ay € C com Re()\;) # 0, a singularidade da origem é chamada de foco e sera

como na Figura 4.
Exemplo 2.3.6. Considere X : R?> — R? dado por
X(z,y) = (x +y—1,—-2zy).
Os pontos singulares de X sao

r+y—1=0
/ = (z,y) = (0,1) ou (z,y) = (1,0).
—2zy =0
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NN
S Uk

(a) N6 instavel (b) N6 atrator

Figura 3 — Singularidades do tipo né.

Ey Ey

(a) Foco instavel (b) Foco estével

Figura 4 — Singularidades do tipo foco.

Portanto, os pontos singulares sao (0,1) e (1,0). A matriz da diferencial de X é dada por

1 1
dX = .
(—Qy —23:)

Em (0,1), a matriz é

e portanto

1 V7 1 V7.
M=gt+o5t e =g — o

Assim, pelo Teorema de Hartman-Grobman 2.3.5, a singularidade em (0,1) é um foco.

Analogamente, em (1,0) a matriz é
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e seus autovalores sao A\ =1 e Ay = =2, logo (1,0) é uma sela.

2.4 Equacoes Diferenciais Implicitas

Para definir as equagoes diferenciais binarias, primeiro é necessario conhecer uma
variedade unidimensional muito importante. O espago projetivo, denotado por RP!, é o
conjunto das retas em R? que passam pela origem, ver [17] para mais detalhes. Considere

em R?\ {0} a relacio de equivaléncia ~ dada por
(z,y) ~ (u,v) < v = uy.
A classe de equivaléncia do ponto (z,y) é denotada por (z : ). E ficil ver que
(z,y) ~ (u,v) & Ir € RP t.q. (z,9), (u,v) €7

Segue que RP! é o conjunto das classes de equivaléncia de ~, ou seja,

ept_ B0}

~Y

Assim, a reta r € RP! sera representada por (z : y) onde (z,y) € r. Note que se
A € R\ {0}, entao

(x:y) = (Ax: \y).
Além disso, ao munir RP! com a topologia quociente, tem-se que RP! é uma variedade

de dimensao 1 com as seguintes parametrizagoes

o:R—RP' ¢ ¢:R—RP!
re—(1:7r) s (s:1).

Uma equagao diferencial implicita (EDI) em R? ¢ uma equagao do tipo
F(z,y, (dz : dy)) =0 (2.6)

onde F': U x RP' — R é suave e U C R? ¢é aberto (ver [4, 5]). A EDI (2.6) define em
U um campo de diregdes, isto é, para cada (xg,y0) € U sdo associados as dire¢oes

determinadas pelas retas r = (dz : dy) € RP' que satisfazem
F(zo,y0, (dz : dy)) = 0.
Exemplo 2.4.1. Considere a EDI
dy® + xdxdy? + yda*dy = 0. (2.7)

No ponto (1,—2) tem-se
dy® + dxdy® — 2dx*dy = 0.
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Dividindo ambos os lados por dz?, obtém-se

(&) + () ()

Tomando % =r, € possivel reescrever como
Pt —2r =r(r* +r—2)=0.
As raizes da equacao acima saor =0, r =1 er = —2, equivalentemente, dy = 0, dy = dx

e dy = —2dzx, ou seja, em (1,—2), as 3 diregoes definidas por (2.7) sdo: y=0,y=x e
y = —2x (ver Figura 5).

Figura 5 — Diregoes definidas por (2.7) no ponto (1,—2).

Uma solugdo de (2.6) é uma curva v em U tal que em todo ponto (), a curva
v é tangente a uma das dire¢oes definidas por (2.6) em (t). Logo, se y(t) = (z(t),y(t)),

entdo a diregdo tangente é v/(t) = (2/(t),vy'(t)) e 7 é uma solugdo se, e somente se,
F(x(t), y(t), (2'(t) - (1)) = 0,Vt € U.
Exemplo 2.4.2. As curvas 7.(t) = (t,c) sdo solugoes de
dy® + xdxdy® + ydz*dy = 0

para qualquer ¢ € R.
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2.5 Espaco de Minkowski

Nesta secao sera apresentado o espaco de Minkowski. Em 1908, Hermann Minkowski
mostrou em [19] que a Teoria da Relatividade Restrita poderia ser melhor entendida em um
modelo geométrico semi-riemanniano, dessa forma, o espago de Minkowski se tornou muito
importante em varias dreas da matematica e fisica. Abaixo, sera definido e apresentado os

resultados necessarios desse espago, mais detalhes podem ser encontrados em [18, 20].

Definigao 2.5.1. O espaco R? munido do pseudo-produto interno {, )1, dado por
(u,v)1 = uvy + UgVe — uzvs,  u = (uy, Uz, uz), v = (v1,v,03),

¢ chamado de espago de Minkowski e (,); de métrica de Minkowski. O espago de

Minkowski serd denotado por R,

A métrica de Minkowski possui algumas propriedades que a diferencia fortemente
da métrica euclidiana usual. Primeiramente, note que a métrica de Minkowski nao é

positiva definida, pois
<63, 63>1 = <(0, O, ].), (0, 07 1))1 =04+0—-1=-1.

Dessa forma, fica claro que a métrica (,); nao define uma norma. Note também que ha

vetores nao nulos w tais que (w,w); = 0, como

<€1 +e3,€e1 + €3>1 = <(17 07 1)7 (17 07 1)>1 = 0.

Dois vetores u, v € R? sao ditos ortogonais quando (v,u); = 0. Dado uma base
{vi, -+ ,v,} ortogonal para um subespaco vetorial V' C R}, a matriz da métrica (, ),
em V' é uma matriz quadrada diagonal (g;;) de ordem n onde g;; = (e;, ;)1 e o indice é o
nimero de termos negativos da matriz. A métrica é dita degenerada em V' se det(g;;) = 0.
Note que a métrica ser degenerada em V é equivalente a existir um elemento nao nulo

v € V ortogonal a todos os elementos de V.
Defini¢ao 2.5.2. Um vetor w € R} é chamado de
. tipo espagco se (w,w); > 0 ou w = 0;
e tipo luz se (w,w); =0 e w #0;
e tipo tempo se (w,w); < 0.
Seja w € R?, a norma de w ¢ definida por

||w||1 = |<w7w>1|-
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Um vetor w é chamado de normal quando ||w||; = 1, uma base ortogonal em que todos

0s vetores sdo normais é chamada de base ortonormal.

Note que o conjunto de vetores tipo luz pode ser descrito como
C={(w,y,2) € R} | 2® + 4 — 22 = 0} \ {0},

esse conjunto é chamado de cone de luz (Figura 6).

Figura 6 — Cone de luz do espago de Minkowski.

Outros dois conjuntos importantes sdo as pseudo-esferas S? (espago de Sitter) e
H? (Plano Hiperbdlico Superior) dadas por
ST ={(z,y,2) €R} | 2” +y* — 2" = 1}
HY = {(z,y,2) € R} | 2? + 4> — 2> = -1,z > 0},

que podem ser vistas na Figura 7.

(a) Espago De Sitter S? (b) Plano Hiperbélico superior H2

Figura 7 — Pseudo-esferas em R3.

A métrica de Minkowski de R3 pode ser induzida em qualquer subespago vetorial

de R3, e assim surgem os tipos de subespacos de R? listados abaixo.
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Definigao 2.5.3. Um subespago U de R? é chamado de

e tipo espacgo se a métrica induzida € positiva definida;
e tipo luz se a métrica induzida é degenerada e U # {0} ;
e tipo tempo se a métrica induzida € nao degenerada de indice 1.

Exemplo 2.5.4. 1. Seja U = [ey, es] 0 espago gerado pelos vetores canonicos e; e e,
ou seja,

U ={ae; +bey | a,b e R} ={(a,b,0) | a,b € R}.
Dado u € U qualquer, com u = (uy,uz,0), tem-se
(u,u)y = ui +u3 —0>0

e (u,u); = 0 se, e somente se, u= (0,0,0). Logo, U € positivo definido e portanto

um subespago tipo espago.

2. Tome Z = |e1,e3] = {(a,0,¢) | a,c € R}. Note que em Z a métrica ndo é positiva
definida, pois e3 € Z e como visto (es,e3)1 = —1, porém é ndao degenerada. De fato,

seja (x,0,2) € Z tal que

((x,0,2),(a,0,c)) =0, ¥(a,0,c) € Z.

((x,0,2),(1,0,0)) =0=2=0

e também
((x,0,2),(0,0,1)) =0=z=0.

Portanto (x,0,z) = (0,0,0). Logo, a métrica é nao degenerada. Além disso, sua

g <<61761>1 <61,€3>1> _ (1 0 ) |
N (es,e1)1 (es,es) 0 —1

Assim, a métrica em Z € nao degenerada de indice 1 e dai Z € subespaco tipo tempo.

matriz € dada por

3. Seja W = [e1,e2 + e3] = {(a,b,b) | a,b € R} e (z,y,y) um vetor qualquer de W .
Note que e; +e3 = (0,1,1) e W e

<(O7 L 1)7 (x,y,y))l =y—y=0.

Como (x,y,y) € arbitrdrio, es + e3 é nao nulo e ortogonal a todos os vetores de w.

Logo a métrica é degenerada e portanto W € um subespaco tipo luz.
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Seja U um subespaco vetorial de R?, considere o subespago de R? dado por
Ut ={veR}| (v,u); =0,Yuec U}
E facil ver que U = (U)* e dimg U + dimg U+ = 3.

Proposigao 2.5.5. Seja v € R3. Entdo v é tipo tempo (resp. espago) se, e somente se,
[v] € tipo espago (resp. tempo). Mais ainda, R3 = [v] @ [v]*. Por fim, v € tipo luz se, e
somente se, [v]* € tipo luz.

Demonstragio. Sejam v um vetor tipo tempo e {uy, us} uma base ortogonal para [v]*.
Assim {u1, us,v} é uma base ortogonal para R?. Como R? é um espago nao degenerado
de indice 1 e (v,v); <0, entao (uy,ui); > 0 e (ug, us); > 0. Logo, uy e uy sdo tipo espago
e daf [uy,us] = [v]* é tipo espaco. Por outro lado, suponha que [v]* é tipo espago e tome
uma base ortonormal {u;,uy} para [v]*. Novamente {u;,uy, v} é uma base ortogonal para

R3, como (uy,u1); = (ug, uz); = 1 > 0, segue que (v,v); < 0. Logo v é tipo tempo.

Seja v um vetor tipo espaco e {uy,us} uma base ortogonal para [v]*. Como visto,
{u1,uz, v} é uma base para R?. Como (v,v); > 0 e R? tem indice 1, assim (uy,u;); < 0
ou {(ug, us)1 < 0. Logo, [uy,us] = [v]* é ndo degenerado de indice 1, ou seja, tipo tempo.
Reciprocamente, se [v]* é tipo tempo e {uy,us} base de [v]*, entdo {uy, uq, v} é base de
R3, e u; ou uy é tipo tempo. Logo, v é tipo espago. Como em ambos os casos {uy, us, v}
é base de R? e [u1,us] = [v]* é ndo degenerado, entdo v ¢ [v]* e assim [v] N [v]+ = {0}.

Portanto R? = [v] @ [v]*. O caso v tipo luz segue diretamente dos casos anteriores.  [J

Proposicao 2.5.6. Sejam u e v dois vetores tipo luz, entdo eles sao linearmente depen-

dentes se, e somente se, (u,v); =0

Demonstracao. Se u e v sao linearmente dependentes, pode-se escrever v = \u, A € R, e
(u,v)1 = (u, Au); = 0.

Agora, suponha que (u,v); = 0. Como e3 é tipo tempo, pela proposi¢ao anterior tem-se
R? = [e3]* @ [es]. Nessa decomposicio, escreva u = x + A\jez e v = y + Agez. Como [e3]t é
tipo espaco e x,y € [es]t, entdo z e y sdo tipo espaco. Logo x # u e y # v, pois u e v sdo
tipo luz. Assim Ay Z0e Ay # 0. Tome @ = i—ju Note que @ é tipo luz e (i, v); = 0, basta

mostrar que @ = v. Observe que

A2

Tome T = 3
1

T e w = Ag€ez, assim
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Além disso,
<i"y>1 + <ZZ‘,U}>1 + <w7y>1 + <w7w>1 = 07
(

:Z‘,fc)l + 2(:%,w>1 + <w,w>1 =0;
(y, )1 + 2(y, w)y + (w,w); = 0.
Como w € [es], segue que (Z,w); = (y,w); = 0. Deste modo,

(w,a)y; = 0= (z,7); = —(w,w);

E facil ver que

2(T,y)1 = —2(w,w)1 = (T, 7)1 + (Y, y)1 = (T, 7)1 — 2(T, y)1 + (¥, y)1 =0

e, portanto, (¥ — 4,7 — y); = 0. Como [e3]" é tipo espaco, é positivo definido, logo

T —y = 0. Isso implica T = y e assim v = 1. O

Proposigao 2.5.7. Seja U C R3 um subespago bidimensional. As sequintes sentengas sio

equivalentes

1. U é tipo tempo;
2. U contém 2 vetores tipo luz linearmente independentes;

3. U contém um vetor tipo tempo.

Demonstragio. (1) = (2): Seja U tipo tempo, assim U possui uma base ortogonal {uy, us}
com (uy,ui); = 1 e (ug,us); = —1. Note que u; + uy e u; — ug pertencem a U e sdo tipo
luz. De fato

(ug + ug, ug + ug)1 = (U, u1)1 + 2{rrae)y + (ug, ug)y =1 —1 =0,

(up — ug,uy — ug)y = (ug,uy); — 2{TWike)y + (ug,ug)y =1 —1=0.

Além disso, u; + us e u; — us sdo linearmente independes, pois dado a,b € R, segue que
a(uy+ug)+b(u; —uz) =0 = uy(a+b)+uz(a—b) = 0= (a+b) = (a—b) =0=a=0b=0.

Logo, U contém dois vetores tipo luz linearmente independentes.

(2) = (3): Sejam u e v dois vetores tipo luz linearmente independentes de U. Pela

Proposigao 2.5.6, segue que (u,v); # 0. Se (u,v); > 0, entdo u — v é tipo tempo, pois

(u—v,u—v); =Ty — 2{u, v) + o = —2(u,v); < 0.
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Caso (u,v); < 0, entdo u + v é tipo tempo, pois

(1 + v, 0+ o)y = Tt + 2(u, o)y + Torehy = 20w, v)1 < 0,

portanto U contém um vetor tipo tempo.

(3) = (1): Seja v € U tipo tempo, entdo UL C [v]t com dimg U+ = 1. Pela
Proposicio 2.5.5, [v]* é tipo espago e portanto U+ é tipo espago. Como dimg U+ = 1,
é possivel escrever U+ como [w], para qualquer vetor nao nulo w € U+. Como w é tipo

espaco, segue que [w]t = (U+)+ = U é tipo tempo. ]

Observacgao 2.5.8. Caso U tenha dimensao 1, a proposi¢io anterior se resume a (1) <

(3).

Proposigao 2.5.9. Seja U C R} um subespaco. As sequintes sentencas sio equivalentes

1. U é tipo luz.
2. U possut um vetor tipo luz mas nao possui um vetor tipo tempo.

3. UNC=WN\{0}, onde W ¢é um subespaco de dimensio 1.

Demonstragio. (1) = (2): Suponha U tipo luz, logo existe w € U tal que (w, u); = 0 para
todo u € U. Em particular (w,w); =0 e U possui um vetor tipo luz. Por outro lado, a
Proposicao 2.5.7 diz que U contém um vetor tipo tempo se, e somente se, U é tipo tempo.

Logo, U nao possui nenhum vetor tipo tempo.

(2) = (3): Como U possui um vetor tipo luz, U NC # (). Como U nao possui um
vetor tipo tempo, pela proposicao anterior U nao possui dois vetores tipo luz linearmente

independentes. Logo dimg W = 1.

(3) = (1): Como dimg W = 1, U nao possui vetores tipo luz linearmente indepen-
dentes. Portanto, pela proposicao anterior, U nao é tipo tempo. Por outro lado, existe

w € U tal que (w,w); =0, logo U nao é tipo tempo. Portanto U é tipo luz. H

Definigao 2.5.10. Sejam u,v € R3, o0 produto vetorial de Minkowski de v ev é o

unico vetor, denotado por u X1 v, que satisfaz
(u X1 v,w); = det(u, v, w),

onde det(u,v,w) é o determinante da matriz que possui como colunas, as coordenadas de

u, v ew.
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3 Equacoes Diferenciais Binarias

Este capitulo tratard sobre equagoes diferenciais binarias, assunto central deste
trabalho, que sao casos particulares de EDI’s (abordadas na Secao 2.4). Serdo apresentados
os conceitos e resultados fundamentais desse assunto, como o levantamento do campo de
direcoes e algumas formas normais. E abordada a configuracio local de EDB’s em alguns
casos, que diferem sobre a regularidade do conjunto discriminante e se os coeficientes se

anulam na origem.

3.1 Equacoes Diferenciais Binarias

Para iniciar o capitulo, é necesséario definir equagoes diferencias bindrias e seu
conjunto discriminante, prosseguindo com alguns resultados importantes. Para mais
detalhes, ver [1, 2].

Definigao 3.1.1. Uma EDI é chamada de equagdo diferencial bindria (EDB) se

existem no mdximo duas direcoes para cada ponto do plano.

As EDB'’s estudadas serao da forma
a(zx, y)aly2 + 2b(x, y)dydz + c(z, y)dx2 =0, (3.1)

onde a, b e ¢ sdao funcdes suaves em um aberto U C R?. Estdo relacionados com a equacao
(3.1) a funcao 6(z,y) = b*(x,y) — a(z,y)c(r,y), chamada de fungdo discriminante da
EDB, e também o conjunto discriminante A = {(z,y) € U : §(z,y) = 0}.

Proposicao 3.1.2. A equacio (3.1) define um par de direcoes em cada ponto (x,y) € U
onde 6(z,y) > 0 e nao existem direcoes em pontos onde 6(x,y) < 0. Nos pontos de A,
onde as fungoes a, b e ¢ ndo se anulam simultaneamente, a EDB (3.1) define apenas uma

unica direcdo.

Demonstragio. Seja p = (zo,y0) € U. Como os coeficientes ndao se anulam simultanea-

mente, suponha sem perda de generalidade que a(p) # 0. Divida (3.1) por da? e tome

dy

o =z, assim

apz® + 2byz + ¢y =0, (3.2)

onde ag = a(p), bp = b(p) e co = ¢(p). Caso §(p) > 0 entdo 403 — 4agcy > 0 e (3.2) possui
duas raizes reais. Sejam z; e zy as raizes de (3.2) quando 6(p) > 0. Portanto dz =1 e
dy = z; é uma solugao de (3.1) em p e dr = 1 e dy = 29 é outra solugao de (3.1) em p.

Logo, a EDB (3.1) define duas diregdes em p.
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Se §(p) < 0, (3.2) nao possui raizes reais. Suponha que a EDB (3.1) defina uma

dire¢ao em p, com dxr = xy e dy = y1, ou seja,
aoy; + 2boyrry + coat =0,
com z7 # 0 ou y; # 0. Como a(p) # 0, se x; = 0, entdo
aoyi + boyr - 04 ¢co- 0 =0 = y; =0,
o que nao é possivel. Portanto x; # 0. Logo,

1
2 (aoyf + 2boyr 21 + Coﬁ) =0,

2
ao (?Jl) + 2b0 (yl) +cy = 0.

T T

ou seja,

Deste modo, £ ¢ uma solugao de (3.2), o que contraria ndo ter rafzes reais. Logo, (3.1)

nao define dire¢oes em p.

Se 0(p) = 0, a equagao (3.2) possui uma unica raiz. Seja z; a raiz de (3.2) quando
d(p) = 0. Logo, dx = 1 e dy = z; define uma diregado que é solugao para (3.1). Suponha
que exista uma outra diregao distinta dr = 5 e dy = yo para (3.1). Analogamente ao
caso anterior, zo # 0 e 2o = £ ¢ solucdo de (3.2), o que contraria (3.2) possuir uma tnica
solugdo, pois z; # zo. Portanto, quando d(p) = 0, a EDB (3.1) define uma tnica dire¢ao
em p. O

Observagao 3.1.3. Caso a, b e ¢ se anulem simultaneamente em algum ponto (z,y) € A,
tem-se
a(x,y)dy?® + 2b(z, y)dydz + c(z,y)dx* = 0

para todo (dx : dy) € RP'. Portanto a EDB (3.1) define infinitas direcoes.

Exemplo 3.1.4. Considere a EDB
xdy? + 2dxdy + ydx® = 0.

Tem-se §(z,y) =1 —x2y e A={(x,y) | 1l —xzy =0}. Em (1,-3), a EDB ¢é dada por
dy® + 2dydx — 3dx* = 0,

como uma solucao possui dr # 0 ou dy # 0, suponha dx # 0. Assim, dividindo ambos o0s

dy ? dy B
<dm> +2<d:ﬂ>_3_07

dy —2%\/1—-4-1(=3)
de 2 '

lados por dx?,

logo,
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que tmplica

dy —2+4
de 2
Portanto as solugoes sio dy = dz e dy = —3dz. Em (0,1),
2 dy
2dydx +dz*=0=2-—-+4+1=0,
dx
onde a solucao é dy = —%d:v. Neste caso, dv = 0 também ¢é solucao. Veja Figura 8.

Figura 8 — Diregoes definidas pela EDB nos pontos (1, —3) e (0,1).

O conjunto discriminante, juntamente com as dire¢oes definidas em cada ponto, é
chamado de configuragao da EDB. Duas EDB’s sao ditas topologicamente equiva-
lentes (ou suavemente equivalentes) se existir um homeomorfismo (ou difeomorfismo)

local que leva a configuracao de uma na configuracao da outra.

3.2 Levantamento do Campo de Direcoes

Uma equacao diferencial implicita geralmente determina diversas dire¢oes para
um ponto do plano, e portanto, ha diversas solugoes nesse ponto. Assim, uma EDI pode
ser pensada, a grosso modo, como uma superposigao de EDO’s (ver [3]). Dessa forma, o
levantamento do campo de diregoes ¢ uma alternativa para estudar equacgoes diferenciais

binarias usando os conceitos descritos na Segao 2.3.

Considere a EDB (3.1) e o espaco R? x RP!. Note que (dz : dy) € RP! pode ser

visto como um real r, pois RP! é uma variedade unidimensional e portanto localmente
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euclidiano. Logo, tome a carta r = % em RP! e assim R? x RP! = R® com elementos da

forma (z,y,r). Em R?, considere a superficie
M = {(z,y,r) € R®| P(x,y,r) = 0} (3.3)
com P(z,y,7) = a(z,y)r? + 2b(z,y)r + c(z,y). Assim M = P~1(0). Além disso, considere
a(x,y) = ap + a1z + azy + 0(2);

b(z,y) = by + b1z + bay + 0(2);
c(x,y) = co + a1z + coy + 0(2),

em que o(2) representa os termos de ordem maior ou igual a 2 nas varidveis e y. Note
que (z,y,dy/dx) € M se, e somente se, (dz : dy) é uma das diregbes definidas por (3.1)

em (x,y) € R%. A partir de M, tome a seguinte projegdo natural

T M — R?
(z,y,7)— (,9).

Lema 3.2.1. Seja g € M. Entdio P,(q) =0 se, e somente se, ¢ € 7 (A).

Demonstragio. Seja q = (xg,v0,70) em M, logo P(q) = 0. Note que ¢ € 7 1(A) é

equivalente a b(zg,v0)? — a(xo, Yo)c(0, yo) = 0. Calculando P,

P, (q) = 2a(xo, yo)ro + 2b(z0, yo) = 2(a(zo, yo)ro + b(x0, ¥0))-

Logo, se a(zg,yo) #0, entdo P.(¢) = 0 se, e somente se, ry = —%. Como q € M,

substituindo em P(z,y, ), segue que

b(wo, Y0)*  2b(x0, Yo)” ) )
a(zo, Yo) a(xo, Yo) + (o, Yo) (70, %0) (20, %0)" + alzo, yo)c(o, Yo)

& (o, y0)* — alzo, yo)c(zo, yo) = 0.
Caso a(zg, o) = 0, entdo P,.(q) = 0 é equivalente a b(xg,yo) = 0 e portanto
b(o, y0)* — a(xo, yo)c(zo, Yo) = 0.
Assim, P,(q) = 0 se, e somente se, ¢ € 7~ 1(A). O

Proposicao 3.2.2. A projecio © : M — R? é um difeomorfismo local fora de m=1(A).

Demonstragio. Seja p € M tal que p ¢ m—1(A). A diferencial de m em p é dada por

dr, - T,M — R?
(a,b,c) — (a,b),
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onde T,M = {(a,b,¢) | aP.(p) + bP,(p) + cP.(p) = 0}. Como dimgT,M = dimgR? = 2,

dm, ¢ isomorfismo se, e somente se, ¢ injetor.

Seja w = (wy, we,ws) € ker(dm,), entdao dm,(w) = (0,0). Assim w; = wy = 0 e

portanto w = (0,0, w;3). Como w € T,M segue que
wlpa:(p) + wQPy(p) + w3pr<p) = w3pr<p) = 0.

Como p ¢ 7~ 1(A), pelo Lema 3.2.1, P.(p) # 0. Logo ws = 0 e assim w = 0. Portanto, dr,
possui nicleo trivial, que implica a injetividade de dm,. Pelo Teorema da Fungao Inversa,

7 : M — R? é um difeomorfismo local em p. O]

Definicao 3.2.3. Um campo vetorial & sobre a superficie M é chamado de levantamento
da EDB (3.1) se, e somente se, Ay (&) € um vetor de diregio r. Quando & €, além

disso, um campo tangente a superficie M, £ é dito um levantamento adequado sobre
M.

Proposicao 3.2.4. O campo vetorial

0 0 0
=P — P.— — (P P,)—
¢ T@x+r "oy (Petr y)ﬁr

¢ um levantamento adequado sobre M da EDB (3.1). Esse campo é chamado de Campo

de Lie-Cartan.

Demonstracao. Seja

0 0 0

£ = A% + Ba—y +C o
um campo vetorial qualquer, onde A, B e C' sdao as componentes nas direcoes x, y e 7,
respectivamente. Como r = (dx : dy) € RP!, entdo dzr # 0 ou dy # 0. Suponha sem perda
de generalidade que dz # 0. O campo £ é um levantamento adequado se ela for tangente

a superficie M e dm (g, (§) ¢ um vetor na dire¢ao r. Como 7(x,y,r) = (x,y), segue que

0 0
d'ﬂ'(x’ym) (g) = A% + Baiy

Assim, como r = %, ¢ é um levantamento quando r = B/A, ou seja, B = rA.

Em todo ponto de M = P~(0), VP é ortogonal ao plano tangente nesse ponto.

Portanto, para que £ seja tangente em todo ponto, é necessario que
0=((4,B,C),VP)=((A,B,C), (P, P, P.)) = AP, + BP, + CP..
Substituindo B por rA, porque £ é um levantamento, a condi¢ao de tangéncia é

AP, +1AP,+ CP, = 0.
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Tomando A = P,, segue que
B=rPr e C=—(P,+1PF,).

Portanto, um levantamento adequado é

0 0

0
=P—+4+rP.— — (P, +7rP,)—.
¢ 8I+T dy (Pe +r y>8r
]
Exemplo 3.2.5. Considere a EDB
dy* + ((x — 2)* —y + 1)dz® = 0. (3.4)

A partir de (3.4), se define a superficie
M = {(z,y,r) € R*| P(x,y,r) = 0}
com P(z,y,r) =1r*+ ((x —2)> —y+1). O campo de Lie-Cartan é dado por
9] 0 9,
=2r— +2r* — 2z +4) .
i3 T8x+ ray+(r T+ )87“

A figura 9 ilustra o levantamento do campo de diregoes de (3.4).

T
M

n

T
: y on
E d(v)
{ T T
dn(u)

A

Figura 9 — Levantamento do campo de diregoes de (3.4).

Observacao 3.2.6. Ao tomar a carta s = Z—z para RPY, a superficie obtida é

N ={(z.y.5) e R’ | Q(z,y,s) = 0},
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onde Q(z,y,s) = a(z,y) + 2b(z,y)s + c(z,y)s*. Note que quando dv =0, a carta r = %

nao ¢ adequada para o levantamento do campo de diregoes. Neste caso, basta tomar o

campo vetorial
0 0 0
n = SQS% + Qs@ - (SQ:D + Qy)%

sobre N como um levantamento adequado.

Considere a EDB
a(z,y)dy? + 2b(z, y)dydz + c(x,y)dz? = 0

com
j2a = ag + a1z + asy + asx® + asxy + asy,

32b = by + bix + bay + bya® + byxy + bsy?,

j2c = co + c1w + coy + 32 + ey + ey
Dado um ponto p € A, realizando algumas translagoes e rotagoes, admita p = (0,0) e
dy = 0 como a unica dire¢ao definida em p pela EDB acima. Assim, by = 0, ¢cg = 0 e
(0,0,0) pertence a M. Suponha também que (0,0,0) é um ponto regular de M e uma

singularidade de &, isto é equivalente a ¢; = 0 e ¢o # 0.

Com estas consideragdes, os autovalores de d€(0,0,0) serao

1 1
)\1 = O, )\2 = —§<02 -+ \/(4b102)2 — 16(1063), /\3 = —§(C2 — \/(461C2)2 — 16@003).

Desta forma, A\; = 0 sempre serda um autovalor da derivada do campo de Lie-Cartan.
Entretanto, o tipo topoldgico da singularidade de £ em (0, 0,0) depende apenas de Ay e As.
De fato, o plano tangente a M em (0,0,0) é dado por

P,(0,0,0)x + P,(0,0,0)y + P-(0,0,0)r = 0,
ou seja, ¢ ortogonal ao vetor
v=VP(0,0,0).

Considere n a projecao de £ neste plano. Assim

(€, y,7),v) v

[
Calculando VP(0,0,0), segue que P,(0,0,0) = 0, P,(0,0,0) = c2 # 0 e P.(0,0,0) = 0.
Assim, o plano tangente a M em (0,0,0) é

ﬁ(I,y,T’) = f(l’,y,?“) -

y=0.

Considerando a base (1,0,0),(0,0,1) para T(oo0M, é possivel identificid-lo com R? e
reescrever 7 neste plano como

n(x,r) =n(x,0,7).
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Note que a projegdo de M no plano tangente de (0,0,0) é um difeomorfismo numa
vizinhanga de (0,0, 0) (demonstracao analoga a demonstracao da Proposicao 3.2.2). Dessa
forma, o tipo topologico de £ em (0,0,0) é o mesmo de 7 em (0,0) (ver Figura 10).
Calculando os autovalores de dn(0,0) tem-se Ay e A3. Como Ay e A3 determinam o tipo

topoldgico de 7 em (0,0), o mesmo vale para £ em (0,0,0).

. X{

Figura 10 — Projegao das solugdes do campo £ em uma vizinhanga de (0,0,0) em M no plano
tangente T(q ,0) M.

1
Ted S\\T“\

3.3 Formas Normais

Dada uma EDB como em (3.1), uma forma normal é uma outra EDB mais simples
que é topologicamente (ou suavemente) equivalente a EDB inicial. Em geral, as formas
normais dependem das singularidades do conjunto discriminante e do campo de Lie-Cartan.
Nesta secao, serao apresentadas algumas formas normais importantes para o restante do
trabalho. Considere a EDB (3.1)

a(x,y)dy* + 2b(x,y)dyds + c(x,y)dr?,

com a, b e ¢ fungdes suaves em um aberto U C R?. A EDB (3.1) é relacionada com a
funcdo discriminante § = b? — ac e o conjunto discriminante A = §~1(0). Além disso,

associe (3.1) com a superficie M = P~'(0) onde
P(z,y,r) = a(z,y)r’ + 2b(z, y)r + c(x,y)

e o campo de Lie-Cartan & : M — R3.

O objetivo principal é estudar as solugoes de (3.1) em uma vizinhanga de um ponto
p € U. Suponha, sem perda de generalidade que p = (0,0). Se §(p) < 0, entdo existe uma
vizinhanga V' C U de p tal que § < 0 em V, pois § é continuo. Logo, (3.1) nao define

dire¢bes em V.

Analogamente, se §(p) > 0, entdo existe uma vizinhanga W C U de p tal que § > 0
em . Assim, (3.1) define duas dire¢des em todo ponto de W. Deste modo, 7~ 1(x,y)

serao dois pontos de M, para cada (z,y) € W. Em cada um desses pontos, é aplicado
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o Teorema do Fluxo Tubular 2.3.4 em £ e obtém-se a configuracao de (3.1) projetando
as solugoes de £ no plano zy (ver Figura 11). Como visto na Proposigao 3.2.2, dr, é um

isomorfismo e 7 é um difeomorfismo.

A

Figura 11 — Projecao das soluc¢bes de £ no plano xy de uma vizinhanca do ponto p. As curvas
em amarelo e azul representam a projecao das solugoes de £ em vizinhancas de
7~1(p) dadas pelo Teorema do Fluxo Tubular (2.3.4).

Se d(p) = 0, entdo p € A e se faz necessario considerar alguns casos que dependem
da regularidade de ¢ e de &.

Caso 1: Considere § regular em p. Logo, a, b e ¢ nao se anulam simultaneamente
em p. Suponha sem perda de generalidade que a(p) # 0. Dessa forma, (3.1) define uma

tunica diregao (1 : rg) em p, ou seja
a(p)ry + 2b(p)ro + c(p) = 0.
Assim, 771(0,0) = (0,0, 7).
Proposicao 3.3.1. O campo £ € reqular em (0,0,79) se, e somente se, a unica dire¢ao

definida por (3.1) em p = (0,0) € transversal a A.

Demonstragio. Seja (1,1) um vetor na diregao definida por (3.1) em p. Logo, esta dire¢ao

é transversal a A em p se, e somente se

<(17 TO)? V(;(p» 7& 07

o que é equivalente a

26(0, 0)b,,(0, 0) — a(0,0)c,(0,0) — a,(0,0)c(0,0)
+710(2(0, 0)b,(0,0) = a(0, 0)c, (0,0) — @, (0,0)c(0,0)) # 0.

Como (0,0, 79) é raiz de P, entdo

a(0,0)rs 4+ 2b(0,0)rg + ¢(0,0) =0
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e como (0,0,79) € 71 (A), entdo P.(0,0,7r9) = 0, ou seja,
2a(0,0)ro + 26(0,0) = 0.

Assim, b(0,0) = —a(0,0)rg e ¢(0,0) = a(0,0)r3, porque a(0,0)r2 + 2b(0,0)rq + ¢(0,0) = 0.

Logo, a transversalidade ocorre se, e somente se,

— a(0,0)79b,(0,0) — a(0,0)c,(0,0) — a,(0,0)a(0,0)rs
+70(—2r0 — a(0,0)¢, (0,0) — a,(0,0)r8) # 0,

o que implica
a;(0,0)rg + 2b,(0,0)rg + ¢, (0,0) + ro(ay(0,0)rg + 2b(0,0)rg + ¢,(0,0)) # 0.
Por outro lado, £ é regular em (0,0, 79) se, e somente se,
(P(0,0,70),70P-(0,0,70), —(Pr(0,0,7r9) + 10P,(0,0,70))) # (0,0,0).
Como P,(0,0,ry) =0, £ é regular se, e somente se,

P,(0,0,70) + 0P, (0,0,70) = a,(0,0)rs + 2b,(0,0)79 + ¢,(0,0)
+ 710, (0,0)r3 + 2b(0,0)rg + ¢,(0,0)) # 0.

Portanto, £ é regular se, e somente se, (1,79) é transversal a A em p. O

Subcaso 1.1: Suponha que (1,79) é transversal a A em p. Logo, £ é regular em

(0,0,79). Neste contexto, M. Cibrario [8] mostrou que (3.1) é suavemente equivalente a
ydy? — dz* = 0. (3.5)

Assim, as solugoes de (3.1) formam uma familia de ctspides em A. Veja Figura 12.

Figura 12 — Configuracio de ydy? — dz? = 0.

Subcaso 1.2: Suponha que (1,79) seja tangente a A em p. Logo, (0,0,79) é uma
singularidade do campo de Lie-Cartan. Genericamente, £ possui uma sela, né ou foco
em (0,0,79). Se d,0,,) Possui autovalores nao ressonantes e autovetores transversais a

7 1(A), entao A.A. Davydov [11] mostrou que (3.1) é suavemente equivalente a

1
dy? + (A\x? —y)dz® =0, A#0, o (3.6)
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(a) sela dobrada (b) né dobrado (c) foco dobrado

Figura 13 — Configuracio de dy? + (\z? — y)dz? = 0.

Quando A < 0, £ possui uma sela em (0,0,79) e p é chamada de sela dobrada. Quando

1
0 <A< 6

¢ possui um foco em (0,0,79) e p é chamado de foco dobrado. Veja a Figura 13.

¢ possui um né em (0,0,7y) e p é chamado de né dobrado. Quando A > 1—16,

Para calcular A\, J.W. Bruce e F. Tari [5] mostraram que se

an =ag+ a1x + asy + asr? + a4y + a5y2,
32b = by + by + boy + byx® + byzy + bsy?, (3.7)
j2c = co + 1z + coy + 33 + camy + ey,

entao A 2
N = 2% T T e (3.8)

2
4cs

Caso 2: Suponha que § é singular em p com a(0,0) = b(0,0) = ¢(0,0) = 0.

Considerando a, b e ¢ como (3.7) segue que ag = by =cog =0 e
326 = (b — arcy)2® + (2biby — ajcy — agcy)wy + (b3 — ascy)y>.
Portanto, ¢ possui uma singularidade de Morse em p se, e somente se,
(2b1by — a1cy — aser)? — 4(b — arcy) (b3 — ages) # 0,
0 que ocorre genericamente.

Proposicao 3.3.2. Valem as sequintes afirmagoes:

1. A fibra {(0,0)} x RP! estd contida na superficie M dada em (3.3) se, e somente se,
a(0,0) = b(0,0) = ¢(0,0) = 0.

2. A superficie M é suave em uma vizinhanga de {(0,0)} x RP! se, e somente se, a

fungdo discriminante 6 = b*> — ac tem uma singularidade de Morse na origem.

3. O campo vetorial § tem genericamente um ou trés pontos de equilibrio em {(0,0)} x

RPL. Estes pontos sio do tipo né ou sela.

Demonstragio. 1. Suponha {(0,0)} x RP' C M, assim {(0,0)} x RP' C P71(0). Logo
P(0,0,7) =0, ou seja,

a(0,0)7% + 2b(0,0)r + ¢(0,0) = 0, Vr € R.
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Como a igualdade acima é valida para todo » € R, quando r = 0 segue que
0+ ¢(0,0) =0=¢(0,0) = 0.

Assim
a(0,0)r* +2b(0,0)r =0, Vr € R

que implica
a(0,0)r +2b(0,0) =0, Vr € R.

Novamente, tomando r = 0,
0+ 26(0,0) = 0= 5(0,0) =0,

Logo,
a(0,0)r =0, Vr € R.
Portanto a(0,0) = b(0,0) = ¢(0,0) = 0.
Por outro lado, suponha que a(0,0) = b(0,0) = ¢(0,0) = 0, entdo para todo ponto
(0,0,7) € {(0,0)} x RP! tem-se
P(0,0,7) = a(0,0)r?* 4 2b(0, 0)r + ¢(0,0) = 0r* +- 0r +0 = 0.
Logo {(0,0)} x RP' C M.

2. Considere que {(0,0)} x RP' € M. A superficie M serd suave se, e somente se, 0
for um valor regular de P, pois M = P~*(0), em uma vizinhanga de {(0,0)} x RP.

Note que 0 deixa de ser valor regular de P em uma vizinhanga de {(0,0)} x RP! se

oPrP oprP oprP
37(07077’) = @(07077’) = 5(070,7’) =0
para algum r € R. A funcao %—I: = 2a(z,y)r + b(x,y) é identicamente nula em

{(0,0)} x RP?! pois a(0,0) = b(0,0) = 0. Além disso, defina
jla = a1z + axy;
G = bz + byy;

jle = o + cy.

Assim, 0 é valor critico se, e somente se,

P P
a@xm’ 0,7) = a17* +2bir +¢; e aay(o, 0,7) = agr® + 2byr + ¢y
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forem simultaneamente nulas para algum r. O resultante R destes dois polindmios é

dado por
aq 2b1 C1 0
R — det a9 2b2 (6)) 0
aq 2b1 C1
(05} 2b2 (&)
Assim
R=0« (02(11 — 016L2)2 — 4(()2@1 — blag)(Cle — Clb2> =0. (39)

Logo, se (3.9) é verdadeira entdo existe r que seja solucao dos dois polindémios

simultaneamente.

Por outro lado, a fun¢do discriminante é dada por

§=0b%—ac
= (b1 + boy + 0(2))? — (a12 + agy + 0(2))(c12 + oy + 0(2))
= b22? + 201 byzy + b2y® — arc12? — aicaTy — asci Ty — ascay® + o(3),

que resulta em

§ = (b3 — c1a1)2” 4 (2b1by — cray — cras)zy + (b5 — cras)y® + 0(3). (3.10)

A funcéo discriminante possui uma singularidade na origem, pois 6,(0,0) = 6,(0,0) =
0. Esta singularidade sera de Morse se o determinante da matriz Hessiana for diferente

de zero. Este determinante é dado por
det(Hess §(0,0)) = 4(b5 — cra1)(b5 — caag) — (2b1by — cacy — cra9)?
e simplificando tem-se

det(Hess 5(0, 0)) == 4(1)2@1 — blag)(Cle - C1b2> - (CQCLl - Clag)z.

Portanto, o determinante de Hess §(0,0) é diferente de zero se, e somente se, (3.9)
nio ¢ valida. Assim, a superficie M sera suave em uma vizinhanca de {(0,0)} x RP!

se, e somente se, J possui uma singularidade de Morse.

. Os pontos de equilibrio em {(0,0)} x RP! do campo ¢ sdao dados pelo anulamento
de P, P, e —(P, + rP,) simultaneamente. Na fibra

P(0,0,7) = a(0,0)r* 4+ b(0,0)r + ¢(0,0) =0

e também

P,.(0,0,7) = 2a(0,0)r 4+ b(0,0) = 0.
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Logo, os pontos de equilibrio sao dados pelo anulamento de —(P,+7rP,) em {(0,0)} x
RP!. Entdao, um ponto de {(0,0)} x RP! é ponto de equilibrio se, e somente se,

(=P,—7P,)(0,0,r) = —a,(0,0)r*—2b,(0,0)r—c,(0,0)—a,(0,0)r*—2b,(0,0)r*—¢,(0,0)r

= —ar? — 2017 — ¢1 — aor> — 2bo1® — Cor
= —agr® — (ay + 2b2)1* — (2by + o)1 — ¢
= 0.
Tome a ciibica ®(r) = ayr® + (ay + 2b9)r* + (2by + c2)7 + 1, ela possui duas raizes

se, e somente se, o resultante Q(®, ®') dos polindmios ® e ¢’ for zero, ou seja

27&%0? + 4@2(@1 + 2b2)301 — 18@%(&1 + 2b2>(2bl + CQ)Cl + 4&%(2[)1 + 02)3
—az(al + 2b2)2(261 + 62)2 = 0.

Assim, o campo vetorial ¢ tem genericamente um ou trés pontos de equilibrio em
{(0,0)} x RPL.

Para obter o tipo topolégico dos pontos de equilibrio de &£ é necessario analisar os
autovalores da linearizacao de £ nestes pontos. Seja r; uma raiz de ®. Escrevendo o

campo & na forma de sistema, segue que

¥ =P.=2ar+5b
§=1y =rP. = 2ar?+ 2br
r'=—(P,+1rP,) =—(r)

A linearizacao do campo & em (0,0,7r1) é

2(&17”1 + b1> 2(&27"1 + bg) 0
d§(0, O, 7“1) = 27”1 (CL1T1 + bl) 27”1 (CLQTl + bg) 0
0 0 —CIJ’(rl)

Os autovalores desta matriz sao
)\1 = 0, )\2 = —(b/(Tl), )\3 = Oé(?”l) = 2((127”% + (CLl + bg)?"l =+ b1>

Como r; ndo é uma raiz repetida de ®, segue que \y = ®’(r;) # 0. Genericamente,
a e ® ndo possuem raizes comuns, assim A3 = a(r1) # 0 e A\3 # 0. Desta forma, se
Ao - A3 > 0, entao o ponto de equilibrio do campo ¢é do tipo nd, e se Ay - A3 < 0, o
ponto de equilibrio do campo é do tipo sela. Portanto, os pontos de equilibrio do

campo & sobre {(0,0)} x RP! sdo do tipo né ou sela.
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Subcaso 2.1: Suponha que § possui uma singularidade de Morse A em p. Logo, A
é formado por um ponto isolado, que é p. Neste caso, J.W. Bruce e D. Fidal [1] mostraram

que (3.1) é topologicamente equivalente a

1. ydy* + 2xdydz — ydz? = 0, se £ possui uma sela na fibra {(0,0)} x RP?;
2. ydy? — 2zdydx — ydx* = 0, se £ possui duas selas e um né na fibra {(0,0)} x RP!;

3. ydy? + Ladyde — yda? = 0, se € possui trés selas em {(0,0)} x RP'.

Esses casos sao conhecidos como Lemom, Monstar e Star, respectivamente. Veja Figura
14.

(a) Lemom (b) Monstar (c) Star

Figura 14 — Configuracao de (3.1) quando os coeficientes se anulam na origem e ¢ possui
singularidade A

Subcaso 2.2: Suponha que § possui uma singularidade A; em p. Logo A é
formado por duas curvas regulares e transversais em p. Neste caso, J. W. Bruce e F. Tari

2] mostraram que (3.1) é topologicamente equivalente a

1. ydy* + 2xdydz + ydz* = 0, se £ possui uma sela na fibra {(0,0)} x RP?!;

2. ydy? — Lxdydx + yda? = 0, se € possui um né na fibra {(0,0)} x RP;

3. ydy* — 4xdydx + ydz* = 0, se £ possui trés selas na fibra {(0,0)} x RP?;

4. ydy*+2(y—z)dydz+ydx? = 0, se £ possui duas selas e um né na fibra {(0,0)} x RP!;

5. ydy? — %xdydm + ydz? = 0, se £ possui uma sela e dois nés na fibra {(0,0)} x RP!.

O caso em que & possui trés nés nao ocorre genericamente. A Figura 15 ilustra as possiveis

configuragoes.
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(d) 25+1N (e) 1S+2N

Figura 15 — Configuracao de (3.1) quando os coeficientes se anulam na origem e ¢ possui
singularidade A7 .
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4 EDBs em superficies em R?

Neste capitulo serd construida a equacao das linhas de curvatura em superficies de
R? e estudado seu comportamento préximo a pontos umbilicos. Seja S C R3 uma superficie
regular em R?. Tome X : U C R? — S uma parametrizacao de S e N a aplicacao de
Gauss de S. Como
(N,N)=|IN|* =1,

derivando com relacao a v em ambos os lados, tem-se
0=(N,N), =2(N,N,).

Logo, N, € T,S porque N, é ortogonal a N. Analogamente, N, € T,S. Tomando
{Xu, X, } como base para 7,5, é possivel escrever —N,, ¢ —N,, como combinacao linear

dos elementos dessa base. Assim,

—N, =aX, +bX,
—N, =cX, +dX,

ou seja, na base {X,, X,}, a matriz de —dN,, é

Substituindo nos coeficientes da segunda forma fundamental, tem-se

f

{f — (=N, X,) = (cXy + dX,, X)) = ¢E + dF,

(=N, Xu) = (X, Xu) + (X, Xu) = a(Xy, Xu) + b(X,, X,,) = aE + bF,
(—Nu, X,) = (aX, + bX,, X,) = aF +bG,

g=(—N,, X,) = (X, +dX,, X,) = cF +dG.

Observando cada sistema na forma matricial, segue que

)= (86 -9 6)

Resolvendo os sistemas, conclui-se que

()= ) 0= 6) et (5 ) )
()= &) ()= ()=t (5 ) ()
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Assim, é possivel escrever a, b, ¢ e d em funcao dos coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais como

eG — fF

B _JE—eF  fG—gF
“TEG_F

_gE—fF
T EG_F T EG_FY

b “EG_

d

Com os termos da matriz de —dN,, em funcao dos coeficientes da primeira e segunda
formas fundamentais, é possivel obter a expressao das curvaturas Gaussiana, média e

principais em coordenadas locais obtendo

_eg— [
K_EG—FZ’ (4.1)
_ eG—2fF+gE
H= 2(EG — F?) (42)

ki=H+VH — K, i=1,2. (4.3)

Observacgao 4.0.1. Em um ponto umbilico, lembre que k1 = Ko, portanto, pela equacdo

acima,

H+vVH?—K=H—-+vVH?—K=H?>-K=0.

Proposicao 4.0.2. (Olinde Rodrigues). Uma condigcao necessdria e suficiente para

que uma curva conexa e reqular C em S seja uma linha de curvatura de S é que
N'(t) = At)d(t),

para qualquer parametrizagio o(t) de C, onde N(t) = N o «a(t) e \(t) é uma fungao

diferencidvel de t. Nesse caso, —\(t) é a curvatura principal seqgundo o/ (t).

Considere uma curva a(t) = X (u(t),v(t)) em S e suponha que
AN (@(8)) = A (1).
Portanto o/(t) = X, u' + X, 0" e
dNo@y (Xt + X0') = M) (Xt + Xv') = Nyu' + Nov' = M) Xu' + M(t) X0,
Substituindo N, e N, segue que
—(aX, +bX,)u' — (X, +dX,)v = At) X u' + Nt) X0

que implica
(au’ + v’ + M) Xy, 4 (b + dv’ + A1) X, = 0.

Como {X,, X, } é linearmente independente, é possivel concluir que
au' 4+ v’ + A(t)u' =0 At = av/ +

=
bu' + dv' + A(t)v' =0 AtV = bu + dv’
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Multiplicando a 1* equacao por v em ambos os lados e a 2% equacao por u' em ambos 0s

lados, note que

—At)u'v' = au'v' + c(v')?
0 ) = au'v' + c(v')? — b(u')? — du'v' = 0.
—At)v'u = b(u')? + dv'u’

Por fim, substituindo a, b, ¢ e d,

eG — fF u'v' + fG B gF (UI)Q . fE —eF (u/)2 . gE - fF v = 0
EG — F? EG — F? EG — F? EG — F?
que implica

(fE —eF)(W)? + (gFE — eG)u'v' + (gF — fG)(v')* = 0. (4.4)

Note que a equacao das linhas de curvatura é uma EDB da forma de (3.1) com
termos em funcao dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais. Logo, é
possivel estudar seu comportamento usando os resultados do Capitulo 3. Para isso, é
importante observar a relagao das linhas de curvatura com os pontos umbilicos, descritos

na Observacao 4.0.3 . Mais detalhes podem ser encontrados em [13].

Observacgao 4.0.3. Seja p um ponto de uma superficie S, as afirmagoes a sequir sao

equivalentes:

1. p € um ponto umbilico,;
2. Todas as direcoes tangentes em p sao principais;
3. Os coeficientes de (4.4) se anulam simultaneamente em p;

4. As linhas de curvatura possuem uma singularidade em p.

Como no subcaso 2.1 da Secao 3.3, o conjunto discriminante da EDB das linhas de
curvatura é formado por pontos isolados, os pontos umbilicos. Adiante, sera estudado o
comportamento das linhas de curvatura préoximao a pontos umbilicos, para isso, relacione

com (4.4) a superficie M = P~1(0), em que
P(z,y,r) = (f(x,9)E(z,y) — e(w,y) F(z,y))r’
(2,y) — e(z,y)G(x,y))
+ (9, 9)F(x,y) — f(z,9)G(z,y))

+
—
=
8
s
s>

r

Definicao 4.0.4. Seja p um ponto umbilico em uma superficie S e considere o cendrio
descrito acima. O ponto p é chamado de ponto umbilico Darbouxiano se ocorrem as

duas condicoes a sequir:

T:(Condicdo de Transversalidade) A superficie M é suave em {(0,0)} x RP!;
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D:(Condigcao de Discriminante) As singularidades do campo de Lie-Cartan

sao hiperbolicas e sao dadas por um dos casos abaixo:
Dy : uma unica sela, ou
Do - um 1inico no e duas selas, ou

D5 : trés selas.

Gutiérrez e Sotomayor estudaram o comportamento das linhas de curvatura em
pontos umbilicos Darbouxianos para superficies no espago euclidiano. A seguir sao

apresentados os resultados obtidos por eles em [14].

Teorema 4.0.5. Seja p € S um ponto umbilico. Transladando p para a origem e realizando

algumas rotacoes, considere a carta de Monge X de S em uma vizinhanca de p dada por

k b
X(z,y) = (x, v, §(x2 + %) + gx3 + —ay® + Ey3 + 0(4)) )

6 2 6
Suponha as sequintes condicoes
T) b(b—a) # 0;
D) (5) -
Dy) (£)*> ¢ >1, a+#2b;
Ds) ¢ < 1.

+2<0;

glo
>Ie

Entdao o comportamento das linhas de curvatura prozimas ao ponto umbilico p, nos

casos Dy, Dy e D3 sao do tipo Lemon, Monstar e Star, respectivamente (ver Figura 14).

Demonstracao. Calculando os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de
X, tem-se

b
E=1+ka+ 22+ 212+ o(3)]%,

2 2
a o by C 9
F= [k:x—i—§x +3Y +0(3)Hky+bxy+§y + o(3)],
G =1+ [ky + by + gy2 + 0(3)]?,

e=k+azr+o(2),
f=0by+o(2),
g=k+bxr+cy+o(2),

onde o(n) sdo termos de grau maior ou igual a n e nos coeficientes e, f e g foi tomado seus

respectivos polinémios de Taylor. Por (4.4), a equagao das linhas de curvatura é dada por

[—by + 0(2)|dy* + [(b — a)z + cy + o(2)]dzdy + [by + o(2)]dz* = 0. (4.5)
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Associada a equagao diferencial binéria (4.5), considere a superficie

M = {(z,y,7) | P(z,y,7) = [~by + o(2)]r* + [(b — a)x + cy + o(2)]r + [by + 0(2)] = 0}

com r = % como em (3.3).

Primeiramente, é necessario verificar que a condicao T é equivalente a M ser suave
em uma vizinhanga de {(0,0)} x RP!. Pela Proposi¢ao 3.3.2, isto é equivalente & fungao

discriminante
(z,y) = [(b = a)x + cy + 0(2)] — 4[~by + o(2)][by + o(2)]

ter uma singularidade de Morse na origem. De fato, o desenvolvimento do polinémio

acima fornece
§(z,y) = (b—a)’z® +2(b — a)cxy + ( + 4b*)y? + o(3)
e suas derivadas com relacao a x e y sdo
0u(z,y) =2(b—a)?x +2(b—a)cy + 0(2)
6y(z,y) = 2(b — a)?cx + 2(c* + 4b%)y + o(2).
Assim §,,(0,0) = 6,(0,0) = 0. Além disso, a matriz Hessiana de ¢ na origem ¢é

2(b—a)? 2(b— a)c)

Hess(6(0,0)) = (2(1, —a)c 26+ 8b?

e seu determinante é dado por
4c*(b — a)* + 16b*(b — a)® — 4c*(b — a)* = 16b*(b — a)* = (4b(b — a))*.

Portanto, a funcao §(z,y) possui uma singularidade de Morse na origem se, e somente

se, b(b —a) # 0. Com isso, a condi¢ao T é equivalente & superficie M ser suave em
{(0,0)} x RP.

Para estudar o comportamento das linhas de curvatura, considere o campo de
Lie-Cartan 5 5 5
:Pri—i_rpri_ Px‘i‘ff’P .
¢ ox dy ( v) or

O campo vetorial £ pode ser escrito na forma de sistema
' =P, = =2byr + (b —a)r + cy + o(2)
=1y =rP, =r[-2byr + (b — a)x + cy + o(2)] (4.6)
r'=—(P,+rP) =—[(b—a)r+r(=br* +cr +b)+o(1)].
Os pontos de equilibrio do sistema (4.6) em M sao dados por P = P, = P, +rP, = 0.

As equagoes P = P, = ( fornecem os pontos (0,0,7) € {(0,0)} x RP'. Os pontos onde
P, +rP,=0em {(0,0)} x RP! sao dados por ¢(r) = 0, onde ¢ é a ctibica

o(r) = —(P. +1P,)(0,0,7) = —(b—a)r — r(=br® + cr + b) = r(br* — cr +a — 2b).
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As raizes desta cubica sao
c
ro=0 e ry = — VA

2b
sendo )
c a
A=—) —=+2.
<26> b

Note que A = 0 nao satisfaz a condi¢ao Dy, Dy ou D3. Portanto, quando A > 0, o sistema

apresenta trés pontos de equilibrio, denotados por
Ey=(0,0,0), Ey =(0,0,r), E_=(0,0,r_).

Quando A < 0, o sistema tem apenas Fy como ponto de equilibrio. A préxima etapa é
estudar o tipo topoldgico destes pontos de equilibrio. A linearizacao do campo vetorial £

dado em (4.6) no ponto (0,0,r), onde r € {0,7_, 7, }, tem a forma

b—a c— 2br 0
DE0,0,7) = | (b—a)r (c— 2br)r 0 . (4.7)
0 0 3br2 —2cr +a — 2b

Os autovalores da matriz (4.7) sdo
M =0, \=30r2—=2cr+a—2b, \3=—2br>+cr+b—a.
Observe que como r é raiz da equacio ciubica ¢(r) = r(br? — cr + a — 2b), é possivel
simplificar a escrita dos autovalores Ay e A3 como
i. Ser # 0, entao
Ay = 3br?—2cr+a—2b = (br* = — 2b)+20r° —cr = (br*—cr)+br? = (2b—a)+br?
pois br? — cr + a — 2b = 0 implica que br*> —cr =2b—a e
Ay =—=2br*+er+b—a=—(brr= —2b) —br* —b=—b(r? +1).
ii. Se r =0, entao
Ao = 3br? — 2¢r +a — 2b = a — 20,
A3 =—=2br*+cr+b—a=b—a.

De agora em diante, assuma entao tais simplificagoes de Ay e A\3. Surgem os seguintes

Cas0os:
2
Caso Di:(8 = (5)"~ ¢ +2<0).

Neste caso, a origem é a Unica raiz real de ¢(r), ou seja, possui apenas E; como
ponto de equilibrio em {(0,0)} x RPL. Os autovalores de DE(Ep) sdo A = 0, Ay = a — 2b

e A\3 = b — a, pois r = 0. Para haver uma singularidade do tipo D;, conforme a defini¢ao
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de ponto umbilico Darboxiano, é suficiente mostrar que os autovalores Ay e A3 tenham

sinais opostos. Como A < 0, segue que

c\? «a c\?2 «a a—2b
(2b> —b+2<O:>0<(2b) <5_2:>0< b

Portanto, a — 2b e b tém o mesmo sinal, assim

N b—a b
23 _ 1 0.
N a—2b T

Segue, entao, que Ey é um ponto de equilibrio do tipo sela.

Caso D2:<A:(C>2—‘;+2>0, @, a7£2b>.

2b
Neste caso, ha trés pontos de equilibrio. Este caso sera divido em dois subcasos.
Primeiramente, considere

a
1< =<2
b

E facil ver que Fy é um ponto de equilibrio do tipo né, pois

M _boa _b(-F) (1-%)

oem®oe-2) (37

a a
uma vez que 1 — 3 <0e 3 —2<0.

Para estudar a natureza dos pontos de equilibrio F, considere a razao

E_Qb—a+br2_b(2_%+72>_(2_%+T2><0
N bR +1) . b+l —2g1) U

pois 2— ¢ > 0. Portanto, £, sdo pontos de equilibrio do tipo sela, independente da escolha

de 7.

No segundo subcaso, considere

a c\?2
2< =<2 — ] .
<3< +(25;)

De modo anéalogo ao subcaso anterior, é facil ver que Ey é um ponto de equilibrio do
tipo sela, ou seja, A3/A2 < 0. Para estudar o tipo topolégico dos pontos de equilibrio E,

considere as razoes

Ne 2—a+b? b(2-9+712)  (2-§+0?)

A —b(r2+1)  —b(r2+1)  —(r2+1)

Neste caso, o sinal da razao depende do valor de r e é dado pelo numerador, ja que o
denominador é sempre negativo, independente de r. Logo, faz-se necessario estudar o sinal
da expressao Ny =2 — ¢ + r2. Substituindo o valor de r em Ny, segue que

N. —2—“+<Ci\/K>2
=0 T\
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a, &
TS
:Aig¢Z+A

—9_ i§¢K+A

:2Ai§¢Z

:2\/Z<\/Zi20b>.

Como A > 0, os sinais de N seguem da expressao dentro dos parénteses. Assim, supondo

bc > 0, segue que N, é sempre positivo e o sinal de N_ segue de

c c\?2 «a c c\?2 ¢
A——: — — — 92— — — _— =
VA-3 \/<Zb) T <2b) %

A desigualdade decorre do fato de 2 < ¢ e a dltima igualdade segue pois bec > 0 por

suposicao. Assim, F, e E_ sdo pontos de equilibrio do tipo sela e nd, respectivamente. De

C

2b

C

2%

modo andalogo, supondo bc < 0, conclui-se que F, e E_ sao pontos de equilibrio do tipo
no e sela, respectivamente. Deste modo, em todos os casos, os trés pontos de equilibrio

sao duas selas e um no.
Caso Dg:(% < 1)

Neste caso, ha 3 pontos de equilibrio e todos sao do tipo sela. Com efeito, a

natureza de Fy segue do sinal da razao

N b-a _(1-%)
)\2_(1—2[?— (%_2)

<0,

porque 1 — ¢ >0e ¢ —2 < 0. O tipo topologico dos pontos de equilibrio £ e £, ¢ dado
pelo sinal da seguinte razao
N Z—atbr b2—§+r?)  (2-5)+”

N S r 1) Sberal) 1) O

]

Proposicao 4.0.6. Considere as curvas (¢F — fG)(z,y) =0 e (9F — eG)(z,y) = 0. As
intersecoes das duas curvas definem os pontos umbilicos. A condicao de transversalidade

T significa que as curvas acima sio requlares e se encontram transversalmente em (0,0).

Demonstragio. Suponha que (¢F)(z,y) = (fG)(z,y) e (¢E)(z,y) = (eG)(z,y). De acordo
com as equagoes (4.1) e (4.2), segue que

_1eG-=2fF+gE 12eG-2fF eG—fF

2 EG-F* 2 EG-F? EG-F%

eg — f?
K=—-9"J
EG — F?

H
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Assim, pela Observacao 4.0.1,

H2_K:<6G—fF>2 eg — f?

EG - F?2) EG— F?

B 2eGfF + egF? + fEG
B (EG — F?2)?
—2eGfG+e(gF)F + Ef(fG)
(EG — F?)?
_ —2eGfF +e(fG)F + Ef(gF)
B (EG — F?2)?
—2eGfF 4+ efGF + f(Eg)F
(EG — F?)?
_ 2eGfF +efGF + f(eG)F
B (EG — F?)2

= 0.

Como (H? — K)(z,y) = 0, entao a intersecgdo das duas curvas serdo pontos umbilicos.
Por outro lado, nos pontos umbilicos, os coeficientes da equagao (4.4) se anulam simul-
taneamente, em particular (¢F — fG)(z,y) =0 e (gE — eG)(z,y) = 0. Logo, os pontos

umbilicos sao exatamente a interseccao das duas curvas.

Considerando a parametrizagdo X do Teorema 4.0.5, defina

Az, y) = (gF = fG)(x,y) = by +0(2) = 0,
B(z,y) = (¢E — eG)(x,y) = (b —a)x + cy + o(2) = 0.

Segue que

B,(0,0) B,(0,0)

Assim, se valer a condi¢ao 7', o determinante anterior sera diferente de 0. Logo, as linhas

et(AwaLO).AAOJD> — bp—a)

da matriz acima nao se anulam e portanto as curvas sao regulares em (0,0). Além disto,
o determinante diferente de zero significa que seus vetores tangentes sao linearmente

independentes, ou seja, as curvas se encontram transversalmente em (0, 0). ]

Teorema 4.0.7. A condicao de transversalidade T do Teorema 4.0.5 é equivalente a

funcio H*> — K ter uma singularidade de Morse em (0,0).

Demonstragio. De acordo com as equagoes apresentadas em (4.1) e (4.2), segue que

(eG —2fF + gE)? eqg — f?

H?—K = -
K A(EG — F?2)? EG — F?

(eG — gE)* +2fE(2fg — gF) + 2eF(2gF — Q)
B 4(EG — F?)2
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Substituindo os coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais, calculados na

demonstracao do Teorema 4.0.5, e efetuando alguns célculos e simplificagoes, obtém-se

b—a)*x? + 2(b — a)cry + (4b* + 2)y* + o(3)

H2 . K — (
4 + 8k22? + 8k%y? + o(3) ’

(4.8)

onde 0(3) sao os termos de grau maior ou igual a 3. Note que a origem é um ponto singular
de H? — K. De fato, como (0,0) é uma raiz do numerador de (4.8) e de suas derivadas
parciais de primeira ordem (pois ele é um polin6mio homogéneo de grau 2) entao, pela
regra da derivada do quociente, a origem é um zero das derivadas parciais de primeira
ordem de H? — K . Além disso,

b—a)? b—a
Hess(H* — K)(0,0) = (( i )
) | (b—a)e (4b2+2) |

2 2

A funcdo H? — K possui uma singularidade de Morse na origem quando
det(Hess(H* — K)(0,0)) = b*(b — a)?

for diferente de zero. Portanto, a funcio H? — K possui uma singularidade de Morse na

origem se, e somente se, a condigdo de transversalidade, b(b — a) # 0, for verificada. [



56

5 EDB's em Superficies com Métrica lorent-

Zlana

Sejam M uma superficie em R® e p € M. Foi visto na Secdo 2.2 que dado a
aplicagio de Gauss N : M — S?, ¢ definido o operador de forma —dN,, : T,M — T,M.
Como o T,M herda o produto interno euclidiano de R?, —dN,, possui dois autovalores,
as curvaturas principais, e seus respectivos autovetores sao as dire¢oes principais, suas
curvas integrais sao as linhas de curvatura. As dire¢oes que satisfazem (—dN,(v),v) =0
sao chamadas de direcoes assintéticas e suas curvas integrais sao as linhas assintéticas.

Assim, o operador de forma define dois pares de linhas em M.

Note que isso é possivel pelo fato de —dN,, ser um operador linear autoadjunto em
T,M em relagao a métrica de R? induzida em T, M. Em [16], o estudo do comportamento
de EDB’s em superficies de R? foi generalizado para pares de linhas em (M, g) onde g
é uma métrica qualquer, a partir de um operador linear autoadjunto A genérico. Neste
capitulo, serdo apresentados os resultados obtidos em [16] para superficies com métrica

lorentziana.

Considere M C R? uma superficie munida de uma métrica g lorentziana, ou seja,
de assinatura 1. Deste modo, T,,M pode ser visto como um plano tipo tempo, onde a
métrica g faz o papel da métrica de Minkowski (,);. Assim, valem resultados andlogos aos

vistos na Secao 2.5.

Em (M, g), tome X : U — M uma parametrizacgao local de M, onde U é um aberto
de R2. A primeira forma fundamental de M em p € M ¢é definida como a forma quadratica
I, : T,M — R dada por I,(w) = g(w,w). Como {X,,X,} é uma base para T,M, escreva
w=aX, + bX,, com a,b € R. Assim, para p € M, segue que

L(w) = g(aX, + bX,, aX, + bX,) = a*g(X,, Xu,) + 2abg(X., X,,) + b°9(X,, X))

Os coeficientes da primeira forma fundamental I, com relagao a parametrizacao X sao
E = g(Xy, X)), F=g9(X,, X,) e G =g(X,, X,), portanto

L(w) = Ea® + 2Fab + Gb°.

Sejam TM = {(p,v) | p € M, v € T,M} o fibrado tangente de M e A: TM — TM

uma aplicacao suave tal que

A(p, U) = (Al(p7 U)v AQ(p7 U))

emque Ay :TM — M e Ay : TM — T, poyM.
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Definigao 5.0.1. Uma aplicacao suave A : TM — T M é um operador autoadjunto em
(M, g) se Ay(p,v) = p para todo p € M e a restricio de As(p,v) para A, : T,M — T,M
for um operador autoadjunto em T,M, ou seja, para todo p em M e dados u,v € T,M,

vale

9(Ap(u),v) = g(u, Ay(v)).

Denote por § o conjunto de todos os operadores autoadjuntos em (M, g). Em S
tome a topologia induzida de Whitney C*°. Um operador autoadjunto é dito genérico se

ele pertence a um subconjunto aberto e denso de S.

Na secao 2.2, os coeficientes da segunda forma fundamental sdo obtidos a partir
do operador de forma. De modo similar, para um operador autoadjunto qualquer A, em
p € M, tome w = aX, + bX, € T,M, assim

g(Ap(w), w) = g(Ay(aX, + bX,),aX, + bX,)

= a2g(Ap(Xu)7 Xu) + QGbQ(AP<Xu)7 XU) + bQQ(Ap(Xv)7 Xv)

Os coeficientes de A, em relagdo a parametrizagao local X em p sdo | = g(A4,(X,), Xu),
m = g(A,(Xu), Xy) = 9(Ap(X,), Xu) e n = g(4,(X,), X,), portanto

g(Ay(w),w) = la* + 2mab + nb>.

Como A,(X,), Ap(X,) € T,M, sejam A,(X,) = a11 X, +a12X, e Ap(X,) = a1 Xy + a0 X,.

A matriz do operador A, em T, M com relacao a base {X,, X,} é
ap a
A, = [T o)
a1 Q22

I =g(Ap(Xu), Xu) = glan Xy + a12Xy, Xu) = a1 E + a1 F;

Além disso,

m = g(Ap(Xu)7 Xv) = g(allXu + a'12Xv7 Xv) = allF + alZG; (5 1)
m = Q(Ap(Xv), Xu) = glan Xy + a20X,, Xu) = an E + anF,

n=g(Ay(Xy), Xy) = glan Xy + a2 Xy, Xy) = a1 F + a2nG.

Como ¢ é nao degenerada, vale que EG — F? # 0, portanto, é possivel resolver o

sistema linear (5.1) de modo anédlogo ao visto no Capitulo 4 e obter

ai; Q12 . 1 G —F l m (5 2)
21 Q929 B EG — F? —F E m n . .
A curvatura A-Gaussiana de M em p é definida como

K(p) = det(A,).
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O conjunto de pontos de M onde a curvatura A-Gaussiana é nula é chamado de conjunto
A-parabdlico. O determinante da matriz de A, é dado por aj1az2 — ajzas;, usando a

solucdo de (5.2), segue que

In —m?

Ko =pe—F

Como g é lorentziana, T,M ¢ um subespago de R* com uma métrica nao degenerada
de indice 1, logo é um plano tipo tempo. Pela Proposicao 2.5.7, ha duas direcoes
tipo luz em T,M para cada ponto p € X(U). Note que tais dire¢oes sao solucoes de
I,(w) = g(w,w) = 0, pela defini¢do de vetor tipo luz. As diregoes tipo luz fornecem um

par de linhas em X (U) que serao estudadas em breve.

Teorema 5.0.2. Seja (M, g) uma superficie lorentziana. Em cada ponto ponto p € M
existe uma parametrizac¢ao local de uma vizinhanga V' de p tal que para todo p' € V', as
curvas coordenadas por p’ sdo tangentes ds diregoes tipo luz. Equivalentemente, existe uma

parametrizagdo local X :U -V C M com E=G=0emU.

Demonstracao. O primeiro resultado segue do Teorema 2.2.6. Suponha que exista uma
parametrizacao local X : U — V C M tal que as curvas coordenadas sao tangentes as
diregoes tipo luz, isto é, X, e X, sdo vetores tipo luz. Portanto, g(X,, X,) = g(X,, X,) =0

e, consequentemente, £ = G = 0. L]

5.1 Linhas de Curvatura A-principal

No Capitulo 4 foi estudado o comportamento local das linhas de curvatura em
superficies de R3. Se g ¢ uma métrica riemanniana, as linhas de curvatura com um
operador autoadjunto genérico em (M, g) possuem o mesmo comportamento local (ver

[25]). Sera abordado agora linhas de curvatura A-principais em superficies lorentzianas.

Defini¢ao 5.1.1. Os autovalores reais do operador autoadjunto A,, quando existem, sio
chamados de curvaturas A-principais, denotados por k;,1 = 1,2. Os autovetores de A,
sdo chamados de diregoes A-principais e suas curvas integrais sio chamadas de linhas

de curvatura A-principais.

Como A, é operador autoadjunto, se K1 e Ky sao seus autovalores, é possivel

reescrever

K(p) = det(Ap) = R1K2.

Analogamente ao caso euclidiano, a EDB das linhas de curvatura A-principais sao dadas

por
dv? —dudv du®

E F G|=0,

) m n
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que é equivalente a
(Gm — Fn)dv? + (Gl — En)dudv + (FI — Em)du® = 0. (5.3)
A funcao discriminante da EDB (5.3) é

§(u,v) = ((Gl — En)* — 4(Gm — Fn)(Fl — Em))(u,v).

O conjunto de pontos onde é(u,v) = 0 é chamado de local A-principal tipo luz
(LPL). A imagem do LPL pela parametrizagao X também sera chamado de LPL. O
conjunto LPL possui propriedades importantes, seu comportamento e suas singularidades

serao estudadas abaixo.

Proposicao 5.1.2. 1. Para um operador autoadjunto genérico A em wma superficie
lorentziana (M, g), o LPL é uma curva em M. O LPL pode ser caracterizado como
o conjunto dos pontos de M onde as duas direcoes A-principais coincidem em uma

direcao tipo luz.

2. O LPL divide a superficie em duas regioes. Em uma ndo hd direcoes A-principais e
na outra hd duas diregoes A-principais distintas em cada ponto. No ultimo caso, as

direcoes A-principais sao ortogonais onde uma € tipo espago e a outra é tipo tempo.
Demonstracao. Seja X : U — M a parametrizacao local de M dada pelo Teorema 5.0.2.

1. Em R?, o conjunto LPL é igual a pré-imagem de 0 pela funcdo discriminante. Como
§(u,v) é suave, entdo o conjunto 6~1(0) é uma curva em R? e X (§71(0)) é uma curva
em M.

Segue da Proposicao 3.1.2 que os pontos do LPL sao aqueles onde as diregoes
A-principais coincidem em uma unica dire¢do. Além disso, dado ¢ € LPL, basta
mostrar que a unica diregdo A-principal definida em p = X(q) é tipo luz. Como
E =G =0, segue que §(q) = 4F?nl(q) = 0. Como F?(q) # 0, pois a métrica é nao
degenerada, entdo n(q) = 0 ou l(q) = 0. A equagdo (5.3) é dada por

ndv® — ldu® = 0.
Suponha sem perda de generalidade n(q) = 0 e I(q) # 0, assim
ndv® — ldu* = 0 = ldu* = 0 = du = 0.

Logo, a dire¢ao A-principal definida por (5.3) em ¢ é a diregao X,, que ¢ tipo luz

pela parametrizacao X.
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2. Como o LPL é o discriminante da EDB (5.3), segue da Proposi¢ao 3.1.2 que o LPL
divide a superficie em 2 duas regides, onde ha duas dire¢oes A-principais e onde nao
hé diregoes A-principais. Na regiao onde hé duas diregoes A-principais, a fungao
discriminante § = 4F2nl é positiva, portanto, os coeficientes [ e n sao nao nulos.

Dessa forma,

2 2 s L l

ndv® — ldu® = 0 = dv° = —du* = dv = £/ —du.
n n
Tome du = /n, entao dv = +1. Logo, as dire¢oes A-principais sao w; = /nX, +
VIX, e wy = VnX, — V1X,. Note que,
g(wy, ws) = g(v/nXy + VIX,,v/nX, — VIX,) = nE — VnlF +VnlF — G =0,

pois E = G = 0, e as diregoes A-principais sdo ortogonais. Além disso, observe que

g(wy,wy) = g(v/nX, + ViX,, vVnX, + ViX,) = 2VniF

g(wa, wy) = g(vnX, — ViX,,vnX, — ViX,) = —2v/nlF.

Assim, w; e ws nao sao tipo luz, afinal £2v/nlF # 0. Caso w; seja tipo espaco entao

wy é tipo tempo e caso w; seja tipo tempo entdo wy é tipo espaco.

]

Proposicao 5.1.3. Para um operador autoadjunto genérico A em uma superficie lo-
rentziana (M, g), o LPL é uma curva suave exceto em pontos isolados onde ele possui
singularidades de Morse tipo A7 . Os pontos singulares sio aqueles em que A, é um

maltiplo da identidade.

Demonstracao. Tome a parametrizacao local X : U — M do Teorema 5.0.2. Assim,
ndv® — ldu* = 0

é a EDB das linhas de curvatura A-principais. Sua fungao discriminante é d(u,v) =
(nl)(u,v). Como A é um operador autoadjunto genérico, o LPL é uma curva. Generica-
mente, essa curva é suave a menos que n(q) = l(q) = 0, para algum g € U. De fato, caso

l(q) =0en(q) #0, entdo ¢ € LPL. Porém, g é uma singularidade se, e somente se,

0 -0
0y (C.I) =0 L(g)n(q) + l(q)n (q) =0 l,(qg) =0

Entretanto, ((¢) = l.(¢) = l,(¢) = 0 ndo é genérico. O caso onde n(q) =0-el(q) # 0 é
andlogo. Logo, genericamente as singularidades de ¢ sdo dadas por n(q) =1(¢) =0 e as

singularidades do LPL sao pontos isolados nesse conjunto.



Capitulo 5. EDB’s em Superficies com Métrica lorentziana 61

Suponha que (0,0) é uma singularidade do LPL. Entao n(0,0) = [(0,0) =0 e

tome j'l = au + bv e j'n = cu + dv. Calculando o 2-jato de §, segue que
326 (u,v) = acu® + (ad + be)uv + bdv®
e também
du(u,v) = 2acu + (ad + bc)v + 0(2);
dp(u,v) = (ad + be)u + 2bdv + o(2);
duu = 2ac + o(1);
dup = ad + be + o(1);
dpp = 2bd + o(1).

A matriz Hessiana de 6 na origem é

2ac  ad+ be
Hess (0(0,0)) = (ad+ be  2bd ) ’

portanto
det(Hess §(0,0)) = 4abed — (ad + be)? = —a’d* + 2abed — b*c* = —(ad — be)? < 0.

Logo, genericamente, o LPL possui singularidades de Morse do tipo A7 .

A matriz de A,, com p = X(q), relacionada a base {X,,, X, } é

10—Flm_1—Fm—Fn
F2\_F o m n)  F2\ —Fl —Fm]’

Portanto, A, ¢ um multiplo da identidade se, e somente se, I(¢) = n(q) = 0, ou seja,

p = X(q) é um ponto singular do LPL. O

Definicao 5.1.4. Os pontos singulares do LPL sao chamados de pontos A-umbilicos

tipo tempo.

Como visto, o LPL divide a superficie em duas partes, onde a configuracao das
linhas de curvatura A-principais possuem, genericamente e localmente, um par de linhas
transversais ou nenhuma linha. O teorema a seguir traz informagoes sobre a configuracao

das linhas A-principais nos pontos do LPL para um operador genérico A.

Teorema 5.1.5. 1. Em pontos requlares do LPL, as linhas de curvatura A-principais
formam uma familia de ciuspides, com as cispides tracando o LPL, exceto em
pontos isolados da curva. Nesses pontos isolados do LPL, as linhas de curvatura

A-principais possuem genericamente uma singularidade de dobra do tipo sela, no ou
foco (Figura 13).



Capitulo 5. EDB’s em Superficies com Métrica lorentziana 62

2. Em pontos A-umbilicos tipo tempo, a EDB das linhas de curvatura A-principais
possuem genericamente uma singularidade de Morse do tipo Ay . Todos os 5 casos

genéricos dessas singularidades podem ocorrer (Figura 15).

Demonstracdo. Assuma a parametrizagdo do Teorema 5.0.2, dessa forma a EDB das linhas

de curvatura A-principais é dada por
ndv? — ldu® = 0.
Seja ¢ € LPL. Suponha sem perda de generalidade que ¢ = (0,0) e escreva
72l = 1o+ Liu + lyv + lsu® + Liuv + 1502,

an ="ng + nNiu + N9V + n3u2 + nguv + n51)2,

o0 2-jato de [ e n em q.

1. Seja ¢ um ponto regular do LPL. Nessa parametrizagao, a funcao discriminante de

(5.3) é §(u,v) = (nl)(u,v) e o LPL é dado por
nl = 0.

Como visto anteriormente, se g é ponto regular, entdao ng # 0 ou [y # 0, suponha

ng # 0. Assim, [y = 0. Reescreva a EDB como

dv? — idu2 = 0.

n
Note que dv = 0 é a diregao A-principal definida por (5.3) em ¢, ou seja, a dire¢ao
A-principal em ¢ é (1 : 0). Tomando a carta r = Z—Z para RP!, entao r = 0 é a
solugao da (5.3) em ¢. Portanto, o campo de Lie-Cartan £ é regular em (0,0, 0) se,

e somente se, (1,0) transversal ao LPL em ¢. Note que

V(nl)(q) = (nu(q)l(q) + n(q)lu(q), n,(0)l(q) + n(q)l(q)) = (nol1, nolz).

Assim, (1,0) é transversal ao LPL em ¢ se, e somente se,

<(1, O), (noll, n0l2)> 7é 0 < 1ngly 7é 0l 7£ 0.

Note que foi utilizado o produto interno euclidiano pois o gradiente é ortogonal a
reta tangente na métrica euclidiana e nao necessariamente na métrica g da superficie.
Neste caso, a EDB das linhas de curvatura A-principais é suavemente equivalente a
(3.5) e formam uma familia de cispides, exceto em pontos isolados onde o = I; = 0.
Quando lp = I; =0, (1,0) é paralelo ao LPL e & é singular em (0, 0,0). Calculando

o valor de A de (3.8) tem-se
A= ol
I3
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Logo, a EDB possui uma singularidade de dobra se, e somente se,

1
l27é0 e /\7&07176,

0 que acontece genericamente.

2. Seja agora ¢ um ponto singular do LPL. Portando ng = lp = 0 e o campo £ em
(0,0,r) é dado por

(0,0, —ngr® — nyr? — lor — 1).

Assim, £ é singular em (0,0, 7) quando ¢ = nyr3+ny72 +Ilyr+1; = 0. Pela Proposicio
3.3.2, € possui genericamente um ou trés pontos de equilibrio na fibra {(0,0)} x RP*.
De fato, £ possui duas singularidades se ¢ e ¢’ possuem uma raiz em comum, que

ocorre se, e somente se, o resultante dos dois polinomios ¢ zero, ou seja,
3 g2 2 3,2 2 2.3
4lyny — Ining + 4l5n; — 8lilanyn® + 270in; = 0,

0 que nao ocorre genericamente.

Suponha que ¢ possui uma ou trés raizes, ou seja, £ possui uma ou trés singularidades
na fibra {(0,0)} x RP!. A Jacobiana de & em um ponto singular (0,0,7) é

2nr  2nar 0
2ny1r?  2naor? 0
0 0 —¢(r)
Os autovalores sao A\ = 0, Ay = —¢'(r) e A3 = 2r(ny +nar). Note que os autovalores

sao sempre reais e genericamente nao nulos nas singularidades. Logo, o comporta-
mento das linhas de curvatura A-principais nas singularidades da fibra sao do tipo
né ou sela. Agora, basta verificar que o caso de trés nés nao ocorre. Suponha que ¢

possui trés raizes reais distintas ry < r; < ry, assim reescreva ¢ como

O =mns(r—ro)(r —ri)(r —ra).
Desenvolvendo e comparando com a ciibica original, segue que

ny = —ng(ro + T + T’Q),
12 = TLQ(’T‘()T’l + roT2 + 7’17”2),

ll = —NaTgT17T2.
Substituindo em Ay e A3 obtém-se

)\2(7") = —n2<7'07’1 —+ rore + 7"17"2) + 2rn2(r0 +r + 7'2) — 3”27“2,

A3(1) = 2r(—no(ro + 11 + 12) + nor) = —2rng (1o + 71 + 12) + 20977
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A fibra possui 3 singularidades do tipo no se, e somente se, o sinal de Ay e A3 for igual
em cada ponto singular, equivalentemente, se AyA3 > 0 para rg, r; € ro. Avaliando

Ao A3(r) nas raizes de ¢ e reorganizando os termos, tem-se
)\2)\3(7’0) = 271%7"0(7’0 — 7’1)(7’0 — 7’2)(7"1 -+ 7'2),

)\2)\3(7"1) = 271%7‘1(7"1 — ’f‘o)(’f’l — 7"2)(7”() —I— TQ),
)\2)\3(7’2) = 2n§r2(7‘0 + 7’1)<T2 — 7’0)(7“2 — Tl).

Pela desigualdade das raizes, segue que 2n3(rq —r1)(ro —r2) > 0, —=2n3(ry —ro)(r1 —

r9) > 0 e 2n3(ry — ro)(ry — r1) > 0, portanto,
)\2)\3(’/’0) >0& 7’0(7"1 + TQ) > 0,

)\2)\3<7‘1> >0 —7’1(7’0 + TQ) > 0,
)\2)\3(7’2) >0& 7'2(7“0 + 7"1) > 0.

Suponha 0 < ry < r; < 19, entao

—r1(ro +12) < 0= AA3(r1) < 0.
Se rp < 0 < r; < ry, entdo

ro(r1 +72) < 0= AA3(rp) < 0.
Se rg < r; <0< ry, entao

ro(ro +171) < 0= AgA3(r2) < 0.
Se rp < 11 <19 <0, entdo

—ri(ro+ 1) < 0= A2A3(r1) <O.

Portanto, o caso da fibra possuir 3 singularidades tipo né nunca acontece.

5.2 Linhas A-assintdticas

Nesta secao sera estudado o comportamento das linhas A-assintéticas, que sao
solugoes de uma EDB. Além disso, S. Izumiya e F. Tari [16] trazem relagoes entre o conjunto

discriminante dessa EDB com o LPL, bem como relagdes com diregoes A-principais.

Defini¢do 5.2.1. Dada uma superficie lorentziana (M,g) com p € M e um operador
autoadjunto A, uma direcio v € T,M € dita uma dire¢do A-assintdtica se g(A,(v),v) =

0. A curva integral das diregoes A-assintoticas sao as linhas A-assintoticas.
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Como no caso de superficies em R3?, as linhas A-assintéticas sao solucoes da EDB
ndv? + 2mdudv + ldu® = 0 (5.4)

cujo discriminante sdo os pontos onde m? — nl = 0. Note que

nl —m? )

Logo, o conjunto discriminante de (5.4) é o conjunto A-parabdlico. Como EG — F? < 0,
entao
K>O©M>O©nl—m2<0®m2—nl>0.
EG — F?

Portanto (5.4) define duas diregoes A-assintéticas para cada ponto da regiao onde K > 0 e
nenhuma dire¢do onde K < 0 (o inverso do caso riemanniano). No conjunto A-parabdlico,
(5.4) define apenas uma dire¢ao A-assintdtica. O conjunto A-parabdlico, quando néo vazio,
é genericamente uma curva suave. Assim, no decorrer do capitulo, assuma o que conjunto

A-parabdlico é uma curva suave regular.

Proposicao 5.2.2. 1. Uma direcao A-assintotica em um ponto p em uma superficie
lorentziana (M, g) € também uma dire¢ao A-principal em p se, e somente se, p é um
ponto A-parabdlico ou pertence ao LPL. Se p € LPL, entao a dire¢cio A-assintdtica

¢ tipo luz.

2. Genericamente o conjunto A-parabdlico e o LPL sdo tangentes em seus ponto de
intersecdo. De um lado desses pontos a unica direcao A-assintética no conjunto

A-parabélico € tipo tempo e do outro lado é tipo espaco.

Demonstracao. Tome a parametrizacao local X : U — M do Teorema 5.0.2, assim o LPL

¢ dado por nl = 0 e o conjunto A-parabdlico por m? — nl = 0.

1. A EDB (5.3) na parametrizagdo X ¢ dada por
ndv? — ldu® = 0.
Uma diregao é A-assintética e A-principal se valem (5.3) e (5.4), ou seja
ndv? — ldu® =0 e ndv? + 2mdudv + ldu® = 0.
Assim, ndv? = ldu?® e substituindo em (5.4) obtém-se que
du(ldu + mdv) = 0.

Suponha que uma dire¢ao (du : dv) em p = X (q) seja A-assintética e A-principal,

basta mostrar que ¢ pertence ao LPL ou é A-parabdlico. Em ¢, tem-se o seguinte
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sistema
ndv? — ldu® = 0

ndv? + 2mdudv + ldu® = 0
du(ldu — mdv) =0
Se du = 0, entdo dv # 0 e

ndv? —ldu> =0 ndv> =0<n=0

em q. Assim n(q)l(q) = 0 e portanto ¢ € LPL. Caso du # 0, entao ldu — mdv = 0.
Se l(q) = 0, novamente g € LPL. Se l(q) # 0, entao

ldu + mdv = 0 < du = —?dv.

Substituindo em (5.4), segue que

2 2 2
ndv? 4+ 2mdv (—Tlndv> +1 (—7(1@) =0< ndv? — 2m7d112 + l%dvz =0
< Indv® — 2m2dv® + m2dv? = 0
Sin—m?>=0

em ¢. Logo ¢ pertence ao conjunto A-parabélico.

Agora, suponha que ¢ € LPL. Entao a direcdo d; = (du; : dvy) A-principal definida
em ¢ é A-assintotica. De fato, como g € LPL, entao n(q) = 0 ou l(¢) = 0. Suponha
n(q) =0 e l(q) # 0, como d; é A-principal, entao

ndvi — ldui = 0 = du; = 0.
Logo, di = (duy : dvy) é também A-assintdtica, pois
ndv? + 2midkg dvy + ldud = 0.

Analogamente, se [(¢) =0 e n(q) # 0, entdao dv; =0 e

neh + 2mdus ey + Iduf = 0.

Portanto a diregdo A-principal d; é também A-assintética. O caso n(q) =1(q) =0 é
trivial porque todas as dire¢des sao A-principais. Além disso, segue da Proposicao

5.1.2 que a unica direcdo A-assintética é tipo luz.

Por outro lado, suponha que ¢ seja A-parabdlico e seja dy = (duy : dvy) a tnica
direcao A-assintética definida em ¢, basta mostrar que dy é A-principal. Como ¢ é
A-parabdlico, entao

In—m?=0.
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Se n(q) = 0, segue que

nl—m?’=0=>m=0

em q e
nds + 2mduydvy + ldus = 0 = ldus = 0.

Logo,

ndvy — ldu; = 0
e dy é A-principal. Se n(q) # 0, entao

2
nl—m2:O:>ln:m2:>l:ﬁ

n
m2
ndz + 2mduydv, + —dui = 0 < n?dvi + 2mndus2dv, + m*dul = 0
n
& (ndvy +mduy)* = 0
& ndvy = —mdus
<~ dUg = _@dUQ
n

Substituindo em (5.3), tem-se
2 2 2 2
n (—mdu2) - (m) dus = Ealug — m—dug = 0.
n n n
Logo, dy é A-principal.

2. Pela Proposi¢ao 5.1.3, as singularidades do LPL, genericamente, ocorrem quando
n(q) = l(q) = 0. No conjunto A-parabdlico isto s6 ocorre se m(q) = 0, o que nao é

genérico.

Suponha sem perda de generalidade que n(q) = 0 e I(q) # 0. Como [ é uma
funcdo suave e nao nula em ¢, existe uma vizinhanca de ¢ onde [ é nao nula. Nessa
vizinhanga, o ponto g pertence a interse¢do do conjunto A-parabdlico e o LPL se, e

somente se, n(q) = m(q) = 0. Neste caso, segue que
V(m? —nl)(q) = (—nul, —n,l) e Vn(q) = (nu,n,).

Logo, o LPL e o conjunto A-parabdlico sao tangentes na sua intersecao. Nesta

vizinhanga de ¢, o conjunto A-parabdlico é dado por

2
mz—ln:0:>n:m7

e a direcao A-assintotica em pontos do conjunto A-parabdlico é

2
dev2 + 2mdudv + ldu? = 0 = m?dv® + 2mldudv + ?du® = 0
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= (mdv + ldu)* =0
= mdv + ldu = 0,
ou seja, a direcao é dada por dv = —[ e du = m. Assim, na direcao A-assintotica

tem-se
g(mX, —1X,,mX, —1X,) = —2mlF.

Como [ # 0 nessa vizinhanca, seu sinal permanece enquanto o sinal de m altera.
Logo, m(q) = 0 quando ¢ pertence a interse¢ao. Logo, de um lado m < 0 e a dire¢éo

A-assintética é tipo espaco e do outro m > 0 e a diregao ¢ tipo tempo.

]

Teorema 5.2.3. No conjunto A-parabdlico, as linhas A-assintoticas formam uma familia
de cuspides, com as cuspides tracando o conjunto A-parabdlico, exceto talvez em pontos
isolados messe conjunto. Nesses pontos, a equacdo das linhas A-assintoticas possuem

genericamente singularidades de dobra do tipo sela, né ou foco (Figura 13).

Demonstragio. Similar a prova do Teorema 5.1.5 item (1). O
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6 EDB'’s em Superficies com Métrica Dege-

nerada

Neste capitulo, as EDB’s serao estudadas em superficies que possuem métrica
degenerada. Nesse ambiente, surge um novo par de linhas que sera estudado, as linhas tipo
luz. Os resultados apresentados a seguir sao de Izumyia e Tari [16]. Seja M uma superficie
com métrica degenerada. Dada uma parametrizacao X : U C R? — M de M, a métrica é
degenerada quando EG — F? = 0, riemanniana quando EG — F? > 0 e lorentziana quando
EG — F? < 0. Como EG — F? é uma funcdo suave em algum aberto U de R?, tem-se que
{(u,v) €U | (EG — F?)(u,v) = 0} é uma curva suave.

Denomina-se Local de Degenerescéncia da Métrica (LD) a curva suave que,
localmente, separa a superficie em duas regides: de um lado, aquela em que a métrica é
riemanniana e, do outro, aquela em que a métrica é lorentziana. Equivalentemente, o LD

é caracterizado como a curva definida pela equacdo F? — EG = 0.

6.1 Linhas Tipo Luz

Dado p € M, note que w € T,,M pode ser escrito como w = duX,, +dvX,, portanto

uma direcao tipo luz é dada por
g(w,w) = 0 & Gdv* + 2Fdudv + Edu® = 0. (6.1)

A fungao discriminante de (6.1) é (F? — EG)(u,v) e o conjunto discriminante sdo os pontos

onde F? — EG = 0, ou seja, o conjunto LD.

Definicao 6.1.1. As curvas integrais das diregoes tipo luz sao chamadas de linhas tipo

luz.

Teorema 6.1.2. Existe uma parametrizacao local de M em uma vizinhanca de p € LD
tal que o conjunto de direcoes tipo luz no plano tangente aos pontos do LD é dado por
R- X, ={\X, | A € R}, que é equivalente a E=F =0 no LD.

Demonstragio. Para todo ponto no LD, (6.1) define apenas uma diregao tipo luz. Em
alguma vizinhanga U de p, é possivel estender suavemente esse campo de vetores que
(6.1) define em LD N U para um campo de vetores tangentes w; em U. Seja we um outro
campo de vetores em U, obtido pela rotagao (euclidiana) dos vetores w; por um angulo
/2 no sentido anti-hordrio. Note que w; e ws sdo dois campos de vetores linearmente

independentes. Aplicando o Teorema 2.2.6, existe uma parametrizacao local X : V' — M,
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com V C U uma vizinhanca de p, onde as curvas coordenadas sao tangentes aos vetores
definidos pelos campos w; e ws. Suponha sem perda de generalidade que X,, = wy, dessa

forma, X, é um vetor tipo luz em VN LD e
E =g(X,, X, =0.
Como F? — EG=0e E=0no LD, segue que F' = g(X,,X,) =0em VN LD. O

Proposicao 6.1.3. Para uma métrica degenerada, as linhas tipo luz formam genericamente
uma familia de cuspides ao longo do LD, exceto talvez em pontos isolados nessa curva,

onde had singularidades de dobra do tipo sela, né ou foco (ver Figura 13).

Demonstragao. Similar a prova do Teorema 5.1.5 item (1). O

6.2 Linhas de Curvatura A-principal

Nesta secao sera estudado o comportamento das linhas de curvatura A-principais
em superficies com métrica degenerada. Assuma A como um operador autoadjunto e [, m

e n como os coeficientes de A,,.

Teorema 6.2.1. Para a parametrizacao do Teorema 6.1.2, os coeficientes | e m se anulam
no LD. Consequentemente, a unica diregdo tipo luz em p € LD é um autovetor em p do

operador autoadjunto A em M, isto €, uma direcao A-principal.

Demonstragio. Tome a parametrizagao do Teorema 6.1.2. Sejam p € LD e v € T,M.
Como = F =0no LD, entdao X, é ortogonal a X, e a X, em p, e portanto, é ortogonal
a T,M. Dessa forma,

9(Xy,v) =0,Vv € T,M.

Em particular, note que A,(X,), 4,(X,) € T,M, logo
L= g(Xu, 4p(Xu)) = 0,
m = 9(Xe, Ap(Xa)) = 9(Xu, Ap(X,)) = 0.
Por fim, como A,(X,) pertence a T,M, reescrevendo A,(X,) = cX, + dX,, segue que
9(Ap(Xu), Ap(Xu)) = 9(Ap(Xu), Xy + dX,) = el +dm = 0.

Portanto, A,(X,) é tipo luz, como ¢g(X,,A,(X,)) = 0, pela Proposicao 2.5.6, eles sdo
proporcionais, ou seja,

Ay(X,) = AX,, NER,
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Se M é uma superficie com métrica degenerada, o comportamento local das linhas
de curvatura A-principais na regiao riemanniana e lorentziana ja é conhecido. Por fim,
sera estudado o comportamento local das linhas de curvatura A-principais estendidas ao

conjunto LD.

No conjunto LD, nio é possivel resolver o sistema (5.1), pois EG — F? = 0. Note

que no LD, com a parametrizagao do Teorema 6.1.2, é possivel obter do sistema (5.1) que
anF + alzG =0= algG =0= a1 = O,

n
a21F+a22G:n:> aggG:n = Q99 — 5

Entretanto, nao é possivel obter a;; e as; em fungao dos coeficientes da primeira forma
fundamental e de A,. Nessa parametrizacao, lembre que £ = F'=1=m = 0no LD. Pelo
Lema 1 de [22], existe uma funcio suave A : U — R tal que E = AE, F = \F, | = A,
m = Am e \(p) = 0 se, e somente se, p € LD.

Assim, o conjunto LD é dado por )\()\FZ — EG) = (0. Assuma que o LD é uma
curva regular, ou seja,
VMAEF? — EGQ)) = (A\(AF? — EG) + MAF? — EG)y, \o(AF% — EG) + \(\F? — EG),)
= (=MEG, -\ EG)

é diferente de 0 no LD. Observe que isto implica que E e G nao se anulam no LD. Dessa

forma, é possivel reescrever (5.1) como

ZNZ auE + aglﬁ

Am = a11~)\F —+ a~21G (62)
m = Cl12E + a22F

n= alg)\F + CLQQG

Resolvendo o sistema, encontra-se a matriz de A, em relagao a parametrizacao escolhida

41 G -F\[(1l m
PUEG - A2 \-AF E | \0m n)

Deste modo, a EDB das linhas de curvatura A-principais é dada por
(G — Fn)dv? + (Gl — En)dudv + N(FI — Em)du® = 0. (6.3)

O conjunto discriminante de (6.3), isto é, o LPL, é

(Gl — En)? — 4\(FI — Em)(Gm — Fn) = 0.

Suponha que A = 0 e Gl — En # 0 em algum ponto p. Note que p € LD e p ¢ LPL.

Logo, (6.3) define um par de dire¢bes A-principais em p e (6.1) define apenas uma diregao
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tipo luz em p. Como visto no Teorema 6.2.1, a direcao tipo luz é um autovetor do operador
autoadjunto A,, logo é uma direcdo A-principal. Caso A = Gl — En = 0, entdo o LD
intersecta o LPL. Note que na intersecao ha apenas uma direcdo A-principal e uma tipo
luz e elas coincidem (Teorema 6.2.1). Seja ¢ um ponto da interse¢do. Como visto acima, o
gradiente do LD nesse ponto é dado por (—)\uEG, —)\UEG) e o gradiente do LPL em q ¢

v ((GZ — Bn)? — a\(El - Em) (G — Fn)) (q)

_ (2(@[ — En)(GI - En).

— (AN (FT = Em)(Gin — Fn) + 4\(FI — Em) (G — Fn)),),
2(Gl — En)(GI — En),

— (4N (FT = Bvi)(Giin — Fn) + 4X(FI — Em)(Gim - Fn))v))

(—4Au(Fi — Bi)(Giin — Fn), —a\(ET — B (G — Fn)>

= (—4)\H(Fl — Em) (G(azlE + CLQQF) - F(agl/\ﬁ + CLQQG)),

— 4>\U(Fl - Em) (G(a21E + CLQQF) — F(agl)\ﬁ + a22G))>

_ (—4Au(Fl B (an EG), —4A(FT — Em)(a21EG)>
- (—AUEG (4as: (FT = Em)), —\,EG (4 (FI - Em))).
Logo, como os gradientes sao paralelos, o LPL e o LD sao tangentes na sua intersecao.

Teorema 6.2.2. Sejam g uma métrica degenerada em M e A um operador autoadjunto
em (M,g). As linhas de curvatura A-principais podem ser estendidas ao LD onde uma
das direcoes A-principais € tipo luz. Para um A genérico, o par estendido de linhas de
curvatura A-principais possuem singularidades de dobra do tipo sela, noé ou foco no LD, e
ocorrem exatamente nos pontos onde as linhas tipo luz possuem singularidades de dobra
(ver figura 16).

Demonstracao. Tome a parametrizacao do Teorema 6.1.2, a primeira parte da demonstra-
¢ao foi realizada acima. Seja ¢ um ponto na interse¢do do LPL com o LD. Como visto, a
unica diregdo A-principal definida por (6.3) em ¢ coincide com a tnica dire¢ao tipo luz
definida por (6.1) em ¢. Note que nessa parametrizagao, (6.1) e (6.3) em ¢ sdo dadas por
Gdv?> =0 e (Gm — F n)dv? = 0, respectivamente. Assim, a direciao dv = 0 é solucio de
ambas e (1,0) é um vetor nessa direcao. Essa diregao tipo luz é tangente ao LD se, e

somente se,

((1,0), VINAF? — EG))(¢)) = 0 < ((1,0), (=\EG, = \EG)) = 0
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LPL

Lorentziana .__

Riemanniana

Figura 16 — Conjunto LD (em azul) tangente ao LPL (em amarelo). No ponto de intersegao,
singularidades de dobra.

& —\EG=0

< A, = 0.

Dessa forma, é necessério e suficiente A\, = 0 para que exista uma singularidade de dobra
das linhas tipo luz no LD. Note que, como o gradiente do LPL ¢é paralelo ao gradiente do
LD, entao

((1,0), V((Gl — En)? — 4X\(F1 — Em) (G — Fn))(q)) = 0

se, e somente se, A, = 0. Portanto as singularidades de dobra das linhas A-principais

ocorrem justamente onde ha singularidade de dobra das linhas tipo luz.

6.3 Linhas A-Assintéticas

Assumindo a parametrizacao do Teorema 6.1.2, [ = m = 0 nos pontos do conjunto
LD pelo Teorema 6.2.1. Usando a notacao da secao anterior, a equacao das linhas

A-assintoticas pode ser escrita como
ndv® + 2 mdudv + Ndu* = 0 (6.4)
e seu conjunto discriminante, o conjunto A-parabélico, é dado por
(2X)% — 4nXl = 0 = A\(\i — nl) = 0.

Teorema 6.3.1. Sejam g uma métrica degenerada em M e A um operador autoadjunto
genérico em (M, g). O conjunto LD €é uma componente do conjunto A-parabdlico. Em
pontos requlares do LD, as linhas A-assintéticas formam uma familia de cispides exceto
em singularidades de dobra das linhas tipo luz, onde as linhas A-assintoticas possuem

singularidades de dobra do tipo sela, no ou foco.
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Demonstracao. Tome a parametrizacao do Teorema 6.1.2. O conjunto A-parabdlico é dado
por A(Am — nl~) = (. Como A = 0 nos pontos do LD, tem-se que o LD é uma componente
do conjunto A-parabélico. Seja ¢ um ponto regular do conjunto LD, entdo a EDB (6.4)

das linhas A-assintoticas em ¢ é dada por
ndv? = 0.

Logo, a dire¢do dv = 0 é uma solugao de (6.4) em ¢ e (1,0) é um vetor nessa direc¢ao.
Portanto, ¢ é uma singularidade de dobra das linhas A-assintéticas se, e somente se, a
tnica dire¢do A-assintotica (1,0) é tangente ao LD (que é parte do conjunto discriminante
das diregoes A-assintéticas). Como na demonstragao anterior, (1,0) ¢ tangente ao LD

quando A, = 0 e isto ocorre exatamente nas singularidades de dobra das linhas tipo luz.

]
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7 Superficies em Rf

Neste capitulo serd abordada a geometria de superficies em R? e como os pares de
linhas estudados podem ser estendidos para esse ambiente. Considere M uma superficie
suave no espago de Minkowski R}. Seja X : U C R? — M uma parametrizacao local de
M. Dado p € M, é definida a forma bilinear [, : T,M — T,,M com

L(w) = (w,w); = Ea® + 2Fab + GV?,

onde w = aX, + bX,. As fungdes suaves E(u,v) = (Xy, Xu)1, F(u,v) = (Xu, Xp)1 €
G(u,v) = (X,, X,)1 s@o os coeficientes da primeira forma fundamental de (M, (,);) em

relacdo a parametrizacao X.

Observe que, nos pontos do LD, o plano tangente é degenerado e, portanto, tipo
luz. A aplicacao de Gauss que associa, a cada ponto da superficie, um vetor ortonormal

ao plano tangente ¢ dada por
Xu X1 Xv

HXu X1 XUHI'

Note que o plano tangente é o subespago

N =

(X, %1 X,]*

Pela Proposicao 2.5.5, no LD, o vetor X, x; X, é tipo luz e assim N nao esta definido
porque o denominador é 0. Como uma alternativa para contornar este problema, Pei [21]
define a aplicacao

PN : X(U) — RP?

onde PN(p) é a direcio de RP? paralelo ao vetor X, x; X,, em p. Fora do conjunto LD,

a direcao definida pelo mapa PN pode ser substituido pelo vetor definido pelo mapa de

Gauss
N:X(U)—S]
na parte riemanniana e
N:XU)— Hi
na parte lorentziana, ambos dados por
N — Xy X1 Xy '
[ Xu x1 Xoll1

Tome w € T,M com w = X, du + X,dv, assim
dN,(w) = dNp(X,du + X,dv)

= (AN, (X,)du + dN,(X,)dv)
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_ a(NOX)du—i— 8(N0X)dv
ou ov
= N,du + N,dv.

E facil ver que dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. Como (X,, N); = 0, derivando com

relacdo a v de ambos os lados obtém-se
(Xuw, N1+ (Xus No)1 = 0,
e derivando (X,, N); = 0 com relagdo a u em ambos os lados,
(Xpu, N)1 + (Xy, Ny)1 = 0.
Igualando e subtraindo (X,,, N); em ambos os lados, segue que
(X, Nupr = (Xu, No)1 < (dNp(Xu), Xo)1 = (Xu, dNp(X,))1

Logo, a diferencial da aplicagao N é um operador linear autoadjunto em 7,M. Considere

a aplicagdo —dN, em X(U)\ LD e w € T,,M, assim
(=dN,y(w),w); = la® + 2mab + nb?,
onde w = aX, + bX,. As funcoes suaves
L= (=dNp(Xu), Xu)1 = (N, Xuu)1;
m = (—=dN,(Xu), X = (N, Xuw)1;

n = (—dN,(X,), X,)1 = (N, Xou)1;

sao os coeficientes da segunda forma fundamental. Como no capitulo anterior, segue que
F? — EG =0 em p € LD, portanto, nao ¢ possivel resolver o sistema (5.1) com esses

coeficientes.

Lembre-se que, fora do LD, a equacao das linhas de curvatura é dada por
(Gm — Fn)dv? + (Gl — En)dudv + (FI — Em)du®* = 0
e das linhas assintéticas por
ldu? + 2mdudv + ndv® = 0.

Como estas equagdes sao homogéneas em [, m e n, é possivel multiplicar as equagoes por

| Xw %1 Xy||1 e substituir esses coeficientes por

Xu X1 Xv

I Xl = (G

qu> HXu X1 X’v”l = <Xu X1 Xvaqu>17
1

m = <Xu X1 XvaXuv>17
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n= <Xu X1 vava>l-

Como || X, X1 Xu||1 € R é ndo nulo fora do LD, essa multiplicagdo nao altera as dire¢oes
principais e assintéticas fora do LD. Portanto, os pares de linhas nao se alteram. Além
disso, as novas equagoes das curvas integrais estdo definidas no conjunto LD porque I, m
e n podem ser calculados em todos os pontos de M. As linhas de curvatura principais sao
dadas por

(Gm — Fn)dv? + (Gl — En)dudv + (FI — Em)du® = 0, (7.1)

e as linhas assintoticas sao dadas por
ndv? + 2mdvdu + ldu® = 0. (7.2)

Observacao 7.0.1. Observe que os resultados obtidos no Capitulo 6 nao se aplicam
nas EDB’s (7.1) e (7.2). De fato, se existisse um operador autoadjunto A definido em
toda a superficie M gerando essas equagoes, pelo Teorema 6.3.1, o LD deveria ser uma
componente conexa do conjunto A-parabolico. Porém, isso ndo ocorre, como mostrard o
Exemplo 7.0.5.

s

Proposigao 7.0.2. Para superficies em R3, a inica direcdo tipo luz nos pontos do LD é

uma direg@o principal.

Demonstragio. Tomando a parametrizacdo do Teorema 6.1.2, o coeficiente (FI — Em)
de (7.1) se anula no LD, assim, dv = 0 é uma solugao de (7.1). Note que essa é a tnica

direcao tipo luz que (6.1) define no LD. O

Proposigao 7.0.3. Para superficies em R3, o LD e o LPL sdo tangentes nos pontos de
intersecao. Nestes pontos, as linhas tipo luz e as linhas de curvatura principal possuem

singularidades de dobra.

Demonstracio. O LPL intersepta o conjunto LD quando [ = 0 no LD. De fato, o LPL é
dado por
(Gl — En)* — 4(Gm — Fn)(FI — Em) =0

que se reduz a (GI)? = 0 nos pontos do LD. Como G # 0, o LPL intersepta o LD quando

[ = 0. Observe que, dado um ponto p nessa intersecdo, tem-se

V(EG - F*(p) = (E.G + EG, — 2FF,, E,G + EG, — 2FF,) = (E,G,E,G)  (7.3)
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e

V((GI - En)* - 4(Gm — Fn)(Fl - Em))(p)
- (2@1\3@(@5 — En), — 4((Gm — F)(FI - Em), + (Gm — Fn),(Fi=Em)).
AGT=—ER)(GI - En), — 4((Gm — FR)(Fl - Bm), + (Gim — Fn),(FI=Eax ))

— (—4(Gm)(Bum), —4(Gm) (Bym))

= (—4m2EuG, —4m2E,UG).
(7.4)
Portanto, o LPL e o LD sao tangentes na sua intersecdo. Como X, é tipo luz nessa
parametrizagao e é ortogonal a X, x; X, pela Proposicao 2.5.6, eles sao proporcionais.

Seja X, x1 X, = uX,, para alguma fungdo nao nula p. Dessa forma
=0 (X, x1 Xy, X1 = 0 (uXy, X1 = 0 & (X, X1 =0 & E, = 0.

Isso significa que os pontos de interseccao do LPL com o LD ocorrem quando E, = 0.
Assim, seque das equagoes (7.3) e (7.4) que o vetor tangente a essas curvas nesses pontos
é (1,0). Como E' = F =0 no LD, é facil ver que (1,0) é uma direcdo tipo luz e principal.
Portanto isso significa que o pontos de tangéncia do LPL com o LD sao os pontos de

singularidades de dobra das linhas tipo luz e das linhas de curvatura principal de M. [J

Proposigao 7.0.4. Dada uma superficie M com a métrica herdada de R3, as linhas

assintoticas coincidem com as linhas assintoticas de M com a métrica herdada de R3.

Demonstragio. Seja X : U C R? — M uma parametrizacio para a superficie M. Em R?,

as linhas assintoticas sao dadas por

ndv? + 2mdvdu + ldu® = 0,

onde
[ = (X, x1 Xo, Xy = det( Xy, Xy, Xo),
m = (X, x1 Xy, Xyp)1 = det( Xy, Xy, Xuw),
1= (X, x1 Xy, Xpu)1 = det( Xy, Xo, Xoo)-
No caso euclidiano, a equacao das linhas assintéticas é
edu® + 2 fdudv + gdv* =0,
onde

X, x X 1 LI
e — #7){“& = —_— det(Xu,Xv,qu> = 7l’
<||Xu X X | > 1 % X, 10> X
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Xy x X 1 1
f = <uvaXuU> = 7det(XuaXvaXuv) = 77717
[ X0 % Xo] [ X0 % Xo] [ Xu X Xo]
X X X, 1 1 _
9= o —v 1 Xow ) = o det (X, Xo, Xop) = m—70
<||Xu X X > [ Xu x Xl [ Xu x Xl

Como || X, X X,|| # 0 e a equagdo das linhas assintéticas é homogénea em [, m e n, o

produto da equagao por nao altera seu comportamento. Portanto, ambas as

1
[[ XX X
EDB’s possuem as mesmas solugoes. [

Exemplo 7.0.5. Considere a esfera unitdria
S*={(z,y,2) eR} | 2* + > + 22 =1}
contida no espago R3. Tome a parametrizagio X : U = (0,27) x (0,7) — S* dada por
X (u,v) = (cos(u) sen(v), sen(u) sen(v), cos(v)).
Os coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais nessa parametrizacao sao
E =sen(v)’>, F=0, G=cos(v)®—sen(v)?
I =sen(v)®, m=0, #n=sen(v).
Substituindo em (7.1), a EDB das linhas de curvatura principal é

—2sen(v) dudv = 0.

Note que sen(v) # 0, para todo v em (0, 7). Portanto, as solugées da EDB nos pontos de

U sao as curvas coordenadas, que neste caso, sao os meridianos e paralelos.

Substituindo os coeficientes em (7.2), a EDB das linhas assintéticas é
sen(v)(dv? + sen(v)?du?®) = 0.

Observe que ndao hd solugoes para a EDB acima nos pontos de U, logo, nao hd linhas

assintéticas em S2.

A EDB das linhas tipo luz é
(cos(v)? — sen(v)?)dv? + sen(v)?du® = 0.
e sua fungdo discriminante €
EG — F? = sen(v)?(cos(v)* — sen(v)?)
= sen(v)?(1 — 2sen(v)?).

Assim, o conjunto LD €é dado por

EG—F2:O(:)l—Qsen(v)2:O(:)sen(v):iT@UE

V2 {w 37r}‘

W
I
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Conclui-se que as curvas coordenadas v =7 ev = ?ﬂf sa@o locais de pontos onde a métrica

¢ degenerada, isto é, EG — F? = 0, e fora desses pontos a métrica é riemanniana ou

lorentziana. O LD sdo dois paralelos que dividem S? em trés regioes: uma calota superior
s .~ s 3T . . 3

(0 <v < %), uma regidgo central (; < v < =) e uma calota inferior (5 < v < m). Note

que se ¢ = (5,5), entio X(q) = (0,1,0) pertence a regido central de S* e

(EG - F*)(q) = —1.

Portanto, a regido central é lorentziana. Analogamente, é possivel verificar que as calotas

superior e inferior sao riemannianas.

Note que a parametrizagio X nao cobre os pontos (0,0,1) e (0,0,—1). Tome a
parametrizacao

o(u,v) = (sen(u)sen(v), cos(v), cos(u) sen(v)).
Nessa parametrizagdo, os coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais sao

2

E =sin*v cos(2u), F = 1sin(2u)sin(2v), G = —cos®v cos(2u) + sin®v,

l=sin®v, m=0, n=sino.
Assim,

(Gl — En)* —4(Gm — Fa)(Fl—Em) =0 u=0,1 ¢ v= g

ou seja, o LPL sdo os pontos (0,0,1) e (0,0,—1). Veja Figura 17.

Figura 17 — Configuracio das linhas de curvatura A-principais de S?> C R} (em amarelo) e
conjunto LD (em azul).
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8 Consideracoes finais

Estudar equagoes diferencias binarias é uma oportunidade muito valiosa, ela
envolve equacoes diferenciais ordinarias, teoria de singularidades, geometria diferencial,
entre outras areas. Todos os resultados envolvendo linhas de curvatura possuem forte
importéancia, visto a relevancia dessas curvas na geometria de superficies. Conclui-se que as
equagoes diferenciais binarias sdo uma ferramenta poderosa para estudar diversas linhas em
superficies no espaco. As formas normais, que foram tratadas na Sec¢ao 3.3, desempenham
um papel fundamental nesse trabalho. Elas permitem obter as configuragoes genéricas de
EDB’s em diferentes cenarios com clareza. Mesmo em ambientes mais complexos, como
no Capitulo 7, foi possivel fazer uso dessa teoria. A generalizacao da métrica do espago
enriquece muito o trabalho. Diferentemente do caso riemanniano, a métrica lorentziana
ou degenerada permite que um operador autoadjunto possa ou nao possuir autovetores.
Dessa forma, o LPL pode ser uma curva no plano e o estudo se torna mais interessante.
Portanto, investir em generalizagoes de ideias ja existentes se mostra muito enriquecedor
do ponto de vista matematico. Por fim, visto a importancia das formas normais, neste
trabalho é possivel ver que, buscando alternativas para contornar eventuais problemas,
adaptar estruturas para que se encaixem nos casos ja estudados, é uma forma eficiente e

elegante de se estudar equagoes diferencias bindrias.
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