UNIVERSIDADE FEDERAL DE VICOSA

SIDNEI FERNANDES DE SOUZA

UM PASSSEIO PELOS MODOS DE MAJORANA EM
SUPERCONDUTORES QUIRAIS

VICOSA - MINAS GERAIS
2022



SIDNEI FERNANDES DE SOUZA

UM PASSSEIO PELOS MODOS DE MAJORANA EM
SUPERCONDUTORES QUIRAIS

Dissertacao apresentada a Universidade Fe-
deral de Vigosa, como parte das exigéncias
do Programa de Po6s-Graduacao em Fisica,
para obtencao do titulo de Magister Scien-
tiae.

Orientador: Jakson Miranda Fonseca

VICOSA - MINAS GERAIS
2022



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Central da Universidade

Federal de Vigosa - Campus Vigosa

$729p
2022

Souza, Sidnei Fernandes de, 1997-

Um passeio pelos modos de Majorana em supercondutores
quirais / Sidnei Fernandes de Souza. — Vigosa, MG, 2022.

1 dissertagdo eletronica (66 f.): il.

Inclui apéndices.

Orientador: Jakson Miranda Fonseca.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Vigosa,
Departamento de Fisica, 2022.

Referéncias bibliograficas: f. 64-66.

DOI: https://doi.org/10.47328/ufvbbt.2022.187

Modo de acesso: World Wide Web.

1. Teoria quantica. 2. Supercondutores. 3. Matéria
condensada. 4. Fisica do estado sélido. I. Fonseca, Jakson
Miranda, 1984-. II. Universidade Federal de Vigosa.
Departamento de Fisica. Programa de Pos-Graduagdo em Fisica.
III. Titulo.

CDD 22. ed. 535.15

Bibliotecario(a) responsavel: Renata de Fatima Alves CRB6/2578




SIDNEI FERNANDES DE SOUZA

UM PASSSEIO PELOS MODOS DE MAJORANA EM
SUPERCONDUTORES QUIRAIS

Dissertagao apresentada & Universidade Te-
deral de Vigosa, como parte das exigéncias
do Programa de Pés-Graduagao em [Fisica,
para obtengao do titulo de Magister Scien-
liae.

APROVADA: 24 de fevereiro de 2022.

Assentimento:

54’(}1&\;( 64/«/1/ r/év 04 _2;’0'1 i

Sidnei Fernandes de Souza
Autor

CW‘-—— q"k_ L ~ N
\
Jakson Miranda Fonseca
Orientador




Agradecimentos

Agradeco primeiramente aos meus pais, Sonia e Daniel, e a minha familia por tudo o
que fizeram por mim. Agradeco a minha noiva, amor da minha vida, meu raio de Sol,
minha estrela da manha, Kerollen, por ter sido uma companheira fantastica ao longo
desses dois anos de mestrado. Agradeco aos meus Professores de ensino fundamental e
médio da Escola Professor Cicero Torres Galindo pela formacao bésica, e, em especial,
Professores Flavio e Mauricio por servirem de inspiracao. Agradeco também aos Profes-
sores do Departamento de Matematica, Fisica e Estatistica do IF Sudeste-MG ( Poliana,
Marcos Barros, Dénis, Paula, Rodrigo, Liliane, Marcelo, Damido, Alberto, Cristina, Fer-
nando, Ruy e Roberto) pela minha formacao em Mateméatica. Em especial, agradeco ao
Professor Damiao, pelos trabalhos que desenvolvemos juntos e por me reaproximar da
Fisica, ao professor Marcelo pela influéncia no modo de atacar um problema matematico
("Matemdtica nao € mdgica, mas podemos fazer as coisas aparecerem") e a Professora
Paula por ser uma brilhante educadora e pelos conselhos dados a mim. Agradeco aos
meus amigos Vitor (Carioca), Matheus, Jorge (Jim), Robson (Robinho) e Alice, pelos
bons momentos juntos e pela ajuda e apoio em todos os momentos. Agradeco aos Profes-
sores Marcelo Lobato, Sérgio, Marcio, Tiago José, Winder, Silvio, Clodoaldo e Jakson do
Departamento de Fisica da Universidade Federal de Vicosa, pela formacao no Mestrado.
Agradego na figura do Professor Marcio a coordenacao do Programa de Pés Graduacao e
Fisica pela oportunidade dada a mim de cursar o Mestrado. Agradeco aos meus colegas
de Po6s Graduacgao pelas colaboragoes durante o Mestrado. Agradeco ao Allison pela cola-
boracao e disponibilidade todas as vezes que necessitei na presente dissertacao. Agradeco
ao Professor Jakson pela orientagao no trabalho durante o mestrado. O presente trabalho
foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
- Brasil (CAPES) - Codigo de Financiamento 001.



A matemdtica, vista corre-
tamente, possut nao apenas
verdade, mas também su-
prema beleza - uma beleza
fria e austera, como a da es-

cultura - Bertrand Russell



Resumo

SOUZA, Sidnei Fernandes, M.Sc, Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2022. Um
passeio pelos modos de Majorana em supercondutores quirais. Orientador: Jak-
son Miranda Fonseca.

A busca por sistemas que exibam Modos Zero de Majorana (MZM) tém por principal
justificativa o apelo tecnologico, em especial, a computacao quantica. A existéncia destas
particulas emergentes seria formidavel, pois além delas obedecerem a estatistica de troca
nao Abeliana, que é uma caracteristica interessantissima para uma computacao quantica
topologica, elas sao protegidas topologicamente, o que torna possivel a construcao de
uma computagao mais estavel. Modos de Majorana sao em esséncia particulas emergen-
tes, que possuem caracteristicas analogas ao Férmion de Majorana. MZM desacoplados
espacialmente podem ser encontrados em sistemas supercondutores na fase topologica,
visto que eles sao a sobreposicao de iguais graus de liberdade entre elétrons e buracos.
Assim a grande questao é caracterizar a fase trivial e topologica desses sistemas, onde
tal transicao é caracterizada pela mudanca de um invariante topologico antes e depois do
fechamento do gap. Podemos obter informacoes relevantes do sistema a partir de proprie-
dades termodinamicas como a entropia, a densidade de particulas e a energia do sistema,
tanto na fase trivial como na topologica. Todas essas relacoes podem ser derivadas da
funcao particao. Como estamos interessados em identificar a emergéncia de MZM na fase
topologica do sistema, devemos tomar a Hamiltoniana na base de Majorana e obter a
funcao particao. De posse do potencial efetivo encontramos a forma da dependéncia do
parametro supercondutor com a temperatura. Outro resultado interessante é a densidade
de particulas, que no estado trivial é sempre positiva (elétrons) ou negativa (buracos)
enquanto no estado topologico h4 uma coexisténcia entre elétrons e buracos. Portanto,
corroborando com a existéncia de MZM no estado topoldgico. Ainda calculamos o valor
do parametro de interacao go critico para SroRu(O4 e comparamos com os resultados

experimentais, obtendo satisfatéria concordancia entre a teoria e a prética.

Palavras-chave: Modos de Majorana. Supercondutores QQuirais. Potencial Efetivo.



Abstract

SOUZA, Sidnei Fernandes, M.Sc, Universidade Federal de Vicosa, February 2022. A tour
of Majorana modes on chiral superconductors. Adviser: Jakson Miranda Fonseca.

The search for systems that exhibit Majorana Zero Modes (MZM) has as main justi-
fication the techmnological appeal, in particular, quantum computing. The existence of
these emergent particles would be formidable, because in addition to obeying the non-
Abelian exchange statistics, which is a very interesting feature for a topological quantum
computation, they are topologically protected, which makes it possible to build a more
stable computation. Majorana modes are essentially emergent particles, which have cha-
racteristics analogous to Majorana fermion. Spatially decoupled MZM can be found in
superconducting systems in the topological phase, since they are the superposition of equal
degrees of freedom between electrons and holes. So the big question is to characterize the
trivial and topological phase of these systems, where such a transition is characterized
by the change of a topological invariant before and after closing the gap. We can obtain
relevant information about the system from thermodynamic properties such as entropy,
particle density and energy of the system, both in the trivial and topological phases. All
these relationships can be derived from the partition function. As we are interested in
identifying the emergence of MZM in the topological phase of the system, we must take
the Hamiltonian in the Majorana basis and obtain the partition function. In possession
of the effective potential, we find the form of the dependence of the superconducting pa-
rameter on temperature. Another interesting result is the particle density, which in the
trivial state is always positive (electrons) or negative (holes) while in the topological state
there is a coexistence between electrons and holes. Therefore, corroborating the existence
of MZM in the topological state. We also calculated the value of the critical go interac-
tion parameter for SroRuO4 and compared it with the experimental results, obtaining

satisfactory agreement between theory and practice.

Keywords: Majorana modes. Chiral superconductors. Effective Potential.
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Capitulo 1

Introducao e motivacao

O advento da teoria quantica abriu um leque de revelagoes que vao desde a explicagao
para fenomenos como o efeito fotoelétrico até a descoberta de novas particulas fundamen-
tais. Em especial, a formulacao de Dirac da Mecanica Quantica nos revelou que além
das particulas, existe também as antiparticulas. De algum modo, no inicio do Universo a
simetria de Paridade-Carga (PC) [1] foi violada e acarretou na assimetria entre matéria
(formada por particulas) e antimatéria (formada por anti-particulas), com uma maior
quantidade de matéria. Ettore Majorana propds uma particula exética que seria a sua
propria antiparticula. Tal particula recebeu o nome de Férmion de Majorana (FM). A
sua existéncia seria fundamental para explicar a antissimetria de matéria e antimatéria
no Universo [2].

Embora FM nao foram detectados até os dias atuais, a sua realizacao na Fisica do
Estado So6lido como fenémeno emergente vem sendo estudado por diversos pesquisadores
[3, 4, 5]. Existem hoje diversas propostas de sistemas que essas particulas emergentes
podem ser observadas |7, 8, 9]. Apesar da detecgdo, FM emergente poder ser confundidos
com estados ligados de Adreev. Porém jé existem propostas para contornar o problema
[10]. Existem também propostas para manipular FM emergentes em sistemas como, por
exemplo, supercondutores [12, 13, 14]. Outro sistema que pode emegir FM é um super-
condutor convencional onda-s bidimencional acoplado a Isolante Topologico 3D. Localizar
e mover um FM emergente é muito importante para aplicacoes tecnologicas, em especial
para a computagao quantica. Férmions de Majorana emergentes sao quasiparticulas e
recebem o nome de Modos de Majorana.

Modos Zero de Majorana (MZM) sdo quasiparticulas de energia nula e teoricamente
podem ser encontrados em alguns sistemas supercondutores [4, 11|, que sdo materiais
possuindo uma propriedade intrinseca que, quando resfriado a baixas temperaturas®, con-
duzem corrente elétrica sem qualquer resisténcia (Figura 1.1). Um material no estado

supercondutor é diferente de um condutor perfeito. No estado supercondutor, o material

1A ordem dessa temperatura serd discutida ao longo do capitulo 3.

10
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possui um fluxo magnético que blinda, no seu interior, campos magnéticos externos até
um campo critico, enquanto em condutores perfeitos isto nao acontece. Este fenémeno é

conhecido como efeito Meissner.

~ MEL
»it0
ariame
ot po —
C — e

n

Resishividade

Comportamento
Supercondutor

T. Tamparatura

Figura 1.1: Grafico da resistividade elétrica em funcdo da temperatura para o comportamento
metalico (vermelho) e supercondutor (azul).

Como as transi¢oes de fase usuais (solido, liquido e gasoso), materiais podem sofrer
transigoes de fase quanto a resistividade elética (se ela é nula ou nao). Assim temos duas
fases (ou estados): a supercondutora e a normal. Desta forma, a supercondutividade é
uma fase da matéria e ndo uma caracteristica do material 2. Essas transicoes de fase, como
a da agua, estao intimamente relacionadas a quebras de simetria do sistema, explicado
pela teoria de Landau-Guinzbug. A fase supercondutora possui um maior ordenamento
dos elétrons formando pares com relacao a fase normal. Porém, pode existir dentro do
estado supercondutor fases que nao podem ser relacionadas a quebra de simetria, mas
com a mudanca da topologia.

A ideia de topologia aqui possui semelhancas com o conceito em matematica, cujo
ramo se dedica ao estudo de caracteristicas preservadas nos espacos por uma transfor-
macao continua. Um exemplo ¢ deformarmos uma rosquinha (tordide) em uma caneca
(Figura 1.2). Nesta situagdo a caracteristica preservada é a existéncia de um "buraco"(da
alca da caneca e do centro da rosquinha). A caracteristica preservada esta relacionada
ao que chamamos de invariante topologico. Quando o invariante topolégico muda de um
espaco para o outro por uma transformacao, dizemos que os espagos sao topologicamente
distintos, ou seja a caracteristica analisada mudou de um espaco para o outro. Na Fisica
da Matéria Condensada, a topologia estd relacionada, por exemplo, a mudanca de um
invariante topologico quando deformamos a Hamiltoniana adiabaticamente abrindo e fe-
chando o gap. Se houver uma mudanca de uma caracteristica apds o fechamento do gap
dizemos que as fases sao topologicamente distintas. Assim, na fase supercondutora, pode-
mos ter a fase trivial e a fase topologica. MZM podem ser encontrados na fase topologica,

desta forma é importante, sobretudo, identificar a fase trivial e supercondutora desses

2Materiais podem ter a caracteristica na fase normal, por exemplo, de ser isolante, condutor ou
semicondutor. Existem materiais cerdmicos que possuem a caracteristica de ser isolante na fase normal
e sofrer transicdo para a fase supercondutora



12

sistemas. A caracterizagio é feita através do Chern Number (CN), que é invariante se as
fases sdo topologicamente equivalentes. A mudanca do CN esta intimamente ligada aos
graus de liberdade entre elétrons e buracos do sistema. Supercondutores com transigao

de fase de ordem topologica sdo chamados de Supercondutores Topolégicos (ST)[15].

>eP00

Figura 1.2: Uma caneca sendo deformada em uma rosquinha preservando o buraco (Fonte:
referéncia [11]).

Este trabalho tem por objetivo principal estudar a emergéncia de Modos Zero de
Majorana em sistemas Supercondutores Quirais (SQ). No regime relativistico o compor-
tamento da banda de energia de particulas livres é uma dispersao linear. Veremos que em
supercondutores quirais bidimensionais de onda p com estado tripleto puro, no limite de
baixas energias, o espectro de energia possui dispersao linear, semelhante ao que ocorre
no grafeno [17]. Assim, excitagoes de baixa energia (quasiparticulas) se comportam como
particulas livres. Porém, MZM por serem excitagoes de energia zero sao estados ligados
[18]. Além disso, queremos obter as propriedades termodinamicas do sistema na fase
topologica e trivial, como entropia, densidade média de particulas e o parametro super-
condutor em funcao da temperatura. Todas as propriedades citadas podem ser derivadas
do potencial efetivo que, em nossa proposta, calculamos utilizando a técnica de Integral
Funcional [16]. Os capitulos 2 e 3 traz uma revisdo bibliografica de conceitos e resultados
j& presentes na literatura. No capitulo 4, sao apresentados resultados originais do trabalho
desenvolvido ao longo do mestrado.

Iniciamos a discussao no Capitulo 2 com a definicdo e propriedades de Férmions de
Majorana como particula fundamental e, a partir dai, transportamos as ideias do modelo
padrao para a Fisica da Matéria Condensada. Discutimos que em sistemas com iguais
graus de liberdade entre elétrons e buracos podemos encontrar o analogo ao Férmion de
Majorana. Discutimos também, que esses Modos de Majorana, quando possuem energia
zero, obedecem a estatistica de troca nao Abeliana, as quais sao chamadas de Modos Zero
de Majorana (MZM). Na tltima se¢ao do Capitulo 2, trazemos uma aplica¢ao envolvendo
MZM. Tais particulas trariam uma revolucao para o desenvolvimento de uma computacao
topologica. Discutimos de forma breve alguns aspectos interessantes do uso de MZM na
computacao quantica topologica.

No Capitulo 3, voltamos nossos olhares para o entendimento de sistemas supercon-

dutores. Apresentamos a teoria BCS, que tras uma explicacdo de primeiros principios
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para o fenéomeno da supercondutividade. Supercondutores quirais, por quebrarem espon-
taneamente a Simetria de Reversao Temporal (SRT), ndo podem ser de onda s [4]. Em
seguida discutimos a Hamiltoniana de Bogoliubov—de Gennes (BdG) na base de Majorana,
partindo da base eletronica, e assim, obtemos o espectro de energia das quasiparticulas.
Discutimos em quais condicoes existem indicios de transicao de fase de ordem topologica,
e em seguida realizamos uma pequena discussao para calcular o CN para as diferentes
fases e, assim, verificamos essas transi¢oes de fase.

No Capitulo 4 apresentamos o formalismo de integrais funcionais e o calculo do poten-
cial efetivo. A partir desse resultado obtemos a relacao entre o parametro supercondutor
e a temperatura. Calculamos também a densidade de particula para corroborar nosso
resultado com a previsao teoérica de que no estado topologico temos a coexisténcia de
elétrons e buracos, enquanto na fase trivial temos apenas elétrons ou apenas buracos.
Trazemos o céalculo da entropia e do calor especifico que, no nosso caso, interpretando o
potencial efetivo como a energia livre do sistema, descontinuidades nessas fungoes repre-
sentam respectivamente transicoes de fase de primeira e segunda ordem. Comparamos
os resultados com os ja presentes na literatura [23]. Utilizamos nossos célculos para o
Rutenato de Estroncio (SraRuQOy), que é um material que exibe supercondutividade de
onda p quiral no plano RuO, [4], para verificar se a expressao obtida para o parametro de
interacao que estao em conformidade com os resultados experimentais, além de oferecer
um resultado que permite dizer qual é o parametro de interagao minimo para que haja
supercondutividade em um sistema quiral de onda-p.

Por fim, no Capitulo 5, trazemos as discussoes sobre os resultados obtidos e apresen-
tamos algumas perspectivas de trabalhos, como o estudo da manipulacao de MZM em
diversos sistemas supercondutores topologicos e o desenvolvimento de mémorias baseadas
em Modos de Majorana.

De modo a nao tornar a notagao muito carregada, adotaremos algumas conveniéncias.
As matrizes de Dirac serao representadas por ”y(i) com o indice na parte superior, enquanto
os operadores de Majorana sao representados com o indice na parte inferior ~,,. As
matrizes de Pauli serdo representadas por o e o sem o idice representa o spin. O vetor
de onda sera denotado por apenas k, sendo assim quando houver necessidade de distinguir
as componentes serd usado a notacao k,. As constantes de Planck A, de Boltzmann kg e
a velocidade da luz ¢ foram tomadas como a unidade ao longo dos calculos. As unidades

de medida, quando aparecem, estao no sistema S.I.



Capitulo 2

Modos de Majorana

2.1 Introducao

Em Mecéanica Quantica uma particula é descrita por um estado |¥). Caso estiver-
mos em um regime nao relativistico podemos obter a dinamica a partir da equacao de

Schrodinger:

2

H W) = (p— n v<x>) WY = ik, |9 (2.1)

2m

onde p é o operador momento e x o operador posicao.
Outrora, em regime relativistico, a descri¢ao mais correta para particulas de spin % se

apresenta através da equacao de Dirac, dada por:

Hpirae |¥) = (a- p+ pm) |V) = ihd, |V) , (2.2)
onde « e § sdo matrizes que nao comutam e obdecem

{CYi, Oéj} = 251]

{a', B} =0.
A equacao de Dirac obedece a certas exigéncias:

1. Deve ser covariante sobre as transformacoes de Lorentz;

2. Deve dar a relacao correta entre energia e momento dada pela equagao abaixo para

uma, particula livre:

E? = p2€2 + m2ct.

14
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3. As derivadas temporal e espacial devem ser de primeira ordem para que a equagao

forneca uma densidade de probabilidade positiva;

Na forma covariante, podemos escrever a equa¢ao como:

(ihdy, — me)p = (Y'p, —me)p =0, (2.3)

V", v} = 29"

onde p* = (i0;,iV), p, = (10;, —iV), m é a massa de repouso, 1 é o e spinor de Dirac
com 4 componentes, ¢ ¢ a velocidade da luz, p = 0,1,2,3 é o indice que contempla as
coordenadas espaciais e temporal e v* sao matrizes 4 x 4, oriundas das matrizes de Pauli

(o', 02, 0%) e da matiz identidade 0°, dadas por:

0 i

0 o 0 ; 0 o
_ A= , 2.4
v < 0 _JO> v (_gl 0) (2.4)

Todavia esse conjunto de matrizes nao ¢ inico. Em 1932, Ettore Majorana [20] encon-
trou um conjunto de matrizes v* que forneceram solugoes puramente reais para a equagao
de Dirac. Tal condicao implica a possibilidade da existéncia de particulas de carga nula
que sdo suas proprias anti particulas, batizadas de Férmions de Majorana (FM).

Aprofundado a discussao, vamos escrever o spinor de Dirac como:

(2

(2> VR
- — , 2.5
w wS (¢L> ( )

Y4

onde ¥R é a projecao direita e 1) é a projecao esquerda. Substituindo a equacao (2.5) na

(2.3), temos duas equagoes acopladas:

(i0h — p- 0)or — miby =0

2.6
(10 —p-o)r —mipp =0 20

Seja C' o operador conjugacao de carga. Note que ao tomarmos as solugdes 1(x) =

e(=*E) (1) estacionarias da equacdo (2.6) e impondo a simetria de conjugacio de carga,
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Cy = Cy*, onde C = iy? na representacao de Dirac e C' = 1 na representacao de
Majorana. Para cada solucdo ¢ com energia F existe uma solucio ¢¢ com energia —FE.
Observe, também, que impondo a condicao £ = —F na representacao de Majorana, temos
E =0 e ¢ = ¢*!: particula idéntica a anti-particula, como previamente discutido.

A equagao de Dirac [21, 22| previa a existéncia de particulas de mesma massa e spin
que as particulas ja conhecidas (como elétron, proton, néutron...) associadas as solugoes
com energia positiva, porém com carga oposta associadas com as solugoes de energia
negativa. Essas particulas foram batizadas de anti-particulas. Depois da previsao teorica
feita por Dirac, foram detectadas varias anti-particulas, inclusive as trés mais conhecidas:
positrons (1932), antiprotons (1955) e antinéutrons (1956). No caso da representacao de
Majorana particulas sao idénticas as antiparticulas, o que nos leva a indistinguibilidade
das mesmas.

Apesar da previsao teodrica, até o presente momento nao se tem certeza que FM foi
detectado um FM [18], porém existe evidéncias. Como foi motivado na introdugdo, as
caracteristicas fisicas da particula que obedece aos requisitos de FM seriam de grande
importancia em aplicacoes tebricas. Contudo dentro da Matéria Condensada podemos

conceber sistemas que exibam “quasiparticulas” andlogas ao FM.

2.2 Modos Zero de Majorana na Fisica do Estado So6-
lido

Modos de Majorana ja vem sendo estudados ha décadas no contexto da Fisica da Ma-
téria Condensada, em especial em supercondutores por emergirem de forma natural, além
de oferecer realizacoes praticas factiveis. Para ser um FM em Matéria condensada, as
excitagoes coletivas devem satisfazer duas condigoes: (i) que obedega a equacdo de Dirac
e (i) que seja idéntica a sua antiparticula. Um elétron ordinario possui uma banda de
dispersao parabolica obedecendo a equacgao nao relativistica de Schrédinger. Entretanto
em um sistema que possui excitagoes fermidnicas, sobreposicoes de elétron e buraco, o
cruzamento das bandas de energia em um regime descrito por um Hamiltoniano de exci-
tacoes de baixas energias, possui dispersao linear. Portanto o movimento das excitagoes
obedece a equacao de Dirac sem massa. A segunda condicao é satisfeita pois o elétron e o
buraco sao superpostos no estado supercondutor de modo que se tornam indistinguiveis.

Agora faz-se necessério introduzirmos a linguagem da segunda quantizagao [23]. Neste
formalismo, o elétron sera representado por um conjunto de operadores fermionicos: c}
cria um elétron com um nimero quantico indexado por j e ¢; aniquila o elétron. Esses

operadores obedecem as relacoes de anticomutacao canonicas tipicas de férmions:

!Condicdo de realidade.
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{chiel} ={cie;} =0

| (2.7)
{clie;} =6y

No contexto da matéria condensada, podemos interpretar em sistemas de muitos cor-
pos a aniquilacao de um elétron como a criacdo de um buraco. Mais precisamente, a
criacao de uma anti particula do elétron. Essa interpretacao serd de suma importancia
para entendermos em quais sistemas devemos encontrar a emergéncia de FM.

A Hamiltoniana, nesse caso, é expressa em termos dos operadores eletronicos, onde
a parte cinética sao termos bilineares de ¢’s e as interagoes sao termos quarticos. Para
nosso interesse, queremos obter a representacao da Hamiltoniana na base de Majorana,
com a finalidade de descrever FMs.

Devido ao objeto de nosso estudo, iremos discorrer apenas para um caso especial: Os
Modos Zero de Majorana (MZM). De modo geral temos:

Hpe¥ = BV, (2.8)

onde ¥ é um spinor de Nambu que representa uma quase-particula com energia E e
Hpac € a hamiltoniana de campo médio (BdG) que leva em consideracio interagoes de
primeiros vizinhos na rede, e descreve as excitacoes de baixa energia do supercondutor.

Se tomarmos E = 0 a equagao acima se torna:

Hpac¥o =0, (2.9)

onde Wy é uma quase-particula de energia zero ou um Modo Zero. Impondo que:

Uot _U(Tu
i
Uu v
v=| *|=cu=| 9 |, (2.10)
Yot Up,
Vo —UET

com C sendo a matriz conjugacao de carga, ug, vo sao operadores componentes do spinor
e ug é o complexo conjugado de uy. Queremos obter os operadores criacao e aniquilagao
para este caso. Usando a definicdo de operador aniquilagao e criagao [18] e a equagao

(2.10) podemos verificar que:
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* ¢y ¢
’y:/ddfr\IIO g :/ddr\llo g =1, (2.11)

TT TT

! !

ou seja, temos uma particula de Modo Zero que é idéntica a sua anti-particula, que por sua
vez define um MZM. Podemos ainda encontrar uma relacao entre os operadores eletronicos

e de Majoranal18]:

1 ‘
¢j = 5% + Ve
P 1 ’

C; = 5(%’,1 - Wj,z)

(2.12)

onde ~ representa um FM. Desta forma um elétron (ou buraco) é composto por dois

MZM. Nesse momento ¢ interessante discutirmos alguns pontos.

1. A equagao (2.9) nos leva a concluir que o custo energético é nulo para criar ou
aniquilar uma particula. Além do mais, o estado fundamental serd degenerado no

caso de um MZM, devido néo ser possivel formar um operador ntimero (yiy = 7% =
1);

2. Os MZM estao separados dos demais estados por um gap de energia, que oferece
a0 mesmo uma protecao topoldgica. A razao é que o modo zero nao pode adquirir
uma energia diferente de zero por qualquer deformacao continua do Hamiltoniano
que nao fecha o gap?. Isto é valido para qualquer Hamiltoniano e depende apenas

da simetria imposta na equagao (2.10);

3. Os MZM sempre aparecerao aos pares em um sistema finito, visto que existe um
numero inteiro de elétrons e cada elétron é uma superposicao de dois Majoranas
ocupando o mesmo sitio. Em certas condigoes, podemos obter um par de modos de
Majorana separados espacialmente [11, 18]. Para elucidar esse fato, tomemos uma
Halmitoniana de campo médio na representacao de Majorana que descreve uma

cadeia 1D spin polarizada supercondutora de onda-s (modelo de Kitaev):

1
H = B Z[N’Yj,l%’,z + (E+ D)y + (=t + A)vi1v41.2), (2.13)

J

20 gap supercondutor A.
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sendo t parametro de hopping, A o parametro supercondutor e p o potencial qui-
mico. Especificamente neste sistema, o supercondutor se encontra no estado to-

pologico para |u| < 2t e trivial para todo resto. Se tomarmos A =t e p = 0,

temos:
H = it27j72’}/j+171. (214)
J
(c)
[a]H - -8 S = N A
[b:I'HHHHHHH'I

Figura 2.1: (a) MZM na fase trivial (b) Observe que no estado topologico MZM vizinhos
encontram-se ligados deixando os das extremidades da cadeia livres (c) Diagrama da fase trivial
e topologica onde a transicao ocorre em p = +2t (Fonte: referéncia [18]).

Neste caso estamos criando (ou aniquilando) ; e 72 em sitios diferentes, ou seja,
espacialmente separados. Desta forma os MZM se acoplam com os vizinhos deixando

os das duas extremidades livres (Figura 2.1);

4. Note também que os operadores obtidos na equagao (2.11) obedecem as relagoes de
anti-comutacao canonicas. Em uma analise mais detalhada podemos verificar que
estes operadores obedecem a estatistica de troca nao-Abeliana. Esta caracteristica
é muito interessante para o desenvolvimento de uma computacao topoldgica, visto
que, por obedecerem a uma estatistica de troca nao-Abeliana quando movermos

dois MZM um contra o outro, cada modo conserva a memoria da posicao anterior;

Pode parecer uma discussao um pouco frustrante, dado que nao existem muitas evi-
déncias que realmente FM existem como particulas fundamentais. Todavia, na Fisica da
matéria condensada, cuja as particulas de interesse de estudo envolve elétrons (que sao
férmions de Dirac) e protons, onde em um sistema de muitos corpos o comportamento
coletivo da origem a interessantes fenomenos, em especial ao fendmeno de emergéncia.
Trata-se do comportamento coletivo dos elétrons, protons e néutrons no sistema. As
particulas que emergem, nao sao propriamente uma particula, por isso sao chamadas de

quasiparticulas.
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Vérios sao os exemplos de quasiparticulas, como féonons, magnons, plasmon e polarons.
Fonons, por exemplo, sdo os quanta de vibracao da rede e magnons® os quanta de flutuacao
do spin. Como veremos FM podem emergir em sistemas de matéria condensada provindo
da superposicao entre elétrons e buracos.

Note que o elétron (ou buraco) é formado por dois Majoranas que ocupam espacial-
mente o mesmo lugar. Dizemos que esses dois Majorana estao acoplados espacialmente.
Os operadores de Majorana obedecem a Algebra de Clifford {7ia;7vjs} = 20ij00,3. Rees-

crevendo as relagdes em (2.12), colocando v em fungao de c e cf, temos:

Vi1 = C; -+ Cj
o= ilel — ¢ (2 15)
V2 z(c] cj)- i
Vi = %T-

Das relacoes dadas em (2.15), o fato de v; = 7} implica que temos uma particula que
é idéntica a sua antiparticula, que define a condigao de realidade (operador auto-adjunto)
e por sua vez corrobora com a defini¢do feita em (2.12). O efeito desse operador é criar
ou aniquilar uma particula no sitio j.

As transformagoes canonicas definidas em (2.12) mostram que qualquer sistema ele-
tronico pode ser descrito também usando operadores de Majorana. Porém, muitas vezes,
essa transformacao nao é vantajosa e acaba por complicar ainda mais o problema, visto
que fisicamente o que temos sao duas particulas entrelacadas no espaco.

O fato de supercondutores serem ideais para exibirem modos de Majorana [4] est4
intimamente ligado ao fato de que modos de Majorana podem ser descritos como su-
perposicao de iguais graus de liberdade entre elétrons e buracos, o que se verifica nas
relagoes (2.7) e (2.12). Como serd apresentado no proximo capitulo, alguns sistemas com
ordem supercondutora, apresentam naturalmente da teoria de Bardeen, Cooper e Schrief-
fer (BCS) [25] iguais graus de liberdades entre elétrons e buracos, tornado assim, natural

que busquemos por MZM em tais sistemas.

2.3 [Estatistica de troca nao-Abeliana e aplicacao em
computacao quantica

Em um sistema composto por mais de uma particula a descricao feita pela teoria de
estatistica quantica ¢ um dos grandes pilares. A estatistica tem sua esséncia na con-
tabilizacao dos estados quanticos. Imagine que estamos formando um estado com N

particulas ocupando r sitios e queremos determinar de quantas formas isso pode ser feito.

3um magnon carrega uma porgao fixa de energia e momentum de cristal.
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Como podemos contabilizar? Bom, se a ordem importa temos da combinatoéria, que o
namero de estados pode ser dado pela comutagdo e que V(q1,q2, ..., ¢, -5, ,qr) =
—W(q1,92, ** + G, s, -, qr), Ou seja, a funcao de onda total do sistema é antissi-
métrica por uma permutacao simples de duas particulas. Caso contrario, temos que o
numero de estados é dado por um arranjo e a funcao de onda é simétrica para uma
permutacao da posicao de duas particulas, ou seja, V(qi,q2, - ,Gis " 1G5, " Q) =
U(q1,q2, ¢, , G, - ,qr). As particulas que compode o primeiro sistema chama-
mos de férmios, descrita pela estatistica de Fermi-Dirac, e o segundo sistema é composto
por bésons, que obedecem a estatistica de Bose-Einstein.

Podemos imaginar essas trocas como um resultado de uma operacao sendo feita na
funcao de onda total do sistema, onde a funcao final devem diferir por apenas uma fase.
Isto é sempre possivel, desde que seja continuo. Podemos realizar este processo adiabati-
camente, e, pelo teorema de Block, a funcao de onda deve ganhar uma fase que é dado

pela curvatura de Berry, ou fase de Berry [19, 18]. Assim:

(g1, q2) = €U(q1, ga). (2.16)

Porém, se realizarmos essa troca mais uma vez para levar a funcao de volta ao estado

inicial, podemos nao obter a mesma funcao de onda:

Vg, @) = €%(q1, q2) = €€ P(q1, o) = €Y (qn, @o). (2.17)

em especial para # = 0, e 0 = 7 representa bosons e férmions respectivamente. Para
qualquer outra particula cuja a fase seja um valor de 0 < 8 < 7, chamamos de anyons
que possui estatistica 6 [19]. De forma geral, essas transformagoes sao implementadas por
operadores unitarios U(o) no espaco N x N dimensional, onde ¢ é a troca entre duas

particulas (ver Apéndice A), em que:

Yo = U(07)a,p¥s. (2.18)

Assim se U(0:)apU(0})3y 7# U(0)apU(0i)y, Vi # j, ou seja, nao comuta, dizemos que
as particulas obedecem a estatistica de troca ndo Abeliana (Figura 2.2). Para MZM o

operador unitario e a atuacao é dada respectivamente por:
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Uij = 1
Ve — Uz'ﬂkU;}
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Figura 2.2: Exemplos de trocas nao-Abelianas (Fonte: referéncia [19]).

A idealizagdo de uma computagdo quantica universal (CQU) exigiria a existéncia de
sistemas com Anyons de Fibonacci, que sao quase-particulas do tipo anyons que obedecem
a estatistica de troca nao-Abeliana. Porém podemos fazer uma computacao quantica
topologica (CQT) com MZM.

Em sistemas supercondutores quirais (SQ) bidimensionais de onda p, (k, £ ik,), as
quase particulas obedecem naturalmente a estatistica de troca nado-Abeliana [19]. Fu
e Kane [26] propuseram que ao acoplarmos um supercondutor convencional de onda s
bidimensional a um Isolante Topologico 3D (ver 2.3) a interface pode-se produzir um

efeito semelhante a de um SQ spin polarizado.

Figura 2.3: Modelo de Fu e Kane: um supercondutor topolégico acoplado a isolante topolégico
(Fonte: referéncia [19]).
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Podemos construir a computagao quantica (CQ), a partir de um vetor de estado no
espaco de Hilbert |®,,,) = |ny,ng, ns, - -+ ,ny) formado por N férmios de Dirac (elétrons)
en; = 0,1 (qubit) que significa estar ocupado ou nao e que sao os autovalores do operador

ndmero:

iy = clej = %(1 + V1Y52)- (2.20)

A equacio (2.20) nos revela detalhes interessantes. Note que o operador nimero é
escrito em funcao de dois operadores de Majorana ocupando o mesmo sitio. Para inserir
uma informacao, é nescessario separar os MZM espacialmente primeiro. Desta forma,
a informacao em termos de MZM nao ¢ armazenada localmente. Em outas palavras,
nao podemos ler a informacao do estado quantico sem saber quais sao os MZM que
constituiam inicialmente cada qubit. Embora excitacoes de baixa energia poderiam criar
um desordenamento dos estados quanticos o que tornaria impraticavel utiliza-los para
armazenar informagcdo, a presenca de um gap supercondutor (derivado da formagao de
pares de Copper) em supercondutores protege os MZM, tornado o sistema praticamente
imune a fenémenos de decoeréncia.

Por fim, o fato dos MZM em um sistema 2D de SQ obedecem estatistica de troca
nao-Abeliana, permite evoluir um estado inicial |®;) a um estado final |®;) realizando
operacoes unitarias U, permitindo uma computacao sem ambiguidades. Uma observagao
importante, é que o operador U atua no estado, assim ele atua em todos qubit simultane-
amente, diferentemente do que ocorre na computacao tradicional, em que cada operacao

atua em um bit por vez, tornando assim a computacao quantica mais rapida.



Capitulo 3

Modelos efetivos para Supercondutores

3.1 Introducao

O estudo da supercondutividade remonta ao inicio do século XX, quando, em 1911 o
fisico Heike Kamerlingh Onnes observou, em seu laboratorio, que o mercirio sofria uma
queda abrupta da resistividade, indo a zero quando atingia uma temperatura da ordem
da liquefagao do hélio. A esse fenomeno deu-se o nome de supercondutividade. A tempe-
ratura na qual ocorre a transicao de fase do estado normal para o estado supercondutor
foi denominada temperatura critica T, sendo diferente para cada material.

A supercondutividade é observada em muitos elementos metalicos e também em ligas,
compostos intermediarios e supercondutores dopados. Atualmente, a faixa de tempera-
tura de transicao do estado normal para o estado supercondutor, vai de 0,001k, para o
elemento Rh, até 138K para compostos ceramicos [24]. O altimo caso trata-se de super-
condutores de altas temperaturas, que sofrem transicao de fase em temperaturas da ordem
da liquefacdo do nitrogénio. Existem alguns férmions pesados' que siao supercondutores
e pertencem a classe dos supercondutores exoticos. Outros materiais sofrem transicao de
fase apenas quando submetidos a pressoes elevadas. Um bom exemplo é o silicio (S7), que
necessita ser submetido a uma pressao de 165k Bar e a T = 8,3K. Impurezas na amostra
podem alterar T. Por exemplo, a adi¢ao de galidolineo (mesmo em baixas quantidades)
podem reduzir a temperatura de transicao do lantanio de 5,6 K para 0,6K

Os fisicos Karl Wather Meissner e Robert Ochesenfeld|27| descobriram em 1933 que,
no estado supercondutor, as linhas de campo magnético eram expulsas do interior do ma-
terial, contrariando a ideia, até entao, de que supercondutores eram condutores perfeitos.
Esse fenomeno ficou conhecido como efeito Meissner. Todavia, campos magnéticos exter-
nos intensos destroem a supercondutividade. O valor do campo onde hé a transicao entre

o estado supercondutor e normal é denominado campo critico Bo(T), que depende da

!Existem alguns compostos metélicos que possuem altos valores para capacidade térmica, com duas
ou trés ordens de grandeza acima do normal. Sao exemplos de férmions pesados o UBeys, o CeAls e o
CeCusSis. Acredita-se que a massa efetiva dos elétrons nestes compostos seja da ordem de 103m,

24
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temperatura. Na temperatura critica, o campo magnético critico é zero Bo(T¢) = 0 den-
tro do supercondutor. A existéncia do efeito Meissner nos permite classificar os materiais
em dois grupos quanto ao campo critico: Tipo I e Tipo II.

Os materiais do tipo I, tém sua supercondutividade totalmente destruida quando o
campo magnético atinge o seu valor critico. Amostras puras de muitos materiais exibem
este tipo de comportamento. Os valores de B¢ nos supercondutores do tipo I sao tao
pequenos (Be = —puoM) que estes materiais ndo podem ser usados em iméas supercondu-
tores. Ja no tipo II, observamos a existéncia de dois campos criticos: até o campo B¢y o
material estd em um estado supercondutor puro, para valores entre Boy e Boo existe um
fluxo magnético no interior do material exibindo os estados de vortices e, por fim, para
valores acima de By 0 material transita para o estado normal (Figura 3.1). Supercondu-
tores do tipo Il sao, na maioria dos casos, ligas ou metais de transicao com altos valores
de resistividade elétrica no estado normal. Existe, também, materiais que quando puros
sao do tipo I, quando dopados com impurezas passam a exibir curva de magnetizacao do
tipo II (Figura 3.2).

Tipo |

Estado

Estado s 2
Supercondutor Misto Estado
7 e = Normal -
gaz : He He2
Campo magnético aplicade  —- Campo magnr‘ﬁicng;licado i
(a) (b)

Figura 3.1: Curvas de magnetizagao para supercondutores do Tipo I e Tipo IT (Fonte: referéncia
[24]).

A primeira explicacao para o efeito Meissner foi proposta pelos irmaos London em
1935 [28]. Partiram de uma abordagem fenomenologica e postularam que no estado
supercondutor, a densidade de corrente é diretamente proporcional ao potencial vetor
do campo magnético local. A teoria deles previa a existéncia do efeito Meissner, ja que
o campo magnético tende a zero dentro da amostra. A abordagem dos irmaos London
utiliza da ideia de dois “fluidos”, um com elétrons comuns e outro com “super elétrons” o
qual era responsavel pela supercondutividade. Esta teoria por ser fenomenologica além
de nao conseguir explicar a origem da supercondutividade, falhava no ponto em que a
supercondutividade deveria existir mesmo na auséncia de campo magnético externo.

Apos a teoria de London, em 1950, os fisicos V.L. Ginzburg e L.D. Landau [29] propu-
seram uma teoria fenomenologica, usando a mesma ideia de super elétrons e o formalismo

da energia livre termodinamica, que além de explicar o efeito Meissner mostrava a exis-
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Figura 3.2: Curvas de magnetizacado para supercondutores (Chumbo e indio a 4,2K do TipoIe
com dopagem. (A) Chumbo, (B) Chumbo-2,8% indio, (C) Chumbo-8,23% indio e (D) Chumbo-
20,4% indio (Fonte: referéncia [24]).

téncia de dois diferentes tipos de supercondutores: o do tipo I e o do tipo II. A diferenca
basica entre eles ¢ que o campo magnético s6 penetrard no material no estado supercon-
dutor do tipo I quando atingir o valor do campo critico, enquanto no tipo II o campo
comeca a penetrar para um valor de campo menor que o valor do campo critico, ou seja,
He < He.

Em 1957 os fisicos J. Bardeen, L. Cooper e J. Schrieffer [25| fizeram uma teoria de
primeiros principios, que ficou conhecida como BCS (iniciais dos nomes), que descreve
satisfatoriamente dados experimentais. Um dos pontos centrais da teoria é a atragao
dos elétrons no estado fundamental, formando pares. Esses pares se formam através
da interacao elétron-fonon: um primeiro elétron deforma a rede (fonon) enquanto um
segundo elétron aproveita da deformacao causada pelo primeiro elétron para minimizar a
sua energia. Tais elétrons ligados sao conhecidos como par de Cooper.

A velocidade de deriva do elétron na rede é maior que a do fénon, desta forma existe
uma diferenca de intervalo para que o segundo elétron seja capturado pela deformacao da
rede, o que faz com que os elétrons sejam correlacionados a uma grande distancia. Para
supercondutores do tipo I, esta distancia ¢ da ordem de 107" m [24], que ¢ bem maior do
que a distancia de repulsao coulombiana entre os elétrons do par de Cooper.

Essa interacao atrativa entre elétrons pode levar a um estado fundamental separado
do primeiro estado excitado por um gap de energia supercondutor A. A diferenca de

energia no zero kelvin é:

A(0) = 3.25k5Te,

onde kg é a constante de Boltzmann. A formacao dos pares de Cooper conduz a uma
diminuicdo da energia no nivel de Fermi ex. A largura da banda proibida? em supercon-

dutores é da ordem de 10~%ep. A energia necessaria para romper o par de Cooper & o

2Regido entre a banda de valéncia e de conducdo cuja a diferenca de energia é o gap.
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gap da teoria BCS, que possui uma dependéncia com a temperatura. Quanto menor a
temperatura, maior o gap. A zero Kelvin o gap é maximo, pois nao ha vibracoes da rede
cristalina devido a flutuacoes térmicas.

O fato de existir uma banda proibida, significa que fétons com uma energia menor
do que o gap de energia nao sao absorvidos. Em uma amostra metalica da ordem de
20 x 107'%n, por exemplo, um nimero maior de fétons atravessa o material no estado
supercondutor do que no estado normal, e, no caso de fétons com energia menor do que
a largura da banda proibida, a transmitancia desaparece no zero absoluto.

Um resultado muito interessante, obtido experimentalmente, ¢ que a temperatura

critica dos supercondutores varia com a massa isotopica,
MTo = constante,

sugerindo que as vibragoes da rede cristalina e, portanto, as interagoes elétron-rede estao
envolvidas no fenémeno da supercondutividade [32|. Assim nfo existe nenhuma outra
razao para que 1 nao dependa do nimero de néutrons presentes no nicleo atomico.

A teoria BCS, apesar de apresentar uma descricao perfeita para o fendmeno da su-
percondutividade em materiais de baixa temperatura critica, nao consegue explicar a
supercondutividade em materiais de alta temperatura critica [33|. Porém, mesmo desco-
nhecendo o mecanismo de formacgao de pares de Cooper, a supercondutividade para alta
temperatura critica depende de alguma forma dos mesmos [24, 32].

A transicao de fase da fase normal para a fase supercondutora esta intimamente ligada
a quebra de simetrias do sistema (Um maior ordenamento dos elétrons em pares) [34].
Portanto podemos estudar estas transigoes a partir das fungoes termodinamicas, como,
por exemplo, na transicao da fase liquida da agua para a fase solida.

Para um supercondutor do tipo I com um efeito Meissner completo, o campo critico
Be ¢ uma medida da diferenca de energia livre (de Gibbs) entre os estados normal e

supercondutor a uma mesma temperatura:

_ B

AF = —.
240

No caso supercondutor do tipo II, Bo é definido como o campo critico termodinamico
relacionado & energia livre de estabilizagao, obtida a partir do valor do campo magnético
aplicado que destroi o estado supercondutor. Em uma temperatura finita, as fases normais
e supercondutoras estao em equilibrio quando o campo magnético é tal que as energias
livres sejam F'=U —T'S.

Dentro da classe dos supercondutores, existem os chamados supercondutores quirais
que sao aqueles em que a fase complexa do gap ik,, A(k) = |Ale™, gira em um sentido

horério ou anti-horario conforme k& se move entorno de algum eixo na superficie de Fermi
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[4].

A supercondutividade quiral é um tipo de estado topoldgico, e carrega consigo certas
assinaturas de sua topologia nao trivial [7]. Um exemplo sao os modos de Majorana, que,
no estado de energia zero £k = 0, tém a propriedade de ser sua propria anti-particula.
Fisica semelhante se aplica a nticleos de vortice em supercondutores quirais que, devido
ser de onda p, exibe um tnico modo zero de Majorana para o caso de férmions sem spin
[35]. Esses modos de Majorana podem ser estaveis a perturbagoes locais, protegidos pelo
bulk, devido a sua natureza topologica.

Neste capitulo iniciaremos com uma discussao sobre a Teoria BCS, com foco nos
resultados sobre o gap de energia A(k) oriundo da formacao de pares de Cooper, os quais,
serao usados para discussoes sobre a forma do gap no capitulo 4. Em seguida discutiremos
sobre a classe dos supercondutores quirais. Na tltima secao, serd apresentado um modelo
efetivo de uma banda para supercondutores quirais, e utilizando as relagoes definidas em
(2.12) obteremos o espectro de energia dos modos de Majorana. Por fim, argumentaremos
as condicoes sobre o potencial quimico, parametro supercondutor e parametro de hopping

para o qual o estado supercondutor exibe a fase topologica [36].

3.2 Teoria BCS

Nesta secao faremos uma descricao da teoria BCS a partir da interacao elétron-fonon.
Contudo, esse nao é o Gnico mecanismo que leva a formagao de pares de Copper. O
mecanismo de interagao elétron-fonon explica de forma bem coerente a formagao dos pares
de Cooper e a existéncia do gap supercondutor para supercondutores ditos convencionais.
Porém, dependéncia do efeito isotopico com a T, como ja discutido, torna a interacao
elétron-fonon o principal mecanismo para a supercondutividade. Assim mostraremos
como a interacao elétron-fonon pode produzir uma interacao atrativa entre os elétrons.

Considere a Hamiltoniana H = Hy + H._y, onde:

Hy =) hwgblby + > excher, (3.1)
q k

onde w, é a frequéncia de vibracao da rede, ¢, e b, sao respectivamente os operadores
de aniquilacao de elétrons e fonons e e a enegia cinética dos elétrons. A equagao (3.1)
descreve a enegia cinética dos fonons e a energia cinética dos elétrons na rede. Temos

ainda:

He = Mycqner(by +1b',), (3.2)

q,k
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onde M, é constante de acoplamento elétron-fonon. Trataremos o problema através da
teoria perturbativa. A interacdo elétron-fénon, como veremos, é uma correcao de se-
gunda ordem, sendo assim de energia negativa, tipico de potencial atrativo. Inicialmente

procuramos por uma transformacao de Schieffer-Wolff, de modo que:

[H,S) = —H,_. (3.3)

A transformada da Hamiltoniana é dada por:

. 1
H=e"He® =H0+§[He_f,5]+---. (3.4)
Vamos propor que:
S = (Abl, + Bby) M,cl, yer, (3.5)
q.k

onde A e B podem ser determinados impondo a condigao em (3.3). Assim a transformacao

unitaria S é:

Mgel . cx. (3.6)

bl b
S = —9q + q
kz,q (ex — Chtq — hwfq) (ex — €htq T hwq)

Observe que o denominador de bT,q corresponde a emissao de diferentes energias de um
fonon e o denominador de b, a absor¢do. Vamos definir Ay (k,q) = e — €p1q = Awg,. A
: ; ; Tyt TooT
Hamiltoniana efetiva depende do comutador | (bg + 0Ly)cxpock, 0" cpr
deste comutador surgem termos de potencial de um corpo, que nao nos interessam. Assim,

/€ q/} . Na avaliagao

levando apenas os termos da interacao entre dois elétrons mediado por fénons, temos um

potencial atrativo em uma estreita faixa em torno do nivel de Fermi dado por:

M, |*hw
Vi) = gt

B AIQW B (ﬁwq)Q’ (3.7)

onde Ay, = e — ex—q. Note que o potencial serd atrativo para Ay, < hw,, tendo seu
valor maximo para Ay, = hw,. Portanto, a atracao esta condicionada a vibracao da rede

(wy) e, em outras palavras, ao movimento dos ions. A ideia fisica é que o primeiro elétron
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polariza o meio por atrair fons positivos (Figura 3.3); esses fons positivos em excesso, por
sua vez, atraem o segundo elétron, dando uma interacao atrativa efetiva entre elétrons, se
essa atracao for suficiente para exceder a repulsao de Coulomb. Este potencial atrativo
entre elétrons é a base para a teoria BCS da supercondutividade. A importancia da
interacao elétron-rede para explicar a supercondutividade foi sugerida pela primeira vez
por Frohlich em 1950. Esta sugestao foi confirmada experimentalmente com a descoberta

do efeito isotropico.
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Pares de Coaper
Figura 3.3: Representacdo da formacao de pares de Cooper (Fonte: referéncia [6]).

Todavia ainda nao justificamos como o segundo elétron é atraido. O momento do
fonon devido a distorcao da rede pelo primeiro elétron é q. A partir da conservagao do
momento, podemos ver que se um elétron ¢ espalhado de k para k' temos, portanto, que

q =k — k' (Figura 3.4). Por fim, o fénon espalha o segundo elétron da mesma forma.

Figura 3.4: Diagrama de Feynman para interacao elétron - fonon - elétron (Fonte: referéncia
[30]).

Embora a atracao mediada por fonons seja a base para a supercondutividade nos su-
percondutores convencionais, é importante reconhecer que o modelo BCS requer apenas
uma interacao atrativa dando o elemento de matriz que pode ser aproximado como —V
em uma faixa de energias perto da Energia de Fermi. Diferentes interagoes de empa-
relhamento, envolvendo a troca de diferentes bosons por fonons, podem muito bem ser
responsaveis por alguma supercondutividade em alguns dos mais exoticos superconduto-
res organicos, férmions pesados e de alta temperatura. Nesse caso, o emparelhamento de
elétrons pode ter o carater de onda-p ou onda-d, em vez da forma de onda-s assumido aqui
inicialmente. No entanto, a fenomenologia macroscépica do estado supercondutor resul-

tante é alterada apenas por detalhes dessas diferencas. Consequentemente, a existéncia do
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potencial atrativo, tratado aqui, fundamenta a compreensao de todos os supercondutores,

mesmo oS materiais exoticos para os quais sao necessarias generalizacoes significativas.

3.3 Supercondutor quiral

A formacao de pares Copper podem ser dadas por emparelhamentos de onda-s, onda-p,
onda-d e onda-f. Em cada caso temos diferentes possibilidade de momento angular total
dos pares de Cooper. Por exemplo, os pares de Cooper dos supercondutores de onda-s
tém momento angular total nulo devido a um tnico estado singleto. Em supercondutores
de onda-p, o momento angular total dos pares de Copper é 1. Os supercondutores mais
simples sao de onda-s com uma tinica superficie de Fermi, cuja a interagao atrativa entre os
elétrons é devido a interagao elétron-fonon. Emparelhamentos de ordem superior ocorrem,
geralmente, quando a interacao elétron-elétron a curto alcance é repulsiva, mas a interagao
a longo alcance seja atrativa de modo que a interacao global seja atrativa. O exemplo
mais classico presente na literatura é o Hélio superfluido (H3) onde os pares de Cooper
tem momento angular total igual a 1 [37]. Os Cupratos de alta temperatura sao de onda-d
devido & alta repulsao Coulombiana a curta distancia e atrativa devido a uma gama de
interacoes de trocas. Para mais detalhes sobre este assunto veja a referéncia [38].

Supercondutores quirais se caracterizam pelo momento angular total dos pares de
Cooper nao nulos, assim imediatamente, eles nao podem ser de onda-s. Em especial,
quebram espontaneamente a simetria de reversao temporal (SRT) [4], dando origem as
correntes transportadas pelos modos de borda e estados de superficie, como no Efeito Hall
Quantico (HQE). No mais simples modelo supercondutor quiral de onda-p, essas correntes
sao substanciais, mesmo filtrado por correntes diamagnéticas com sentido contrario. Essas
correntes apesar de nao serem quantizadas e nem protegidas topologicamente, possuem
a condutancia Hall térmica quantizada. Supercondutores de onda-s quando acoplados a
um campo magnético exibem correntes de superficie, porém nesse caso nao se deve a uma
quebra espontanea de SRT.

Uma caracteristica marcante nos supercondutores de ordem superior como onda-s ou
d é a existéncia de nds [60] (Figura 3.5) na superficie de Fermi dos materiais (Figura
3.6). Como poderemos observar ao longo dos calculos mais adiante, a lacuna de energia
do gap supercondutor ¢ dada por |A(k)[>. A existéncia de nds pode ser prejudicial a
supercondutividade do material, no entanto, eles podem acontecer quando h4 um bom
ajuste entre um tipo particular de lacuna com nos e a superficie de Fermi. Por exemplo,
um supercondutor quiral de onda-p do tipo A(k) = Ay(k, = ik,), quando tomamos o
modulo quadrado a lacuna do gap supercondutor é isotropico. Em particular para uma
superficie de Fermi cilindrica, este supercondutor nao possui nds.

Por outro lado supercondutores quirais geralmente tém nds, a exemplo do Hes que na

fase A possui dois nds na superficie de Fermi ao longo do eixo k. [37]. As quase-particulas
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(a) s-wave (b) d-wave (c) anisotropic s-wave
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Fermi surface - Fermi surface - Fermi surface
+
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Figura 3.5: (a-c) Ilustragoes das estruturas de gap supercondutores correspondentes a varias
simetrias de gap. (d-f) Desenhos esquematicos de superficies de Fermi bidimensionais e das zonas
de Brillouin, onde as linhas verdes indicam os nés no parametro de ordem supercondutora e os
circulos azuis/vermelhos destacam os diferentes sinais do parametro de ordem supercondutora
(Fonte: referéncia [62]).

perto destes nds sao spin-degenerados e correspondem aos férmions de Weyl [39]. Quando
o acoplamento spin-6rbita esta presente, supercondutores quirais com emparelhamento de
paridade impar (por exemplo, onda-p), podem ter lacuna supercondutora nao unitaria es-
truturas e nos de pontos seletivos de spin. Neste caso, apesar do fato de que a superficie
de Fermi ¢ spin-degenerada, apenas estados spin polarizados nos pontos nodais sao inin-
terruptos no estado supercondutor, ao passo que os estados da polarizacao de spin oposta
sao espacados. Consequentemente, quase-particulas nodais de baixa energia surgem do
emparelhamento dentro de estados do mesmo spin. Essas quase-particulas sao idénticas
as suas antiparticulas e, portanto, sdo a realizacao em estado s6lido de MZM.

Vladyslav Kozii, Jorn W. F. Venderbos e Liang Fu no artigo "Three-dimensional Ma-

sS-wave

(c)

Figura 3.6: A forma da parte orbital do parametro de ordem de um par de Cooper, ou gap
com diferentes simetrias de pareamento. (a) A onda s isotropica, a magnitude do intervalo é
isotropica em toda a superficie de Fermi. (b) A funcdo gap da onda p com reversao de sinal
nas duas superficies. (c¢) A fun¢do gap de onda d com sinal mudando alternadamente de uma
superficie para outra (Fonte: referéncia [61]).
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jorana fermions in chiral superconductors "[31] em uma anilise sistematica mostraram
que supercondutores quirais tridimensionais com forte acoplamento spin - 6rbita e pari-
dade fmpar podem exibir MZM nos pontos nodais. O estado em que um supercondutor
exibe quase-particulas é denominado topologico, enquanto os estados que nao exibem sao
denominados triviais. Portanto, supercondutores como examinados pelos autores sao to-
pologicos. Eles mostram também que existe uma conexao bem intima entre a emergéncia
entre os MZM e a natureza nao unitaria do gap supercondutor quiral. Como possivel

candidato a supercondutor quiral que podem exibir MZM, propoem o férmion pesado
PT’OS4SZ)12.

3.4 Modelo de Campo médio para supercondutor qui-
ral £k, £ ik,

Nesta secao temos como proposta descrever a construcao do modelo BdG, que descreve
sistemas de particulas interagentes com aproximacoes de campo médio. Em geral, os
sistemas de interesse, sao compostos por elétrons que interagem com o potencial da rede
e com outros elétrons do sistema. Como ja visto, elétrons podem interagir atrativamente
mesmo que possuam uma repulsao coulombiana, formando pares de Cooper. Assim,
devemos levar em conta, de forma geral, alguns ingredientes: (1) parametro de hopping
(t) que descrevem a movimentagao de férmions na rede, (2) parametro supercondutor (A),
(3) energia de ocupacao (p) em multi orbitais e (4) acoplamento spin-orbita.

Introduzimos a hamiltoniana BdG escrevendo como H = Hy + Ha. No espaco dos

momentos, temos:

ZZGbV Cbu wa(k)’ (38)

onde €,, (k) ¢ a energia das contribuigdes de hopping, potencial quimico e acoplamento
spin-orbita. Além disso b é indexado como o indice de banda e v é o pseudospin. A parte

com respeito ao parametro supercondutor pode ser escrita como:

Ha = ZZZAZ; \(k)eh (k) + H.C.. (3.9)

A equagao acima descreve genericamente os casos de pareamento tripleto e singleto.
. A ~ . . .
Outra forma ¢é descrever A} (k) em funcdo de uma matriz, assim definindo como os

indices de pseudo spin +(1), —(1) e A como:
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(art A\ [—d 4 A
A _ d, + id, dz—i—‘ aF (3.10)
A+ A d.— A, d,+id,
onde:
1
A, = (AT - A7) (3.11)
i %(A AT (AT 4+ AT, AT £ A, (3.12)

Note que se d = 0 temos o caso singleto e no caso tripleto temos que A, = 0. Para um

Ao (kotiky) 5 o TOT_R®
0(,:’—:2”)2 onde temos a condicao d x d = 0 sendo

estado quiral tripleto, por exemplo, d=
satisfeita, d é um vetor real. A menos do fator de fase a direcao de d define a direcao na
qual o par de Copper tém a projecao do momento angular total de spin nula.
Caracteristicas interessantes da supercondutividade quiral podem ser obtidas a par-
tir de um modelo levando em conta apenas uma banda [4]. O Rutenato de Estroncio
(SroRuOy) |31, 4], material candidato a SQ, possui no plano zy a estrutura responsa-
vel pela supercondutividade quiral. Sendo assim, tal modelo torna-se muito relevante.

Ignorando o acoplamento spin-orbita, e, para o caso tripleto vamos escolher os eixos de

quantizagao de tal forma que A;}rj’f = 0. Desta forma, podemos separar a Hamiltoniana
(3.9) em duas contribuig¢oes [36] uma para os estados (++) e outra para os estados (——).
Dai, temos:
H = (e(k) — p)cf yera + [A(R)e] ety + HC, (3.13)
k,o
onde:
e(k) = —2t(cos(kz) + cos(ky)), (3.14)
A(k) = Ao(sin(ky) + f(o)isin(ky)), (3.15)
onde definimos:
+1,0=t
flo) =

—1,0=]
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Como nosso interesse é estudar as funcoes termodindmicas dos modos de Majorana

emergente através do cdlculo do potencial efetivo V¢, devemos levar a Hamiltoniana da

base eletronica para a base de Majorana. Realizando uma transformada de Fourier nas

relagoes definidas em (2.15),

1

Cho = 5 (M50 + Y2k,0)

1
I % -
Ck,a - 5 <71,k,a - ZIVQ,IC,U) ’

onde ¥ é o operador de majorana no espaco dos momentos, e:

~ 1 o —ik-x; T
Vm’k?o- - e ]Vj’m’g
J
f)/mzkzo- = € ]fijmvg
J
I —ik-xs T
Chg = e JCj,o’
J
Cko = E e ¢,
J

com m = 1,2 e substituindo na equacao (3.13), temos:

H =23 (k) = (W oM ko + 0 ko T2k0 = 1T g0 Tk + T oT2mo)
k,o

AR F koM o — T ko T2kio — 9 ke — o T2kc)
+A*(k?)(ﬂ,k,aﬂ7k,a + Wlk,a%,k,g + W;,kz,ﬂlykﬂ o 7;,1@,072,1&0)-

Observe que (€(k) — p) é uma fungdo par. Logo temos:

(3.16)

(3.17)

(3.18)

. 1 . . 1 . .
ZVLWM =5 Z VI,WLk + VI,WM =5 Z VI,HM + 71,_wf,,k =g(k)I.  (3.19)
k k: p

De forma analoga >, (e(k) — )31 . , 7160 = h(k)I , onde I é a identidade. Ou seja,
quando realizamos a soma dos produtos dos operadores o resultado é um miltiplo da iden-

tidade. Além disso, para nossos interesses futuros, os termos do tipo g(k)I sao constantes

nas variaveis de interesse (parametro supercondutor, temperatura e potencial quimico).
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Como as propriedades termodinamicas do sistema sao obtidas através de derivacoes destas

variaveis, podemos suprimir os termos do tipo g(k)I. Logo temos:

H =2 S (AWR) + A1)

+i(e(k) — i — Alk) + AT (k) o200
+i(—e(k) + g — Alk) + A" (k)3 4 oo (3.20)

Definindo D = i(e(k) — p — A(k) + A*(k)) e A = A(k) + A*(k) e os campos de
Majorana como:
772114;70 _ (?1,]6,0’) :
V2,k,0

w;‘;ﬂ = (fyi,k,o f?;r7k70'> )

temos:

1 - A D\ -
H=- iy o 3.21
1 kZ Vi (_ o A) s, (3.21)

Observe que a matriz possui termos antissimétricos na diagonal secundéria, decorrente
dos termos emparelhados W’I,k,g%,k,a terem sinais opostos, que por sua vez proveem do fato
dos férmions anticomutarem.

As auto energias das quasiparticulas, portanto, sdo:

E = +hvp/(e(k) — )2 +4 | A(k) 2. (3.22)

onde vy é a velocidade de fermi.

Fazendo €(k) = p, e, tomando o limite de baixas energias k,, k, < 1, chegamos a uma
dispersao linear (Figura 3.7) que assemelha ao espectro de energia do grafeno proximo
aos pontos de Dirac [17|, comportando-se como um sistema de particulas livres no regime

relativistico:

E = +2h; | k| . (3.23)

Tomando a transformada de Fourier dos operadores eletronicos em (3.13) , temos:
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Figura 3.7: Espectro de energia para supercondutor quiral de onda p (Grafico adimensional).

Hpio = Z —t(cjﬂ’j’ocm,a + h.c.) — t(cljﬂpci,j,g + h.c.) — uc;jﬂci’jp

z?]?"

jL(AczTAH’j’UcT -+ h.c.) + (iACT7j+1’UCI7

0] 7

the). (3.24)

J

Os operadores fermidnicos, neste caso, atuam em um ponto (7, j) em uma rede bidi-
mensional discretizada, criando c;j e aniquilando ¢; ; elétrons nesta rede. Por simplicidade
iremos considerar apenas o caso f(o) = 1. Note que existe uma anisotropia entre o em-
parelhamento na direcao y, devido a unidade imaginaria com relagao a direcao x, isto
provém da quiralidade do parametro supercondutor em funcao do momento. O mesmo
fato nao é observado para o caso supercondutor de onda p 1D.

Nosso objetivo a partir desse momento é caracterizar as transi¢oes de fase topoldgica da
Hamiltoniana (3.22) no estado supercondutor em funcao do potencial quimico. A escolha
desta variavel é bem sugestiva. A fase topologica esta ligada aos iguais graus de liberdade
entre elétrons e buracos, sendo assim, é interessante analisae seus niveis de ocupacao.
Para tanto, seguiremos de perto a proposta adotada no capitulo 16 do livro “Topological
Insulators and Topological Superconductors” [36]. A fim de facilitar os calculos, iremos
realizar uma transformacio no termo de potencial quimico u — p' — 4t. Observe que
esta transformacao apenas ird realizar um deslocamento no nivel de energia, sem causar

nenhum efeito no comportamento da mesma.
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Note que a Hamiltoniana é invariante para uma transformacao de calibre ¢;, — exp(?/?)

ch = expt?2 el A(K) = |Alexp®. Assim podemos escrever a Halmitoniana de Block

do sistema como:

Hpac = ((4t — i — 2t[cos(k,) — Cos(ky)]) 0% — 2| Alsin(k,)o? — 2|Asin(k,)o?, (3.25)

onde podemos definir o termo de massa de Wilson M (k) = 4t — u' — 2t [cos(k,) — cos(k,)].

O espectro de energia das quase-particulas nesse caso é dado por:

B =%/ (M(k)? + 4]A[2 (sin® (k) +sin?(k,))

Note que o gap nao se fecha a menos que M(k), sin(k,) e sin(k,) se anulem simul-
taneamente. Examinando restritamente a metade positiva da primeira zona de Brilloin,
portanto, cada termo em funcao dos pontos (km,k:y,;/), o gap se fechara em (0,0,0),
(7,0,4t), (0,7,4t) e (m,m,8t). Veremos adiante que para u < 0 e ' > 8t temos a fase
supercondutora trivial e para 0 < ' < 4t e 4t < 1’ < 8t a fase supercondutora topolégica,
cada qual com quiralidade oposta. Esta caracterizacao pode ser feita utilizando o Chern
number (CN) definido a partir do operador projetor. Porém como a carga nao é uma
grandeza conservada nesse caso, nao podemos estabelecer uma conexao com a condutan-
cia do efeito Hall Quantico (EHQ)[17|. Antes de realizar o célculo do CN faremos uma
argumentacio fisica sobre a natureza das fases para o caso ;' = 0. Para as andlises feitas
adiante assuma t = % para simplificagoes.

Em um regime de baixas energias estamos olhando para as transi¢oes em torno do
ponto (k,, k:y,;/) = (0,0,0). A ideia por tras do método adotado é realizar uma defor-
macao adiabatica na Hamiltoniana onde o gap de energia se fecha em ;' = 0, criando
duas interfaces: u' < 0 e ' > 0. Se existir uma interpolacio continua na interface, os
dois intervalos possuem a mesma fase topologica. Caso contrario, se a interpolacao for

descontinua, possui fases topologicas distintas. Tomemos um simples exemplo em que:

/ —ug,a:<0
polr) =9 :
o, >0

onde s, ¢ constante. Como a interface ndo varia ao longo da componente 7, podemos
tomar k, como um bom ntimero quantico a fim de simplificar célculos, sendo assim ele ¢é
tratado como um valor constante e nao um operador. (Queremos mostrar que existe uma
solucdo na interface das regides ;' < 0 ey’ > 0, o que impede conectar de forma continua
as duas fases. Tomando a Hamiltoniana da equacao (3.24) e definindo o campo eletronico

como ¥ = (ck, cik>, em 1D para uma tnica particula temos [36]:

Ck,
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/ d
1 —u () 2i|Al(—1— +ik,)

H= y dz (3.26)

2] A| (—ir — iky) e

cujo o auto estado da interface é dado por:
. 'Lk ,y 1 z / / !
Wk, (z,y)) = e™exp | =5 [ p(2)dz | |do), (3.27)
2|A] Jo

onde |¢g) € um spinor normalizado.
Como ja mencionado anteriormente, nosso interesse ¢ no ponto em que k, = 0 onde o

gap se fecha (E = 0). Portanto a Hamiltoniana se reduz a:

H | Wo(, ) = (:Z o @;) [60) =0, (3.28)

() p(z
. 1 [1 .
donde podemos concluir que |¢g) = E ) Note que o termo proporcional £, na

equacao (3.24) é —2|A|kyo;. Observe também oy [¢pg) = +1|¢o), ou seja, o spinor |¢po)
é auto estado de oy, consequentemente |¥;, (z,y)) é um auto estado de H com energia
E(k,) = —2|Alk,. Assim, encontramos uma solugdo na interface das regides ' < 0 e
¢ > 0, para estes estados ligados. O conjunto de estados ligados, parametrizados pelo
nimero quantico k,, possui gap nulo na interface. Resta, portanto, caracterizar as duas
fases: trivial e topologica. A ideia é utilizar o fato que no estado topologico o sistema
deve exibir quasi particulas, que em sistemas 2D, aparecem desacopladas espacialmente
nas bordas do sistema. Esses estados de bordas sao caracterizados pelo CN como ja foi

mencionado anteriormente. Considere assim uma Hamiltoniana na formas:

H = h(k)- o, (3.20)

onde h(k) é uma fungdo suave ndo nula para todo k onde o gap nao é nulo no bulk.
Podemos definir um vetor unitario h(k) que mapeia o espa¢o dos momentos 2D em uma
esfera unitaria. Assumiremos agora que h(k) converge quando |k| — oo, assim o nimero

de vezes que o mapeamento cobre toda a esfera unitaria define um invariante topolégico
CN:
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Bk
@ = / - [8th X akyh} . (3.30)

O integrando define um angulo so6lido, que pode ser positivo ou negativo, enquanto
ﬁ(k) varre a esfera unitaria. A integral sobre todos os k produz um inteiro que é invariante
por pequenas deformacgoes da funcao iL(/{), sendo que este nimero s6 muda quando o gap
de energia se fecha, o que faz com que h ndo seja bem definido no fechamento.

Para a Hamiltoniana em (3.23), temos que h, = Re[A(k)] = Agcos(ky), h, =
Im[A(k)] = £Agsin(k,) e h, = M(k). Assim, note que para |k| fixo, as componen-
tes 2 e y de h varrem um circulo na esfera em uma altura h,. Para 1 < 0 como |k| > 0,
na fase trivial, h, comeca a varrer a esfera no polo norte, decresce até o equador e retorna
ao polo norte, fazendo com que a contribuicdo adquirida na primeira etapa seja total-
mente debitada logo em seguida, na segunda etapa. Deste modo, o CN ¢ nulo na fase
trivial. Para p' > 0, a fase topologica, h. varre a esfera de norte a sul uma tnica vez,
sem retornar ao norte, de modo que, nesse caso, o CN é —1 para quiralidade k, + ik, e

+1 para quiralidade k, — ik, (Figura 3.8) .

(@) A k2 (b)

trivial)
topological ;i
{weak pairing)\/ =
o o oy (o e e, mEirsy ="
non-ropol?gical = 0 (topological)
(strong pairing)

Figura 3.8: (a) Energia cinética para um gés de elétrons livres 2D que exibe supercondutividade
ky + ik,. Para i’ < 0 temos a fase trivial (b) e para g’ > 0 temos a fase topologica (c) (Fonte:
referéncia [41]).

A consequéncia da existéncia do CN nao trivial, como ji mencionado, é a existéncia

de MZM desacoplados espacialmente, cada qual descrevendo um vortice no centro e nas

he
bordas cujo fluxo de cada é & = — (Figura 3.9), para um sistema supercondutor quiral.

me
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trivial

(e

Figura 3.9: (a) Um supercondutor topolégico quiral que suporta modos de Majorana na borda
em seus limites interno e externo. (b) Espectro de energia versus o momento angular n para os
estados interno (vermelho circulos) e estados de aresta externo (circulos azuis) na configuragao

de (a). Aqui n assume valores de meio inteiro porque os modos de Majorana exibem condigoes

. clq c . ..
de contorno anti-periédicas no anel. Um fluxo de % perfura a regido central trivial como em
e

(¢) introduz um corte de ramo (linha ondulada) que, quando cruzada, leva a uma mudanca de
sinal para modos de Majorana na borda. O fluxo, portanto, muda as condigdes de contorno para
periodico e muda n para valores inteiros. Isso leva ao espectro em (d), que inclui os MZM 71 e o
localizados em as bordas internas e externas. A configuragao dos dois vortices em (e) suporta um
MZM localizado em torno de cada pulso, enquanto o limite externo permanece aberto (Fonte:
referéncia [41]).



Capitulo 4

Potencial efetivo para Supercondutor

quiral

4.1 Formalismo de integrais funcionais para Potencial

efetivo

Nesta primeira secao seré discutido, com o enfoque em particulas fermionicas, a ob-
tencao da funcao particao Z de um sistema de muitos corpos e, consequentemente, o

potencial efetivo,

1

Ban, (4.1)

Vers = —
através do formalismo de integrais funcionais [40, 42, 43|. Diversas propriedades termodi-
namicas importantes do sistema podem ser derivadas a partir do potencial efetivo, como a
entropia (S) e a energia termodinamica (F = —PV +TS+ u;N;) [44, 45| por exemplo, via
mecanica estatistica de equilibrio. Para tanto existem trés tipos de ensemble. O ensemble
microcandnico é usado para descrever um sistema isolado com a energia F, o nimero de
particulas e o volume fixados. No ensemble candnico descreve-se um sistema em contato
com um reservatorio de calor a uma temperatura 7', trocando energia livremente. Neste
caso o numero de particulas e o volume sao fixos. No ensemble grande canénico é per-
mitido a troca de particulas e energia com o reservatorio de modo que a temperatura, o
volume V' e o potencial quimico sao mantidos fixos. Essas grandezas sao, respectivamente,
multiplicadores de Lagrange do potencial efetivo, da pressao e do niimero de particulas.

Focaremos neste trabalho em obter a dependéncia do gap supercondutor em fungao
da temperatura, o diagrama de fase supercondutor, a densidade de particulas nos regimes
onde o sistema sofre transi¢do de fase de ordem topoldgica [36], a entropia e o calor

especifico. De forma geral [11, 16]:

42
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7= /[dwé‘][d%]e_ oLl (4.2)

sendo 7 = it 0 tempo imaginario,

L ="y

)
7°§+w-v+m)¢:2¢; by — A (4.3)

ABE

altimo termo da equagao (4.3), além da Hamiltoniana de campo médio, aparece um termo

a Lagrangeana do sistema, ¥ o campo de Nambu para férmions e 7 = Hpyg+

que provém de uma aproximacao de campo médio no termo quértico original que descreve
sistemas supercondutores. Este termo é independente dos campos, por isso nao levamos
ele em consideracao até entao nos nossos calculos. Note que a integral da Lagrangeana
é realizada sobre o tempo imaginério, porém, os limites de integracao tém dimensao do
inverso da temperatura. Isso pode trazer alguma estranheza, mas a conexao entre os dois
se da pelas frequéncias de Matsubara para férmions w, = (2n + 1)7/8, com n inteiro,
(ver o Apéndice B) quando, em particular, realizamos uma transforma de Fourrier nos

operadores de Majorana, dada por:

(ko oo ) ~
k n

| : (4.4)
Vim = Z Z el(k.x1+wn7)7m,—n,—k
k n
onde para férmions é dado por w,, = W, m = 1,2. Note também que, das relagoes em

(4.3), ﬁ;%k = Ym,—n,—k- Além disso, realizando uma transformada de Fourrier em ambos

os lados das equacoes em 2.8 e o fato de que {cL; a} = 0k, temos:

{Cita = {:Vi,kv :YL} + {:Y;L,kv ’NV;,Z} + i{’ﬂ,k? :Y;,z} - i{:Y;,k:? :}/I,l} = 40y, - (4.5)

Como as relacoes de anticomutacao nao podem mudar por uma troca dos indices 1, 2,
o terceiro e o quarto termo da expressao (4.5) devem ter resultados iguais. Indo mais
além, como possuem sinais opostos, a finica solugao possivel é se ambos forem iguais a
zero, restando assim apenas os dois primeiros termos. De modo geral temos a relacao de

anticomutacao que serd muito 1util mais adiante:
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{Wll,n,k:? ﬁ;/,n/,k/} - 26m,m/ 5n,n/ 5k,k/ : (46)

Para o calculo da integral em (4.2), no caso dos férmions, podemos recorrer a resultados
sobre variaveis de Grassmann. Define-se uma variavel de Grassmann 7 que obedece a
Algebra {n;n;} = {m;n}} = {ng;n}} = 0 [46, 47]. O resultado desta Algebra que nos
interessa segue a seguir.

Teorema da integral de Grassmann: Seja n uma variavel de Grassmann, entao:

Z = / [dn!)[dn;] "™ = detM . (4.7)

Além disso, vamos definir os campos de Nambu dos operadores de Majorana (Campo

de Majorana) no espago dos momentos, com a frequéncia de Matsubara, como:

7 ;}(/1,]@ )
77Z)n,k:,z7 = - e
V2.kno ) . (48)
b= (5t .
n,k,o 71719,71,0 72,1{:,71,0

Comparando a equagao (4.7) com a equagdo (4.8), e como os campos de Nambu para
Majoranas no espaco de nambu sao variaveis de Grassmann independentes, observe que a
matriz M é a matriz da densidade Langrangeana justaposta por ﬁ;‘;k,g e zﬁnykyg e integrada
em 7 de 0 a 5. Nossa proposta é calcular o potencial efetivo para o modelo discutido na
se¢ao 3.4. Assim, note que na equagao (3.21), a Hamiltoniana nao leva o fator ¢“»” em

consideracao na transformada de Fourier dos campos. Fazendo esta correcao, temos:

1 - A D\ . 4
H — * , el(wn—wn/ )T' 4.9
BdG 4 Z Z wn,k,o‘ <_D* _A> wn k.o ( )

/
n,n k.o

O efeito do termo multiplicativo em (4.9), quando realizamos a integral em 7 definida
de 0 a (3, é aparecer um fator § multiplicando a Hamiltoniana obtida em (3.21). Desta

forma, temos:

A B A A DY .
Hpio = = * b - 4.10
| i =5 3 G (_D* _A> du (4.10)

n,k,o
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[A(R)?

quando integramos no tempo imaginario no intervalo de 0 a 8. A tltima contribuicao é

Por fim, resta calcular as contribuicoes de ¥*0,1 e no espaco dos momentos

trivial, enquanto a primeira é dada calculando a transformada de Fourier do termo, que

é:

ﬁ n ~ A
) / V5 o0rtye =1 ) Uk oWalotnpo - (4.11)

(4,0) 0 n,k,o

Desta forma, podemos reescrever a integral da Lagrangeana como:

A D
YnT T g A(k)P?
/ ZLdr = Z ¢n k 06 D* 4 4A wn,k,o - Z BM . (412)
n,k,o Wp + — ko g
4 4 ’
Note que o termo »_, B—'A(;)P nao depende dos campos de Majorana, desta forma,

do teorema das varidveis de Grassmann, temos imediatamente:

A D
Wy ——  ——
M=> 8| pt Ll (4.13)
n,k,o I wn—FZ

Portanto:
DJ? Ak
Verp=—5 Zln[ ( “n —(| | )} Zﬁ| (4.14)
n,k,o
Definido |b| = %, vamos realizar a soma sobre as frequéncias de Matsubara.

Observe que:

B1b| 2
> B wi+ )] =) (/1 $2+(2n+1>2w2d90+1n[1+(2n+1)27r2]) . (4.15)

n

A série que aparece, quando realizamos o somatoério em n, ¢ bem conhecida a sua

convergéncia |36]. Assim, temos:
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Blo| 2
/1 - 1d$+21n[1+(2n+1)2ﬂ2] = Bb|+2In(1+e )+ " In[1+(2n+1)*77 .
! ! (4.16)
Podemos ignorar o tltimo termo da equagdo (4.16), pois ele é constante nas variaveis
de interesse. Além disso, note que na equacao (4.14) o termo dentro do somatorio nao
depende de o, portanto, o potencial efetivo serd duas vezes o valor para uma cadeia sem
spin. Para nao deixar a notacao carregada, optamos por realizar uma transformada de

Fourier discreta. Na realidade esta transformada deve ser continua. Asim:

1
E — — /ddk. (4.17)
% &

onde d = 2 é a dimensao do espaco e V tém dimensao de area. A expressao geral para o

potencial efetivo é:

Vg = —2x L {mm +2In (1 + e PPl — Alam)F d’k . (4.18)
Vi g

O fator multiplicativo 2 na expressao do potencial efetivo provem da natureza do

spin % dos férmions. Note, também, que nédo é claro a contribuicao de p (particula) e —p

(antiparticula) individualmente, que é explicado pelo fato do médulo do potencial quimico

ser relevante para o estado topologico. Assim torna-se natural o fator multiplicativo 2 no

logaritmo neperiano. Isto ficard mais claro quando analisarmos a densidade de particulas

e antiparticulas, que no estado topologico, deve exibir uma mistura de elétrons e buracos.

4.2 Diagramas de fase supercondutor, densidade de par-

ticulas, entropia e calor especifico

Podemos derivar diversas propriedades termodinamicas do potencial efetivo. Porém,
nao é possivel encontrar assinaturas de MZM a partir do formalismo das fun¢oes termo-
dindmicas, pois a transicao de fase entre o estado supercondutor trivial e topologico nao é
devido a uma quebra de simetria do sistema, assim como ocorre no Efeito Hall Quéantico.
Todavia, é possivel obter a dependéncia do gap com as demais variaveis do sistema a partir
do minimo do potencial efetivo com respeito ao parametro do supercondutor. Assim:

WVerr

9| A]
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9 tanh <%b|)
/ (sin® k, + sin® k) St k=0, (4.19)

Conseguimos obter uma representacao grafica do parametro supercondutor em funcao
da temperatura |Ag|(T") para a equacdo (4.19) na vizinhanca dos pontos onde o gap de
energia das quasi- particulas se fecha. Em torno desses pontos, como ja discutido na
secao 3.4, a dispersao da energia tem comportamento linear, tipico de particulas livres
relativistica. Assim, torna-se razoavel nosso interesse apenas nesses pontos. Note que
|b| = E/4, dai tomando a mesma aproximagao linear para a energia e definimos A o
cutoff de energia na primeira zona de Brillouin tomando uma circunferéncia como uma
boa aproximagao e levando em conta o estado topologico t = |Ag| e u = 0, usando uma

integracao em coordenadas polares temos:

5|A0]k\/4+k2)
kdk = 0.

k tanh
/A 2k? 8
0

+
g |Ag|v4 + k2

(4.20)

Podemos obter explicitamente o valor do parametro supercondutor méaximo |Ag|. to-
mando o limite em que a temperatura é nula 5 — co. Assim, da equagao (4.20), temos

no estado topologico u=0e t = Ag:

| Aol = ﬁ <2A\/1 + 4A — arcsinh 2A> . (4.21)

Vamos analisar aqui a derivada de |Ag| em relagdo a temperatura 7. Podemos obter

de forma implicita a partir da equacdo equagao (4.20)::

A A k 2
d|Alo(T 1 < sech”(6
/ AT e — —2/ [ . 8 ( 3 ] kdk (4.22)
0 dT T 0 m sech (Q) — Wm tanh(Q)

Aok /4 + K2
onde 9 = 8—T

quando T — 0, o itegrando ¢ sempre negativo (nesse limite sech*(#) < tanh(f)). Assim

. Observando o compotamento do segundo membro da igaldade,

o primeiro membro da igualdade também sera. Mais que isso, a funcao sera decrescente.
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Como a funcdo |Ag|(T) esta definida apenas para T' > 0, o valor |Ag|c serd o maximo
da func¢ao. Além disso o comportamento da curva |Ag|(7T") como todo sera concava para
baixo.

Estudando o comportamento da fungao |Ao|(7") quando o parametro supercondutor

se anula, obtemos:

B.= "= (4.23)

Note que o parametro supercondutor possui valor maximo quando a temperatura vai a
zero, o que estd em perfeito acordo com o previsto pela teoria BCS, e que diminui a medida
que a temperatura aumenta até atingir o valor zero em T¢ quando a supercondutividade
desaparece totalmente. Note que da equagdo (4.20), apesar do potencial efetivo depender
do volume do sistema, o parametro supercondutor nao depende do volume, como esperado.
Tomando os valores normalizados em (4.21) e (4.23) e diante da informacoes exposta

podemos construir o grafico da curva |Ag|(T) (Figura 4.1 a).
A 1
Observe ainda, que tanto m = (A\/l + 4\ — arcsinh QA) (Figura 4.1 b) é sem-
g

pre positivo para todo A > 0, quanto a funcdo do integrando. Assim, o parametro

supercondutor deve ser positivo e finito para qualquer valor de g positivo.

a) b)

—
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Figura 4.1: (a) Diagrama de fase supercondutor, onde |Ay| = |Ag|/|A ¢ T' = T/T.. (b)
Coportamento da |Ag|c/g para valores de A nao negativo.

Outra maneira de obter informagoes do sistema ¢é através de uma analise da densidade
de particulas, que no caso, ¢ a densidade de elétrons (ou buracos) pois o potencial quimico

no estado topologico é o mesmo para ambos. Podemos obter através da equacgao [16, 45]:
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OV

=

(4.24)

Logo:

1 p+ 2t (cos ky, + cos ky) B|b]
N, = — tanh | — | dk. 4.25
v/ [ o 2 )

A funcao que aparece dentro do integrando é a densidade de particulas. Observe que
o dominio da funcao tanh (/5]b|/2) ¢ [0, 1], onde deve ter valor maximo quando  — oo,
ou seja, quando estamos em um limite de temperaturas nulas e, portanto, a densidade de

particulas serd maxima. Assim temos:

_ p+2t(cosk, + cosky)

Ne : (4.26)
0]

Na secdo 3.4 discutimos que tomando p = p' — 4t as transicoes de fase ocorrem em
' =0ep =8t em que para 0 < p' < 8t temos a fase topologica, enquanto para todo
resto temos a fase trivial. Assim, em termos de p, observe que a densidade para |u| < 4t
na equagao (4.26) varia desde valores negativos a valores positivos, coincidindo com o
intervalo onde o sistema estd na fase topologica, enquanto para u < —4t e p > 4t, temos
apenas ou densidade positiva ou negativa (Figura 4.2), onde o sistema esté na fase trivial.
Portanto, como esperado, MZM emergem na fase topologica, onde temos iguais graus de
liberdade entre elétrons e buracos, visto que MZM ¢ a sobreposicao dos mesmos, enquanto
na fase trivial esta condicao nao se verifica.

Como a entropia é uma fun¢do homogénea de primeiro grau da energia, volume e
nimero de particulas, podemos definir a entropia por unidade de volume s(7, N) =
M. A entropia termodinamica em funcao da temperatura por unidade de vo-

lume pode ser obtida através da relagao [45]:

=~ (35, (). () 57

onde, da equagdo (4.18), Virr = Vepp(T,|Ao|(T")). Assim,se consideramos o limite de

(4.27)

baixas temperaturas, ou seja, em um regime cuja a variacao do paramentro supercondutor

com relacao a temperatura é muito pequena ou até mesmo irrelevante, podemos tomar

O|Ag|(T
% = 0. Portanto, temos:
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Figura 4.2: Gréfico da densidade de particulas para diversos valores de (u,t,A). Note que
para (a) (—1,0.5,0.5) e (b) (1,0.5,0.5) temos densidade positiva e negativa coexistindo (fase
topoldgica), enquanto para (c) (—3,0.5,0.5) temos apenas densidade negativa e (d) (3,0.5,0.5)
densidade positiva (fase trivial).

2|b] exp [l /7]
(1 + exp [—[b]/T7)

s(T) = 7 + 21In (1 + exp[—|b|/T]) , (4.28)
Levando em conta o mesmo regime de baixas temperaturas, o calor especifico por
unidade de volume (Figura 4.3 (b)) é dado por [45]:

_ —2[b|* exp [-2[b|/T] 2||* exp [—[b]/T]

(Lt exp[—|p|/T])?T?  (1+exp[—|b]/T)T?" (4.29)

No livro Introduction to Condensed Matter Physics [23] é obtido uma expressao para

o ¢y de um sistema supercondutor convencional:

Cy (2) 27T‘AOP —|Ao|
v = = 2N (0)]Ag| P | — (4.30)

onde N(0) ¢ a densidade de estados a temperatura nula.
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Esta expressao, foi obtida usando uma representacdo na base eletrénica e conside-
rando o limite de baixas temperaturas para um supercondutor convencional. Observe que
o calor especifico na equagao (4.30), se anula quando 7' — 0 e quando 7" — oo. O com-
portamento assintotico é semelhante obtido nos nossos calculos (equagao (4.29)) usando

uma representagao na base de Majorana(Figura 4.3).

18 -

16
14 -
12 4

10 +

2T T T T T T T T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 008 010 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22

T

Figura 4.3: Grafico do calor especifico em fungao da temperatura (adimensional). O grafico em
azul é o nosso resultado (4.29) e em vermelho obtido a partir da referéncia [23]. Ambos foram
plotados considerando |Ag| =t = 1.

4.3 Parametro de interagao critico go para o SroRuO,

Em 1994 foi descoberto a supercondutividade no Rutenato de Estroncio SroRuQy4 por
Yoshi Maeno e seus colaboradores e, posteriormente, trabalhos teérios propunham que o
material era de onda-p quiral em analogigia ao Hes [48, 49]. Além disso, outros trabalhos
apontam para o pareamento tripleto |[50] e para a quebra de SRT [51|. Sendo assim, o
modelo simples discutido na secao 3.4 pode ser aplicado aqui, fornecendo um compara-
tivo dos nossos calculos tedricos com resultados experimentais. Contudo, ainda existem
questoes em aberto como a caracterizagao completa da estrutura do gap supercondutor.

O SryRuO,4 possui uma estrutura cristalina tetragonal semelhante aos cupratos (Fi-
gura 4.4). O material é composto por camadas de RuO,, plano ab, hibridizadas com
camadas de estroncio e Oq [4]. A resistividade é maior na dire¢ao ¢, tornado o plano
ab responsavel pela supercondutividade nao covencional. Os parametros de rede sao
a=0>b=0,39nm e ¢ = 1,27nm [56]. A temperatura critica de transicdo Tc = 1,5K
[52, 53, 63, 60| e 0 parametro de hopping no plano é da ordem de 0,4 eV [54] enquanto o



02

hw g

cutoff é A = =0,23€eV .

Figura 4.4: Estrutura cristalina e a primeira zona de Brillouin do SroRuQ,4 (Fonte: referéncia
[63]).

O parametro de interagao elétron-elétron para um supercondutor ¢ dado pela lei ex-

perimental [57]:

1

men N <%)

onde N(0) é a densidade de estados a nivel de energia zero e © é temperatura de Debye.

(4.31)

Em metais, a densidade de estados a energia zero é aproximadamente a densidade de
estados ao nivel de Fermi. Assim para SroRuO, temos que N(0) =~ N(ep) = 0,5 estados
por eV [58] e © = 475,0 K [58, 63|. Logo:

gsc = 0,4eV . (4.32)

Com este resultado podemos, por exemplo, comparar com o valor do parametro de in-
teragao critico go usando a equagao (4.18). Considere o limite k& — 0, o potencial quimico
nulo a temperatura nula, entao o termo dependente do logaritmo Neperiano se anula,
restando apenas os outros dois termos. Em uma aproximagao, podemos também conside-
rar que a primeira ZB seja uma circunferéncia de raio A. Assim utilizando coordenadas

polares, temos:

A 2
Veff:%ﬂ 0 {—yb|+%} ek (4.33)
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k/ PR+ A]AP
= +4AP (4.34)

4

Agora tomando o minimo do potencial efetivo com relacao ao parametro supercondu-

tor, temos:

oV, dmr|A A2 1

r5 _ 4714 / N dk | =0. (4.35)
9]Ao] 4 0 g kPEZ A
Note que a equagao acima, uma possivel solugao é |Ag| = 0. A outra solugao é o termo

entre parénteses se anular também. Resolvendo a integral, obtemos a expressao:

2|A|

P2A2 + 4] A7 — 4|Ao2 In
tA + /A2 + 4]A

A4
2 23

—0 (4.36)

Observe que |Ag| > 0, isto significa que se escrevermos |Ag| em fungio de g ela so sera
valida a partir de um go que é a raiz da funcao. Este resultado é esperado, como ¢ é um
parametro de interagao entre elétrons, a supercondutividade s6 aparecera no material se
for suficiente para a formagao de pares de Copper. Embora a equagao (4.36) nao permita
obter uma solugdo analitica para o problema, escrever |Ag| em func¢do de g, podemos
utilizar de métodos computacionais para procurar raizes. O grafico abaixo (Figura 4.5)
foi plotado utilizando como parametros t = A = 1. Note ainda que para esse caso gc = 1.
Assim, neste caso, 0 < g < 1 o sistema nao serd supercondutor e para valores acima de
gc o sistema exibe a supercondutividade. A equagdo (4.36) fornece, portanto, um limite
inferior que para um dado sistema conhecendo o parametro de hopping e o cutoff de um
dado material. Usando os parametros do Rutenato de Estroncio (parametro de hopping
e cutoff ) podemos verificar que go ~ 1,4V, ou seja, o parametro de interagao critico é
menor do que do material (g. < gsc), deste modo o Rutenato de Estroncio deve exibir

supercondutividade como ja é de conhecimento [51, 53, 64, 4].
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Figura 4.5: Grafico do parametro supercondutor méaximo em funcao do parametro de interacao
elétron-elétron em unidades de eV para o SroRuQy.



Capitulo 5
Discussoes, conclusoes e perspectivas

Comecamos discutindo sobre FM como particula fundamental e assim, a partir da
sua caracteristica fundamental discutimos o analogo na Fisica da Matéria Condensada.
Discutimos que estados do sistema de energia zero sao Modos Zero de Majorana, cuja a
representacao em linguagem de segunda quantizacao obedece a seguinte igualdade v =
~T, conhecida como condicdo de realidade. MZM obedecem a estatistica de troca nio
Abeliana, que como discorremos, sao vistas com bons olhos para a realizacao de uma
computacao quantica topologica.

Estamos interessados em estudar a emergéncia de MZM em sistemas supercondutores
topologicos, em especial supercondutores quirais. Vimos que existem sistemas supercon-
dutores que exibem transicoes de fase de ordem topologica. Os MZMs emergem natural-
mente na fase topologica visto que, neste caso, o sistema possui iguais graus de liberdade
entre elétrons (particulas) e buracos (antiparticulas). Esta é uma condi¢io necessaria para
a emergéncia de MZM. Vimos, também, que supercondutores de onda-p quirais possuem
a fase trivial e a topologica.

Tomando um modelo simples sem spin, ou seja, nao levando em consideracao a intera-
cao entre os spins e realizando uma transformacao na Hamiltoniana de uma base eletronica
para uma base de Majorana, obtemos a banda de energia para as quase-particulas. Dis-
cutimos que se tomarmos o limite de baixas energias a forma da dispersao proximos aos
pontos de fechamento do gap possuem dispersao linear, ou seja, nesse regime as quasipar-
ticulas se comportam como particulas livres semelhantes ao que acontece com os elétrons
no grafeno, enquanto MZM que por definicdo possuem energia zero, se comportam como
estados ligados. Também discorremos com relagao a como caracterizar a transicao de fase
de ordem topologica, que pode ser feito calculando o CN.

Como resultados originais, calculamos o potencial efetivo dos MZM em sistema super-
condutor quiral de onda-p. Foi aqui considerado um ensemble gran canénico e foi utilizada
a técnica de integrais funcionais para temperaturas finitas. Tomando o minimo do poten-
cial efetivo com relagao ao parametro supercondutor, obtemos a forma do gap em funcao

da temperatura. Observamos que quando 7" — 0 o gap possui valor maximo, por outro
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lado ele se anula quando atinge uma valor de T. Tanto o gap maximo quanto a tem-
peratura critica dependem das caracteristicas do material. Esse resultado esta de acordo
com o que ¢é previsto pela teoria. Em seguida calculamos o ntimero médio de particulas e
por consequéncia a densidade de particulas. Observamos que na fase topologica || < 4t
temos a coexisténcia de elétrons e buracos, assinalando assim que de fato temos a condi-
¢ao necessaria para a emergéncia de MZM. Enquanto na fase trivial temos ou elétrons ou
buracos. Calculamos a entropia por unidade de volume e o calor especifico e comparamos
o resultado para um supercondutor nao topologico presente na literatura. Chegamos,
também, a uma expressao que relaciona o parametro supercondutor e o parametro de
interagao, cujo os valeres dependem das caracteristicas do material (¢ e A), a qual fornece
um limitante inferior na energia de interacao entre os elétrons para que haja supercondu-
tividade no caso de um supercondutor quiral de onda-p. Aplicamos nossos calculos para
o SroRuQ, e verificamos que estao de acordo com os resultados experimentais.

As perspectivas deste trabalho miram o estudo da interagdo dos MZM com fontes
externas(Campo elétromagnético [12] e respostas opticas [55]) visando a manipulacao dos
mesmos em sistemas 2D, como foco no desenvolvimento de processadores para computa-
dores quanticos. Seguindo a proposta deste trabalho, podemos estudar as interagoes entre
MZM e campos eletromagnéticos, adicionado termos de interacao no potencial efetivo da
equagao (4.18). Além disso, queremos aprofundar este estudo para diversos sistemas su-
percondutores ou isolantes topolégicos visando a detecgao de MZM, levando em conta

outros tipos de interegao como o acoplamento spin-6rbita.



Apéndice A
Grupos de Permutacao

Grupo ¢é uma estrutura algébrica que possui grandes aplicacoes na Fisica e, em es-
pecial, na Teoria Quantica de Campos em Matéria Condensada. Neste apéndice serao
apresentados algumas definicées e resultados sobre a Algebra de Grupos que sio funda-
mentais para a compreensao do que foi exposto ao longo desta dissertacao. Comecamos
definindo um grupo

Definicao: Um conjunto G é dito um gupo para uma dada operacao * se satisfazem

as seguintes propriedades:
1. Va,b € G, temos que a *b € G (Propriedade de fechamento);
2. Va,b,c € G, temos que (a*b) x c = a* (bxc) (Propriedade de associatividade);

3. de € G tal que Va € G, temos a * e = e x a = a (Existéncia do identidade);

4. VYa € G, existe a ! tal que a*xa™! = a! x a = e (Existéncia do inverso);

Assim quando dissermos que um dado elemento <; pertence a um grupo temos a
garantia de que as propriedades acima podem ser utilizadas. Dizemos que um grupo é
Abeliano se dado a,b € G temos que a *b = b* a, ou seja, os elementos comutam. Ainda
podemos escrever usando a notagao para comutadores [a, b] = 0.

Exemplo: Pelo foco desta dissertacao, discutiremos apenas o Grupo das Permutagoes
Ciclicas.

Definicao: Sejam N elementos numerados com os numeros inteiros 1, 2, 3, -+, n.

Com eles podemos formar n! permutacoes, cuja uma delas é:

1 2 3 ..
o= "=, PPy, P (A.1)
PP P Py

De forma mais simples, significa que o elemento que esta na posicao ou ordem indicada

por P; vai para posicao j + 1 e, para a posicao indicada por P, vai para a posicao 1. A

a7
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permutacao inversa ¢ denominada por o1, que é a a opera¢io que significa fazer com que o
primeiro elemento da permutacao fundamental ocupe a ordem ou posicao indicada por P,
o segundo elemento da permutagao fundamental ocupe a ordem ou a posi¢ao indicada por
P», e assim sucessivamente. Como as permutacoes ciclicas formam um grupo deve existir
a permutacao identidade I que cada elemento é substituido por ele proprio. Podemos
compor permutacgoes o109, que geralmente nao comutam. Sendo assim deve ser aplicado
primeiro a permutacao o, € em seguida a 1. Além disso, se a permutacao é ciclica significa
que existe um namero finito de permutagoes S, = {I, 01, 09, 03, -+ , 0, } capaz de gerar

todas as configuracoes possiveis de permutacao.

A.1 A indistinguibilidade de Particulas idénticas

Dizemos que duas ou mais particulas sao idénticas se todas as propriedades inerentes
a cada uma delas sejam as mesmas. Em mecanica Classica, mesmo as particulas sendo
idénticas podemos em um dado instante dizer a posicao e o momento de cada particula,
sendo assim sao distinguidas uma das outras. Todavia, devido ao principio da incerteza de
Heisenberg, nao conseguimos dizer a posi¢ao e 0 momento de cada particula com precisao
absoluta (Sempre existe um erro associado a medida!), tornado, portanto, cada particula
indistinguivel uma da outra. Este fato é conhecido como Principio da Indistinguibilidade
de particulas idénticas.

Considerando um sistema isolado com energia E e composto por N particulas idénticas
governado pelas leis da Mecanica Quantica. Seja H o operador Hamiltoniano deste sistema
e ¥ a autofuncao total do sistema, ambas fungoes das posicoes x; e dos momentos k; de

cada particula, entao temos:

HY = EV . (A.2)

Denotaremos aqui (x;, k;) por um tnico indice i correspondente a i-éssima particula e
denominemos 1, 2, 3,--- , N de configuracao da particula. O conjunto de todas as confi-
guracoes possiveis é chamado de espaco das configuracoes (™). Assim temos simplesmente
H=H(1,2,3---,N)eWV =V(1,2 3,---, N). Estes estados formam um espaco de

Hilbert Ly(e®™)) de todas as funcdes de quadrado integravel em ).

Podemos pensar
em todas as configuragoes possiveis como permutagoes das fun¢oes de onda de cada par-
ticula. Assim podemos tratar esse problema com o auxilio do grupo de Permutacoes
Ciclicas Simétricas, visto que as propriedades fisicas do sistema devem ser invariantes por
uma permutagao.

Em um sistema com N particulas, e definindo o; o operador permutagao com j =

1,2,3, -, Nl que gera todas as permutacdes possiveis das N particulas no espaco ™).
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As permutacoes o; constituem um grupo de simetria S,, o grupo de Weyl, de ordem
n = N!. Devido a identidade das particulas obtidos meramente permutando as particulas,
devem ser fisicamente equivalentes, isto é, [0, H] e |o;V|*> = |¥;|> = |¥|%. Isto nos leva
a concluir que o operador permutacao é uma transformacao unitaria e que o espectro de

energia F é N! degenerado.



Apéndice B
Formalismo de Matsubara

O estudo do comportamento estatistico de um sistema quantico no equilibrio ter-
modinamico pode ser feito apés uma escolha apropriada de um ensemble apropriado as
caracteristicas desse sistema. De forma geral podemos definir o operador densidade de

estado como:

p(B) = e, (B.1)

onde ¢ corresponde o Hamiltoniano apropriado para o ensemble escolhido. Por exemplo,

no caso do ensemble gran canoénico, temos:

A = H — N, (B.2)

onde N é o operador nimero. Todavia as propriedades qualitativas de um sistema a
temperatura finita independem da escolha do ensemble. Assim, para a presente discussao,
serd tomado um ensemble de natureza arbitraria.

A funcao particao de um sistema e valor esperado de qualquer observavel A, sao

definidos respectivamente como:

Z(B) = Trp(p) = Tre 7. (B.3)
(A) = %Tr(e-ﬁ%’ A). (B.4)

Iremos agora definir operadores numa formulagao de Heisenberg um tanto modificada,

a partir de um ensemble dado e um conjunto de operadores de Schrodinger, da seguinte
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forma: dizemos que, para um operador de Schrédinger arbitrério A, o operador de Hei-

senberg correspondente serd dado por:

Ay (t) = P Ae= 87 (B.5)

Aplicando seguidamente esta definicao, assim como as propriedades ciclicas do traco,
podemos obter a seguinte expressao, valida para média do produto de dois observaveis (co-

nhecida como funcao correla¢ao térmica) na representacao de Heisenberg Ag(t) e By(t):

(Au(t)Bu(t)) = (Ba(t)Anlt +i8)) . (B.6)

A equacao resultante, no caso em que exprime a lei de permutacao dos valores espera-
dos no vacuo de dois operadores, reproduz as conhecidas condi¢coes KMS, ou condicoes de
Kubo-Martin-Schwinger, de grande utilidade no estudo de estados quanticos em equilibrio
térmico. E importante observar que essa equacio ¢ valida, independentemente das pari-
dades grassmannianas dos operadores A e B ; isto é, vale tanto para operadores bosonicos

como para fermionicos. Em particular, podemos verificar que:

(An)An(t)) = (An(t)An(t +i8)). (B.7)

Esta ultima relacao acarreta a periodicidade, ou antiperiodicidade, de varias funcoes de
Green de dois pontos a temperatura finita. As condi¢coes KMS sdo também extremamente
uteis no estudo do comportamento assintético de varios elementos de matriz, assim como
de relacoes de dispersao a temperatura finita. Vale ressaltar que a propriedade ciclica do
traco pode deixar de ser valida quando o traco diverge — como no caso de uma quebra
espontanea de simetria, por exemplo, e nestas condicoes o resultado acima nao se aplica.
Sendo assim, como veremos, o formalismo de integrais funcionais por ter uma intima
relacao com a periodicidade dos campos, este nao é valido para estudar transicao de fases.

De modo geral, a funcao particio de um sistema estatistico nao pode ser calculada
exatamente. O formalismo de Matsubara fornece uma maneira de calculo perturbativo da
funcao particao, usando um método diagraméatico analogo aquele empregado nas teorias
quanticas de campos usuais a temperatura zero. Existe mais de uma forma de introduzir o
formalismo de Matsubara, sendo que a mais comum é pelo método de integrais funcionais.
Precisamos, porém, estar seguros das propriedades das funcoes de Green de dois pontos

que serao usadas nos funcionais analiticos correspondentes aos diagramas.
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Podemos definir uma funcao de Green de dois pontos na representacao de Heisenberg

CcOmo:

Golr. ™) = (Tlou(ely ) = ST (€ Tlon(rIsh()]).  (B3)

onde T, é ordenamento temporal. Em primeiro lugar, mostra-se com facilidade que, a
partir da definicao acima e da relagao entre as representacoes de Heisenberg e de Schro-
dinger, as funcoes de Green de dois pontos dependem somente da diferenca 7 — 7 . Em
segundo lugar, cada uma dessas variaveis tem valores em intervalos definidos, 7 > 0 e
' < B, e, consequentemente, o argumento das funcées de dois pontos pertencerd ao in-
tervalo —3 < 7 —7 < B. Finalmente, considerando as propriedades ciclicas do traco e a

definicao de ordenamento temporal T,., podemos mostrar que:

G@(T < O) = :tGg(T + ﬁ) (Bg)

Para 7 > 0 e usando a relacao B.6, temos:

Gﬁ(O,T) = :EGg(ﬁ,T). (BlO)

O sinal positivo corresponde as fun¢des de Green bosonicas (periodicidade) e o negativo
as funcoes de Green fermionicas (anti periodicidade). Como as fungoes estao definidas
em um intervalo de tempo finito, a transformada de Fourier correspondente s6 admitira

frequéncias discretas. Assim:

1 —iwnT
Ga(t) = BZ@ "G (wn) (B.11)
I
Gp(wn) = 5/ dre*"Gg(T) (B.12)
-B
onde w, = nw/f, com n = 0,41, 42,43, ---. Porém, para que obedecam as condigoes

de periodicidade e anti periodicidade na relacao B.10, apenas niimeros inteiros pares
contribuem para as funcoes de Green bosonicas e que apenas nimeros inteiros impares
contribuem para as fungoes fermionicas. Dai w,, = 2nm/, para bésons e w,, = (2n+1)7/5,

para férmions.
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Estas sao as chamadas frequéncias de Matsubara. As coordenadas espaciais, por sua
vez, tém as mesmas caracteristicas de continuidade do que na teoria a temperatura zero, e,
portanto, nada ha de especial com a transformada de Fourier. Usando os mesmos valores

acima para as frequéncias, podemos escrever, no caso quadrimensional:

1 Bk,
Gatorm) =53 [ e TGl (B.13)

1 [P B )
Gp(k,w,) = 5/0 dT/ﬁdgxe’(w"T_k'x)Gﬁ(a:,T). (B.14)
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