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Resumo

Teixeira, Stefani Rose, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, marco de 2024. Superficies
helicoidais com curvatura média constante em M? x R. Orientador: Ady Cambraia

Junior.

Este trabalho tem como principal objetivo investigar propriedades das superficies com
curvatura média constante nao-nula invariantes por movimento helicoidal em M? x R em
que M? é uma forma espacial bidimensional. No Ambito dessa pesquisa, exploramos o Lema
de Bour, que consiste em munir uma superficie com parametros especiais (s,t) de modo
que sua métrica seja da forma ds? + U(s)?dt?, no qual U(s) é uma funcio suave. Esses
parametros e a métrica associada permitem explicitar os parametros que descrevem de
forma clara e evidente uma superficie helicoidal parametrizada regular imersa em M? x R

que possui curvatura média constante.

Palavras-chave: Teorema de correspondéncia de Lawson; Lema de Bour; parametros

isotérmicos; variedades homogéneas.



Abstract

Teixeira, Stefani Rose, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, march de 2024. Helicoidal

surfaces with constant mean curvature in M? x R. Adviser: Ady Cambraia Junior.

This work aims to investigate properties of surfaces with non-zero constant mean curvature
invariant under helicoidal motion in M? x R, where M? is a two-dimensional manifold. In
the scope of this research, we explore Bour’s Lemma, which consists of endowing a surface
with special parameters (s, t) such that its metric takes the form ds?+U(s)?dt?, where U|(s)
is a smooth function. These parameters and the associated metric allow for the explicit
description of parameters that characterize, in a clear and evident manner, a regularly

immersed parametrized helicoidal surface in M? x R with constant mean curvature.

Keywords: Lawson’s Correspondence Theorem; Bour’s Lemma; isothermal parameters;

homogeneous manifolds..
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1 Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar as superficies helicoidais com curvatura
média constante (CMC) em M? x R, em que M? é uma forma espacial bidimensional.
As superficies helicoidais despertam o interesse da humanidade ha anos gracas a sua
marcante complexidade geométrica e as suas aplicagoes praticas em diversas esferas. Esta
dissertacao de mestrado tem como propoésito investigar minuciosamente as caracteristicas
e propriedades dessas superficies helicoidais, visando contribuir para uma compreensao

mais abrangente de seu comportamento.

Historicamente a Geometria Diferencial inicia-se com a junc¢ao do célculo e a
geometria classica, com a perspectiva de estudar curvas planas e superficies no espago
ambiente R3, por exemplo, enquanto o cdlculo é fundamental para compreender as leis
de Newton, a elaboracao da teoria da relatividade exigiu o emprego de conhecimentos

estabelecidos na geometria diferencial, como estd esquematizado em [3].

Determinar a parametrizacdo de uma superficie helicoidal com CMC pode ser um
desafio complexo, razao pela qual é necessario impor certas restricoes a sua natureza
para facilitar a obtencao de solugdes. A abordagem adotada neste estudo consiste em
impor a restricao de que as superficies helicoidais tenham curvatura média constante
(CMC). Em outras palavras, estamos investigando superficies helicoidais CMC, um tipo
especifico de superficie tridimensional gerada pela rotagao de uma curva plana em torno
de um eixo combinada com uma translacdo em uma dada direcdo. A curva em questao,
denominada geratriz, é deslocada de maneira uniforme ao longo do eixo de rotagao,
formando uma espiral continua. Uma caracteristica distintiva das superficies helicoidais é
a sua configuracao em formato de espiral, sendo que as superficies de rotacao com CMC

representam uma particularizacao na parametrizacao das superficies helicoidais.

O estudo das superficies (imersas em R?®) com curvatura média constante (CMC)
iniciou-se no século XVIII. O matematico Charles-Eugene Delaunay [8] demonstrou que,
ao rolar uma conica sobre uma reta tangente sem deslizamentos, o foco da conica descreve
uma curva. Quando essa curva é rotacionada, forma uma superficie de revolugao com
curvatura média constante, conhecida como superficie de Delaunay. Posteriormente, em
1980, Kenmotsu [14] concentrou-se na curvatura média prescrita, buscando classificar de
maneira geral a parametrizacao da geratriz de uma superficie de revolucao. Esse processo

pode ser alcangado variando um pardmetro no intervalo [0, 00).
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Anos depois, Manfredo e Dajczer [4] exploraram, por meio do Lema de Bour,
parametros especiais (s,t) em superficies helicoidais, em que a métrica é modelada como
ds*+U(s)%dt?, sendo U(s) uma fungio suave. Eles apresentaram um resultado fundamental
que caracteriza as superficies helicoidais de curvatura média constante como uma familia
de superficies em R3. Posteriormente, [1] estudou as superficies helicoidais imersas nas
variedades homogéneas tridimensionais, cujo grupo de isometrias tem dimensao 6, ou seja,
as formas espaciais tridimensionais. No ano de 2005, Ricardo Sa Earp e Eric Toubiana
[10] investigaram as propriedades geométricas de superficies de movimento helicoidal com

curvatura média constante nos espacos H? x R e S? x R.

Ao analisar a trajetoria histérica desses matematicos, torna-se claro o interesse
e a relevancia de investigar as propriedades das superficies helicoidais. Este trabalho
inicia-se com o capitulo das Preliminares, cujo o objetivo principal é fornecer uma revisao

de notagoes, teoremas e outros elementos essenciais para a compreensao do trabalho.

No segundo Capitulo, estudamos as superficies helicoidais de CMC imersas em uma
variedade cujo grupo de isometrias tem dimensdo 6, a saber o espaco R3. Posteriormente,
obtemos de maneira explicita os parametros dessa familia de superficies, tendo como

referéncia o artigo [4] e a correspondéncia de Lawson discutida em [12].

No terceiro Capitulo, apresentamos duas variedades homogéneas tridimensionais,
com grupo de isometrias de dimensao 4, mais especificamente, H? x R e S? x R. Neste
contexto, realizamos uma analise minuciosa dos parametros das superficies helicoidais

nesses espacos.
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2 Preliminares

Neste capitulo, faremos uma breve revisao dos pré-requisitos que consideramos
mais importantes para uma boa compreensao desta dissertacao. Comegaremos definindo
alguns conceitos de Geometria Rimanniana como variedades diferencidveis, coeficientes da
primeira e segunda forma fundamental, curvatura média, curvatura Gaussiana, entre outros.
Apresentaremos a variedade bidimensional M? e enfatizaremos quando M? = R?, H? e S2.
Em seguida, destacaremos a geometria desses espacos para podermos abordar de modo
mais natural as superficies helicoidais em M? x R. Além disso, exibiremos as representacoes
de Lawson [12], com o objetivo de obter o teorema de classificagdo da familia de superficies

helicoidais em R3.

Principais referéncias: [5], [6], [7], [11], [12] e [13].

2.1 Geometria Riemanniana

Nesta secao, faremos uma breve revisao de alguns conceitos da Geometria Rieman-

niana, com base na referéncia [5].

Definicao 2.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicacoes biunivocas x, : Uy, C R™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:

1. Up o (Uy) = M

2. Para todo par o, 3, comz, (Ua) Nag (Ug) = W # 0, os conjuntos x ' (W) e x5' (W)
sao abertos em R™ e as aplicacoes :L'gl 0 X, sao diferencidveis;

3. A familia {(Uy,xs)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).

Definicao 2.1.2. Sejam M} e M7 variedades diferencidveis. Uma aplicag¢io ¢ : My — My
¢ diferencidvel em p € My se dada uma parametriza¢io y : V. C R™ — My em ¢(p) existe

uma parametrizacio x : U C R" — My em p tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicagio
yilogpom:UCRn%Rm

¢ diferencidvel em x71(p). ¢ € diferencidvel em um aberto de M se é diferencidvel em

todos os pontos deste aberto.

Proposicao 2.1.1. Sejam M} e MJ" variedades diferencidveis e seja ¢ : My — M,y
uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € M e cada v € T,M;, escolha uma curva

diferencidavel o : (—e,e) — My, com a(0) =p e o/(0) =v. Fag¢a f = poa. A aplicagio
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dop - TMy — T My dada por dey(v) = B'(0) € uma aplicagdo linear que ndo depende
da escolha de a.

Demonstragio. Veja [5], pagina 9. ]
Definicao 2.1.3. A aplicacdo linear dy, dada pela 2.1.1 é chamada diferencial de ¢ em p.

Definicao 2.1.4. Sejam M, e My variedades diferenciaveis. Uma aplicagcio ¢ : My — M,
é um difeomorfismo se ela é diferencidvel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa =1 é
diferencidvel. ¢ é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhangas U de p e V' de

o(p) tais que ¢ : U — V' é um difeomorfismo.
Teorema 2.1.1. Seja ¢ : M} — MY uma aplicacao diferencidvel e seja p € My tal que
dgﬁp : Tle — T(p(p)Mg

¢ um isomorfismo. Entdo ¢ é um difeomorfismo local em p.

Demonstragio. Veja [5], pagina 11. ]

Definicao 2.1.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em
M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (-,-), no

espago tangente T,M, que varia de forma diferencidavel, isto €, se X : U C R" — M ¢

um sistema de coordenadas locais em torno de um ponto p, com

X(l’1,"' 7xn):p€X(U> € %(f) :dxp(07 a]-a"' ’0)7

entdo (XZ-,Xj>p ¢ uma fungao diferencidvel em U, com i, j € {1,--- ,n} .

A seguir, apresentamos resultados sobre superficies imersas em uma variedade de

dimensao 3 que possui métrica (-, -),, e conexao V.

2.1.1 Conex3ao Riemanniana

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica dada por gy = (-, -);;. Definimos
a seguir a conexao Riemanniana V de M. Primeiramente abordaremos sobre imersao que
¢é grande parte das questoes puramente locais da Geometria, a distingdo entre imersoes e
mergulhos ¢ irrelevante. Essa observacao decorre da seguinte proposicao, toda imersao é

localmente um mergulho.

Proposicao 2.1.2. Seja ¢ : M} — MZJ', n < m, uma imersao da variedade M na
variedade Ms. Para todo ponto p € My, existe uma vizinhanca V' C My de p tal que a

restricao ¢ |y— My € um mergulho.

Demonstragio. Veja [5], pdgina 14. ]
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Lema 2.1.1. Sejam X eY campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel
M. Entdao existe um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € D, Zf = (XY =Y X)f.

Demonstragio. Veja [5], pagina 28. ]

Definimos X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e D(M) o

anel das funcoes reais de classe C'*° definidas em M.
Definigao 2.1.6. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
V:XM) x X(M) —» X (M)

que se indica por (X,Y) Y VY e que satisfaz as sequintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ;
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ;

iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

em que X, Y, Ze€ X(M) e f, g € D(M).
Definicao 2.1.7. Sejam X,Y campos de vetores em M, definimos a aplicacao

Vi X(M) x X (M) — X(M)
(X,Y) — Vy X,

dada implicitamente pela formula de Koszul:
1
<Z7 VXY> = 5 ’ {X<Y7 Z> +Y<Zv X> - Z<X7 Y> + <Z7 [X> Y]) - <}/7 [X7 Z]> - <X7 [K Z]>}7

em que Z ¢ um campo vetorial de M. FEssa aplicacao é chamada de conexao Riemanniana

de M. Tal aplicacao satisfaz as sequintes propriedades:

i) (Compatibilidade com a métrica) XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ);
i) (Simetria) Vy X — VxY =[Y, X];
iii) VxyyZ = VxZ + VyZ;
) VyfX =YFX + fVyX;

v) VivX = fVyX.

Teorema 2.1.2. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma inica conexao afim V

em M satisfazendo as condicoes:
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a) V € simétrica;
b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragio. Veja [5], pagina 61. ]

O campo vetorial Z dado pelo Lema 2.1.1 é chamado o colchete [X,Y] = XY -Y X
de X e Y;Z é evidentemente diferenciavel. A operacao colchete possui as seguintes

propriedades:
Proposicao 2.1.3. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis em M; a,b sao niumeros reais,
e f,qg sao fungoes diferencidveis, entdo:

a) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade);

b) [aX +bY, Z] = alX, Z] +b]Y, Z] (linearidade);

c) [X,Y],Z] + (Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi);

d) [fX,gY] = fglX, Y]+ [X(9)Y — gY (/)X

Demonstragio. Veja [5], pdgina 29. ]

Definicao 2.1.8. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel é dita simétrica
quando
(X, Y] =VxY — VyX para todo X, Y € X(M),

em que X(M) € o conjunto dos campos de vetores de classe C*.

Observagao 2.1.1. Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de V ser simétrica
implica que para todo 1,7 =1,...,n,

0
pr

Observagao 2.1.2. A conezdo dada pelo teorema 2.1.2 é denominada conexao Levi-Civita

[Xi,Xj] - VXlXJ - vXin == 0, Xz ==

(ou Riemanniana) de M. Além disso, em um sistema de coordenadas (U,z). E conveniente
dizer que as funcoes F‘Zj definidas em U C R" por Vx, X; = >, Fﬁij sdo os coeficientes

da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel da conexao.

Proposigao 2.1.4. Sejam 0,,0,,0, o referencial adaptado (base canénica) de M? x R e

V a conexdo Riemanniana de M? x R, tem-se que:

Az Ay o
Vaxar — Tax - Tay 3
Az A
Vayay = —Tam + Ty(()y X

A Az
Vayax = Vaw(()y = Tya”” + Tay ;

Vawat — v(‘jyat - V@t(()t = VQtaa; - Vat(?y - O
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Com
1 : se M2 = R?,
)\(l’,y): ﬁ ; Se M2:D27
ﬁ ; Se M2 = SQ.
Demonstragio. Veja [13], pagina 32. ]

2.1.2 Imersdes isométricas.

Seja S uma superficie imersa em M? x R parametrizada por X : U — M? x R
e orientada dada por um campo normal unitdrio N. Denotaremos por (-,-) e por V, a

métrica e a conexao Riemanniana de M? x R, respectivamente.

Definicao 2.1.9. Seja X (u,v) uma superficie reqular. Dado um vetor w € T,S, em
que w € vetor de tangéncia a curva parametrizada ot) = X (u(t),v(t)) em p = «(0) =
X (u(to),v(to)) = X (uo,vo), comt variando intervalo (—e¢, €). A primeira forma quadrdtica
¢ dada por
I,: 1,5 — R
a'(0) +— (a’(0),0/(0)),
com

L, (a/(0)) = {a’(0),2/(0)),

= (Xy v’ + X, v, Xy v + X, ),

= (u)* (X, Xu), + 200" (X, X,), + ()" (X, Xo),

= W)Y E+2uv'F+ (v G

Os coeficientes E, F e G sdo chamados de coeficientes da primeira forma fundamental na

base { Xy, X, }.

Definicao 2.1.10. Sejam S uma superficie reqular parametrizada por X : U — M? x R
ep € X (u,v). Dizemos que o vetor normal @ X em p € ortogonal a T, X, isto é, ortogonal

a todos os vetores tangentes a X em p.

Definicao 2.1.11 (Aplicagao normal de Gauss). Dada uma superficie reqular S em um
ponto p € S, para cada ponto de X(U), um vetor normal unitdrio é dado por

X, X X,

N(q) = =+ =2v

(@), qeX(U).

Assim, temos uma aplicagio diferencidvel N : X (U) — M? xR que associa a cada q € X(U)

um vetor normal unitdrio N(q).

Proposicao 2.1.5. A diferencial AN, : T,S — T,S da aplicacao de Gauss é uma aplicagio

linear auto-adjunta.

Demonstragio. Veja [6], pagina 165. ]
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Definicao 2.1.12. A forma quadrdtica definida por
11, 1,5 — R
v — —(V,N,v)
¢ chamada sequnda forma fundamental de S em p e V € a conexdao Riemanniana de

M2 x R.

A expressao da segunda forma fundamental na base {X,(u,v), X, (u,v)} é dada

por:
)= (~VaN.a'0),
- <N Vo (0) >p
= (N, Vx,wix,o (Xt + X0 ))
= (N, Vx,Xu) (/)" + 2 (N, Vx, X,) u'v' + (N, Vx, X,) (v/)*
= e (W) 2+ fuv' +g (V)
em que
e(u,v) = —(Vx,N, X,) = (N, Vx,Xu.);
flu,v) = = (Vx, N, Xy) = (N, Vx, Xo);
fu,v) = (VXHN X)) = (N, Vyx, Xu);
g(u,v) = —(Vx,N,X,) = (N,Vx,X,).

As fungoes e, f e g sdo os coeficientes da segunda forma fundamental na base {X,, X, }.

Pondo
{vXuN = N, =anX, +anX,;

Vx,N = N, =apX,+ anX,,

em que u e v sao tangentes, portanto,
Vo N = (a1 X, + a1 X,) v + (a12Xy + a2 Xy) v/

logo,

—9 = <N1)7Xv> = a2 F+ a99 G.

em que E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X, }.

_ e f . aip Qo1 E F
[ g -\ an ax F G
ou seja,
aiy az | [ e f E F 71__ 1 e f G -—-F
a2 Q22 B f g F G - EG-F? I g -F K .

Entao,
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Assim,
F—eG . _ gF—fG.
ap = ég_pﬁa Q12 = %G_fpﬂa
_ eF—fFE _ fF—gE

a1 = EG—FQ; Qo9 = EG—F2"*
As equagoes

Ny =anX,+anX, e N, =apX,+anX,,
com aq1, a2, a1, Ao Obtidos acima, sao conhecidas como as equacoes de Weingarten.
Defini¢ao 2.1.13. Sejam p € S, tem-se que a curvatura média H(p) e a curvatura de

Gauss extrinseca K.(p) de S sdo definidas por

H(p) _ _an + a99 . EGG— 2fF—|—gE

(u, )

2 2 EG-F?
e e
eqg —
Ke(p) = det (ay) = m(u,v)
respectivamente.

Definigao 2.1.14 (Equagao da curvatura de Gauss). Seja S wma imersao conforme

parametrizada por
X: 0 — M?xR

w — (h(w), f(w))
Dado N = (N1, No, N3) a aplicagio normal de Gaussde S. Seja K; a curvatura intrinseca

de S e K, a curvatura extrinseca de S. Seja Ky a curvatura de Gauss de M?. Entdio a

equacdo de Gauss de S € dada por
Ei(w) = Ko(X(w)) = Ky (h(w)) N3 (w),
para cada w € §2.
Demonstragio. Veja [13], pagina 41. ]

No decorrer do texto, mais precisamente na secao 4.1, abordaremos o espaco
produto H? x R. Antes, porém, apresentaremos as principais nocoes geométricas de dois
modelos do plano hiperbélico: o semiplano superior H? e o disco de Poincaré D, conforme
5], [7] e [11].

2.2 Geometria Hiperbélica Plana (H?)

Nesta secao, vamos apresentar, de modo sucinto, uma revisao da geometria hiper-
bolica plana. Mais precisamente, apresentamos dois modelos desta geometria, bem como

suas geodésicas, isometrias e seus principais resultados. A referéncia utilizada é [11].
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Definicao 2.2.1. O conjunto de pontos
H? = {z € C | Im(z) > 0}, (2.1)

em que z = x +yi, z,y € R e Im(z) =y € a parte imagindria do nimero complezxo z,

chamado de plano hiperbdlico H?.

Definigao 2.2.2. Dado T, ,H? o espago tangente de H? no ponto zy e sejam u, v € T, ,H?,

o produto escalar hiperbdlico, denotado por (-,-Ym, que é definido por

(u, v)m = ( u; v) (2.2)

Im(z))?’

com {-,-) o produto escalar de R?.

Definicao 2.2.3. A métrica definida pelo produto escalar (-,-)u e denotada por gy e é

dada por
g2 (u, v) = (u, v)y. (2.3)
Assim, define-se a métrica hiperbélica de H? por
1 1
= —|dz|* = = (dz* + dy? 2.4
g2 (]m<z))2| Z| yg( x” +ay )a ( )

em que z = x +yi e |dz|* = dx? + dy?.

Definig¢ao 2.2.4. A unido do eizo real (y = 0) com o ponto no infinito (), é chamado

bordo infinito de H?, ou bordo assintético, € denotado por O,H?, ou seja, é o conjunto

O H? := {2z € C | Im(2) = 0} U {o0}. (2.5)

Im(z) >0

Figura 1 — Bordo infinito de H?2.

Definigao 2.2.5. Sejam zy € H? e u,v € T,,H?. Definimos o angulo hiperbdlico entre

u e v como sendo o real 0 € [0, 7| tal que
cos(0) = UGS

[l o]]e

e 0o adngulo orientado entre u = (uy,us) e v = (vy,v2) € denotado por Z(u,v) € (—m, ],

como o numero real que satisfaz

L(u,v) 0;  se ujvg — usvy >0
u,v) = .
’ —0;  seuvy —uguy <0
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Defini¢ao 2.2.6. Seja vy : [a,b] — H?, com v(t) = (z(t),y(t)), uma curva C'. Definimos

o comprimento hiperbdlico de v, denotado por Ly(vy), como

Lu(y) = /ab gme (7/(8), /(1) dt
= [M 0, a0 at
- /b VE )+ (y'(t))?
o y(t)

dt.

Definigao 2.2.7. Sejam U e V dois conjuntos abertos de C. Uma aplicacao f:U — V
¢ uma aplicag@o conforme se, para todo ponto zy € U e todos vetores u,v € T,,H?,

tivermos
Z(u,v) = Z(Dy f(u), Doy f(v))

ou seja, f € conforme se preserva os angulos orientados. No caso particular em que
f:U —= U € uma bijecao conforme, dizemos que f € uma transformacgao conforme de
U.

s

Proposicao 2.2.1. O grupo de transformagoes conformes de H? é

az+b
MH_{Zch%—d

a,b,c,d € R, ad — bc = 1}.
Demonstragio. Veja [11], pagina 51. O]

2.2.1 Geodésicas

Nesta subsecao, abordaremos as geodésicas em H?, dado dois pontos de H?, sempre

existe uma curva minimizante que liga esses dois pontos.

Definigao 2.2.8. Diremos que uma curva de classe C' por partes e reqular c : [a, b] — H?
¢ uma geodésica, se para cada par de pontos em c([a,b]), a curva ¢ é minimizante entre

esses pontos, isto €,

dy (c(t1) ¢ (t2)) = Lu(c) [t1, t2] = /ttz 1" ()|l dt, Vi, ta € [a, b].

1

Definicdo 2.2.9. Dizemos que um difeomorfismo ¢ de H? é uma isometria de H? se ¢

preserva a métrica gyz, sto €,

2 <u7 U) = 8m2 (dch(u% dz90<v)) ’ Vz € H27 u,v € TzH2

Além disso, ¢ é uma isometria positiva se preserva a orientagao. Caso contrario

diremos que ¢ ¢ uma isometria negativa .
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Teorema 2.2.1. Toda transformacdio conforme do modelo do semiplano superior H? é
uma isometria de (H? gy). Denotemos por ly o grupo das isometrias de (H?, gy) e

consideremos a isometria negativa de H? definida por h(z) = —z. Entdo

az+b }_}—aZ—b
Ly ET0
cz+d’ cz+d

ﬁHz:MquhMﬂzz{zH a,b,c,dER,ad—bc:l}.

Demonstragio. Veja [11], pagina 58. ]

Lema 2.2.1. As semirretas verticais y(t) = xo+it, t € [0,00), com xy € R, sdo geodésicas
de (H?, gye).

Lema 2.2.2. Os semicirculos ortogonais ao bordo assintético sio geodésicas de (H?, gyz).

Teorema 2.2.2. Dado dois pontos de H? passa uma tinica geodésica por estes pontos. Além
disso, as tnicas geodésicas de H? sdo as semirretas verticais e os semicirculos ortogonais

ao eixo real.

e

Figura 2 — Geodésicas de H?.

Demonstragio. Veja [11], pagina 63. ]

2.2.2 lIsometrias positivas de H?>

Nesta secio, exploraremos as isometrias positivas de H?, que sao transformacoes
que preservam a orientacao dos angulos. Existem trés tipos principais de isometrias
positivas: hiperbdlica, parabdlica e eliptica. Antes de mergulharmos nesses conceitos, é
fundamental introduzirmos os horociclos, pois eles desempenham um papel crucial na

determinacao dessas isometrias.

Definicao 2.2.10. Definimos como horociclos de H? os circulos tangentes ao bordo

assintético e as retas horizontais continuas de H?.
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Figura 3 — Horociclos.

Proposicao 2.2.2. A imagem de todo horociclo de H? por uma isometria qualquer de H?>

¢ um horociclo.
Demonstragio. Veja [11], pagina 74. O

As isometrias positivas de H? sdo caracterizadas pela quantidade de pontos fixos.

Deste modo, uma isometria positiva qualquer de H? diferente da identidade pode ser

az+b

g em que ad — bc = 1. Dividiremos esta analise

determinada a partir da analise de T' =

em dois casos:

12 caso. Seja ¢ = 0. Entao T é caracterizado por T'(z) = az + b. Dividiremos em mais dois

sub-casos:

1.1.sea=1, T(z) = z+ b e entdo b = 0;

12. sea#1, T(z) =az+beentdo z = 2.

2° caso. Se ¢ # 0, dada um ponto z € H? U 9,,H? ¢ fixo por T se, e somente, se T(z) = z, ou

seja,

az+b
cz+d
c?+dz=az+b

c*+dz—az—b=0
c?+(d—a)z—b=0.
Utilizando a formula de Bhaskara, temos

a—d=+/(a—d)?+4bc
2¢ ’

z =

em que A = (a — d)? + 4bc. A partir deste resultado, conseguimos classificar as isometrias

positivas de H? de acordo com os pontos fixos:

1. A > 0, ou seja, se T tem dois pontos fixos no bordo assintético, entao 1" é uma

isometria hiperbolica;
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2. A =0, ou seja, se T tem apenas um ponto fixo no bordo assintético, entao T é uma

isometria parabdlica;

3. A < 0, entdo tem um tinico ponto fixo no interior de H? e T' ¢ uma isometria eliptica.

A seguir, ilustraremos o comportamento geométrico das isometrias positivas de H?>

20 T'(z0)

I €T3

Figura 4 — Isometria hiperbélica

Figura 6 — Isometria eliptica

2.2.3 Disco de Poincaré (D)

Nesta secao, abordaremos o Disco de Poincaré e suas caracteristicas, visando

transitar entre os modelos do plano hiperbélico, sendo eles H? e ID. Consideremos ID como
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o disco unitario aberto,

D= {w e Cljw |< 1}.

Figura 7 — Modelo do disco (D).

Considerando a aplicacao

o: H* — D
zZ—1
z
zZ+1

é um difeomorfismo conforme de H? para D. Agora vamos equipar D com uma métrica gy,
de modo que ¢ seja uma isometria entre (H?, gg2) e (D, gp), entdo deduzir a partir desta

isometria as geodésicas e as isometrias de (D, gp)).

Lema 2.2.3. A tinica métrica gy, definida sobre D tal que ¢ seja uma isometria de (H?, gy2)

sobre (D, gp) €

4|dw|? A{dw, dw) 4 ol < 1
gp = = , W =1u-+1, w .
(= wP? (1w’
Demonstragao. Veja [11], pagina 70. ]

Proposicao 2.2.3. As geodésicas de D, munido da métrica gy, sio os diagmetros e os

arcos de circulos ortogonais a St.

Demonstragio. Veja [11], pagina 74. H
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. ,"_----.'~
@ zZ—1 »°
= 4 *,
o) = s e (N

v —p N [

i l'L [l

P L]

Y 0] o(a) :

©

N S T L : ......... > ‘\‘ 'I'
2 s s 2
6:)0H hS '¢' aoc]HI

Figura 8 — Correspondéncia entre os modelos.

Para determinar o conjunto de transformagoes conformes de D, que denotaremos
por My, utilizaremos a definicao de que My é uma composigao de aplicagdes, consequente-
mente um grupo. Esse grupo também é chamado de grupo de Mobius de D. Analogamente,

o conjunto de transformacoes conformes de H?, denotado por My, é chamado de grupo

de Mébius de H2.

Proposicao 2.2.4. O grupo de transformacoes conformes de D é

az + ¢

cz+a

MD:{ZW—)

a,ceC, aa—cc:l}. (2.6)
Demonstragio. Veja [11], pagina 51. ]

A aplicacdo f(w) = w é uma isometria negativa de (D, gp,), ou seja, invertendo a
orientacao, e que a composi¢ao de duas isometrias negativas ¢ uma isometria positiva,

podemos determinar o conjunto de isometrias de (D, gp), por .

Proposicao 2.2.5. O grupo de isometrias de (D, gp) é

aw + ¢ aw + ¢

KD:MDU]”-MD:{U)H a,cEC,a&—cEzl}.

—, W —
cw + a cw

Demonstragio. Veja [11], pagina 73. ]

2.3 Espaco S?

Nesta se¢ao, abordaremos alguns conceitos bésicos da geometria esférica. A esfera

Euclidiana é o conjunto
§ = {(z,y,2) eR%2* + 9+ 2° = 1},

dotado da métrica induzida do espaco Euclidiano tridimensional. Considerando a projecao
estereografica, podemos reescrever S? = R* U {oo} com a métrica

2

2 _ )2 2 2 —
ds* = \* (da® + dy?) , Al g
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As tinicas isometrias de S? sdo as rotacoes.

Proposicao 2.3.1. O grupo de isometrias da esfera FEuclidiana é dada por,
Isom (82) = 0(3)
em que O(3) € o grupo de matrizes ortogonais de ordem 3 X 3.

Demonstragio. Veja [9], pagina 36. ]

Observacao 2.3.1. As tunicas geodésicas de S* sio os grandes circulos.

2.4 lsometrias de M? x R

Nesta secdo, trataremos das superficies invariantes por isometrias de M? x R, com
énfase em H2. Supondo que gy e gz representam as métricas de M2 e R, respectivamente,
a variedade Riemanniana (M? x R, g), com g = gy + g, estd bem definida. Utilizando a

notacgao diferencial, a métrica é expressa como
ds® = X (z,y)(dz® + dy?) + dt?,

sendo A uma fung¢ado apropriada, dada por

1 : se M? = R?,

Az,y) = ﬁ : se M2 = D?, (2.7)
2 . 2 _ Q2
m ,SeM —S

Definicao 2.4.1. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N

¢ chamado uma isometria se

(u, v)p = (dfp(w), dfp(v)) 4, » Para todo p € M, u,v € T,M.

A seguir, apresentaremos um resultado sobre as isometrias em M? x R, em que M?

é uma variedade bidimensional.

Lema 2.4.1. Seja f : M2 xR — M2 xR um difeomorfismo. Se f(z,y,t) = (fi(z,y), f2(t))
com fi € Isom(M?) e fo € Isom(R), entio f € Isom(M? x R).

Demonstragio. Veja [13], pagina 16. ]
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2.5 Correspondéncia de Lawson

Nesta secao, apresentamos um resultado cldssico da geometria de R? que fornece
uma familia de superficies associadas a uma superficie previamente conhecida, a saber
a correspondéncia de Lawson, e para variedades homogéneas que possuem grupo de
isometrias de dimensao 4, que é o caso de H? x R e S? x R. As principais referéncias
utilizadas sdo: [7], [12] e [15].

Iniciaremos definindo parametros isotérmicos.

Definicao 2.5.1. Seja a parametrizacio X : U C M? — M? é uma aplicacio conforme
quando a sua diferencial é uma aplicacdo que preserva angulos, ou seja, que exista uma

fungao N(q) > 0 diferencidvel para todo q € U tal que
(dX,(u),dX,(v)) = N(q){u,v), Vu,v € Tx(yS,
se X € conforme, as coordenadas (u,v) € U sao chamados de pardametros isotérmicos.

Observagao 2.5.1. Observe a definicio 2.5.1, quando temos uma parametrizacio sobre
pardmetros isotérmicos, tem-se que sua primeira forma fundamental é E = G = X% e
F=0.

Proposigao 2.5.1. Seja X : D — R? uma superficie, e sejam (u,v) pardmetros isotér-
micos. Entdo, uma condicao necessdaria e suficiente para que a curvatura média de uma
superficie X seja constante ¢ que a fungdo ¢(z) = 2 — f/—1 em quee, f e g sao os

coeficientes da sequnda forma fundamental, seja analitica complexa em D.

Demonstragio. Veja [15], pagina 21. ]

Teorema 2.5.1. (Correspondéncia de Lawson- [12], Teorema 8)

Sejam ds? = N?(dx? + dy?) uma métrica riemanniana (isotérmica) definida sobre
uma superficie simplesmente conexa S e H? uma constante real ndo negativa qualquer.

Suponha que a curvatura de Gauss K dessa métrica satisfaca
K < H?
e, além disso, suponha que a métrica
ds?* = VH? — Kds®

seja flat, ou seja, a curvatura gaussiana seja identicamente nula. Entao existe uma familia

2m-periodica diferencidvel de imersoes isométricas
g1 S — R 0 € R,

com curvatura média constante H. Além disso, a menos de congruéncias, as aplicagoes
g, com 0 < 0 < 7, representam todas as imersoes isométricas locais de S em R3, com

curvatura média constante H.
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Demonstragao. Ver [12] | pagina 363.
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3 Superficies helicoidais em R5.

Neste capitulo, conduzimos uma investigacao aprofundada sobre as superficies
helicoidais em R3. Inicialmente, utilizamos o Lema de Bour (Lema 3.1.1), juntamente
com o Lema 3.1.2, para obter de forma clara e explicita os parametros de uma superficie

helicoidal com curvatura média constante (CMC).

Finalizamos o capitulo utilizando a correspondéncia de Lawson (2.5.1) e os para-
metros obtidos anteriormente para uma parametrizacao global de todas as familias das

superficies helicoidais associadas a uma superficie de rotacgao.

Utilizamos, com principais referéncias: [4], [6] e [14] .

3.1 Lema de Bour.

Sejam X : M — R® uma imersdo e U C M um aberto. A interse¢do de X (U) com
um plano 7 C R3 que contém o eixo z é uma curva cujo o grafico é 2 = A(p), o qual estd

contido na intersecao de m com o plano xy.

T

Figura 9 — Plano 7.

Se X é invariante por um movimento helicoidal em torno do eixo z com o passo h,

entdo a restricdo X |y pode ser descrita como

X(p,¢) = (pcos(p), psen(y), A(p) + he), (3.1)

em que p e ¢ sao coordenadas polares no plano zy.
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Figura 10 — Superficie helicoidal.

O resultado a seguir fornece de forma explicita os pardmetros p, ¢ e A de uma

superficie helicoidal com curvatura média qualquer, que possui parametrizagao dada por
(3.1).

Lema 3.1.1 (Lema de Bour em R3). Seja S a superficie invariante pelo movimento
helicoidal da forma (3.1), pode ser parametrizada localmente pelas coordenadas naturais s
et. Seja X uma superficie helicoidal com passo h # 0 em R3. Entdo existe uma familia de
dois parametros F(m,h), m # 0, de superficies helicoidais isométricas a X, que contém

uma superficie de revolugdo, dada por

szz(s) = p? + h%

p(s) = (m?0? — )7

As) = /#U_h?) (m*U*(1 = m?(U,)?) - hz)% ds: (3.2)
o= [

Demostragao 3.1.1. Os coeficientes E, F e G da primeira forma fundamental de (3.1)

sao dados por:

E = (X,,X,) = ((cos(p),sen(p), X'(p)), (cos(p), sen(), N'(p)))
= cos?(p) +sen’(p) + (N (p))?
= 1+ N (p)*
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F o= (X, X,) = ((cos(p),sen(p), N'(p)), (—psen(p), pcos(y), h))

= —pcos(p)sen(p) + psen(p) cos(p) + N (p)h
= XN(p)h;

G = (X, X,) = ((=psen(p), pcos(p), h), (—psen(i), peos(ic), b))

= p*sen’(p) + p? cos*(p) + h°
= >+ h2

Ao remover o parametro p em N (p) e denotando apenas por N, temos

E=1+W\)? F=Xh e G=p*"+h%
Dai,

do® = Edp* +2Fdpdp + Gdp?
= [14+ (N)? dp* 4 2(Nh) dpdp + (p* + h?) dp?

= et | 0 (dw R df’>2 ) <pA+hh dpﬂ
e (dw s dp>2 (02 + W) (1 - ;Alz d)p — (X d,o>2]
= (p®+1?) :(dgo + pzﬁhm dp>2 + deth (p* + h2)<?222)+d£22)2— (Nh dm?]
— (P +h?) :<d<,0 - ,02):th2 dp>2 + deth (X)? dE’:g(f};)?? - hz)]
— (P11 :<d<,0 + p2)\:Lh2 dp>2 + deEhQ ?Z;‘fhg)p;

2

2 )\/)2 dp?
— (2L do+ 20 g p~(X)* dp
<p+ ><¢+p2+h2 P p2+h2

Vh 2 2()\/)2
pe+ p

ou seja, a métrica de (3.1) é

+dp* +

2
do* = (7 + 1) (dp+ -2 dp) +dp?
o® = (p*+ h°) <p+p2+h2 p| +dp* |1+

pQ(A/)2
p2 + hZ

) . (3.3)

Incorporando novos parametros (s,t) na equagio (3.1), 0s quais desempenham um papel

essencial na determinagao implicita de p, ¢ e X(p), temos (s,t) = (s(p,¢),t(p,)).
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Portanto, as derivadas das fungoes s(p,¢) e t(p, ) sao:
ds =s,dp+ s, dy; 3.4)
dt =t,dp+t, dp. (3.5)
Logo, por (3.3),
2
Nh p2<)\/)2
do* = (p* + 1?) | do+ ——— d 1 dp® 3.6
=)ot K an| (14 500 0 (36)
dt ds?
em que
2(\/\2
ARE
ds = 3.7
Nh
dt =dp+ — vy dp. (3.8)
Pelas igualdades (3.4) e (3.7),
2 Y 2\ 3
ds = Sp dp+ S, d(pz(l—l—’;g&h)g) dp
& s,dp+ s, dp = (1+ 'fg(i;);)Q dp+0dp
2()\/)2 1
& o= (1+55)"
S, = 0

Por outro lado, ao comparar as igualdades (3.5) e (3.8),

dt = t,dp+1t, dp = dp+ 2 dp
& tydptt,de = 2y dp 4 dy

p2+h2

t _ Nh .

o P T 2iRZ
t, = 1

A matriz Jacobiana que descreve a mudanca de pardmetros € expressa por:

1
222\ 5
Jl = [8'0 SW] = (1+ ;;2(-;-\}14)2)2 O

tot Nh ’

P ¥ p2+h2

assim, seu determinante é
1 1
p2(NV)2\ 2 2002\ 2
det(J;) = (1+55%) 0:<1+'0( )> £ 0.
1

N p? + h?
p2+h2

Por essa razao, podemos realizar a mudanga de parametros p = p(s,t) e ¢ = @(s,t) cujas

as derivadas sao:

dp = psds—+p dt;
de = @sds+ g dt.

(3.9)
(3.10)
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Apés algumas manipulagoes matemdticas algébricas em (3.7) e (3.8), obtemos

2(\N\2\ —3
dp—(l—i—p(/\)) ds + 0 dt

o2 + h2
o= (14 Zi(ﬁ;fg)_% : (3.11)
= 0
) Pt | -
, gy —1
dp = p2>\+hh2 (1 + 52(:2LQ> 2 ds+ dt
o o= A (1+1p(i,3)_ (3.12)
Pt =
Consequentemente, a Jacobiana Jo = %((ps”f)) é
o [ps ,ot] [oaesEn o] -
el gt (L ) T

Como p, =0 e ps # 0, entdo p depende apenas de s, logo

e p(s,t) = p(s);
« Ap) = Alp(s)) = Als).
Visto que o det(Jy) # 0, podemos realizar a mudanga de parametros (s,t), que constitui

uma parametriza¢io natural cujos parametros pertencem ao dominio U C M, com U?(s) =
p%(s) + h%. Ao substituir em (3.6), obtemos:

do® = ds* + U?(s)dt*. (3.14)

Ao suprimir o parametro s, denotamos U(s) por U e dX\ por X dp. Desta forma, podemos

reescrever as equagoes (3.7) e (3.8) como:

2
2 2 P 2.
ds® = dp® + I d\*; (3.15)
Udt = +(p*+ hQ)% do + e dX ) . (3.16)
p2 +h2

Ao efetuar manipulagoes matemdticas na equacao (3.16) e considerando o fato de que

U >0, temos

Udt = i(p2—|—h2)% (d(p—l— hd/\>

p2+h2
1 L hodA
_ 2 2\ 5 2 2\ 5
=+Udt = (p°+h%)2de+ (p +h)2p2+h2
L hdA
24 m)2dp = £ U dt— (p* + h?)2
= (p” +17)2dg R
U (P2 +h2)z hd)

—dp = +——di—
7 (P + 022 (p2 - h2)z PP
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Como A(p(s)) = A(s), seque dX\ = X ds, donde

U h As
(p? + h?)2 (p* + h?)
€
— __hAs
P T T

A derivada seqgunda parcial s em relagao a t é igual a zero, logo,

g ——————————y = 0
Vs @ é de Classe C? s

= Pis = 0.

Consequentemente, p; nao depende de s, assim podemos reescrever @; como:

1
PR (3.19)
(7 +h)E m
1
m

em que m ¢ uma constante diferente de zero. Além disso, podemos reescrever a equagcao

(3.17) como seque

1 h
dp=— dt — ——= As. 3.21
Por (3.19),
mU = (0 + k22 = m?U%=p* + I’
= p? = m*U? - h*. (3.22)
A derivada em relagdo a s é dada por
2pps = 2m*UU,
= pps =m*UU,
2m2UU,
= py =—"
p
m2UU,
= o = (")
P
m4U2(US)2
= (ps)? = 2
TTL4U2(US)2
> 0l = g
Como dp = ps ds, entao
4772 2
» _ mU*(Uy) 2
(dp)* = ST 12 ds”. (3.23)
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(3.23) em (3.15), temos

4772 2 2
s . mU (Us) 2 P 2
ds® = TR ds® + e (Xs)
2 4772 2
p 2 s mUUs) 2
e (Xs)® = ds*— T 2 ds
m2U2 _ h2 ) m4U2(U8)2 )
m2U2 (A)" = < T m2U2 _ 2 ds
2772 4772 2
5 mU m*U*(Us) 5
(A)" = m2U? — 2 (1 T U2 _ B2 ds
()\ )2 _ m2U2 ((m2U2 _ h2) o m4U2(Us)2> d82
$ m2U2 — K2 m2U2 — K2
2772
2 m-U 2772 2 4772 2 2
(As)* = (207 = h2)? (m U® —h?—m U (Uy) ) ds
2772
2 m-U 2772 2 2 2 2
Assim,
mU 1
)\5 = m (m2U2(1 — m2(U5)2> — h2) dS. (324)
Dai, substituindo (3.24) em (3.21), seque
1 h
dp = —dt — ——-=d\
T T TR
1 h mU 1
—_ dt _ 2172 1 o 2 . 2\ h2 2 d
o= i s = (00 =) =0 )
1 h mU 2772 2 2 2\ 3
::mﬁ—WW<WWLmﬂmUQﬂM@H—M ds
I N [ AR S AN
S om m U(m?U? — h?) >
Logo,
1 h [ (m2U2(1 — m2(U,)?) — h2)2
dp=—dt — — ds. 3.25
T m ( U(m2U? — h?) ° (3:25)

Portanto, ao utilizar a equagdo (3.22) e integrar as expressoes (3.25) e (3.24), resulta em:

p= (mQUQ _ h2)% :

[N

A:/méggw@ﬁﬂywﬂmm—m)@;
ot h (U1 - m2(UL)?) — h2)E
w_ﬁi_ﬁi/ U(m2U? — h?) ds.

Os parametros p e © sdo isométricos a primeira forma fundamental do? = ds® + U?dt?.

Isso prova o Lema de Bour.
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Observagao 3.1.1. A familia de Bour (3.2) possui superficies nas quais as contantes m
e h sao, respectivamente, 1 e uma constante qualquer. Em particular, o Lema de Bour

afirma a existéncia de uma familia de dois parametros de superficies helicoidais isométricas
a uma superficie de revolugio (m = 1,h = 0).

Exemplo 3.1.1. Sejam m =1, h =0 e U = 52, tem-se que a parametrizacio utilizando

(3.1) e (3.2) € :
X (s,t) = (s*cos(t), s* sen(t), s),

a geratriz é a(s) = (52,0, s).

40 20 0

Figura 11 — Geratriz da superficie de revolucao.

Figura 12 — Superficie de revolucao.

Observacao 3.1.2. No Lema de Bour trabalhamos sob a restricio de uma superficies
helicoidais X : Ml — R3, em um conjunto aberto U C M é na forma (3.1). Nos parametros
naturais (s,t), possui a parametriza¢io X dada por (3.2) bem definida como uwma imersao
para todo (s,t), tal que p(s) # 0. Observe que, 0z é uma trajetdria de um movimento
helicoidal, se X (M) encontra 0z em um ponto, todo o eizo 0z estd contido em X (M).

Assim, a menos que X (M) seja um cilindro, a parametrizacio natural inclui pelo menos a

parte de X (M) varrida pelos "raios" das trajetorias ortogonais ds hélices que passam por

uma hélice fiva e comecam em 0z. Veremos na proxima se¢ao que para superficies com
curvatura média constante, p(s) sé pode ser zero em um caso muito especial. Além disso,
assumiremos até a Observagao 3.1.4 que X (M) ndo é um cilindro.

No proximo Lema, apresentamos a formula para a equagao da curvatura média

de um membro da familia dada pelo Lema de Bour. Note que um elemento da familia
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de Bour é determinado quando se fornece uma funcao U pelas constantes h e m. Aqui,

denotaremos um membro da familia por [U, m, h] .

Lema 3.1.2. [U,m, h] é uma superficie com curvatura média constante H se, somente se,

U(s) satisfaz a equagao
2H[m2U? — m*U(U,)? — h?]2 = —m>UU,, — m2(U,)? + 1

Demostragao 3.1.2. Pelo Lema (3.1.1) tem-se que X (s,t) = X(p(s), p(s,t)), que possui

as deritvadas parciais:

{Xs = prs + X@SOS (3 26)

Xt = Xngt.

Ao substituir as derivadas parciais X, e X, em (3.26):

{Xs = ps(cos(p),sen(p), X'(p)) + @s(—psen(y), pcos(p), h);

Xi = @i(—psen(p), pcos(p), h).

{Xs = (ps cos(p) — s psen(p), pssen(ip) + s pcos(p), psX'(p) + @5 h);
Xi = (=1 psen(p), o1 peos(p), i h).

Com a relagao Ay = N (p)ps, podemos expressar X, da sequinte maneira:

{Xs = (ps cos(p) — ps psen(p), pssen(p) + @s pcos(p), As + @5 h); (3.27)

Xy = (= psen(p), ¢ pcos(p), s h).

As derivadas parciais em relagio a t do sistema (3.26) podem ser expressas como:

0

Xt = ot (Xpps + Xopps)
0

X = ot (Xgo%) .

N {Xst = PsPt ngo + thwschcp;
Xu = XWW?-

Ao substituir as derivadas parciais X,, ¢ Xpp:

{Xst = psipr (—sen(p), cos(), 0) + rps(—pcos(e), —psen(y), 0);
Xu = @7 (—pcos(p), —psen(yp), 0).

N {Xst = (=pstprsen(p) — prpsp cos(p), psipr cos(p) — pupspsen(p), 0);
Xu = (—ppi cos(p), —py sen(y), 0).
Munido de [U,m, h| nos parametros (s,t) e as derivadas de X, Xy, Xg € Xy, podemos

obter f e g que sao coeficientes da sequnda forma fundamental de (3.1) na parametriza¢io
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(s,t).
X, x X,

= (v X
d <||Xs><xt|| >

1
= (X x X, X
T, ] e K Xoa)

. ps cos(p) — s psen(yp) pssen(p) + s pcos(p)  As+ s h

= JEG-F° —¢r psen(y) pr peos(p) i o
—psprsen(p) — @ipspcos(p)  pspr cos(@) — pipspsen(yp) 0

—1 [h(ps)2 — P2, As]

il T
_ hps)? = PP s As
m2U
h(ps)? = pPps As
_ 2
SR o (329
e
X, x X,
= 2srt x
g <||X5 ><Ath||7 tt>
1
= — (X, x Xy, X
HXS % XtH < S X ts tt)
| pscos(p) — s psen(p)  pssen(p) + s peos(p) As+¢s h
=~ JEG-F° — SSGH(SO) Pt P;OS(SO) @i h
—ppi cos() —py; sen(p) 0
_ L (A
NN
PN
- om3U
2
P~ As
9="=5 (3.29)
Através das equagoes (3.28) e (3.29), obtemos que f e g sao:
h(ps>2 - pQSOS )\s —h
_ _ . 3.30
/ [ m2U m2U’ (3:30)
2 2772 4772 2 211
A [mPUP = mUR(Us)? — 2
9= S5 = s . (3.31)

Para determinar o terceiro coeficiente da sequnda forma fundamental, utilizaremos a

curvatura Gaussiana: 9
oo 9- 1
EG — F?

1
ComoE=1 F=0 G=U? f= m;;;J eqg= [mQULmALZ;(US)LhQ]Q , tem-se que:

1
e[m2U2-m*U2(Us)%—h2]2 h2
2

m T miU?
K = = (3.32)
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Por outro lado, como a parametrizacio da superficie Helicoidal X ¢é ortogonal, isto ¢,

F =0, entao
1 E; G
K=— + | — 3.33
wea(vea), (Ve S (439
Se E=1, G=U? E;=0 e G, =2UU, entdo a equagio (3.33) ¢

K= (o) + (2]

- (U,
2w,
- _Uss
U
_Uss
= K = : 3.34
; (3.34)
Ao igualar as curvaturas presentes nas equagoes (3.32) e (3.34):
e[m2U27m4U2(Us)27h2]% h2
m2 T mAp2 _USS
K = 2 = U
1
= 6[m2U27m4ng§(US)27h2]2 - m’ﬁ]2 = _UUSS
2
[m2U2—mAU2(U.)2—h2]3 _
= p— = —UUss + —= —TIs
a773 2
2772 apragpry2 ot U Uss + 1
= e[m*U? —m*U*(Us)* — h*]z = ST
h? — miU3U,
o= MY e (3.35)

1
m2U2[m2U2 — mAU2(U,)2 — h?)3
Como os coeficientes da primeira e seqgunda forma, podemos determinar a curvatura média

contante da superficie:

leG—-2fF+ Eg

H = =
2 EG — F?
B 16G+Eg
N 2

- 1y
= e+ Z)

= 2H = e+ 5. (3.36)
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Entao,
~2H = e+ %
Loy h2 — miU3U,, ., [m2U?% — mAU2(U,)? — h¥)2
m2U2[m2U? — mAU2(U,)? — h?)> m?U?
Loy Mo mtUPU o+ U m4U2(Us)2l— h?)
mQUZ[mZUZ _ m4U2(U5)2 _ h2]§
Loy o Mo mi Uk +mPU? - mt U (UL + B

m2U2[m2U? + mAU(U,)? — h?]3
= 2H[m2U? — m*U*(U,)? — ]2 = —m*UU,, — m*(U,)* + 1, (3.37)

como queriamos demonstrar.

Com o Lema de Bour (3.1.1) e o Lema 3.1.2 determinamos a seguir os coeficientes
p, ¢ e A, para a parametrizacao (3.1) de uma superficie helicoidal com curvatura média

H constante nao nula. Ao efetuar a substituicgdo de variavel x = mU na equagao (3.37):
2H (2% — 22(x,)? — h?)2 = —aayy — (2)° + L.
Se y = (22 — 22(x,)? — h?)? entdo,
2Hy = —ax4 — (1) + 1. (3.38)

Ao derivar y em relacdo a s, obtemos:

SIS

Yo = - (x2 B 352(333)2 B h2)_

- = (;1;2 — 2 (x,)? — h2)_2 (296968 — 2u(x,)” — 21’2%%8)

(23::168 — 20x,(x5)? — 2$2$s$ss>

=

= y_l (xms — x(a:s)?’ — x2x5:pss)

= zxy (1 — (25)? — .7::1:35>

= Y = sy ! (1 — (24)? — xxss>

—1
= Ys = s 2H
y rryy  (2Hy)

= ys = 2Hzx,. (3.39)

Realizar a integracao, tem-se que:

=y = Hz?+a, a constante. (3.40)
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Ao igualar a equacio (3.40) e y = (22 — 22(z,)2 — h?)2,
y= —Hi?+a= (22— 22(x,)2 — h?)2
= (Hz*+a)? =2* — 2%(zs)* — h?
=  2*(xg) =2 —Nh?— (Ha* +a)?
= (2,)? = = =leta)
Seja z = 2% e xy = = (z5)? = (2452)2,
(2>  z—h*—(Hz+a)?
4z z
2
= (ZZ) = z—h*—(Hz+a)?
2
= (Zjl) = z—h*— H*2* - 2Hza — a*
= (2,)? = 4(z—h2—H222—2Hza—a2)
A 1
=z, = 2|-H*2*+(1—-2Ha)z — (a®+ h?)|*
d - L1
dﬁ = 2[-H22+ (1 -2Ha)z — (a® + h?)|?
s - ]
=dz = 2|-H2+(1-2Ha)z — (a® + h*)|* ds
= 2ds = [—H2z2 + (1 —2Ha)z — (a® + h2)}7§ dz.

Com o fato de que H # 0, podemos realizar a integracao,

2/ds /

f(z

1
—H?*2* 4+ (1 —2Ha)z — (a* + hQ)} *dz

1

2 (a®+h)\] 72
2 A+ h2)\] 72
(1—2Ha)[_[2+< 72 )ﬂ dz
1
z 1 —2Ha\*> (1—-2Ha\* (a>+h?)]) 2
(I_QH“>H2+< 2> )_( 2> >+ H? dz
1—2Ha\*> (1-2Ha\*> (a®+ h?) ‘%d
2H2)_(2H2>+ 2 ‘
1—2Ha)2+(a +h2)4H2 (1—2Ha)? %
2H? AH
3

— (a® + h2)4H?

4H*

_(Z_

1—-2Ha\"|
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. 1-2Ha)?—(a?4+h?)4H? _ ~
SejaM A = ( a) 417({‘1 +h7) e B = 1212{13‘1 entao:

25 — ;/:A—(Z—B)Q}_édz
IR

= ]i]/ _1— (Z_AB) 12 \/lzdz

_ _1
1/1 (z = B)\’ 21d
= — — —dz.
H VA VA
Pela substituicao simples u = (Z\;ZB) e du = ﬁdz, tem-se que:
1 _1
25 = ﬁ/[l—uﬂ > du
1
=25 = E(arcsenu) +c, g €R
Sem perda de generalidade, seja ¢; = 0,
arcsen
S =
2H
z—B
arcsen
L (57)
2H
1 _ 2Ha+1
= s = ——arcsen Y7L
2H \/(2Ha+1)27(a2+h2)4H2
AH*
1 2:H?—2Ha—1
_ 2072
o= 2H aresett V/ (2Ha+1)2—(a2+h2)4H?
202
N 22H? —2Ha — 1
s = ——arcsen :
2H V(2Ha +1)2 — (a? + h?)4H?

Como z = m2U?,

2m2U?H? — 2Ha — 1
S = ——arcsen
20 V(2Ha + 1) — (a? + h?)4H?
2m2U%H? — 2Ha — 1
= 2Hs = arcsen n a
V(@Ha+1)2 — (a2 + h?)4H?
2m2U?H? — 2Ha — 1
V@Ha +1)2 — (a2 + h2)4H?

= sen(2Hs) =

= 2m*UH? —2Ha—1 = sen(2Hs)\/(2Ha + 1)2 — (a2 + h2)AH?
= 2m*UH? = sen(2Hs)\/(2Ha + 1)? — (a2 + h2)4H? + 2Ha + 1

2 _ sen(QHS)\/(ZHa—I— 1)2 — (a®> + h?)4H? + 2Ha + 1

41
2m2H?2 (3-41)

=U
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Se D = \/(QHCL +1)2 — (a? 4+ h?)4H? # 0 podemos reescrever a equagao (3.41),

Dsen(2Hs) +2Ha + 1
?= : 42
v 2m?H? (342)
Derivando (3.42),
2DH cos(2H s)
20U, =
v 2m2H?
D cos(2H s)
_ ZooRens) 4
= U, 52U H (3.43)

Para reescrever (3.2) temos que encontrar m*U? — h? e m*U?(1 — m?(U,)?) — h®. Por

(3.42)
~ Dsen(2Hs) +2Ha + 1

2U? 44
m-U S , (3.44)
como
D =/(2Ha + 1)? — (a2 + h2)4H? # 0, (3.45)
tem-se que h? = %, entao
Dsen(2Hs)+2Ha+1 (4Ha+1— D?)
272 _ 2 — _
my 2H? 4H?
_ 2Dsen(2Hs)+4Ha+2+ D* —4Ha — 1
N AH?
_ 2Dsen(2Hs)+ D*+1
B AH?
2Dsen(2Hs) + D* + 1
2U? —p? = : A4
= m-U 112 (3.46)
Das equagio (3.43), (3.44) e h? = Hatl=D® " ohtemos:
Dsen(2Hs) +2Ha + 1 D cos(2H s) 4Ha + 1 — D?
2772 277 )2 2
m U1 =mA(L,)’) 2H? ( 2UH 1H?
(14 Dsen(2Hs))?
B AH?
Substituindo
sen S 2
. mAU? - p2 = 2DsenCHOLDHL,
_ (1+Dsen(2Hs))?
o m*U(1 —m?(U,)?) — h? = ==

em (3.2) obtemos:

1
2Dsen(2Hs) + D? + 1?2

A(s) = / (14 4H?h? + D? + 2Dsen(2Hs))%(1 + Dsen(2H s) g
o= 2Dsen(2Hs) + D? + 1 s
/ 1+ Dsen(2Hs)

(

1+4H?h? + D? + 2Dsen(2Hs))% (1+ D2+ 2Dsen(2Hs))
(3.47)

ds

t
©(s,t) = — —4H?h
m
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em que D é dado por (3.45). Em particular, se comegarmos com uma superficie helicoidal
arbitraria (3.1) com m = 1, h = hy, entao ela possui curvatura média constante H # 0 se,
somente se as fungoes p = p(s), v = @(s,t), A = A(s) sao dados por m = 1,h = hy em
(3.47).

Observagao 3.1.3. O parametro m influencia apenas a velocidade de ¢, portanto, nao
desempenha um papel crucial na parametrizacao da superficie. Para cada valor de m em
(3.47), as imagens permanecem iguais, independentemente das parametrizagoes. Assim,
podemos substituir % port em (3.47). Isso justifica a dispensa de um pardmetro adicional
na Proposi¢cao anterior, permitindo-nos definir m = 1. FEsse aspecto é fundamental na
prova do Teorema principal 3.2.1, em que a ampliagao da familia introduz novos parametros,

explicitando a relagdo com a superficie associada.

Proposicao 3.1.1. As superficies helicoidais com parametrizacio natural (3.1) que pos-
suem curvatura média constante H # 0, caracterizam uma familia de dois parametros D
e h, em que os valores p, @, A\ na parametriza¢io (3.1) sdo obtidos ao definir m =1 na

equagdo (3.47).

Observagao 3.1.4. Decorre de (3.47) que p(s) € nao nulo para todos os s, exceto quando
D = \/(QHCL +1)2 — (a® + h?)4H? = 1 em que a geratriz estd esquematizada na Figura

13. Mesmo nesse caso singular, a parametrizagio natural (conforme Observagao 3.1.2) sé

é possivel para valores de s que satisfacam sen(2Hs) = +1.

D

Figura 13 — Geratriz com D=1.

Observacgao 3.1.5. Se D = 0 obtemos os cilindros retos de raio ﬁ, em que 0s parametros

da equagdo (3.1) sdo caracterizados por:

p— 1 .
p - 2H7
A=star (3.48)

(,0:7? + ca.
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Figura 14 — Cilindro reto de raio ﬁ eD=0.

Na proxima secao, determinaremos a familia que engloba as superficies helicoidais

associadas as superficies de revolucao.

3.2 Familia de superficies helicoidais com CMC

Nesta se¢do, utilizaremos a correspondéncia de Lawson [12] que introduzimos
nas preliminares deste trabalho, juntamente com os resultados obtidos da secao (3.1), para

determinar a familia associada a uma superficie helicoidal previamente dada.

Lema 3.2.1. Fizando ag e 0, sejam

ag cos 6
1+2a0H(1—cos6)’

h = ag sen @
- 14+2a9H(1—cos6)’

a =

1
1.
(142a0H (1—cos9))2

Entao, para todo 0 € [0, 27],
U(a,h,m)=U(a,0,1) (3.49)

Assim, para cada superficie de revolugao X (ag) dada por (3.47), existe uma familia a
um parametro X (ag,0) que é isométrica as superficies helicoidais com curvatura média
constante H # 0. Além disso,

(i) X (ap,0), 0= 0 =27, é a familia associada a X (ay).

(i) Dada uma superficie arbitrdria X de (3.47), existe uma superficie de rotacio X (ag)
em (3.47) e um nimero 0 € [0,27), tal que X = X (ay, 0).

Demostracao 3.2.1.
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Através de longos célculos é trivial verificar a equagao (3.49) e a unicidade do

Teorema de Lawson 2.5.1 prova o item (i). A prova de (ii) segue abaixo.

Seja X uma superficie com pardmetros a, h, m, tal que a métrica possui U =
U(a,h,m). Para determinar os coeficientes da segunda forma fundamental de X utilizare-

mos (3.37) e (3.40) em (3.30), (3.31) e (3.35).

h? — mrUU,,
m202[m20? — mAU2(U,)? — h?]z
h2 + 2H[m2U? — mAU2(U,)% — h?):
— m2U2[m2U? — mAU2(U,)? — h?]

. h? + mAU%(U,)? — m?U?
2H + —— - A S
m202[m202 — mAU2(U, )2 — h?)3

[szz _ 77_14[72([75)2 . B2]§[m202 _ 77_14(72([75)2 N 52]%

= 2H — _ _ — S
m2U2m2U? — m*U?(Us)? — h?)2
_ ol [m202 N 77_14[72([75)2 . 52]%
m2U?
72772 1 7
_ o] Hm_ U_ +a
—_— m2U2
por (3.40)
N L
m2U?
_ = a
se= - — (3.50)
Por (3.40) e o fato de U = U(a, h,m), tem-se que:
L —h
f=flahm) = 22U
O ultimo coeficiente é dado por:
B - [m2U2 _ 74(72((78)2 _ h2]§
g = g(a,h,m) = —
Hm?U? +a
por (3.40)
m
Com U = Ul(a, h,m), os coeficientes sao:
e=e(a hm)= H— s
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Queremos determinar uma superficie de revolu¢do X (ap) com pardmetros a =
ap, h = 0, m = 1 e métrica dada por U = U, tal que X esta associado a X (ap).
Assuma que X (ag) existe, entdo eg = (N, Xs), fo = (N, Xs) = 0 e go = (N, Xu), que
sao os coeficientes da segunda forma fundamental, com a parametrizac¢ao (s,t) e métrica
do?* = ds?*+U?(s)dt*. Realizaremos a mudanca de varidvel para que a métrica da superficie

encaixe nas hipdteses da correspondéncia de Lawson [12], seja
w = /OS U lds = dw =U"ds = ds* = U?dw?.
Podemos reescrever a métrica como:
do® = U? (dw® + dt*) .

Para determinar os coeficientes referentes a parametrizacdo (w,t), necessitamos das deri-

vadas parciais e o vetor normal referentes a superficie X. Dai,

Xs = was;
Xss - wawg + wass;
Xst - thws = Xt87

o vetor normal é dado por:

XwXXt Cd2 XSXXt XSXXt

S

X x X X x X X x X[

N(w,t) N(s,t) = N,

consequentemente os vetores normais coincidem . Os coeficientes da segunda forma na

métrica do? = U? (dw? + dt?), sdo:

—~

N, Xgs)

N, wa:f + wass>

N, X2 + (N, Xowss)
N, X ?)

= w?(N,X,,)

= U (N, X,

= U %

€y —

I
N TN T

= e = Uzeo.

fo = <N, Xst>
= (N, Xws)
= ws(N, Xop)
= Uf
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Por outro lado, fy = 0, consequentemente f = 0. O ultimo coeficiente é dado por

go = (N, Xy) = g. Obtemos que a relagao entre os coeficientes é dada por

e= U?ey;
9= 9o

Por (3.52), a curvatura média é dada por:

€0 90
H=—+4+ 2. .
= 5 + 502 (3 53)

Sejam (w,t) pardmetros isotérmicos. Por [15], tem-se que, uma superficie com

curvatura média contante possui uma fun¢ao holomorfa com z € C , caracterizada por:

€ — .
o) = o —if
_ U?eq — go
por6.52) 2
U2ey —
= ¢(z) = 7602 D, zec. (3.54)

Com a funcao holomorfa ¢ e a métrica do? = U? (dw? + dt?), podemos utilizar
a correspondéncia de Lawson [12] para determinar os coeficientes da segunda forma
fundamental da superficie X (6, a) C R?, vale ressaltar que a curvatura de R? é nula. Os
coeficientes da segunda forma fundamental de X (0, a) podem ser obtidos pelo sistema
(3.52),

o O primeiro coeficiente da segunda forma fundamental é:
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e(6,0)

Re (e¢) + HU?
cosf (e;g) + HU?

U?e(s,t)
U?e

®
—
»
~+
N~—
I
™

=e=cosf-(eg— H)+ H.

e O segundo coeficiente da segunda forma fundamental é:

Por outro lado,

Seja f(s,t) = f, entao

/(6,0

= Im (eigcb)
(57)
= senf | —=
/_H 2
por (3.53)
2
o (eoU290>

U? 90
= - sen 0 (eo — U2>

U? 9o
= —QSGHQ(W—60>

U

2
= f(0,0) = —UzsenH <g02 —eo) :

f(s,t)

= U YN, Xy,
= U'f(6,0)

1 U? 9o
= 7|y et (U ‘60)

= —Uzsene(go—e>
T U vz

2 _
cos 6 (eOUQgO> + HU?
cos - U*(eg — H) + HU?

U? (cosO - (eg — H) + H)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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o O terceiro coeficiente da segunda forma fundamental é:

9(6,0) = —Re (ew ) + HU?

= —cos@(e;q>+HU2

2
€0U2

2 _
= —COSH<M>+HU2

cos (go —

cos@(go —HUQ) + HU?

>+HW

—_—
por (3.53)

~—~

g(s,t) =g

:>g:cosﬁ(eo—HU2) + HU.

(3.58)

Desta forma, os coeficientes da segunda forma fundamental com a métrica do? =

U? (dw? + dt?) sao:
e= cosf-(eg— H)+ H;
f= —%sen&(%—eo);

g= cosf(go— HU?) + HU?.

Ao igualar (3.51) e (3.59), tem-se que eg, g € h sdo:

®* €p:

e = ¢

j7 cosf- (e — H)+ H

= ——— = ¢ycosf — Hcosb

_ a
= egcosl) = Hcos— —
mU?

H cos b a

cos 6 mU? cos 6
a

-
0 mU? cos 6

* Jo:

(3.59)

(3.60)
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g = g
= HU+ = = cosf(go— HO?) + HO?
/_/7—
g =g(a,h,m)
é% = gDCOSH—HUZCOSQ
= gpcosf = %+FIU2COSH
m
a T2
90T FE 056 HU™. (3.61)
e h:
_ _\— U
—h(m2U> b —2sen9(302—60)
| U
:>h(m2U> = QSeHQ(gOQ—eO)
~ o 2 7772 ) B —
:>h(m2U) L gsen@ HU —i—((i/m cosﬁ)_(H_ _a )
2 U2 U2mcos®
- —\ —1 U = a — a
S (o) = = 9<H+_—H+_>
(m ) %sen U2m2(3080 U2m?2 cos 6
_ _\—1 U
S (m0) " = 2 9( )
(m 2 U2m2(:os€
. asend
=h = m?
U2m2 cos §
- asenf
=h="—"0. (3.62)
Entao,
€o = H - mUQacosa;
go= HU*+ % (3.63)
7 asen
h = cosf

Considerando uma superficie de revolu¢do com curvatura média constante e U = U,

obtemos, pelas igualdades presentes em (3.63):

€y = H — 25,
fo= 0 (3.64)
Jgo = HU2—|—CL0.

Em que,

ap = (3.65)
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Com 6 e ag dados por (3.62) e (3.65), obtemos as propriedades de X (ag,f) = X

de uma Superficie de Revolugao. Para provar a afirmagao, utilizaremos a (3.41),

Lt2a = 1+ 2a0H,
U=U<« (174H2712+4Ha)% P R hem e 1
2 = (1+4Hap)? .
a=ayp, h=0em=1

Por outro lado, pela equagao (3.65) obtemos que

consequentemente ambas as

Ao substituir (3.67) e (3.68)

a = ag m?cosb,

equagoes de (3.66) satisfazem a:

L2l — 1+ 2a0H
2aH
# = 1 + 2@0[‘[ — m2
# = 1+ 2apH — 2a0H cosf

1
= —5 = 1+ 2a0H(1 — cos?).
m

em (3.62), tem-se que:

- asen
h p—
cos 0
B ap m? cos @ sen 0
—_—— cos 0
(3.67)
= ap m*sen
agsend
1+ 2a0H — 2a¢H cos 6
(3.68) ’ ’
T ag sen 6

1+ 2a0H (1 — cosf)’

Substituindo (3.68) em (3.67):

a = ap m?cos @
B ag cos 0
—— 1+ 2apH — 2apH cos 0
(3.68)
_ ag cos 8
=aq=

1+ 2agH (1 — cosf)’

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)
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Concluimos que X (ag,#) é dada pelos pardmetros

_ ag cosf
pu— pu— 3.71
a=a 1+ 2apH(1 — cosf)’ (3.71)

- apsend
h=h = 3.72
14 2a0H(1 — cosf)’ (8:72)

1

m=m = : (3.73)

NI

(1 +2apH (1 — cos®))

provando, assim, a afirmagao (ii).

O Lema anterior (3.2.1) é base para determinarmos explicitamente a parametrizagao
da familia de uma superficie helicoidal com CMC associada a uma superficie de revolugao

com CMC.

Teorema 3.2.1. Eziste uma aplicagio sobrejetiva ¢ : ST x [0, +00) — S, em que sdo as
superficies com curvatura média constante, ¢(0, Dy) com Dy € [0,+00) e 0 < 0 < 2m, é
uma familia associada a superficie de rotagio ¢(0, Dy). Alem disso, exceto para (0,1), a
1mersao

$(0,D) = X : M — R?

¢ dada explicitamente em uma parametrizac¢io global da imersao reunindo (3.1), (3.2) e

(3.80).

Demostragao 3.2.2. Seja a familia dada por (3.47) e os parametros obtidos na demos-

tracao do Lema 3.2.1

a = —aogcos®
14+2a0H (1—cos6)’
h = ag sen 6

14+2a0H (1—cos6)’
1

1 .
(142ap0H(1—cos0))2

Determinaremos explicitamente os parametros de uma superficie Helicoidal caracterizada

por (3.1), na equagao (3.2), em termos dos parametros 0 e ag . Ao analisar (3.66),

N =

(1 — 4H2h2 + 4Ha)

1
m? = (1+4Hap)?
= (1—4H%0® +4Ha)? = m* (1 +4Hao)?
1
1 1+ 4Hay)?
= (1 —4H?h* +4Ha)® = (
—_—— ( + a) 1+ 2apH (1 — cosb)
(3.73)

(1+4Ha)?
1+ 2apH (1 — cosb)
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= D(ag,0) = (1+4Hag)2 [1 + 2a0H(1 — cos6)] " (3.74)
Seja Dy = D(ay,0), entdo

Do = D(ag,0) = (1 + 4Hag)? (3.75)
= DO = (1 + 4HCLO)%
= D= 1+4Haq

= D2—1= 4Ha,

D2 —1
= ag = . 3.76
Qo AH ( )

Ao substituir (3.76) em (3.74),

(1+ 4Hag)?

Dlao,9) = 1+ 2apH (1 — cosf)
_ (e (F7))
~ D2-1
(3.76) 1+2 ( o ) H(1 — cosb)
_ (1+D§ —1)*
1+ (DSQ_I) (1 — cosf)
_ 2(D3)*
2+ (D3 —1)(1—cosb)
2D
D(D,,0) = . .
= D0 0) = 5 D = 1) (1 = con ) (3.77)
Substituindo (3.76) em (3.73),
1
2
m” (a0, ) 1+ 2agH(1 — cosb)
D2 —1 -
= <1+2< Vi )H(l—cos&))
(3.76)
2 . -1
_ (1 N (D2 -1)(1 cosH))
2
9 2
= m* (Dy,0) = (3.78)

2+ (D2 —1)(1—cosb)
Ao substituir (3.76) em (3.72),
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apsend
h(ag, 0
(a0, 6) 1+ 2apH (1 — cos0)
B (D(Z) — 1) sen 6
~ D2-1
’@"7?) 4H _1+2(4H)H(1—c0s9)
B D -1\ 2sen
B 4H ) |2+ (D§—1)(1 —cosb)
B 2(D2 —1)send
 4H 2+ (D3 —1) (1 —cosf)]
_ (D% — 1) sen 6
= Mo 8) = ST (D= 1) (1 —cosd)] (8.79)
Por (3.45), (3.78) e (3.79):
— 2Dg .
D(DO’ 0) - 2+(Dg—1)(1—c059)’
m2 (DO’ 9) - 2+(D3—12)(1—0050); (380)
h(Do, 9) _ (D2—1)send

2H [2+(D3-1)(1—cos0)]°

O 4nico problema que resta é considerar o caso em que a parametrizacdo natural
pode ter uma singularidade, ou seja, o caso D =1 (Observagdao 3.1.4). A superficie de

rotacao da familia associada, ou seja, @ = 0, € dada, neste caso, por Do =1 . Entdo
h(1,0) =0, D(1,0) = m*(1,0) = 1; V0.

Assim, Do =1 corresponde a esfera, cuja familia associada é a propria esfera. Neste caso
a parametrizacao natural tem na verdade uma singularidade em dois pontos. Isso justifica

a excecao no enunciado do Teorema 3.2.1 e completa a prova.

Figura 15 - Dy =1
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Observagao 3.2.1. As expressoes dadas no Teorema 3.2.1 generalizam aquelas obtidas
em [14] para h = 0. E facilmente verificado que Dy = 0 dd D(0,0) = 0 para todo 0,
e p=1/2H. Isso mostra que a familia associada ao cilindro é o préprio cilindro. O
cilindro e a esfera sdo as unicas superficies de rotagdo de curvatura média constante com

a propriedade de que a familia associada é a propria superficie.

Observagao 3.2.2. Seque de (3.47) que

1-D < o(s) < 1-D
— s —
o — "V ="om
Assim, com exce¢ao da esfera (D = 1), as superficies helicoidais estio contidas entre dois

cilindros que dependem de Dy e 0.
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4 Superficies helicoidais em M? x R

Neste capitulo, conduzimos o estudo de superficies helicoidais com curvatura
média constante imersas em M? x R, em que M? é uma forma espacial bidimensional de
curvatura nao nula, ou seja, M? = H? e M? = S?, em que H? é o plano hiperbdlico e S? é

a esfera unitdria.

As principais referéncias: [5], [7], [10] e [11].

4.1 Superficies helicoidais em H? x R.

Nesta secao, realizamos uma investigacao aprofundada sobre as superficies
helicoidais em H? x R. A principio, utilizamos o Lema de Bour 4.1.1 em conjunto com o
Lema 4.1.2, para explicitar de forma nitida e evidente os parametros de uma superficie

helicoidal com curvatura média constante (CMC).

Finalizamos a sec¢ao, resolvendo a EDO presente no Lema 4.1.2 para construir

exemplos superficies helicoidais com CMC.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo sao: [4], [6] e [14].

411 H2xR

Nesta secao, vamos estudar superficies invariantes por movimentos helicoidais
imersas em
H? x R = {(z,y,t); 2* +y* < leteR},

que é um espago homogéneo, ou seja, qualquer par de pontos esta conectado por isometria.
Consideraremos H? como o modelo do disco de Poincaré. Com base no que foi introduzido

na Secdo 2.4, tem-se que a métrica de H? x R é dada por:

9 2
d32 = (thz> (d$2 + dyz) -+ dt2

Considere a curva a(p), que estd no plano vertical 7 = {(z,y,t) € H> x R | y = 0}.
Neste contexto, p denota a distancia hiperbdlica da proje¢do de um ponto a(p) no eixo x

até a origem. Agora estamos aptos a realizar uma parametrizacao,

a:U — H*xR
p > a(p) = (tgh (g) 70,A(p))‘



Capitulo 4. Superficies helicoidais em M? x R 58

Figura 16 — a(p) = (tgh (g) ,0, A(p))

Realizando uma rotagdo e uma translacao (que sio isometrias de H? x R) na curva

« ao longo do eixo t , obtém-se imersdes que possui a seguinte configuracao:

X(p,p) = <tgh (g) cos p, tgh (g) sen @, A\(p) + hg&) (4.1)

em que h > 0 é o passo. Note que, se h = 0 entao temos uma superficie invariante por

rotacoes em torno do eixo t, ou seja, uma superficie de revolucao.

\

e %

N !
———

[ L
r
\
\
PR
T

Figura 17 — Superficie de revolucao (h = 0).

412 Lema de Bour em H2 x R

O Lema a seguir, fornece de forma explicita os pardmetros p, ¢ e A de uma

superficie helicoidal com curvatura média qualquer, que possui parametrizagao dada por
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(4.1).

Lema 4.1.1 (Lema de Bour em H? x R). Seja X uma superficie helicoidal com passo
h # 0 em H? x R. Entdo existe uma familia de dois parametros F(m,h), m # 0 de

superficies helicoidais isométricas a X, que contém uma superficie de revolugao, dada por

m?U?(s) = h? 4 senh? p(s);
_ M2 senh? p .
"~ h2 +senh? p+ A2senh?p’

_ m4U2(US)2 % .
p(s) = / ((szQ — h2) (m2U% — h2 + 1)) ds;

1
2 2_h2 1 2 2_h2 A ArT27720\ 2
AGs) /( mU ((m U +1) (m?U ) —m*U US> ds:

1—p(s)

m2U? — h?) m2U? — h? +1
1
¢ 1 m2U? — b2 + 1) (m2U2 — h?) — mAU202 )\ 2
pls,t) = — _h/ 2772 _ 1,2 ( 2) (2 2 ) ds.
m mU(m?U? — h?) m2U? —h?+1
(4.2)

Demostragao 4.1.1. Os coeficientes E, F e G da primeira forma fundamental de (4.1)

sao dados por:

E = <Xp>Xp>

1 1 1 1
= <<2 sech? (/2)) c08 ¢, 5 sech? (g) sen , X) , (2 sech? (g) cos ¢, 5 sech? (g) sen , X>>

- gy (e Q) o

= 1+ (V)

F = <Xp7X<p>

1 1
= <<2 sech? (g) cos ¥, 3 sech? (g) sen (p, )\’) , (— tgh (g) sen ¢, tgh (g) cos ¢, h)>

= N(p)h.

G = <Xs07X<p>

- (g (B ons). (-8 () (B
- gy O

= senh?®(p) + h%
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Entao,
do®> = Edp*+2Fdpdy + Gdp*
= [14+ (N)?] dp* +2(Nh) dpdyp + (senh?(p) 4 h?) dp?

Nh ? senh?(p)(\)2
= h? h?) (dp+ ———d dp? (14 — 20
(senh?(p) + )( <p+senh2(p>+h2 p) +dp ( + SenhQ(thQ),

ou seja, a métrica de (4.1) é

Vh 2 senh?(p)(\')?
o (senh”(p) + h7) ( P+ senhQ(p) + h2 p) +ap < + senhQ(p) + h2> (43)

Efetuaremos altera¢io de parametros (s,t) na equagio (4.3),

1
senh(p)(X)? \ ¥
ds = (14 L WPRAT AT g, 4.4
s (+Senh2(p)+h2 o (1.4)
Nh
dt =dp+ dp. (4.5)

senh?(p) + h2

A matriz Jacobiana da mudanca de parametros ¢ dada por:

1
senh?(p)(V)?\ 2
J— |5 se| |+ ERGE)T O
ot _ XNh 1’
P ® senh?(p)+h?

em que o determinante de Jy é diferente de zero para todos os valores de p e ¢ no dominio
aberto U. Com base nessa condi¢io, € vidvel realizar a mudanga de parametros p = p(s,t)

e v = p(s,t). Assim, a Jacobiana Jy é representada como a matriz da transformagdao

Jy = %((p,s:))’
’ 1
senh(p)()?) 3
Jy= | P = (1 Soieysir) Y (4.6)
Vs Pt - XNh (_i_senh?(p)(,\'ﬁ)*a 1
senh?(p)+h2 senh?(p)+h?

Dado que p; =0 e ps # 0, concluimos que p depende unicamente de s, assim

e p(st) = p(s);

U(s) = senh®(p) + h2. Ao substituir U(s), (4.4), e (4.5) em (4.3), obtemos:
do® = ds* + U?(s)dt>. (4.7)

Ao omitir o parametro s e substituir U(s) por U, além de reescrever d\ como X dp,
podemos expressar as equagoes (4.4) e (4.5) da seguinte maneira:
senh? d\?
d82 = dp2 + %, (48)

Udt= +(senh?(p) + h?)2 (dgp + L g ) : (4.9)

senh? +h2
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Através de manipulagoes matemdaticas na equagio (4.9) e levando em consideragio a
condicao de que U > 0:
A YIS
(senh*(p) + h?)z senh?(p) + h?
Dado que X(p(s)) = A(s), podemos concluir que dX = A\ ds, donde

dp =

h As
dp =+ 5 u - dt — 5 ds (4.10)
(senh®(p) + h?)2 (senh®(p) + h?)
€
- 4+ U .
& (senb?(p)+h2) %’ (4.11)
- _ hAs
Ps T 7 Genn?(p)+h2)"

A sequnda derivada parcial s em relacao a t € nula, assim,

s ——————— s pu— O
i o é de Classe C? st
= Pts = 0.
Consequentemente ¢, nao depende de s, assim podemos reescrever @, como:
U 1
5 r=—F#0 (4.12)
(senk?(p) + h)5  m
1
= o=, (4.13)
m
m € uma constante nao nula. Além disso, podemos reescrever a equagdo (4.10) da sequinte
forma:
dy = L dt h A (4.14)
T m (senh®(p) 4+ h2) = '
Por (4.12),

mU = (senh?(p) + hz)% = m?U? = senh®(p) + h?
= senh?(p) = m?U? — h*. (4.15)
A derivada em relagdo a s é dada por

2ps senh(p) cosh(p) = 2m2*UU,

= pysenh(p)cosh(p) = m*UU,
2m2UU,
senh(p) cosh(p)
) B m2UU, \’
R = (i)
_ miUU,)?
~ senh?(p) cosh?(p)
L miUUL)?
~ senh?(p)cosh?(p)
(4.15)  (4.15)+1
mAUA(U,)?
T (m2U2 = R2) (mU? — k2 + 1)

= Ps =
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Como dp = ps ds, entdo

m4U2(U5)2

ds®. 4.1
(m2U? — h2) (m2U% — h2 + 1) 5 (4.16)

(dp)* =

Ao substituir (4.16) em (4.8), temos

) = (mZU2 [(m?U? — h? + 1) (m*U? — h?) — m4U2US2]> 4.
’ (m2U? — h2)> (m2U2? — h2 4+ 1)

Assim,
1
2072 _ 12 1 1) (m2U2 — h2) — mAU202) 2
A= mU (m*U? — h* + 1) (m*U* — h*) — m*U?U; s (4.17)
(m2U? — h?) m2U? — B2 4 1
Dai, a equagdo (4.17) pode ser substituida em (4.14)
1 h
dp = —dt — ——= d\
4 m m2U?
B idt— h mU (m2U? — h? + 1) (m?U? — h?) — m*UU?\ ? s
om m2U? \ (m?2U? — h?) m2U? —h? +1
ol h (m2U? = 0?4 1) (mU% = ) = mAUU2\*
om mU(m2U? — h?) m2U? —h? +1 >
Logo,
1 h (m2U? — h2 + 1) (m2U? — h?) — mAU2U2\ 2
dp = — dt — § ds. (4.18
T YT mUmaU? — w) ( m2U? — B2 4 1 s (4.18)
Portanto, por (4.16) podemos integrar (4.18) e (4.17), entao:
1
m4U2 Us 2 2
p(s):/ 2772 _ 2 (2 )2 2 ds;
(m2U? — h?) (m2U? — h? + 1)
o= | mU_ (U = B2+ 1) (m*U* = 1) = m*U*U2\*
) (m2U? — h?) m2U2 — h2 + 1 ’
1
1 2072 _ 12 4 1) (m2U2 — B2) — mAU202)\ 2
go(s,t):t—h/ (m*U* — h* +1) (m*U? — h*) — m*U>U; is.
m mU(m2U? — h?) m2U? — h? +1
com a métrica do? = ds>+U?dt%. Isso prova o Lema de Bour. O

Lema 4.1.2. [U,m,h] é uma superficie com curvatura média H se, somente se, U(s)
satisfaz a equagdo

m?(h* - 1) U7
1+ m2U2 — h?

2H([(m2U? — h2)2 +m?U* — h> —m*UU2)2 = m2U2 —h2 + 1+ m2UUL,.

Demostracao 4.1.2. O processo de demonstragdo € andlogo ao Lema 3.1.2. Apos uma
andlise detalhada, € vidvel determinar os coeficientes f e g, 0s quais representam a sequnda

forma fundamental de (4.1) na parametrizacao (s,t),
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h1 =12 + m20?
f —T : (4.19)
VIt = h2(1+2m202) + m2U2(1 + m2(U? — U2))
g = g . (4.20)

Para encontrar e que € o terceiro coeficiente da sequnda forma fundamental, recorremos a

fungao angulo, representada por v. Conforme descrito no artigo de Benoit Daniel [7], a

equacdo de Gauss é expressa como K, = K; — %, em que:

J— USS .
o Ke=—7
2
e
o Ki= Eg:—];%

U= mUs
1— h2+m2U27

entao
K, = K;—1v°
VIR (1 2m2 U b PUR (A (U2UD) | (_WWY
_USS - m?2 m2U B mUS
u U? V1 —=1%+m?U?
h2(1-h2+m2U?) m2UU2
e e U (i — U] _ (4.21)
VRt = h2(1+2m2U2) + m2U2 (1 + m2(U? — U2))
Dai, a curvatura média da superficie é dada por:
leG-2fF+Eg 1leG+Eyg 1(6 g) 1( g)
H=- = (24 ZL) =2 7
2 EG - F? 5 EG 2\ETq) T a\"Te
= 2H =+ % (4.22)
h2(1—h24+m2U?) m2UU?
~of - m? [POR) 4 U (s — Us)|

VRt = h2(1+2m202) + m2U2(1 + m2(U2 — U2)))
VIt = h2(1+2m202) + m2U2 (1 + m2(U? — U2)))

m2U?2

_|_

= 2H[(m?U? — h*)> + m?U% — B2 = m*U?U%)z = (m*U? —h®+1) +
m?(h* — 1)(U2 + UUss) + m*U3Uss

m2U? — h?2+1
2 (12 2
2772 32\2 2772 12 4rr2rr21d 2772 12 m* (h* — 1) U; 2
= 2H[(m*U*—h*)*+m°U*—h*—m UU;]2 = m*U"—h +1+m2U2—h2—|—1_m UUss.

Como queriamos demonstrar.

>2
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Utilizando o Lema de Bour (Lema 4.1.1), o Lema 4.1.2 e o fato da curvatura
média H constante, podemos prosseguir para determinar na sequéncia, p, ¢, e A para uma
superficie helicoidal com curvatura média constante. A Equacao Diferencial Ordinéria
(EDO) apresentada no Lema (4.1.2) serd resolvida através da seguinte mudanga de varidaveis:
r=mU e

y=[(=* = h?)? + 22 — 1? — %% (4.23)

Assim, podemos reescrever a EDO do Lema (4.1.2) como:

(h? = 1)z

QHy =2 —h?>+14+ ~—— /75
y=z + +x2—h2+1

— T (4.24)
Estudaremos separadamente os casos em que H =0e H # 0.

Observacao 4.1.1. O parametro m nao é efetivamente importante para a parametrizac¢do
de (4.1), pois os diferentes valores de m apenas mudam a parametriza¢ao da superficie,
enquanto a imagem permanece inalterada. De fato, o parametro m apenas muda a

velocidade de p(s,t) em (4.2), entdo podemos considerar sem perda de generalidade m = 1.

4.1.3 Caso minimo (H = 0)

Analisaremos nesta secao o caso em que a curvatura média é nula. Neste caso, a
EDO (4.24) se reduz a

2 2
Tss = e - - ) (425)
x z(x? +¢)

onde ¢ = 1 — h%. Note que a equacao acima ¢ uma equacao autonoma'.

Dividiremos em casos a resolugao de (4.25), baseando-se nos possiveis valores de ¢.

1 © Caso. A andlise comegard ao fazer ¢ = 0 na equagao (4.25). Nesse caso, obtém-se a equacao

auténoma:

Tes = T, (4.26)
ao realizar a mudanga de variaveis:

{ @ =a (427)

Ws = Tss,

tem-se que w = w(z(s)). Assim, segue da regra da cadeia:

dw dwdzx dw dw
s drds == ds Y (4.28)
4.27

L' Uma EDO ¢ dita autdénoma se a varidvel independente nio aparece explicitamente. Para mais

informagdes consulte por exemplo [2]
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por (4.27) e (4.28), reescrevemos a EDO (4.26) como:

Wy = T
dw
w— = .
dx

Dai, w = +v/22 4+ ¢ com ¢ € R uma constante de integragdo. Como w = x,, segue que
=+vVal+e. (4.29)

Para melhor compreensao das solugdes da EDO (4.29), dividiremos em sub-casos

vinculados a variacao de c.

1.1. Se ¢ < 0, entao

= ds

:>arccosh<\/m__c> = s
=z = +/—ccosh(s).

Como z = U, tem-se

U(s) = v/—ccosh(s). (4.30)

1.2. Se ¢ > 0 em (4.29) entao,

dx
Nz
= arcsenh (;) = s
=1 = +/csenh(+s).

= dds

Dai, com o fato de que x = U

U(s) = ++/csenh(s). (4.31)

1.3. Dado ¢ =0 em (4.29), tem-se

d
@ +ds.
x
=Inr = +s+k, k1 €R
=1z = Ke*°, K e RL.
Conclui-se que,
U(s) = Ke**. (4.32)

No caso a seguir analisaremos quando € ¢ positivo e as possiveis solugoes.
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29 Caso. Considerando |¢] > 0 em (4.25), podemos reescrever como:

2 2
D= S (4.33)
x z(x? +¢)
seja w = x4, entao
dw z%+¢ £ w?
w— = -
dx x z(x? +¢)

obtemos uma equacao de Bernoulli %

dw £ w? 2’ +e
w — =
dr  xz(x?+¢) r
dado
{ V o= W
v _ dw
= = Wy
consequentemente, obtemos a EDO linear:
dv 2¢ r?+¢
—t—V = 2 . 4.34
da:+x(x2+e) ( x ) (4:34)

Pelo fator integrante,

Pl(x> _ 625f[x(ac2+a)]*1da;
— eZlnx—ln(x2+a)

IQ

2 +¢

multiplicando (4.34) por p, tem-se que

x2 V) —o x4 € x2 ‘
x2+¢ . x 2+

Integrando,
2
- V:2/a:da::x2+k, keR
r?+e
entao,
2
V:x2+5+k‘<x Jf) (4.35)
x

Como V = w? e w = z,, podemos reescrever (4.35)
2
Ty = i$x2+5+k <$ 42_€>
x

dr =+ / ds (4.36)

realizando a integracao

/\/(:z:2+8)(a:2+k)

A Equagéo diferencial de Bernoulli é uma equagdo diferencial ordinaria néo linear, de primeira ordem,
da forma ¢y’ + P(x)y = Q(x)y", em que n é qualquer niimero real com n # 0 e n # 1. Para mais
informagoes [2].

2
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se 22 = 2% + ¢ entdo,
P te = 22
2?+k = 224+k—c¢

1
+ :/—d. 4.37
i 22+ k—¢ : (4.37)

Analisaremos as possibilidades para k, desta forma varreremos todas as solugoes.

dai a integral (4.36) fica,

2.1. Seja k = 0 entao (4.37)

1
+s = / o dz = arccosh (\/Zg> .
z= +/ecosh(s)

2?2 = ecosh®(s)

como 22 =22 +¢

v+ ¢e = ecosh®(s)
= 22 = ¢(cosh®(s) — 1)
= 22 = esenh’(s)

= x = +/¢ senh(s)

entao

U = /¢ senh(s).

i

2.2. Quando k — ¢ > 0 entdo (4.37) é dada por £s = arcsenh ( kz_a>, dai

z =Vk — ¢ senh(+s)

como 22 =% +ecelU =,

U= \/k senh?(4s) — € cosh®(s).

2.3. Quando k — e < 0 entdo (4.37) é dada por +s = arccosh ( ]:_6), dai

i

z = V'k — ¢ cosh(s)

como 22 =22 +eelU =,

U= \/k; cosh?(s) — esenh?®(s).
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414 Caso H#0

Analisaremos nesta se¢do a EDO do Lema (4.1.2) em que a curvatura média

constante nao nula, caracterizada por:

) 2 (h* = 1)a3
Lembre que,
y =162 = W22+ a? = 12— 222,
Derivando y obtemos:
1 1
Us — 5[(952 — h?)? +2* — h? — 2?2 [A(2® — h?)aw, + 20w, —

xxs( 2—h2+1—x2—xxss+x —hg)
— h2)? 4 22 — h? — 22322

B Tx 5 B 22(h? — 1) B 22(h? — 1) B
/—Z_ZLTS) ( h+1 $l’33+x2_h2+1 1’2—h2+1
por (4.

T 22(h*—1)  2%(h*-1)

— S - h2 1 o .5 S _ S

y (x * o +x2—h2+1 2 —h?+1
T 22(h? — 1) y>
- - h2 1 - ss s
(x o +x2—h2—|—1+m2—h2—|—1
= 2H
= ( vt h2 + 1)
por (4.24)

. Yy

N xxs(2H+$2_h2+1)
T

= 2ex.H + (mQ EyCa 1) Y

T,
—2H S R

Entao obtemos a EDO de primeira ordem linear ndo-homogénea na variavel y,

TXg
Ys — (332 e 1) y=2Hxz,.

Considere o fator integrante,

p(s) = of =Emds

20w (12 + 124

% — h2>

(4.38)

(4.39)
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Ao realizar uma substituicio simples u(s) = x* — h* + 1 na integral presente na equacio
(4.39),

M(S) = ef gidu
i
= e 2
1nu7%
= e
1
= u 2
B 1
(z2 — h? + 1)z
entao,
1
= T (4.40)
(2 —h2+1)2
Dai, multiplicando a equagao (4.38) por u(s),
T
Ys p(s) — pu(s) (ar2—h2+1> y = 2Hxzau(s)
N Ys 1 ( TXg ) B 2Hzx,
m(xz—iﬂ—i-l)% (a:2—h2+1)% 2 —h?+1 v (xz—hZ—i-l)%
1 2Hzxx,
= 1 = 1 441
(‘y (x2—h2+1)2>8 (22— h2 4 1)} (441)
Integrando (4.41),
/ < 1 ) p / 2Hzx, q
| ds = rds
y(xz—h2—i—1)§ . (22 —h%2+1)2
N 1 B / 2Hxx,
Y (22 — h? + 1)z (z2 — h2 4+ 1)z
1 2Hxx,
Sy (@2 B2 1) / L (4.42)
(22 —h2+4+1)2

Utilizando novamente a substituicao simples u = 22 — h? + 1 na integral indicada em

(4.42). Desta forma, a equagao (4.42) assume a seguinte forma:

H
(z* — h* + 1)% / —ds
uz

(2% — b2+ 1)2(2H (2 — h> + 1)? + dH)

= y=2H(2* —h®+1)+dH(z® — h® + 1)z, (4.43)

em que d € R é uma constante de integragao. Igualando (4.23) e (4.43)

[(2* — h?)* + 2% — h? — xzzz]%

= (22 — h?)* + 2% — h? — 2%2?
2
S

2H(2® — h® + 1) + dH(2® — h® + 1)2
[2H (2% — h* + 1) + dH (2* — h* +1)2]?
(22 = h?)? + 2% — h? — 2H (2> — h® + 1) + dH(z* — h? + 1)7)?
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2 12\2 2 _p2 _9H(22 — B2 41 H(z? — B2 112
:>x§:(:c h*)* + 2? — h* — 2H(x 2h+ )+ dH (x* — h? + )2] (4.44)
x

Seja 22 = 2% — h? + 1,

222 = (21422 —1-[2H2* +dHz)?
= 22224 1+2°—1— (2HZ* + dH2)?
= 2" =2 — (4H*2" + 4dH?2® + P H?2* 4+ 1)
= 2°[(1 —4H*2* — 4dH?*z — d*H? — 1]

= 22 = (1 —4H?)2* — 4dH*> — d*H* — 1. (4.45)
Renomeando (4.45):
« A=1—-4H?
« B=—4dH*
« C=—d*H* -1,
tem-se que,
z, = [A2* + Bz + C]%. (4.46)

Integrando (4.46),
/[A22 +Bz+C| 2dz = /ds

:/[A22+Bz+cr%dz=s+5, JER,

ajustando a origem, podemos considerar ¢ = 0,
5= / [A22 + Bz + O] 3 dz. (4.47)
Analisando o polindmio de segundo grau presente na raiz, tem-se que o discriminante é

A = B?*—4AC
= (—4dH?*)* — 4(1 — 4H*)(-d*H* - 1)
= 16d*°H* — (4 — 16H?)(—d*H* — 1)
= 4d*°H? —16H? + 4

= A =4(d*H?* — 4H* +1). (4.48)
Dividiremos em dois casos a resolugao da integral (4.47).

19 caso: A =0;
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A integral (4.47) é dada por:
2
BZ 2
= Bz+4+C = 48
BZ 2
= Bz = 48 -C
N B?s? —4C
z =
4B
B2s2 —4C\*
Lo ( - ) | (4.49)
seja 22 = 2% — h? + 1 em (4.49), entdo
B2s2 —4C7?
reescrevendo x = mU em (4.50):
B2 —4C7°  h? -1
U? = l ] + : (4.51)

4mB m?

Voltando as varidveis A = 1 — 4H? B = —4dH?, e C = —d*H? — 1, a equacao

(4.51) pode ser reformulada da seguinte maneira:

U? =

m2 —4dmH?

2° caso: A>0e A #£0;

-1 [d2H2(452H2 +1) + 1r

Considerando, sem perda de generalidade, A > 0, a resolugao para o caso em que A < 0

segue um raciocinio analogo.

/[Azz—i-Bz—l-C]*%dz =

/[A (22+ iZjLiﬂ dz

=

= /[A]_% :(22+iz+i>y; dz

= [1a :<z—|—£4)2+

2

~ [l '<Z+B) _M]‘ &

2A

arccosh (

1
c B]°:
A_AW] dz

D=

4A?

2Az+ B )
(B2 —4AC)2 )
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A reformulagao da equagao (4.47) é dada por:

1 ( 2Az + B >
s = —— arccosh| ———
VA (B? —4AC)2
= VAs = arccosh <2AZ +B 1)
(B? —4AC)2
2Az + B
m = COSh (\/ AS)

= 2Az+ B (B* - 4AC’)% cosh (\/Zs)
(B2 — 4AC)? cosh (\/Zs) - B

=z = oA
1 2
B? — 4AC)2 cosh (V/As) — B
seja 22 = 22 — h® + 1 em (4.52),
1 2
B* — 4AC)z2 cosh (VAs) — B
2| ) - (vVAs) FR2 o1, (4.53)
como x = mU entao (4.53),
) (B2—4AC’)%cosh(\/Zs)—B ’ n2—1
U2 = +—, (4.54)
2mA m

as designagoes A =1—4H? B = —4dH? e C = —d*H? — 1, a equagdo (4.54) pode ser
reescrita da seguinte maneira:

2

(d2H? — 4H? + 1)% cosh ((1 — 4H?) is) + 2dH?

h?—1
m(1 —4H?) '

2

U? =

+

m

O teorema a seguir resume o que foi analisado nesta secao.

Teorema 4.1.1. Seja S uma superficie de movimento helicoidal com curvatura média

constante nao nula (H # 0) em H? x R parametrizada por coordenadas naturais (s,t).
e Sel—4H? =0, entdo:

d*H?*(4s*H* +1) + 1
2072 _ p2 4 1)5 —
(m°U +1) i

=

e Sel—4H?>0e d?H? —4H? +1 > 0, entdo:

(d*H? — 4H? 4 1) cosh ((1 — 4H?) %5 + 2dH”

2172 _ 2 112
(m°U +1)2 (1— 4H?)
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4.1.5 Exemplos:

Através do software Mathematica, é possivel esquematizar exemplos geométricos
utilizando parametros predefinidos.

Exemplo 4.1.1. Assumindo h =1, m =1, H = 0 e utilizando a expressio U* = 2 cosh(s),

na equacgao (4.2), obtemos a geratriz e a superficie correspondente:

1.00.8.0.6

\
Y

-

Figura 18 - H = 0.

Exemplo 4.1.2. Assumindod=—-1,h=1, m=1, H = % e utilizando a expressao U? =
h2—1 | [d2H?(4s2H2+1)+1]2 50 (4.9 obt i . dente:
p— oy } , na equagao (4.2), obtemos a geratriz e a superficie correspondente:

X ———
“ 10
4 ‘)
|
|‘ s
| Il
'
1o
L .
0 5 10

Figura 19 - H = %
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Exemplo 4.1.3. Considerando d =+/2, h=1, m=1, H = % € a expressao

N L s 1)% cosh (1 —4H?) ¥s) + 2dH2] ? LBl

m(1 —4H?) m2

ao substituir esses valores na equagao (4.2), obtemos a geratriz e a superficie correspondente:

el
1005 0.0-0519

Figura 20 - H = 1.
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4.2 Superficies helicoidais em S? x R.

Nesta secao, conduzimos uma investigacao sobre as superficies helicoidais em S? x R.
Inicialmente, empregamos o Lema de Bour (4.2.1) em conjunto com o Lema (4.2.2) e a
métrica do? = U%dt? + ds?® para elucidar de forma nitida e evidente os elementos que

definem uma superficie helicoidal com Curvatura Média Constante (CMC).

Concluimos a secao utilizando a Equagao Diferencial Ordindria (EDO) presente no

Lema (4.2.2) para construir exemplos de superficies helicoidais com CMC.

As principais referéncias foram [4], [6], [10] e [14].

421 S*xR

Nesta sec¢ao, exploraremos superficies que sao invariantes sob movimentos helicoidais

que estao imersas em
S*xR = {(z,9,t); 2 +y*=1et c R},

que é um espago homogéneo onde qualquer par de pontos esta conectado por isometria.

Com base no que foi abordado na secao 2.4, a métrica de S? x R é descrita por:

2
2
ds® = <1—|—$2+y2> (dz® + dy?) + dt*.

Seja a curva a(p), que esta contida no plano vertical T = {(z,y,t) € S xR | y = 0}.
Neste contexto, p denota a distancia da projecdo de um ponto a(p) no eixo x até a origem.

Agora, encontramos preparados para realizar a parametrizacao,

a: U — S?x R
p— alp) = (tg(5).0,Mp))

Realizando uma rotacao e uma translacao de o ao longo do eixo ¢, tem-se que imersoes

possui a seguinte configuragao:

X(p,p) = (tg <g> cos p, tg (g) sen ¢, A(p) + hg0> (4.55)

em que h > 0 é o passo. Se h = 0, é uma superficie de revolucao.

4272 Lema de Bourem S? x R

O Lema a seguir, apresenta de maneira explicita os parametros p, ¢, e A de uma
superficie helicoidal com curvatura média qualquer, cuja parametrizacao é definida por
(4.55).
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Lema 4.2.1 (Lema de Bour em S? x R). Qualquer superficie invariante por movimentos
de helicoidal pode ser parametrizada localmente por parametros naturais s,t. Seja S uma
superficie de movimento de Helicoidal em S?> x R. Entdo, existe uma familia de duas
varidveis F(m,h), m # 0 de superficies helicoidais isométricas a S, dada por

m?U?(s) = h* 4 sen? p(s)

1= p2(s) = A2sen? p
s h? + sen? p + A\2sen? p

m4U2U/2
_ d
pLs) / (m202 — h2) (1 — m2U2 + h2)

A )_/ (1 —=m2U? + h2) (m2U? — h?) — mAU2U"? mU d
5= 1— m202 1 h2 m2U2 —pz °°
¢ (1= m2U? + h2) (m2U? — h2) — mAU2U" 1
=" _h - d
#lst) m /\/ 1 —m2U? + h? mU (m2U? — h?) §

(4.56)

Demostragao 4.2.1. Realize de forma andloga a demonstra¢io do Lema (4.1.1), basta

substituir senh p — sen p e cosh p — cos p.

Lema 4.2.2. [U,m,h] é uma superficie com curvatura média H se, somente se, U(s)
satisfaz a equagdo
m2U? (h? + 1)
h? +1—m?2U?

Demostragao 4.2.2. A demonstracio assemelha-se ao sequndo capitulo. Apds uma

2H[m2U? — (m2U? — h?)? — h? — m*UU?)2 = h*> - m2U% + 1 m*UULs.

extensa andlise, podemos obter os coeficientes f e g da sequnda forma fundamental de

(4.55) na parametrizacio (s,t),

IR - mU?

_ 4.57
y o (4.57)
\/—h4 + h2(2m2U? — 1) — m2U?(m?(U? + Us?) — 1)
g = 5 : (4.58)
m
Tem-se que,
4 Ke = _%;
eq— £2
c K= Eg*j;’%

mUsg

* V= anrmioe

Com base nas informagoes anteriores, a determinacao do coeficiente e da sequnda forma

fundamental € conduzida da sequinte forma:

K, = K;,—1*
(V—h4+h2<2m2v2—1>—m2U2<m2<U2+U3>—1>) n (_wm

2
Us, B € m2 m2U? ) mU,
U U2 a

V1+ h?2 —m2U?

>2
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miU?2 1+h24+m2U?

m2 {h2(1+h2—m2U2) . U( m2UUs? Uss)}
T Joh R0 — 1) — Um0 + U2) — 1)

=€

(4.59)

A curvatura média da superficie é expressa por 2H = e + 5. Com os coeficientes
da primeira e sequnda forma fundamental obtidos anteriormente, podemos determinar a
curvatura média contante da superficie:
2772 (12
m2UZ (h* + 1)

2772 2772 22 2 477277212 2 2772
2H[mU” — (m°U” = h*)* = h* =m UUS]? = h* —m”U +1_h2—|—1—m2U2_

m2UU.,.
(4.60)

Como queriamos demonstrar.

Observacao 4.2.1. Substituindo % port no Lema (4.2.1), tem-se que possui uma superficie
para cada m em (4.55) em que a imagens é igual mesmo com parametrizagoes distintas.

Consideraremos sem perda de generalidade m = 1.

A resolucao da Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) (4.60) é alcangada ao intro-
duzirmos a variavel z = U:
22 (h?+1)
h? — 2% +1

dividiremos em dois casos, que serao examinados separadamente quando a curvatura é

2H[x? — (2* — h?)* — h? — 332333]% =h -2 +1- — T, (4.61)

nula e nao nula.

4.2.3 Caso minimo (H = 0)

Quando a curvatura média é nula, seja ¢ = h? + 1 tem-se que (4.61) ¢ dada pela

equacao autonoma:

2 2
E—z e
= — 4.62
mSS T :L‘(g _ sz) 9 ( )
Se
w = x4
Ws = Tgs
entao

do_dvds _ do_ do
ds dxds ds  Vdr
Pela equacao de Bernoulli,

= (4.63)

realizando,

V o= W
{dv - (4.64)
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por (4.63) e (4.64), obtemos a equagao de linear:
dv 2¢ g — 12
— F—V = 2 . 4.65
da:+:c(€—x2) ( x ) (4.65)
Pelo fator integrante,
M(x> _ 625f [z(e—2?)]"ldz
_ e2ln(ac)—ln(e—:c2)
e —a?
multiplicando (4.65) por p, tem-se que
x? vl =9 x? g — x°
e—a? ) = T\e—a? r )
Integrando,
e — 22 )
5 V:/dex:x +k, keR
x
dai,
2
V:8—$2+k’<6 x;ﬁ’) (466)
Como V = w? e w = x,, podemos reescrever (4.66)
2
T, = j:\le—m2+k<€ f )
x
realizando a integracao
/ ‘ dr = + / ds (4.67)
V(e —22) (a2 + k)
se 22 = ¢ — 22 entdo,
e—zt=22
P Hk=c—22+k
dai a integral (4.67) fica,
1

Analisaremos as possibilidades para k, desta forma varrermos todas as solucoes.

Caso 1. Seja k = 0 entao (4.68)

z
Z = arcsen | —

1
Sl v =L Ve
z= +/esen(+s)

=
= 22= esen?(+s)
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como 22 = ¢ — x?

e—1° = esen’(+s)
= —1? = g(sen’(£s) — 1)
= 2° = ccos’(s)

=1 = /e cos(s)

entao

U = Ve cos(s).

Caso 2. Quando |k + | > 0, entdo (4.37) é dada por +s = arcsen (\/]:?), dai

z=+Vk —¢e sen(+s)
2

como 22 =¢ — 2% e U = x, tem-se que

U= \/5 — (k —¢) sen?(+s).

424 Caso H#0

Considerando a curvatura média da superficie constante e diferente de zero (H # 0)
em (4.61) e

y=[2% — (2® — h?)2 — h? — 22?2 (4.69)
entao,
2 (12
) 2 zg (h*+1)
Derivando y obtemos:
)
Yoo = T (2H_ h?—x2+1>’

entdao obtemos a EDO primeira ordem linear nao-homogénea,

TTs
Us ¥ <h2—x2+1>y:2Hms 4

utilizando fator de integrante, tem-se que

2Hzxx,

y = (h2 — 22+ 1)% / 2 ds (4.72)

Apés as devidas manipulagoes matematicas, tem-se que:

y=—2H(h>—2*+ 1)+ dH(h> — 2° +1)2 (4.73)
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em que d é uma constante de integracao. Ao igualarmos as expressoes (4.69) e (4.73),

obtemos

2 B2 (22— B2 — [—2H(h2 — 22+ 1 dH(h2 — 22 112
s a2 =2 e %

Ao efetuarmos a substituigao 2% = h* — 22 + 1, chegamos & expressdo 22 = (—1 —4H?)2* +

4dH?*z + (—d*H? — 1). Podemos reescrever os coeficientes desta equacao como:
« A=—-1—-4H?%
« B—A4dH?:

e C=—d’H?+1,

tem-se que,
zy = [A2* + Bz + C’]% (4.75)

Integrando (4.75),
/[A22+Bz+0]_% dz = /ds

:>/[A22+Bz+C]’%dz:s+5, 5 eR

ajustando a origem, podemos considerar ¢ = 0,
s = / [A2% + Bz 4 C) 2dz. (4.76)
O discriminante é dado por:
A = B?—4AC = 4(1 — d*H* + 4H?).

Seja que A < 0 e A # 0. Supondo sem perda de generalidade, podemos assumir que

A > 0. O caso em que A < 0 é andlogo a analise.

/[AZZ—i—BZ—l—C]_%dZ = /[—A (—22—32—0)]_édz
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E possivel reformular a equacio (4.76)
1 ( 242+ B )
s = — arcsen | ————
(B2 —4AC)z
( 2A2+ B )
= —vV/—As = arcsen -
(B2 —4AC)2
2Az + B
= Z—+1 = sen ( As)
(B2 —4AC)2
=242+ B = —(B>—4AC)%sen (\/ )
(B2 — 4AC)z sen (V=As) — B
=z = —
2A
2
( 4AC)? sen (\/ —As) - B
2 _
= 52— o (4.77)
realizando 2% = h* — 22 + 1 em (4.77),
B? — 4AC)z sen (v/—A4s) —
?=h+1- ( ) ( ) (4.78)
2A
como x = mU entdo (4.78),
h2+1 (B — 4AC)? sen (\/—As) ~BY”
U? = - (4.79)
m? 2mA

como A= —1—4H? B =4dH? e C = —d?H* + 1, entao (4.79) é

U =

m? m(1+ 4H?)

h? 41 [(1—d2H2+4H2)5sen (1 +482)55) - 2417

Teorema 4.2.1. Seja S uma superficie de movimento helicoidal com curvatura média

constante nao nula (H #0) em S? x R parametrizada por coordenadas naturais s, t. Se

1 — d?H? + 4H? entdo

(m2U2 o h2 . 1)% —

(1— d?H?+4H?)% sen (1 + 4H?) 35) — 2dH”

m(1+4H?)

Observacao 4.2.2. Para ezemplos explicitos, veja o artigo [10].
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5 Consideracoes finais

Neste trabalho estudamos e apresentamos resultados sobre superficies helicoidais
com curvatura média contante em M? x R, com M? uma forma espacial bidimensional
podendo ser R? ou H? ou S?. Para que o objetivo fosse alcancado, foi necessario recorrer a

diversas literaturas e aprender técnicas de geometria.

Apresentamos, no caso do ambiente ser o R3, um teorema que fornece explicitamente
a familia de superficies associadas a uma dada superficie helicoidal CMC, veja 3.2.1. No
caso em que a base é H? ou S?, um teorema apresentado por Benoit Daniel em [7], garante
que cada superficie CMC em H? x R estd associada a uma superficie minima em uma
outra variedade homogénea tridimensional com grupo de isometrias de dimensao 4. Porém,
nestes ambientes ainda nao se tem de forma explicita as superficies associadas as superficies
helicoidais CMC. Portanto, fica evidente que existem lacunas no estudo das superficies
helicoidais CMC em H? x R e em S? x R.

Por fim, este trabalho possibilitou uma maior compreensao de topicos significativos
na geometria, os quais tém atraido a atencao de diversos gedmetras globalmente. Assim,
essa fundamentacao tedrica recém-adquirida abrird caminho para investigacOes mais

avancadas em pesquisas futuras.
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