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Resumo

MEDINA, Andruss Keissi Lugo, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, marco de 2020.
Superficies totalmente umbilicas em variedades homogéneas tridimensionais.
Orientador: Ady Cambraia Junior.

Recentemente, o estudo de superficies com propriedades geométricas preestabelecidas,
imersas em variedades homogéneas de dimensao 3, tém recebido atencao de diversos
geometras, um dos principais foi H.Rosenberg, veja [I7]. O principal objetivo deste
trabalho foi estudar superficies totalmente umbilicas em variedades homogéneas tridi-
mensionais cujo grupo de isometrias tem dimensao 4, estes espacos sao conhecidos como
espagos E3(k, 7). Para cumprir tal objetivo, apresentaremos no capitulo 1 as ferramentas
necessarias para classificar as superficies totalmente umbilicas em E3(x, 7). Comegaremos
definindo alguns conceitos da Geometria Diferencial, tais como superficie, curvatura, pon-
tos umbilicos, superficies completas, dentre outros. Além disso, vamos apresentar a clas-
sificagao das superficies totalmente umbilicas em E*(k,7) com k = 7 = 0, ou seja, em
R3. Em seguida, com o objetivo do obter o teorema de classificacao das superficies total-
mente umbilicas em H? x R e S? x R, que serd apresentado no capitulo 2, apresentamos
de maneira sucinta a geometria das formas espaciais bidimensionais H? e S?. No capitulo
2, provamos a inexisténcia de superficies totalmente umbilicas em variedades homogéneas
E3(k,7) para 7 # 0, isto é, aquelas que nao sao produtos Riemannianos. Em seguida,
apresentamos a classificacao das superficies totalmente umbilicas em S? x R e em H? x R.

Por fim, apresentamos um resultado de unicidade das superficies totalmente umbilicas em

S? x R e em H? x R.

Palavras-chave: Teorema de Classificacao. Isometrias positivas. Teorema de unicidade.

Submersao de Killing.



Abstract

MEDINA, Andruss Keissi Lugo, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, March, 2020.
Totally umbilic surfaces in homogenous three-dimensional varieties. Adviser:

Ady Cambraia Junior.

Recently, the study of surfaces with pre-established geometrical properties, immersed in
homogeneous manifolds of dimension 3, has received attention from several geometers,
one of the main ones was H.Rosenberg, see [I7]. The main objective of this work
was to study totally umbilical surfaces in three-dimensional homogeneous varieties whose
isometric group has dimension 4, these spaces are known as spaces E°(k, 7). To accomplish
this goal, we will present in the 1 chapter the tools needed to classify totally umbilical
surfaces into E(x, 7). We will begin by defining some concepts of differential geometry
such as surface, curvature, umbilical points and complete surfaces. Also, let’s talk about
an important known result about surfaces that are totally umbilical in E*(k,7) with
k = 7 = 0, ie R3. In the following section with the objective of obtaining the totally
umbilical surface classification theorem in H? x R and S? x R, which will be presented in
chapters 2, we briefly present the geometry of two-dimensional space forms H? and S?. In
chapter 2, we proved the absence of totally umbilical surfaces in homogeneous varieties
E3(k,T) for 7 # 0, that is, those that are not Riemannian products. Next, we present
the classification of totally umbilical surfaces in S? x R and H? x R. Finally, we present

a result of uniqueness of the fully umbilical surfaces in S? x R and H? x R.

Keywords: Classification Theorem. Positive isometries. Uniqueness theorem. Killing

submersion.
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Introducao

Durante os iltimos anos tem havido um interesse crescente na geometria de superficies
em S% xR e H? x R, focando em superficies de curvatura media constante e minima. Este
foi iniciado por H.Rosenberg, [I7]. Em geral muitos trabalhos dedicam-se a estudar a

geometria de superficies em variedades tri-dimensionais.

Na teoria classica de superficies imersas nas formas espaciais de dimensao trés, uma
ferramenta importante para o estudo do comportamento geométrico de certas superficies
é que a diferencial quadratica de Hopf é holomorfa se, e somente se, a superficie tem
curvatura média constante. Este resultado permite caracterizar tais superficies. Abresch
e Rosenberg estenderam este resultado, inicialmente para alguns tipos de espacos produto
e em seguida para as variedades homogéneas, conexas, simplesmente conexas de dimensao
trés, cujo grupo de isometrias ¢ de dimensao quatro, que na literatura sao conhecidos como
os espagos E3(k, 7). Precisamente eles provaram, para superficies com curvatura média
constante em tais espagos, existe uma certa diferencial quadratica tipo Hopf a qual é
holomorfa, veja [I3] e claro, isto motivou que a teoria de superficies fosse profundamente

estudada em tais espagos E3(k, 7).

A classificacao das variedades homogeéneas, conexas, simplesmente conexas de dimen-
sao trés foi dada em [14]. Tal classificacao pode ser dada em termos da dimensao do grupo

de isometrias. Precisamente, temos:

i. As formas espaciais canonicas R?, H? e S3, cujo grupo de isometrias é 6-dimensional.

ii. Quando o grupo de isometrias da variedade tridimensional tem dimensao 4, chama-

mos esses espacos E3(k,T) . Assim, temos os seguintes casos,

(k,7) = H*(k) xR, sek<0er=0.
Bk, 7) = S*(k) xR, se k>0e7=0.

(k,7) = Nils, se k=0e T #0.

(k,7) = PSLy(R,7), sek<0eT#0.

13



14

Uma importante variedade que nao aparece nesta lista é chamada esfera de Berger.
As esferas de Berger E3(k,7) = S? estao faltando, dado que seu grupo de isometria

esté contido no grupo de isometria de S?.

iii. Quando a dimensao do grupo de isometrias é 3, a variedade possui a geometria do

grupo de Lie Sols.

Nas formas espaciais a classificacdo de superficies totalmente umbilicas é bem co-
nhecida e muito 1til, veja [I1]. Em R3 sao planos e esferas redondas e em S* sao esferas
redondas. Em H? sao planos totalmente geodésicos e seus planos equidistantes, horoesferas

e esferas redondas. Em particular todos eles tém curvatura média constante.

Uma pergunta natural é entender as superficies totalmente umbilicas nas 3-variedades
homogéneas restantes. Em [9] foi provado que nao existem superficies totalmente umbi-
licas em Nil3. Nesta dissertacao estudamos superficies totalmente umbilicas nos demais

espagos E3(k, T).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as ferramentas necessarias para classificar as superficies
totalmente umbilicas em E3(k, 7). Comegaremos definindo alguns conceitos de Geometria
Diferencial como superficie, curvatura, pontos umbilicos, superficies completas, dentre
outros. Além disso, apresentaremos a classificacao das superficies totalmente umbilicas
em E3(k,7) com k = 7 = 0, ou seja, em R?®. Em seguida, com o objetivo do obter
o teorema de classificacdo das superficies totalmente umbilicas em H? x R ¢ S? x R,
apresentamos de maneira sucinta a geometria das formas espaciais bidimensionais H? e S2.
Na tltima segao, apresentaremos algumas defini¢coes basicas da Geometria Riemanniana
como variedade diferenciavel, métrica Riemanniana, conexao Riemanniana, curvatura de
Gauss e curvatura média para superficies contidas dentro de uma variedade tri-dimensio-

nal. As principais referéncias deste capitulo sao [1I, [2], [3].

1.1 Superficies totalmente umbilicas em R?

Nesta secao, apresentaremos uma breve revisao de alguns conceitos da geometria di-
ferencial de superficies no R3, bem como o teorema de classificacao das superficies total-

mente umbilicas no R®. A referéncia utilizada ¢ [1].

Definicao 1.1. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V' de p em R? e uma aplicacdo X : U — V NS de um aberto U de
R? sobre VN S C R? tal que

1. X é diferencidvel.
2. X é um homeomorfismo.

3. Para todo ¢ € U, a diferencial dX, : R* — R? é injetiva.

15



1.1. Superficies totalmente umbilicas em R3 16

A aplicagao X é chamada uma parametrizacdo ou um sistema de coordenadas locais
em uma vizinhanca de p. A vizinhanca V NS de p em S é chamada uma vizinhanca

coordenada.

Figura 1.1: Esfera bi-dimensional [3].

O produto interno natural do R*, induz em cada plano tangente 7,S de uma superficie
regular S um produto interno, que indicaremos por ( , ),: Se wi,ws € T,5 C R3
entao (w,ws), é igual ao produto interno de w; e wy, como vetores em R?. A esse
produto interno, que é uma forma bilinear e simétrica, corresponde uma forma quadratica
I, : 1,5 — R dada por

L(w) = (w,w), = [uwf? > 0. (1.1)

Definicao 1.2. A forma quadrética [, em 7,5 definida por (L.1)), é chamada a primeira

forma fundamental da superficie regular S C R®* em p € S.

Definigao 1.3. Seja S C R3 uma superficie com uma orientacao N. A aplicacao N :

S — R? toma seus valores na esfera unitéria
5 ={(z,y,2) € R%a® + 32 + 27 = 1}.

A aplicacdao N : S — S? é chamada a aplicagao normal de Gauss de S.

Observacao 1.4. A aplicagao de Gauss ¢é diferencidvel e a diferencial dN, de N em p € S

¢ um operador linear auto-adjunto de 7},S.

Dado um operador linear auto-adjunto, existe uma forma quadratica associada. Isto

motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.5. A forma quadratica II,, definida em 7,5 por I1,(v) = —(dN,(v),v), é

chamada a segunda forma fundamental de S em p.
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Definicao 1.6. Seja C' uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura de C'
em p e cos 0 = (n,N), onde n é o vetor normal a C' e N o vetor normal a .S em p. O

numero k,, = k cos 0 é chamado a curvatura normal de C' C S em p.

Definicao 1.7. O méaximo da curvatura normal k; e o minimo da curvatura normal
ko, sao chamados curvaturas principais em p; as diregoes correspondentes, isto é, as

direcoes dadas pelos autovetores e; e e; sao chamadas diregoes principais em p.

Definicao 1.8. Seja p € S e seja dN, : 1,5 — T,S a diferencial da aplicacao de Gauss.
O determinante de dN, é chamada a curvatura de Gauss K de S em p. O negativo
da metade do traco de dN, é chamada a curvatura média de S em p. Em termos das

curvaturas principais k; e ko, podemos escrever

1
K = klkg, H = 5(1{31 + ]{72)

1.2 A classificacao das superficies totalmente umbi-

licas em R3

Definicao 1.9. Um ponto p de uma superficie S é chamado ponto umbilico se k; = ks.

Todos os pontos de uma esfera e de um plano sao pontos umbilicos. Mostraremos
agora o fato interessante que as unicas superficies constituidas inteiramente de pontos

umbilicos sao essencialmente esferas e planos.

Proposicao 1.10. Se todos os pontos de uma superficie conexa sao umbilicos, entao S

esta contida em um plano ou em uma esfera.

Demonstragdo: Seja p € S e seja X (u,v) uma parametrizacdo de S em p tal que a
vizinhanga coordenada V' é conexa. Como cada ¢ € V' é um ponto umbilico temos, para

qualquer vetor w = a1 .X,, + a X, em 1,5,

onde A = A(q) é uma fungao diferencidvel real em V.

Mostraremos primeiro que A(g) é constante em V. Para isso, escrevemos a equagao
acima como
Nu(ll + Nvag = )\(Xual + XUCLQ);

onde, N, = d(NoX),(e1) e N, = d(NoX),(ea).
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Logo, como w é arbitréario

Nu = /\Xua
Nv = )\Xva

Derivando a primeira equagao em relacao a v e a segunda em relagao u, e subtraindo
os resultados, obtemos

A Xy — A Xy = 0.

Visto que X, e X, sao linearmente independentes, concluimos que

para todo ¢ € V. Como V é conexo, A é constante em V', como haviamos afirmado.
Se A\=0,N, =N, =0 e portanto N = Ny = constante em V. Assim,

(X (u,v), No)u = (X (u,v), No)y = 0;

Logo,
(X (u,v), No) = const,

e todos os pontos X (u,v) de V pertencem a um plano. Se A # 0, entdao o ponto X (u,v) —

1
—N(u,v) = y(u,v) é fixo, pois

A
1 1
(X(u,v) - XN(U,U)) = (X(u7 v) — XN(U,U)) = 0.
Como X
‘X(ua U) - y<ua U)| = 77
RY
~ . .1
todos os pontos de V' estao contidos em uma esfera centrada em y com raio |T|

Isto demonstra a proposicao localmente, isto é, para uma vizinhanca de um ponto
p € S. Para completar a prova, observamos que como S é conexa, dado qualquer outro
ponto v € S, existe uma curva continua « : [0, 1] — S com a(0) = p, a(1) = . Para cada
ponto a(t) € S desta curva existe uma vizinhanga V; em S contida ou em uma esfera ou em
um plano, e tal que a~(V;) é um intervalo aberto de [0,1]. A uniao Ua~'(V}),t € [0,1]
cobre [0,1] e, como [0,1] é um intervalo fechado, é coberto por um nimero finito de

elementos da familia {a=!(V;)} (Veja [I], Teorema de Heine-borel, pag 147). Portanto
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a([0,1]) é coberto por um numero finito de vizinhangas V;.

Se os pontos de uma destas vizinhancgas coordenadas estao em um plano, todas as
outras estarao também no mesmo plano. Como v é arbitrario, todos os pontos de S

pertencem a este plano.

Se os pontos de uma destas vizinhancas coordenadas estao em uma esfera, o mesmo
argumento mostra que todos os pontos de S pertencem a esfera, e isso completa a de-

monstragao. U]

No que se segue S e S denotam sempre superficies regulares.

Defini¢ao 1.11. Uma aplicacdo ¢ : S — S é uma isometria se ¢ é um difeomorfismo e

para todo p € S e todos os pares wy,ws € T),5, temos

(w1, wa), = (dpy(w1), d‘:pp(wQ))so(p)'

Diz-se entao que as superficies S e S sao isométricas.

Em outras palavras, um difeomorfismo ¢ é uma isometria se a diferencial dp preserva

o produto interno.

Observacao 1.12. Se ¢ ¢ uma isometria segue-se que

I, (w) = (dpy(w), dpp(w))pp) = Lo (dpp(w))

para todo w € 1,5, onde [,(w) denota a primeira forma fundamental da superficie S em
p. Reciprocamente, se um difeomorfismo ¢ preserva a primeira forma fundamental, isto
€,

[p(w) = @(p)(d@p(w))a Vw € 1,5,

entao

2 (wi,wa)p = Lp(wr +wa) — Ip(wr) — I(wa)
= Iy (dipp(wy + w2) — [w(p)(dﬂp(p) (w1)) — w(p)(d@p(ub))
= 2 <d90(p)(w1)>d80<w2)>eo(p)’

e ¢ é, portanto, uma isometria.

Definicao 1.13. Uma superficie regular conexa S é denominada completa quando para
qualquer ponto p € S, qualquer geodésica parametrizada v : [0,) — S de S comegando
em p = 7(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada 7 : R — S, definida

sobre toda a reta real R.
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1.3 (Geometria Hiperbdlica
Nesta secao vamos introduzir alguns conceitos basicos de geometria hiperbélica plana.
A principal referéncia é [2].

A geometria euclideana repousa sobre um sistema de cinco postulados, o mais célebre,
o quinto, diz que para toda reta D e p um ponto fora da reta D, existe uma tnica reta
D’ que passa por p e é paralela a D. No século XIX se obteve uma geometria que satisfaz

os quatro postulados mas o quinto nao: a geometria hiperbdlica.

1.3.1 O modelo do semi-plano superior H?>
Seja o conjunto H? definido por
H? = {2z € C; Im(z) >0}

chamemos T,,H? o espago tangente de H? ao ponto zp, isto é, o conjunto dos vetores de
R? de ponto base z.

O produto escalar entre dois vetores u e v tangentes a zy é definido
<u7 U>H =

onde u,v € T,,H? e (-,-) é o produto escalar usual.

Definigao 1.14. 1. A norma hiperbdlica || - ||z de H? é definida por

[lulla =

onde u € T,,;H? e || - || é a norma usual.

Além disso, a métrica hiperbdlica gy de H? é definida

gu(u,v) = (u,v)yy Vu,v € TZO]HI2

2. O eixo real {y = 0} unido com o infinito {oo0} é chamado de bordo assintético e
denotado 0, H?2.
DoH? = {2 € C; Im(z) = 0} U {0}



1.3. Geometria Hiperbdlica 21

H*

Im(z) =0

Figura 1.2: Modelo do semi-plano superior HZ.

3. (H?, gy) ¢ chamado o semiplano de Poincaré e ¢ um dos modelos do plano hiperbé-

lico.

Definigao 1.15. Seja 2y € H? e u,v € T,,H? Definimos o angulo hiperbdlico entre u

e v como sendo o real # € [0, 7] verificando

(u,v)m

cos 0= ————,
||l lallv]|a

e o angulo orientado entre u e v, denotado Z(u,v) € (—m, ) é definido

_ fwvm
cos (£(u,v)) = ||l lel|v]|a

e colocando a condigao que Z(u,v) > 0 se, e somente, se u3vs —ugvy > 0, onde u = (uq, uz)

e v = (vy,v9).

Definigao 1.16. Seja r : [a,b] — H? uma curva de classe C' em H?, r(t) = (z(t), y(1)).
Diremos que 7 é uma curva regular se para cada t € [a, b], temos 1 (t) # (0,0).

O comprimento hiperbélico de uma curva r de classe C', denotado Lg(r) é definida por

Lu(r) = / 17 (8) | dt
/b VOO WP,
a y(t) '

Exemplo 1.17. Considere o segmento de reta horizontal

c(t) = (xy + t(xg — x1),90), t€[0,1] eyo > 0.
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Entdo ¢ (t) = (22 — 21,0). Dai

2o — 4]
Yo

Definicao 1.18. Sejam U e V dois conjuntos abertos de C. Diremos que uma aplicacao
complexa f : U — V é uma aplicagao conforme se ela preserva os angulos orientados.
Mais precisamente, para cada ponto 2y € U e cada vetor u,v € T,,U, o angulo orientado

entre os vetores u e v é igual ao angulo orientado entre D, f(u) e D,, f(v), isto é,

L(u,v) = Z(Dzy f(u), Dy, f(v))

No caso particular onde f : U — U é uma bijecao conforme, chamaremos tal fungao

transformagao conforme de U.

O seguinte resultado estabelece uma relacao direta entre aplicacoes conformes e apli-

cagoes holomorfas entre dois abertos de C.

Lema 1.19. Sejam U e V dois abertos de C e seja f : U — V uma aplicacao. A aplicacao

f é conforme se, e somente se, f é holomorfa e verifica que f'(z) # 0 para todo z € U.

Demonstragao: Lembre-se que f(z) = (P(z),Q(z)) é holomorfa se, e somente, se f

satisfaz as condigoes de Cauchy-Riemann:

P;r = Qy
Py = _Qa:

=)

1. Sejam f(z) = P(2) +1iQ(2), e1 = (1,0) e ea = (0,1). Como f é conforme entao
D, f leva e; e ey em vetores ortogonais. Seja L a rotacao que leva D, f(e;) sobre

e1. Consequentemente D, f(eg) sobre e;. Ou seja,

L(D:yf(e1)) = Aer e L(D., f(e)) = e

como f preserva angulos orientados, temos que A = a. Logo

L(Dy, f(u)) = Au,
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isto é, L(D,, f(u)) é uma homotetia. Assim,

D.,f(u) = L™'(Mu)
= ALY (u)

_ cos § —sen 0 U
B sen 0 cos 0 Us
= (A cosO u; — A senf ug, X senf u; + A cos uy).

Por outro lado,

(P, P
Df(u) = e
i Qac Qy U2
- [ qul + PyUQ
i Qa:ul + QyuQ
Dali,
Acos 0 up—Asen 0uy = Pyup + Pyus
Asen O up+ A cos Quy = Quui + Qyuo
Entao,
P,=Xcos 8, P,=—X\ sen 0
Qz=Asen 0, Q, =\ cos 0
Assim,

Logo, f é holomorfa.

2. Seja f do item 1. Como f satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann, segue-que
D.f(u) = f(2)u Yue T,U.

Se f'(z) = 0 implica D, f(u) = 0. Logo, D.f(v) ¢ T.U, (Absurdo). Portanto,
f(z) #0.
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<) Note que
(Dof(uw), Dof()u _ {f (Du f(2)o)m
D= f ()|l D f (0) | 17 )l lal Lf ()]
 (w,v)m
[lullal[v]la
Assim, Z(u,v) = Z(D,f(u), D, f(v)) e portanto f é uma aplicagao conforme. O

Consideremos o disco unitario aberto D,

D={z€C; |z|] <1}

Vamos enunciar o conjunto de transformacoes conformes de D, que sera denotado Mp.
Tal conjunto, munido da operagao de composicao de fungoes é um grupo. Este grupo é
chamado de grupo de Mobius de D.

Da mesma forma o conjunto das transformacoes conformes de H?, denotado My é um

grupo chamado o grupo de Mobius de H?2.

Proposicao 1.20. O grupo de transformagoes conformes de D é

Y
Mo = {orr S22 \ heR, 0eC, ful <1},
2z — 1
Demonstragao: Veja [2], pag 49. O

Proposigao 1.21. O grupo de transformacoes conformes de H? é

az+b
cz+d

MH:{ZH

a,b,c,d € R, ad—bc:l}.

Demonstragao: Veja [2]. O

Definicao 1.22. Uma transformacao de Moebius 7' : CU{o0} — CU{oo0} é uma aplicacao

da forma )
T(z) = Zid ; a,b,c,d € C, ad —bc # 0,

onde z € CU {o0}.

Observacao 1.23. As transformacoes conformes de D e H? sao transformacoes de Moe-

bius.

Definicao 1.24. Seja C' = C(zp,7) um circulo de centro 2z, e raio r. A Inversao com

respeito ao circulo C, é a aplicagao I que leva um nimero complexo z # z; no nimero
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Z*, que estd sobre a semirreta partindo de zg passando por z que satisfaz:
|z — 20| |2* — 2| = 1%

Se C' é uma reta entao a inversao por C' é definida como sendo a reflexao pela reta C'.

Figura 1.3: Inversao com respeito ao circulo C'

Note que z* — 29 = A (2 — 29), A > 0. Dai,

|z — 20| [N (2 —20)] = 72
Az — 2z = r?
N
|z = 2)?
2
Portanto, z* = zg + ————(z — 2), entao
|2 — 2/
2
Io(z) = -
A e [ A
2
= Zp+——.
Z — 20

Além disso, os elementos z € C(zg, ) sao fixados por I, pois

T2

le(z) = =0+ (2 — 20)

|z — 202
= 2p+tz2—%

= Z.
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1.3.2 As geodésicas do modelo do semi-plano superior e o disco

de Poincaré

Lembremos que a distancia euclideana entre dois pontos de R? é igual ao comprimento
do segmento de reta conectando esses dois pontos, isto ¢, o minimo dos comprimentos das
curvas conectando aqueles pontos. Definimos a distancia hiperbdlica entre dois pontos

21.29 de H?, denotado dg (21, 22) como
du (21, 22) = inf{Lu(c),c: [0,1] — HQ;C(O) =z,¢(1) = z,c € C! por partes},

isto é, dg(z1, 22) é 0 minimo comprimento das curvas que ligam z; e 2.

Uma pergunta natural é saber se para dois pontos dados de H?, existe sempre uma

curva minimizante que liga esses dois pontos.

Definigao 1.25. Diremos que uma curva de classe C'* por partes e regular ¢ : [a, b] — H?
é uma geodésica , se para cada par de pontos em ¢([a, b]) a curva ¢ é minimizante entre

esses pontos, isto é,

dH(C(tl),C(tg)) = LH(C)[tl,tQ] = / ’ ||C,(t)||Hdt, \V/ tl,tg - [(l,b].

t1

Definigao 1.26. Dizemos que um difeomorfismo ¢ de H? é uma isometria de H? | se ¢

preserva a métrica gy, isto é,

gu(u,v) = gu(D.o(u), D.o(v)) V2 € H?, u,v € T,H?.

Além disso, ¢ é uma isometria positiva se preserva a orientacao. Caso contrario

diremos que ¢ é uma isometria negativa .

Observagao 1.27. Toda isometria positiva de H? é uma transformacio conforme, pois

preserva o angulo orientado entre vetores tangentes.

Teorema 1.28. Toda transformacao conforme do modelo do semi-plano superior H?

é uma isometria de (H?, gg). Denotaremos fg2 o grupo das isometrias de (H?, gg) e

consideremos a isometria negativa de H? definida por h(z) = —%, entdo
az+b —az —b
Iz = < 2 — ;2= —— | a,b,c,d e R, ad —bc=1
cz+d cz+d

Demonstragao: Veja [2], pag 57. O
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Lema 1.29. As semirretas verticais
v(t) = xo +it, t € [0, 00),

onde 7y € R, sdo as geodésicas de (H?, gg).

Demonstracao: Basta provar que para qualquer curva o de H? ligando p e ¢ tem
comprimento maior que Lg(v(t1),7(t2)). Suponha « : [0,1] — H? uma curva de classe

C* por partes tal que a(0) = y(t1) e a(1) = y(t,), entdo

Lp(a) = i o ()] dt
_ EOPR P,
0 y(t)
y'(0)]
= | o
= |in(y(1)) — In(y(0))|
Note que por hipéteses a(0) = y(t1) e a(1) = (t2), entao
Im(v(t2)) = t2 = y(1)
Im(v(t1)) = t1 = y(0)
Assim,
Lp(a) = |In(Imy(t2)) — In(Imy(t1))]

= Lu(h(t),v(ts)]

O

Lema 1.30. Os semicirculos ortogonais ao bordo assintético, sao geodésicas de (H?, g).

Demonstragao: Sejam C = C(z¢,r) e C' = C(xg + r,2r). Observe que I1..(C) =L,

pois

472

xog—1r— (zo+71)

Ioi(zg—1) = mo+71+
= Xog—T
4r?

Ioi(vo+7) = 20+71+
¢ (w0 +7) 0 xo+1r—(T0+T)

= OoQ.



1.3. Geometria Hiperbdlica 28

Como I leva circulos em retas ou circulos, temos que I (C) = L. Dali, como
I+ é uma isometria, pois é uma isometria negativa e L ¢ uma geodésica de H?, entao
]5,1(L) = C é uma geodésica de H?. O

Agora enunciaremos quais sao todas geodésicas do modelo do semi-plano superior H?2.

Teorema 1.31. Por dois pontos de H? passa uma tnica geodésica. Além disso as tnicas

geodésicas de H? sao as semirretas verticais e os semicirculos ortogonais ao eixo real.

Demonstragao: Veja [2], pag 62. O

[ — . [re——
Tg— R To a4+ R xry + 3R

Figura 1.4: Geodésicas do modelo do semi-plano superior.

Observagao 1.32. O fato que por dois pontos de H? passa uma tinica geodésica nao é
verdade para todas as superficies. Em (S?, gs), onde gs é a métrica induzida por R?, existe
uma infinidade de grandes circulos (que sdo geodésicas) passando pelo polo norte e pelo

polo sul.

Definicao 1.33. Diremos que uma geodésica v é completa se suas extremidades estao

no bordo assintético de HZ.
Denotamos D o disco unitario aberto

D={weC; |wl <1}

A aplicacao ¢ : H? — D, conhecida na literatura como Transformagao de Cayley e
—1

definida por ¢(z) = : z # —i, é um difeomorfismo conforme de . De fato, seja

z+i2’.
z € H?, entdo ¢'(2) = !

m . Assim,



1.3. Geometria Hiperbdlica 29

’

p(2)=0=1i=0,

o que é um absurdo. Logo, ¢'(2) # 0 Vz € H2. Assim ¢ é holomorfa e ¢'(2) # 0 entdo ¢

é conforme de H? em D.

Vamos agora munir D de uma métrica gp tal que ¢ seja uma isometria entre (H?, gg)
e (D, gp). Denotemos por um lado w = u + iv as coordenadas em D, e por outro lado

z = x + iy as coordenadas em HZ.

Lema 1.34. A tinica métrica gp definida em D tal que ¢ seja uma isometria de (H?, gg)

em (D, gp) é
4 <.7 >

gmzm; w=u+ive |lw <1,

onde (-, ) é o produto interno euclideano.

Demonstragao: Suponhamos que exista uma métrica gp tal que ¢ seja uma isometria,

entao
g(a,0) = ga(Dup™'(a), Dup™ " (b))
((p™1) (w)a, (¢~ (w)b)
Im?(p~H(w)) '
Note que
I (w) = ety = B
v T —wi-w 7 T —w?
Dai,
4 {(a,b)
gp(a,b) = ——"—.
(1 —Jwl?)
O
Observagao 1.35. 1. O disco D munido da métrica gp é um modelo da geometria

hiperbdlica plana, conhecido como modelo do disco de Poincaré .

2. O bordo de D é chamado bordo assintético de (D, gp), denotado 05D, definido por
0D ={weC||w =1} =S.

A seguinte proposicao classifica todas as geodésicas do disco de Poincaré.

Proposicao 1.36. As geodésicas de (D, gp) sdo os diametros e os arcos de circulos orto-

gonais a S*.
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Demonstracdo: Sabemos que ¢ é uma isometria de H? em ID? entdo ¢ preserva distancia
entre os pontos e os comprimentos hiperbélicos das curvas. Como ¢ ¢ uma transformacao
de Moebius que envia O, H? em 0D, entdao ¢ envia as semirretas e semicirculos ortogonais
a 0-H? em porcoes de retas ou de circulos de D ortogonais ao d,,D. Daif, como ¢ leva
geodésica em geodésica, segue que os diametros e os semicirculos ortogonais a D sao

geodésicas. O

Figura 1.5: Geodésicas do modelo do disco.

Observacao 1.37. As propriedades das geodésicas de H? sao igualmente validas para as

geodésicas de D.

O grupo de transformagoes conformes de D é o grupo de Moebius My, , definido

MD:{w%aijf la,c € C, aa—cézl}.

cw +a

Agora queremos saber qual é o grupo de isometrias positivas de D, denotado Lp+.

Proposicao 1.38. O grupo (Lp+,0) das isometrias positivas de D é o grupo up das

transformacoes conformes de .

aw +¢

LD+:MD:{w—> la,c € C, ad—c@zl}.

cw—+a

Demonstragao: Veja [2], pag 72. [

1.3.3 Descricao das isometrias positivas de H?

Nesta secao descreveremos geometricamente as isometrias positivas de H?, as quais

sao classificadas em trés tipos: isometrias parabdlicas, isometrias elipticas e isometrias
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hiperbdlicas. Tais isometrias serao fundamentais para classificar as superficies totalmente

umbilicas em H? x R.

Definicao 1.39. Os horociclos de H? sao os circulos tangentes ao bordo assintético e

as retas horizontais contidas em HZ.

Figura 1.6: Horociclos de H?2.

Proposicao 1.40. A imagem de todo horociclo de H? por uma isometria qualquer de H?

é um horociclo.

Demonstracao: Seja f : H? — H? uma isometria e C' um circulo tangente ao bordo
assintético. Como f é isometria entao f é uma transformacao de Moebius, ou seja, leva

circulos ou retas em circulos ou retas.

Se f(zo) € R entdo f(C) nio pode ser uma reta de H?, pois nenhuma reta é tangente

ao ponto f(zg), entao segue que f(C) é um circulo tangente ao O, H?.

Se f(zo) = oo entao f(C') ndo pode ser um circulo pois ndo existe circulo tangente ao

o0, entdao f(C) é uma reta e deve ser horizontal tangente ao bordo assintético.

O caso em que C' é uma reta horizontal é analogo. OJ

As isometrias positivas de H? podem ser classificadas quanto ao nimero de pontos

fixos. Vejamos a seguir esta classificagao.
Seja T uma isometria positiva de H? diferente da identidade, isto é,

b
T(z) = az——ii_—d’ ad —bc=1, a,b,c,d € R.
cz
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1. Suponha ¢ # 0. Um ponto z € H? U 9, ,H? ¢ fixo por T se, e somente, se T(z) = z,

ou seja,

az+b

cz+d
c2+dz—az—b = 0
c2+(d—a)z—b = 0

a—d=++/(a—d)?+4bc
2c

z =

A —_=

2. Se ¢ = 0, entao T é da forma T'(z) = az +b. O oo é um ponto fixo de T pois
T(00) = 0.
Sea=1,T(z) =z+bentao b = 0.

Sea#1,T(z) =az+bentao z = b :
—a

Definicao 1.41. 1. Dizemos que T" é uma isometria hiperbdlica ou transformacao
hiperbdélica quando ¢ # 0 e A > 0, a isometria possui dois pontos fixos no eixo

real, ou se T'(z) = az + b, com a # 1, T possui um ponto fixo no eixo real e 0 co.

2. Dizemos que T é uma isometria parabdlica ou transformacao parabdlica
quando ¢ # 0 e A = 0. A isometria possui apenas um tnico ponto no eixo real. Se

T(z) =z+0b, b# 0 entdo o tnico ponto fixo é co.
3. Dizemos que T' é uma isometria eliptica ou transformacgao eliptica se ¢ # 0 e

A < 0, entao T possui apenas um tinico ponto fixo em H?2.

A seguir, descreveremos geometricamente as isometrias positivas, isto é, aquelas que

preservam a orientacao de H?, examinando sua acao sobre as geodésicas e horociclos.

Isometrias hiperbdlicas

Sejam f uma isometria hiperbélica de H?, z; e x5 seus pontos fixos de f sobre o bordo
de H?, ou seja, x1, x5 € O-.H?. Seja r a geodésica completa de H? de extremos x; e xs.

Se x1,x2 € R, entao r é um semicirculo ortogonal ao bordo assintético.
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Figura 1.7: Geodésica completa v com extremos x; e xs.

Se x1 = 00 ou zp = o0 entao r é a semirreta vertical que comeca em 7 ou x».

Figura 1.8: Geodésica completa v com extremos z; e oo.

Note que a imagem de r pela f é uma geodésica cujas extremidades sao x; e xo, pois
21 € X9 sao pontos fixos e f € isometria, entao a tnica geodésica com tais extremidades é

r. Logo, f é globalmente invariante, isto é, f(r) =r.

Seja p € r, temos que f(p) € r. Supondo, sem perda de generalidade, que a orienta¢ao
é de x1 a re. Seja ¢ # p € r, onde g estéd entre p e f(p) entdo f(q) estd entre f(p) e xo
pois f é injetiva.
Proposigcao 1.42. A distancia hiperbdlica entre um ponto qualquer de r e sua imagem

pela f é constante, onde f é uma translacao hiperbdlica.

Demonstragdo: Queremos mostrar que dy(p, f(p)) = cte, onde p € r. Para isto, basta

observar que

du(p, f(q)) = du(p,q) + dulq, f(q))
= dy=(p, f(p)) + du(f(p), f(q))
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Como f é uma isometria entao dy(p,q) = du(f(p), f(q)). Assim,

Logo, du(p, f(p)) = cte. O

Portanto a distancia hiperbdlica entre um ponto qualquer de r e sua imagem pela f é
constante, chamemos de A esta constante, A > 0. Concluimos que f envia cada ponto de
r sobre o ponto de r situado entre p e x5, se encontrando a uma distancia hiperbdlica A

de p.

Seja zp um ponto qualquer de H?. Seja o a tnica geodésica completa de H? passando
por zp e ortogonal a r. Seja p a intersecao de o com r. Necessariamente f(«) é a geodésica
passando por f(p) e ortogonal a r. Mas f(z9) é um dos dois pontos de f(«a) situados a
uma distancia hiperbdlica de f(p) igual a dg(zo,p) porque dg(zo,p) = du(f(20), f(p)).
Finalmente como f preserva a orientacao de H?, f(z) se encontra na mesma componente
conexa de H? — {r} que zy. Isto, determina completamente a imagem de z e determina

a descricao geométrica de uma isometria hiperbélica de HZ.

Figura 1.9: Isometria hiperbdlica.

Observacao 1.43. f definida anteriormente é chamada translacao hiperbdlica de largura

A ao longo de r no sentido x; a ws.

Isometrias parabdlicas

Suponha f uma isometria parabdlica e z; o seu tinico ponto fixo, 1 € O,.H2. Se
r1 = 0o entao f(z) = z+0b, b# 0. Portanto f é uma translacao horizontal euclidiana do

vetor (b,0). Neste caso a descrigdo geométrica de f se resume a una translacao euclidiana.
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Note que os horociclos de H? que sdao tangentes ao oo sao as retas horizontais e mais f

deixa globalmente fixa cada uma dessas retas.

Consideremos agora um ponto p = (x,yo) > 0 do horociclo Cy, = {z € H? | Im(z) =
Yo} de modo que f(p) =p+b=(x +b,yo).

b
O comprimento hiperbélico do arco Cy, limitado por p e f(p) é —| De fato,
Yo

O segmento que liga p e f(p) é

alt) = (I—=t)p+tf(p), t €[0,1]
= (x+1tb,yo)

o' (t) = (b,0),

bat@) = [ (s
_ /;@dt

Yo
1
b
_ [ g
o Yo
_ Bl
Yo

Concluimos que f envia cada ponto p € H? em um dos dois pontos do horociclo
passando por p, o sinal de b determinara qual dos dois pontos é a imagem de p.
Suponha que z; # oo € R. Observe que fazendo as relagoes ad —bc = 1, [a+d| =2 e

f(z1) = x1, temos

axri+b

=
cx1+d !
ary+b = cx% + dx;.

Dai, se |a + d| > 0, entao

cxi+ (d—a)z; = b
at+d = 2 (1.2)
ad—bc = 1.
Assim,
b = cri+(d—a)n,
= cx?+2(d—1)r. (1.3)



1.3. Geometria Hiperbdlica 36

Entao

(2 —d)d — (cx?+2(d — 1)ay)c 1
cd+c*(x;—1) = 0
d = 1—cx. (1.4)

De (1.2)), (1.3) e (1.4), temos a = 1 + cxy, b = —ca?. Assim,

(1+ cxy)z — ca?

f(z) = , c# 0.

cz+1—cx;

Logo, se a + d = 2 entao

(1+cxy)z — ca?

fz) =

cz+1—cx

Sea+d= —2 entdo
(—1+cx1)z — ca?

f(z) =

cz—1—cx;

Considere a isometria positiva g(z) = , temos g(z1) = o0 e g 1(z) = —1/2+ ;.

r1 — Z2

Seja R = g o f o g~!, observe que R é uma isometria positiva pois f 1, f,g sao
isometrias positivas. Tome z um ponto fixo de R entdo R(z) = z se, e somente, se
g(f(g71(2))) = 2 se, somente, se z = g(x;) = oo, entao R é um a isometria parabdlica
cujo tnico ponto fixo é oo, entdao R(z) = z + k, k # 0V 2 € H2 Isto vai simplificar

consideravelmente a descricao geométrica de f.

Seja C' um horociclo tangente ao O,H? em z; € R, entdo

f =g 0oRog
fle) = g (R(g(c))).

Logo, ¢g(C) é uma reta horizontal entao R(g(c))) = g(C) pois R deixa fixa cada uma

dessas retas por ser uma isometria parabdlica. Assim,

fle) = g7'(9(c)
- C.

Portanto f deixa globalmente fixo todo horociclo tangente ao O,H? no ponto x; € R.
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Determinemos agora a imagem de um ponto qualquer de H?. Seja p um ponto de H?,
chamemos C), o unico horociclo passando por p e tangente a R no ponto x;. A imagem
de p se encontra sobre C, porque f preserva cada horociclo tangente ao ponto z;. Note

que o comprimento hiperbélico do arco de C,, limitado por p e f(p) é

Lulp, f(p)] = Lug(Cy)lg(p), R(g(p))]
|R(g(p)) — 9(p)]
Im(g(p))
|c|.|21 —pP
Im(p)

fp)

Figura 1.10: Isometria parabdlica.

Logo, f envia cada ponto p de H? em um dos dois pontos que se encontram sobre o

mesmo horociclo ), passando por p e tangente ao ponto x; a R e tal que o comprimento

2
w. A escolha

m(p)

hiperbdlico do arco C), limitado por p cada um de seus pontos seja

deste ponto é determinada pelo sinal de c.

Isometrias elipticas

Consideremos f uma isometria eliptica. Seja 2o € H? o ponto fixo de f. Lembremos
que se u € T, H? é um vetor tangente ao ponto z, sua imagem pela D, f é f (zo)u, isto
é, o vetor tangente a 2y é obtido girando um angulo igual ao argf (z) multiplicando por
um real |f (2)|. Em consequéncia se 7 é a geodésica passando por z, e tangente a u, sua
imagem pela f é a geodésica passando por z, e tangente a ¢u onde § = argf (z). De

fato,
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(f (20)u,u) L , / , ,
Sabemos que cos § = ———————= e além disso, f (z9) = zo)|€e*, onde a = ar z
€ U = uj + tug, temos
fGou = [f (20)|€" (ur + iug)

= (If (z0)|(cos o uy —sen a uy), |f (20)](cos o ug +sen a uy).
Assim,

(f (zo)u,u) = [f (20)|(uf + u3) cos a
= | (20)|||u]|? cos av.

Dali,
!
|/ (z0)[]|ul|* cos a

[ Golllul*

isto, implica que § = o = arg(f (z)) pois o angulo orientado esté entre (—m, 7).

cos 0 =

Seja z # z € H2 Seja r a tinica geodésica passando pelos pontos z e zy. Seja
u € T,,H? um vetor nao nulo tangente a r ao ponto zg. Chamemos r* a componente co-
nexa de r—{zp} contendo z. Sem perda de generalidade vamos supor que a orientagao seja
de 2y — 2, entao a imagem de r* pela f é a semi-geodésica que termina em 2z, e comeca
em f(z), onde o vetor D, f(a) tangente unitério faz um angulo orientado § = argf (zo)
com u. Por consequéncia f(z) é o inico ponto de f(r™) tal que d(f(2), z0) = d(z, 20), pois
2o é ponto fixo e f é uma isometria. Isto determina completamente f(z). Note que f se

comporta como uma rotacao hiperbélica de centro z, e de argumento 6 = argf (z).

Figura 1.11: Isometria eliptica.
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As isometrias do disco de Poincaré DD sao classificadas analogamente como no caso do

modelo do semi-plano superior, que podem ser explicitas mediante a isometria p(z) =
z—1 N . . ~

s Os trés tipos de isometrias sao:

zZ41

1 As isometrias (translagoes) hiperbdlicas , que admitem dois pontos fixos distintos
no bordo assintético de D, sdo translagoes sobre a mesma geodésica (se o ponto esté
na geodésica) ou translagoes sobre a equidistante que junta os dois pontos fixos (se

0 ponto no esta sobre a geodésica).

2 As isometrias (translagoes parabdlicas) que admitem um ponto fixo duplo no bordo
assintotico de D, sao isometrias que deixam globalmente fixo cada horociclo tangente
ao ponto fixo, isto é, dado um ponto p sua imagem f(p) mora no horociclo que passa

por p e é tangente ao ponto fixo.

3 As isometrias elipticas que admitem um tnico ponto fixo em D, sdo as rotacoes

hiperbdlicas .

1.4 Geometria Esférica

Nesta secao, vamos introduzir alguns conceitos basicos de geometria esférica. A prin-

cipal referéncia é [4].

A esfera Fuclidiana é o conjunto,
S = {(z,y,2) e R% 2’ +¢* + 2 =1},

dotada da métrica induzida do espaco Euclidiano tridimensional.

Considerando a projecao estereografica, podemos escrever S? na forma intrinseca (isto

é, sem mengao do espago ambiente) como:
S? = R? U oo,

dotado da métrica,

2
ds? = N(de® + dy®), \ = —————.

A base natural é dada por {9,,9,} e a base ortonormal é dada por {e; = \7'0,, ey =

A19,}.

Denotamos por Isom(S?) o grupo de isometrias de S? . E bem conhecido o seguinte

resultado:
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Proposicao 1.44. O grupo de isometrias da esfera Euclidiana é dada por,
Isom(S?) = O(3),

onde, O(3) é o grupo de matrizes ortogonais de ordem 3 x 3.

Demonstragao: Veja [16], pag 36. O

Observacao 1.45. As tnicas geodésicas de S? sao os grandes circulos.

1.5 Geometria Riemanniana

Nesta secao vamos introduzir alguns conceitos béasicos de Geometria Riemanniana,
bem como apresentar como sao as isometrias de M? x R e as geodésicas de H? x R. As

principais referéncias sao [3], [], [5].

A seguinte definicao é uma generalizacao do conceito de superficie no R3.

Definicao 1.46. Uma wvariedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicagoes injetivas z, : U, C R" — M de abertos U, de R™ em M tais que:

2. Para todo par «, 3, com x,(U,) Nxg(Ug) = W # 0, os conjuntos z, (W) e IEI(W)

sao abertos em R" e as aplicagoes xgl 0 x, sao diferenciaveis.
3. A familia {(U,,x,)} é maxima relativamente as condigdes (1) e (2).

Observacao 1.47. O par (U,, z,) com p € x,(U,) é chamado uma parametriza¢iao (ou
sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga coordenada
em p. Uma familia {(U,, z,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferenciavel
em M.

Exemplo 1.48. Sao exemplos de variedades diferenciaveis: as R, S™, H".

Definicao 1.49. Sejam M e N variedades diferenciaveis e sejam {(Ua, z4)}, {(Vs, y5)}
estruturas diferenciaveis de M e N respectivamente. Considere o produto cartesiano
M x N e as aplicacoes za5(p, q) = (a(p),ys(q)), p € Ua, ¢ € Vz. M x N com a estrutura
diferencidvel {(U, X V3, za5)}, na qual as projecoes m : M x N - M emy: M x N - N

sao diferenciaveis é chamada a variedade produto de M por N.
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Definicao 1.50. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (,), (isto
é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente 7,M, que varia

diferenciavelmente no seguinte sentido: Se z : U C R — M é um sistema de coordenadas

aii (¢) = dz(0, ..., 1,...,0), entdo

< 0 (q), ai(q)> = g;j(21, ..., z,) é uma funcao diferencidvel em U.
X q

locais em torno de p, com z(z1, xg,...,x,) = q € z(U) e

81'7;

Exemplo 1.51. Sejam M; e M, variedades Riemannianas e considere o produto car-
tesiano M; x M, com a estrutura diferenciavel produto. Sejam m; : My x My — M,
e my : My x My — M, as projecoes naturais. Introduza em M; X Ms; uma métrica

Riemanniana pondo:

(U, ) (p.g) = (dmi(u), dmy(v))p + (dma(u), dma(v)),,

para todo (p,q) € My X My, u,v € T(p, q(My x My).

Definicao 1.52. Uma aplicacao diferenciavel f : M M" é uma submersio se f
é sobrejetiva, e para todo p € M, dfp : Tﬁﬁ — TypyM tem posto n. Neste caso, para
todo p € M, a fibra f~!(p) = F, é uma subvariedade de M e um vetor tangente de M,
tangente a algum Fj,, p € M, é chamado um vetor vertical da submersao. Se, além disto,
M e M tem métricas Riemannianas, a submersao f diz-se Riemanniana se, para todo

peM, df, : TpM — T M preserva comprimentos de vetores ortogonais a F),.

Ao definir uma certa estrutura é interessante estabelecer uma nocao de equivaléncia

para esta estrutura.

Definicao 1.53. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —
N (isto é, f é uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma isome-

tria se:
(u,v)p = (dfp(u), dfp(v)) f(»), Para todop € M,u,v € T,M

A seguir, apresentaremos um resultado sobre as isometrias em M? x R, onde M? ¢

uma variedade bi-dimensional.

Lema 1.54. Seja f: M? x R — M? x R definida por f(z,t) = (f1(2), f2(t)), entao f é

uma isometria em M? x R se, f; é isometria de M2 e f, é isometria de R.



1.5. Geometria Riemanniana 42

Demonstragao: Seja p = (p,py) € v = (vp,v,) € T,M? x R, entdo

224 Of2
2 _ 2
IDLEIE = 1520+ 20|

0z 0z ot ot M2XR
= |[Dfip, (0n)|* + 1D fap, ()]
= [Jonll* + v
= [ (o, v)|?

= |lll*.

Daf, || D f,(0)] = [[v]]. 0

Observagao 1.55. A reciproca do lema anterior, em geral, nao é verdadeira. Um contrae-
xemplo é a isometria linear em R3, com coordenadas ((x, ), t) dada pela matriz ortogonal

representada na base canonica da seguinte forma:

1 0 0
A=|0 cos § —sen 0

0 sen 6 cos 6

Em coordenadas, tal isometria é uma rotagao em torno do eixo x dada por

T(x,y,t) = (z,y cos 0 —t sen O,y sen 0+t cos 0) = (f1, f2).

Mas observe que f; = (z,y cos 0 —t sen 0) e fo = (y sen 0+t cos 6) claramente

nao sao isometrias de R? e R, respetivamente.

A reciproca do lema anterior é verdadeira quando M? = H?, como podemos ver no

seguinte lema:

Lema 1.56. Seja f : H?> x R — H? x R definida por f(z,t) = (fi(2), f2(t)), entao f é

uma isometria em H? x R se, somente se, f; é isometria de H? e f, é isometria de R.

Demonstracao: A demonstracao da volta é trivial, basta usar o Lema Para a
ida faremos o seguinte: Seja G = {g € Isom(H?> x R) / g = (g1,92)} Como G age
transitivamente sobre H? x R, entao existe uma isometria g € G; ¢(f(0)) = 0. Note que
do(g o f)(v) = w, w € Ty H?> x R. Compondo com outra isometria de G, digamos g,
obtemos g 0 g o f é a identidade. Logo,

f:g_log_1 € d.
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Portanto f; é uma isometria de H? e f, é uma isometria de R. OJ

Definicao 1.57. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicacao
V1 (M) x x(M) = x(M)

que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) fo+gyZ = vaZ + gVyZ,
ii) Vx(Y+2) =VxY +VxZ,

iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € x(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.58. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V, entao
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva
diferenciavel ¢ : I — M um outro campo vetorial ar ao longo de ¢, denominado derivada

covariante de V' ao longo de ¢, tal que:

D DV DW
D) VW) =S
D df , ,
b) E(fV) dtV + f , onde V é um campo de vetores ao longo de ¢ e f é uma

funcao diferenciavel em I

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € x(M), i.e., V(t) = Y(c(t)), entdo

Observacao 1.59. A proposicao anterior mostra que a escolha de uma conexao afim
em M da origem a uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas. A nocao
de conexao fornece, portanto, uma maneira de derivar vetores ao longo de curvas, em

particular, é possivel falar em aceleracao de uma curva em M.

Definicao 1.60. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Um

DV
campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo quando 7 0,
para todo t € [.

Definicao 1.61. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexao é dita compativel com a métrica (,), quando

. ., . /
para toda curva diferenciavel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P

ao longo de ¢, tivermos (P, P') = constante.



1.5. Geometria Riemanniana 44

A definicao anterior é justificada pela proposi¢ao seguinte que mostra que se V é
compativel com (,), entdo podemos diferenciar o produto interno pela “regra do produ-

to”usual.

Proposicao 1.62. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é com-
pativel com a métrica se e s6 se para todo par V e W de campos de vetores ao longo da

curva diferencidvel ¢: I — M tem-se
d DV DW
—(V.W)=(— W V, —— tel.

Demonstragao: Veja [3], pag (59). O

Definicao 1.63. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel é dita simétrica
quando
(X,Y] =VxY —VyX paratodo X,Y € x(M).

Observacao 1.64. Em um sistema de coordenadas (U, z), o fato de ser V simétrica

implica que para todo 7,5 = 1,...,n,

0
X X,] = VX, = Vg Xo =0, X = —,
Z;

Teorema 1.65. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tnica conexao afim V

em M satisfazendo as condigoes:

a) V é simétrica.

b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal V, entao

X(Y,Z) = (VyY, Z) + (Y, Vx Z), (1.5)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,Vy X), (1.6)
Z(X,Y) = (V;X,Y) + (X,V,Y), (1.7)

somando (|1.5), (1.6) e subtraindo (1.7, teremos usando a propriedade de simetria da
conexao V, que
XY, Z) +Y(Z,X) — Z(X,Y)

= (X, Z,Y)+ (Y. Z],X) + ([ X, Y], Z) + 2(Z, Vy X).
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Portanto

(Z,VyX) = %{Xﬁﬁ Z)+Y{(Z, X) - 2(X,Y) = (X, 2],Y) = ([V, 2], X) = (X, Y], Z) }.

A dltima equagao estd univocamente determinada pela métrica (,). Portanto, caso
exista, ela serd uinica. Para mostrar a existéncia defina, a conexao como a iltima equacao.

Mostre que ela estda bem definida e que satisfaz as duas propriedades desejadas. O

Observagao 1.66. A conexao dada pelo teorema acima é denominada conexao Levi-
Civita (ou Riemanniana) de M. Além disso, em um sistema de coordenadas (U, z). E
conveniente dizer que as funcoes Fﬁ ; definidas em U C R" por Vx, X; = > ory Ff’, Xk sao

os coeficientes da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel da conexao.

Vejamos um resultado que sera muito 1til na hora de calcular as conexoes dos espagos

E3(k,T) que serao explicados mais na frente.

Lema 1.67. As conexdes no espago FE>(k,7) sao dadas por:

— A
VEl E1 - _)\_gE2
_ A\
Ve, = FEZ —T1kE;
vESEl = —TE2
A
VEl E2 = )\_gEl + TE3
— Az
VE2 E2 — —FEl
vEsEQ = TE1
VEl E3 = —TE2
VE2 E3 = TE1
VeFE; = 0

onde, {E, Fy, E3} é uma base ortonormal de E3(k,7) e A é o coeficiente de distorgao da

métrica.
Demonstragao: Veja [4] pags (38,39). O

O préximo exemplo calculamos a conexao de Levi-Civita da esfera.

Exemplo 1.68. Seja a esfera unitdria S? = {(z,y,2) € R3; 2% + y* + 22 = 1}. Conside-

rando a projecao estereografica com respeito ao polo norte podemos dotar S? da métrica:

2

dsg = X(de® +dy’) = () A= 15
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A base canodnica é dada por {&E = i,ﬁy = i
85(72

8371
{Er = 00/10u], B2 = 0,/10y ]}

Sabemos que V0, é combinacao linear dos vetores da base B = {0,, 0, }, entao

} e a base ortonormal é dada por

Vode = ady+b0, (1.8)
<V6yaxyax>s = a<a:r7ax>s

4
<V6yax7 ax)s ¢

Tre s (1.9)

Note que

ay<axv 81»‘>8 = 2<V8yaza 8:(:>s
81/ (%) = 2<V8yaxaar>s

1+ 22 +y?)?
—16y
(1422 +y?)?

<V8yaza 8:c>s =

= 2<V8yaza 8x>s

(1422 +y2)3%

Logo, substituindo em ([1.9)) temos,

—8y B 4a
(T+22+92)3  (L+a%+y?)?

a=—"
1+22+92

Por outro lado, fazendo produto interno em ([1.8]) com 9, temos,

<v<9yar7 ay)s - b<ay7 ay>s

4b
Valudls = iy
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Note que
81‘<8y’ ay>5 = 2<v8yaxvay>s
4
- ) =9
Oz ((1 42+ y2)2) <vaya:r7ay>s
—16x
G
—8x
<v8yax7 ay>s - m
Logo,
—8x B 4b
(14 22 +y2)3 - (14 22 + 72)2
_ —2
14?4 y?
—2y —2x

Portanto, Vg, 0, 0y = Vo, 0,.

1422 +y? 1422 +y2

Do mesmo jeito feito anteriormente, obtemos as conexoes

—2x 2y

Vo 0y = Oy 0,

Oz 1+ 22 + 2 +1+x2+y2 Y
2z —2y

Vo 0, = Oy 0,

9y Yy 1+.T2—|—y2 +1+x2+y2 Y

No que se segue, M sera uma variedade Riemanniana munida de sua conexao Riema-

nniana.
Definicao 1.69. Uma curva parametrizada v : [ — M é uma geodésica em ty € M se

dt \ dt

t € I, dizemos que v é uma geodésica. Se [a,b] C [ e v : I — M é uma geodésica, a

D [/d
(1) = 0 no ponto ty (ou seja V' = 0 em %5); se v é geodésica em ¢ para todo

restrigao de v a [a, b] é chamada geodésica ligando ~y(a) a y(b).

Definigao 1.70. Sejam M uma variedade Riemanniana e X € y(M). Sejap € M e
sejam U C M uma vizinhanga de p, e ¢ : (—&,&) x U — M uma aplicagao diferencidvel
tais que para todo ¢ € U a curva t — ¢(t,q) é a trajetéria de X passando por ¢ em
t = 0. X é chamado um campo de Killing se, para todo ty € (—¢,¢), a aplicacao

@(ty) : U C M — M é uma isometria.

Observagao 1.71. X é um campo de Killing se, e somente, se (Vy X, Z)+(VzX,Y) =0
para todo Y, Z € x(M).
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Agora vamos estudar as geodésicas de H? x R, para isso vamos entrar em alguns

detalhes. Seja p € H? x R. Consideremos H? como o modelo do disco unitdrio com a

4 .
(1 —22— y2)2dx2 +dy” e goxr = m(dﬁ + dy?) + dt*. Seja v

um vetor tangente inclinado de p, entao podemos transladar p na origem do disco unitario

métrica gp =

mediante uma composta de uma translacao vertical 1) com uma translacao hiperbdlica ¢,

isto é, (p 0 ¥)(p) =0 e d(p 0 ¢)(v) = 0 é tangente a origem. Assim, temos dois casos:

i Se 0 mora em H? x {0} entao existe uma tnica geodésica (didmetro) que passa pela

origem e é tangente a v.

ii Se ¥ nao mora em H? x R, entao relacionando © em torno do eixo t e projetando ¥
no eixo oy, temos que ¢é suficiente estudar as geodésicas que passam pela origem do

plano yt.

wo ¢ (p)=0

=

Figura 1.12: Translacao do vetor v com ponto p na origem.

Agora vamos construir um plano pt tal que exista uma isometria entre o plano pt e o

plano yt.

Seja (0,y,0) € H? x {0}, entao dy((0,y),(0,0)) = Lg(a) = fol |’ (t)||m dt, onde
a(t) = (0,ty). Assim,

o' @)l = V{a'(t), 0/ (t)n
4y2
(1 —t%y2)
2y
1 —t2y2
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Dali,

1 1
2 dt
/ y22dt - 2y/ 2,2

= 2 tanh ™ (y)
)
= 2 tanh '(y)

Assim, y = tanh(p/2). Observe que o plano yt = {(z,y,t) € H* xR / z = 0}. Como

r = 0 entdao dr? = 0. Assim, a métrica induzida no plano yt é dada por

_ 2 2

P

1
Sabemos que y = tanh(p/2) entdo dy = ~ sech® <2

5 ) dp. Logo, a métrica induzida no

plano pt é dada por

4 1 p
- + sech’ (£) dp? + ar?
Jot (1 — tanh®(p/2))? 4 e \g) P
= dp® +dt*.

Definamos a aplicagao ¢ : R* — yt por ¢(p,t) = (tanh(p/2),t), entdao ¢ claramente é
uma isometria de R? em yt, pois preserva métrica. De fato,

Sejam u, v € T(,»R?, entao

1 2
(do(u), dp(@))y = < isech (p/2) 0O [ul]7 [Z‘ 0] [m])yt

0 1 () 0 1 (%)

4 1
(1-— tanhQ(p/Q))2 4uw1 sech®(p/2) + uqvy

= UV + UVs

= (u,v) .

Note que dada aretar = {(p,t) € R?/p =t} C R?, entdo ¢(r) = {(y,2 tanh ' (y))/y €
R} e para r; = {(p,0) € R?} = eixo p, temos p(r;) = {(y,0)/y € R} = eizo y. Portanto
uma forma de encontrar as geodésicas de H? x R que passam pela origem é determinar a

imagem de retas no plano pt (que sdo geodésicas).
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Figura 1.13: Geodésicas de H? x R.

Definigao 1.72. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspon-
déncia que associa a cada par X,Y € x(M) uma aplicagdo R(X,Y) : x(M) — x(M)
dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixyvZ, Z € x(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Observacao 1.73. La aplicagdo R(X,Y) : x(M) — x(M) é dita operador curvatura.



Capitulo 2

Classificacao das Superficies

totalmente umbilicas em ES(/{, T)

Neste capitulo apresentaremos a classificagao das superficies totalmente umbilicas em
E3(k,7). Veremos que para 7 # 0, nao existem superficies totalmente umbilicas em
E3(k, 7). J& para 7 = 0, apresentamos a classificacio para os espagos H? x R e §? x R.

Finalmente provamos a unicidade das superficies totalmente umbilicas em H2 xR e S? x R.

2.1 Nao existéncia de superficies totalmente umbi-
licas em algumas variedades tridimensionais ho-

mogéneas

Nesta secao consideramos as variedades tridimensionais homogéneas conexas e sim-
plesmente conexas, cujo grupo de isometrias tem dimensao 4 e que nao sao produtos
Riemannianos. Lembramos que tal variedade é uma fibragao sobre alguma superficie
simplesmente conexa, M?(k), de curvatura constante x € R com fibras geodésicas. Na
verdade, para cada k, ha a uma familia a 1-parametro E3(x, 7) de tais fibragoes, parame-
trizadas pela curvatura do feixe 7 € R*. O campo vetorial unitario £ tangente as fibras é

um campo de Killing e satisfaz:
Vxé=1(X x¢), (2.1)

para algum vetor tangente X € TE?(x,7), onde V é a conexdo de E3(x,7). O campo &
define a diregao vertical da submersao Riemanniana E?(x,7) — M?(x). De fato, a curva-

tura do feixe 7 pode ser zero, mas neste caso E?(x, 0) é apenas um produto Riemanniano

o1
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M?(k) x R. Estas variedades produto serao abordadas na secoes e Além disso,
assumimos k — 472 # 0, caso contrario a variedade é uma forma espacial e seu grupo
de isometrias tem dimensao 6. Estas variedades sao de trés tipos: quando k > 0 sao as
esferas Berger, para £k = 0 tem o grupo de isometria do espaco de Heisenberg, Nils, e
para £ < 0 tem o grupo de isometrias de PSLy(R). Para mais detalhes, veja [0], [7] e [§].

Podemos agora apresentar o resultado principal desta secao.

Teorema 2.1. Nao existem superficies totalmente umbilicas (mesmo nao completas) nas
variedades tridimensionais E3(k, ), com 7 # 0 e k — 472 # 0. Em particular, ndo existem

superficies totalmente geodésicas.

Para o caso especial do espago de Heisenberg (x = 0,7 = 1/2), veja [10].

Demonstracao: Seja S uma superficie totalmente umbilica imersa em E3(k, 7). Pela
definigao de variedade, S é imagem de uma imersao X : Q — E3(k,7), onde 2 é um disco
aberto em R?, isto ¢, X(Q) = S. Chamemos (u,v) as coordenadas em ) e considere o
campo normal unitario N em S. Sejam ( = {e;, e2} uma base formada por autovetores e

A o operador de forma (shape operator) de S, entao

A(el) = )\61,
A(€2) = \ieg,

onde A, \; sao as curvaturas principais em p € S e

Como \ = Al,vxu]\f =aX,+bX, e 7XUN = cX, + dX,, segue que
Vx,N =X, (2.2)
Vx,N = \X,. (2.3)
Ao derivar as equagoes (2.2) e ([2.3)), nas diregdes X, e X, respectivamente, obtemos
vXu (vXuN> - )\'UXU + )\vXq,Xm (24)
v)(u (vXUN) = A’LL‘)(U + AvX'u)(’u (25)
Ao subtrair a equagao (2.4) da equagao ([2.5]), obtemos,

Vx,(Vx,N) = Vx,(Vx,N) = A Xy — A\ Xy + A\Vx, X, — AVx, X,
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Como V é simétrica vaXu = vXuXU, assim
Vx,(Vx,N) = Vx,(Vx,N) = A, Xy — A\ X,
Isto é,
R(Xy, X,)N = A\ Xy — A Xy, (2.6)
onde R é o operador curvatura de E*(k, 7).

Definimos a funcao angulo v : Q C R?* — R da forma v = (N, §). Seja T a projegao
de { no 1,5, isto é, T'= & — vN. De fato,

projy & = <N’§>N: vN,

[INT[?

dai ¢ =T 4+ vN, ouseja, T'=E& —vN.

°N  Componente normal
Componente tangente

&=

Figura 2.1: Decomposicao do campo &.

Benoit Daniel, mostra que as equagoes de Gauss e Codazzi (veja [9]), relacionam a
métrica de S, o shape operator A, a projecao tangencial T' de £ e a fungao angulo v. Tais

equagoes sao dadas por
Kk = detS+ 7>+ (k — 4707, (2.7)
R(X,)Y)N = (k—4mv({(Y,T)X — (X, T)Y), V X,Y € x(9). (2.8)
Usando a equacao (2.8) para X, X,, N € x(E*(k, 7)), temos

R(X,, X,)N = (k — 47 ((Xy, T) Xy — (X, T) X,). (2.9)
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Ao igualar as equagoes (2.6]) e (2.9), obtemos

M Xy — AXy = (k=470 ((X,, TV X, — (X, T)X,).

Note que,

(grad A\, X,,) = d\,(X,) = Ay,
(grad A\, X,) = dA\,(X,) = Ay,

onde grad A é o gradiente da fungdo A em S. Assim,

(grad \, X,) X, — (grad \, X,,) X, = (X, (k — 47 WT) X, — (X, (k — 47 T) X,
(<grad >\7 Xv> - <Xv7 (H - 47—2)7/T>)Xu - ((grad )‘7 Xu> - <Xu7 (’f - 47—2)VT>)X”U =0
(grad A — (k — 47T, X,,) = 0 e {grad A — (k — 47T, X,,) = 0,

pois X, e X, sao linearmente independentes. Portanto

grad A\ = (k — 47°)vT. (2.10)

Observe que, se T' = 0 em um subconjunto nao vazio, entao podemos tomar N = &

neste conjunto. Assim, temos de (2.1)) que
Vx,N =71(X, x N),

como X, x N ndo é paralelo a X,, segue que Vx, N # AX,. Logo, S nio pode ser

totalmente umbilica.

Assumamos agora que T' # 0. Seja JT = N x T, onde JT € T,S, entdo [T, JT]| = 0.
De fato, lembre que [T, JT| = V¢ JT — V7T, dai

VeJT = VN xT
= VrN x (£ —vN)
= Vr(Nx§& —NxvN
= V(N x &+ N x Vg€)
= MT x &) +7(Nx (T x¢)).
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Note que,

Tx¢ = Tx(T+vN)
= v(T x N)
= —vJT.

Assim,

VrJT = —vAJT —vr(N x JT)
= —vAJT +vrT.

Por outro lado,

VT = Vyr(§—vN)
= V& = VyrvN
= 7(JT x &) — JT(v)N — vV N
= 7(JT x&) — JT'(v)N —vAJT.

Note que

JT x¢ = JT x (T +vN)
= JI'xT+vJT x N
= —|TPN +vT (2.11)

JT(v) = JT((N,§))

= (VyrN,&) + (N, V,ré)
MJT,€) + (N, JT x &)
— MJT, T — vN) + (N, JT x £)
(N, JT x &).

Usando ([2.11)), temos

JT(v) = 7(N,—|T|*N +vT)
= —|TPr((N,N) 4+ v(N,T))
— —|T|27'.
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Logo,

VT = 7(=|TPN +vT)+|T)*’TN —vAJT
= —|T)’TN +vrT +|T*TN — vAJT
= vl —vAJT.

Assim,
VT =V 7 T.

Agora usando ([2.10]) temos,

JT(N) = (grad A\, JT)
((k — 47T, JT)
(k — 47*)(T, JT)
= 0.
(grad)\ T)
= ((k — 47T, T)
(k — 47-2)y|T|2
(k —47*)v(1 = 1?).

Dado que [JT,T] = 0 e por outro lado

UTTI) = JTTO) - TITO)
= JT((k —47*) (v — 1*))
= (k=47 JT(v —v°).

Dai, (k — 472)JT(v —v®) = 0 . Como k — 472 # 0, segue que

JT(v—1*) =0

JT(v) — JT(V*) =0
JT(v) — JT(v)31* =0
JT(v)(1—3v*) = 0.

Entdo (1 —3v%) = 0 ou JT(v) = 0. Se (1 —3v?) = 0 entdo v = +v/3/3. Como v é
constante temos, JT(v) = 0. Por outro lado, JT(v) = —7|T|?>. Dai, —7|T|*> = 0 e por

hipétese 7 # 0, entao T = 0. Logo, E3(k, T) nao possui superficies totalmente umbilicas.
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Para finalizar, suponha que existe uma superficie totalmente geodésica em E3(x,7)
com 7 # 0, entao as curvaturas principais, digamos A; e g, sdo tais que \; = Ay = 0
(absurdo), pois por hipétese nao existem superficies totalmente umbilicas (A7 # Ap).

Logo, nao existem superficies totalmente geodésicas. 0

2.2 Superficies totalmente umbilicas em S* x R

Nesta secao apresentaremos o teorema de classificacao das superficies totalmente
umbilicas em S? x R. Mostraremos que existem trés tipos de tais superficies, a primeira
¢ rotacional, analitica, imersa, homeomorfa a esfera e nao homologa a zero. A segunda
é rotacional, completa, propriamente imersa e homeomorfa a R? e a terceira é analitica,
imersa, homeomorfa & esfera e homologa a zero em S? x R. A principal referéncia para

este capitulo é [12].

Uma superficie rotacional em S? x R ¢ uma superficie obtida pela rotacao de uma
curva em um cilindro totalmente geodésico C = I' x R, onde I' C S? é uma geodésica, em

torno de um eixo R = {p} x R, onde p é um ponto fixo de T.

Nas coordenadas (z,y,t) dada pela projegao estereografica com respeito ao polo norte,

a métrica em S? x R é definida:

2 2
d§2 = (Haj‘—w> (d$2 + dy2) + dt2,

onde z,y,t € R.

A menos de isometrias podemos assumir que I' C S? corresponde & geodésica completa
definida por y = 0 e que p = (0,0,0) € " é o polo sul de S®.. Assim podemos considerar o
eixo de rotagao R = {(0,0,¢),t € R}.

Observacgao 2.2. Observe que para qualquer curva «, dada no cilindro C, a superficie
gerada pela rotagao de a em torno do eixo R = (0,0, ) é a mesma superficie que a gerada

pelo eixo obtido pelo polo norte, ou seja, por (0,0,2t),t € R.
Lema 2.3. Seja ¢ : S? — {(0,0,2)} — 7 a projecio estereogréfica, onde 7 é um plano,

entdo a tinica métrica g, de 7 tal que ¢ seja uma isometria entre S? — {(0,0,2)} e 7 é

4
gTr<'LL,U) = m(ulvl + UQ’UQ)

onde u = (uy, uz),v = (v1,v2) € Tym com p = (x,y).
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Demonstracao: Lembre que
( )= 2z 2y
QOZE,y,Z— 2_272_2
© 2 2
oz, y) = 4z 4y 2(z* + y*) '
’ 2+ + 42+ 2+ 4 24y 44
O

De modo anélogo ao aplicado no Lema temos o desejado.

AN

Figura 2.2: Superficie rotacional em S? x R.

Consideremos o plano vertical geodésico (ndo completo) P = {y = 0} € C, isto é,
C=PU({N} xR), onde N € S§? é o polo norte.
Seja p € (—m, ) a distancia da origem (0,0) a (z,0), onde (z,0) é a imagem por ¢ de

um ponto que pertence a geodésica I' definida por {y = 0}. Seja a curva a : [0,1] = 7

definida por a(s) = s(x,0). Assim,

p = Lr(a)
- / 6 ()]l ds

! 4
- /0 —(1 D x2ds
xr

1
=2 ——d
/01+<sx>2 ’

2 arctan(z)
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Dai,

T = tan <B)
2

Nas coordenadas (p,t) a métrica no plano P é ds* = dp? + dt*. De fato, como a métrica
de S? x R é dada por
4

2 _ 2 2 2

1
como z = tan(p/2) e y = 0, entdo dx = 5 sec?(p/2)dp. Assim,

4 sect(p/2)
= dp® + dt*
sect(p/2) 4 e

= dp* +dt*.

Considere agora a curva a(s) = (tan(p(s)/2),0,t(s)) parametrizada pelo comprimento
de arco no plano P. Seja #(s) o angulo orientado entre o eixo p e o' (s). Como a'(s) é um

vetor unitédrio segue que p2(s) + t%(s) = 1, portanto podemos escrever:

p(s) = cosb(s) (2.12)
t(s) = senf(s) (2.13)

No plano P, seja n(s) o vetor normal unitdrio a curva «, de modo que a base
{d/(s),n(s)} é positivamente orientada para cada s. Seja X a parametrizagdo da su-

perficie gerada pela rotacao em relacao ao eixo t, definida por:

X (s,w) = (cosw tan(p(s)/2), senw tan(p(s)/2), t(s)).

Assim,

! !/

X, = (% sec’(p/2) cosw, %secQ(p/Z) sen w, t/)

Xy = (—senw tan(p/2), cosw tan(p/2), 0).

Seja p € X(s,w) e B = {ey,ez,e3} com e; = (1,0,0), es = (0,1,0) e e3 = (0,0,1)

campos locais adaptados a X, entao chamando de E;, Es e E3 os vetores normalizados de
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e, ey € ez, isto é, By = ¢ ,Ey = 2 e B3 = G temos,
[lea] |le2] |les|
2
sec?(p/2)

2
= —F 2.15
2= B (215)
€3 = Eg. (216)

Note que X, e X, € T,S* X R sao dados por

/

X, = % sec’(p/2) cosw e; —l—% sec’(p/2) senw ey +t' e3

/

X, = —senw tan(p/2) e; + cosw tan(p/2)es.

Usando (2.14), (2.15) e (2.16]) temos,

X
X

p cosw Ey+p senw By +t Ej.

—senw sen(p) Ey + cosw sen(p) Es.

Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E = (X, X,)
= p° 41"
=1

F = (X5, Xy)
= 0

G = (Xu, Xu)
= sen?(p).

Para calcular o vetor normal na base ortonormal {FE;, Es, F3}, achamos: X, x X, e

[| Xs x Xyl||- Assim,

X, X X,
|1 Xs % Xo|]
—t cosw E — t senw E, +p/ Es.



2.2. Superficies totalmente umbilicas em S* x R 61

Por outro lado,

Vx. X, = Vx.(p cosw Ey+p senw E, +t FEs) (2.17)

= vxsp/ cosw E; +vapl senw E, —|—vxst/ Es
= ,0” cosw FE; + ,0, cos w vXSEl + ,0// senw Fy + ,0’ sen vaSEg +t FEs

+ t Vx. Fs. (2.18)
Note que
. 2 2
o142 +y? sec(p/2)

\ = —4z ~ —4 cosw tan(p/2)
T (a2 sect(p/2)

Ao

2 = Tcosw tan(p/2)

N —4y ~ —4 senw tan(p/2)
Yo (a2 y2)2 sect(p/2)

A

)\—g = —senw tan(p/2).

Dai, usando o Lema [[.67] temos

Ve Bl = senw tan(p/2) Es,

Ve,Ei = —cosw tan(p/2) Es,
Ve,EBr = 0,

Ve B, = —senw tan(p/2) By,
Vie,Ey, = cosw tan(p/2) Ei,
Vi, B = 0,

VElEg = vEQEg - VE3E3 - O
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Assim,

Vx

sEl - Vp/ cosw E1+p’ senw E2+t/E3E1

= p, CcoS W vElEl + pl sen w 7E2E1 + ¢ vE?,El
= p cosw senw tan(p/2) Fy—p senw cosw tan(p/2) F,
= 0.

Vx. By = p/ cosw Vg, Fy + pl senw Vg, Fy + t Vi, B

s

= —p cosw senw tan(p/2) By +p senw cosw tan(p/2) E;
= 0.

vx E3 = p, cosw vElE?, + pl sen w VEQE;; + t/ 7E3E3

S

= 0.

Da equagao (2.18]), temos,

Logo,

vXSXS = pN cosw Fy + pN senw Fy + ¢ Es.

e = <N,VX5XS>

= —p t COSQM—pN t senzw—i—pl t

_ _pll tl + p/ tll'

De modo analogo, temos,

Vx,Xs = (—=p senw+p senw sen(p) tan(p/2))E,

w

+ (p cosw—p cosw sen(p) tan(p/2))E,

Logo,
f = <N7VX10XS>
= 0.
Por 1ltimo,
Vx,Xw = (—cosw sen(p)+cosw sen?(p) tan(p/2))E; + (senw sen?(p) tan(p/2)

— senw sen(p))Fs.
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Logo,

g = <Nvawa>
= ¢ sen(p) (1 —2sen?(p/2))
= ¢ sen(p) cos(p).

Como a superficie X(s,w) é duplamente ortogonal , isto é, F' = f = 0, entao as

curvaturas principais sao dadas por

. €
R1 = E
= —,ONtN + pltl
Ko = g
G
= t cot(p)

Das equacdes ([2.12) e (2.13), temos p” = —senf(s) 6'(s) et = cosf(s) §'(s). Por-

tanto, a condicao de umbilicidade é

) 0
o (s) = om0 (2.19)
tan p(s)
Da equagao (2.12)), temos
p = —senf 0,
substituindo em ([2.19)), temos
—p" ~ senf
senf  tanp
1" Sen2 0
P = -
tan p
" cos® 0 —1
p =
tan p
" 21
P (2.20)
tan p

Assuma que p (so) = 1 para algum so, onde p(sg) # 0, entdo a funcao f(s) = p(so) +
s — 50 ¢ solucao de ([2.20) com a condicdo inicial que f'(sq) = 1 para algum sy e f(sq) # 0,
pois f'(s) = 1 entao f"(s) = 0 e por outro lado

fs)P-1 1-1

= =0.
tan p tan p
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Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO),
temos p = f. Como t'(s) = senf(s) e p'(s) = 1 Vs € I entdao cosf(s) = 1. Assim
t'(s) = 0. Dai, t(s) = to, entdo a superficie X (s,w) = (p(s) cosw, p(s) senw,ty) é parte
de um slice S? x {to}.

Analogamente quando a condicdo inicial é p'(s9) = —1, tomando a funcdo g(s) =

p(s0) — s — o, temos que X (s,w) ¢é parte de um slice S? x {¢o}.

Daqui em diante, assumiremos que p ?(s) # 1 para todo s e portanto, a equacio (2.20))

é equivalente a

"

p cosp
pP2—1 senp’

Dai, ao integrar com relacao a s, obtemos

2 / " 2 /
[ [,
(b2 —1) sen p

In(p? —1) = 2In(senp) +c

In(u) = 2In(u)+c
2ln(u)+c

N

= €
!
P 2 1 = 62ln(senp)+c

p/2—1 = ) sen? p,

onde A\ é uma constante positiva. Dado que « é p.p.c.a (pl2 +t?% = 1), temos que p? <1

Assim,

Portanto A = —a? para algum a < 0.

Seja p uma solucio de ([2.20)), satisfazendo p?> < 1. Se p'(s) = 0, Entdo por (2.12) e
(2-13)), temos

cosf(s) = 0
t(s) = senf(s).

Como cosf(s) = 0 entdo A(s) = /2 ou 31/2. Se O(s) = 7/2, temos t'(s) = 1, o que
implica que t(s) = s+ c¢. De (2.19)), temos
, sen(s) 1 1

b(s) = tanf(s) tanp(s) tanc (221)
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Como 6'(s) = 0 e por ([2.21)), temos que ¢ = 7/2. Logo, p(s) = 7/2. Assim, a(s) =
(7/2,0,s + ¢) é a curva que gera a superficie que é parte de um cilindro totalmente

geodésico p = 7/2 tal que p'(s) = 0.

Daqui em diante, assumiremos que p nao ¢ estd solucao trivial e portanto a menos de

restringir o dominio de p, podemos supor que p toma valores em (0,7/2) ou (7/2, 7).

. . . I
Assim, considerando um intervalo no qual p nunca se anula. Mudando s por —s e

supondo que p* > 0, temos

,0/2 —1 = —a®sen® p

p? = 1—a® sen® p

p = \1—a? sen? p. (2.22)

Observe que a transformagao (p,t) — (7 — p,t) é uma isometria que muda rotagoes
ao redor do eixo através do polo norte. Portanto, tomando em conta a observagao [2.2]
podemos assumir que a menos de isometrias, p toma valores em (0, 7/2).
Chamaremos p, a solucao maximal de estendendo p sem restrigoes em seus valores,

isto é, pelo momento nao precisamos que p, tome seus valores em (—m, 7).

No que segue, apresentaremos uma série de resultados a fim de obter o teorema de
classificagao. Inicialmente, mostraremos que a solu¢ao maximal p, de é impar e passa
pela origem. Além disso, veremos que, distintos valores da constante a, dao origem a uma

curva o, que gera uma superficie rotacional totalmente umbilica em S? x R.
Lema 2.4. A menos de reparametrizagoes, a solu¢ao maximal p, é definida no intervalo

(=6,6), onde & € (0, +00]. Além disso, p, é fmpar e assim satisfaz p,(0) = 0 e p,(0) = 1.

Demonstragao: Definamos (u,v) o dominio de p,, onde —oo < u < v < oco. Para

provar que p, ¢ uma funcao impar, precisaremos provar que p, se anula em algum ponto

do dominio. De fato, como «a estd p.p.c.a, segue que p, < 1. Se u = —00, temos
pa(s) < 1
pa(s) < /ds
pa(s) < s+c, ceR.
Como u = —o0, limg, o pa(s) < —00, ou seja, p, tem imagens negativas e como o

dominio de p esta contido no dominio de p, e p tem imagens positivas segue que p, também

tem imagens positivas. Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe so € (00, v) tal

que pq(so) = 0.
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Se u é finito, como p, é ndo decrescente pois p,(s) > 0 para todo s € (u,v), segue que
lim, ,, pa(s) = L com L € [—00, 00).
Se L < 0, entao p, possui imagens negativas e como p € positiva, novamente pelo Teorema
do Valor Intermediario, temos que p,(sg) = 0.
Se L > 0, seja I C (u,v) o dominio de p. Suponha que s decresce em I, p, nunca se anula.
Dado que p(I) C (0,7/2), ou seja, os valores de p sdo positivos e p, é ndo decrescente
entao limg ., pa(s) > 0, o qual nos permite estender o intervalo (u,v) da p,, mediante a
extensao Pu(s) = pa(s), se s # u e pu(s) = L, se s = u com s € [u,v), o que contradiz
a maximalidade de p,. Portanto p,(syp) = 0 para algum sy € (u,v). Através de uma

translagao (s — s — sg) podemos assumir p,(0) = 0. A funcao f(s) = —pa(—s) é solucao
de
p =+/1—a2sen? p.

De fato,

J(s) = VI asen?(f(s))
pu(=s) = /T— aser®(—p,(—s)),

como p, é solugdo maximal de (2.22)), entao f é solugao de (2.22). Além disso, f(0) =

—pa(—0) = 0 e pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de e.d.o.s, temos que f = p,.

Assim, pa(—s) = —f(s) = —pa(s), logo p, é fmpar e p,(0) = /1 —a2sen? p,(0) =
1 —a?sen?(0) = 1. O

Lema 2.5. Suponha que a € (0,1), entdo p, ¢ definida em toda reta e d4 origem a
uma Unica, a menos de isometria ambiente, curva «,, gerando uma superficie rotacional
totalmente umbilica. Esta curva é uma curva de Jordan, analitica no cilindro C, nao
homologa a zero e simétrica em relacao ao eixo de rotacao R. A superficie rotacional
totalmente umbilica, S;(a), gerada por «, é analitica, imersa e homeomorfa a esfera.

Além disso, S1(a) é ndo homologa a zero em S? x R.

Demonstragao: Seja p, como no Lema Se § < +o0o, Como p, > 0e p, < 1,
entao p; € (0,1]. Dado que ¢ < p, < s+ ¢ onde ¢ e ¢ sdo constantes reais, temos
que lim, 5 p.(s) = L, onde L é finito. Dado que a € (0,1), temos 1 — a*sen?(L) >
0 e novamente como no Lema podemos estender p, além de ¢, contradizendo a

maximalidade de p,. Isto mostra que § = +oc.

Dado que p, = \/1 —a2sen? p, > /1 — a2 > 0, pois sen? p, < 1 e ja que p,(0) =0, e

pa € crescente e continua, segue que existe um menor s; > 0 tal que p,(s1) = 7.

Agora consideremos a funcao f(s) = 27 — pa(2s1 — s),s € R, entdo f é solugao de
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2:22), ja que f = p,(2s1 — s) e /1 — aZsen2(2m — p, (251 — s))
= /1 — a2sen?(p,(2s, — s)) = f. Além disso,

f(s1) = 27— pa(251 — 51)

= 27— pa(sl)
= pa(sl)'

Assim, pelo Teorema de unicidade e existéncia de e.d.o, temos f = p,. Logo,

pa(251 —s) = f(2s1— )
= 21 — pa(281 — 251 + 8)
= 27w — pa(9). (2.23)

No caso da funcio ¢, sabemos que ela satisfaz t? = 1 — p2 = 1 — 1 + a®sen®p, =

a®sen? p,. Assim, seja t, a funcao definida em R tal que,

£(s) = a senp,(s)

yad / ’ 7/ ~ 7/ ~
Dado que p, é impar, temos que t,(s) é impar. Lembre que se uma fungao é par entao
sua derivada é impar e se é impar entao sua derivada é par. Assim, a funcao t, nao pode

ser {mpar. Defina a fungao f(s) = t,(—s) — t.(s) entao

Fls) = ~to(=s) —tu(s)

= 1,(s) = 1,(s)
— 0.

Ou seja, f(s) = c. Mas f(0) = 0 entao f(s) = 0. Logo t,(—s) = t.(s). Isto é, t, é par.

Seja a funcao g(s) = t,(2s; — s) entao

g(s) = —t,(2s51—s)
= —a senp,(2s3 — $)
= —a sen(2m — pu(9))

= a senp,(s)

= 1,(s)
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e g(s1) = tq(s1). Assim, pelo Teorema de existéncia e unicidade de e.d.o, temos g = t,.

Assim, t,(2s1 — s) = t,(s) para todo s € R. Usando que t, é par, temos

to(s+2s1) = g(s+2s1)
= t,(281 — (s + 2s1))
= ta(—((s+2s1) — 251))
= to(s+2s; — 2s1)
= tq(s). (2.24)

Usando a equagao ([2.23)) e que p, é impar, temos para algum s € R

—(2m — pa(2s1+5)) = =27+ pa(2s1 + )
= 2t pa(281 — (=)
= =27+ 27 — po(—s)
= —pa(=s)
= pa(s). (2.25)

logo,
Pa(281 + 8) = pa(s) + 2m Vs € R.

Agora a curva d,(s) = (pa(s),tq(s)), s € R, é uma curva no recobrimento universal C
de C. Observe que as equacoes e mostram que restringindo s para [—si, s1],
&, da origem a uma curva analitica, fechada a, em C. Dado que p, é crescente em [—sq, 1]
e po(—51) = —pa(s1) = —m, deduzimos que «, é imersa e ndo homologa a zero.

Como p, ¢ impar e t, é par, a curva «, tem a simetria desejada. E claro que para outra

escolha t,(s) = —a senpy(s) conduz a curva deduzida por a, pela isometria (p,t) —
\\\ 2.5 e
115
o5/
& 2 o i 2 h
P

Figura 2.3: Curva «a, gerada para a = 0.9, [12].
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Lema 2.6. Assuma a = 1, entdo pi(s) = n/2 — 2 arctan(e”®), s € R. Esta curva

dé origem a uma unica, a menos de isometria ambiente, curva a; em P C C, gerando

uma superficie rotacional totalmente umbilica. A curva «a; é completa, aberta, imersa e

simétrica com relacao ao eixo de rotacao R. A superficie rotacional totalmente umbilica

S1, gerada por a; em S? x R é completa, propriamente imersa, analitica e homeomorfa a

R2,

Demonstracao: Dado que a = 1, entdao p = /1 — sen? p, satisfazendo p(0) = 0. Assim

p1 é solucao maximal de p' = cos p com p(0) = 0. Logo,

= 1
Cos p
In|sec(p(s)) + tan(p(s))| = s+,
como p(0) = 0, segue de (2.26]) que ¢ = 0. Dali,
—Infsec(p(s)) + tan(p(s))| = —s
1 —s
= e
| sec p(s) + tan p(s)|
cos p(5) .
- -~~~ 7 — e
1+ sen p(s)
arctan _cospls) = arctan(e ®)
1+ sen p(s)

Note que

tan (7
an |\ — —
4

2

tan(m/4) — tan(7/2)
1 + tan(7/4) tan(m/2)
1 — tan(p/2

1 + tan(

)
p/2)
1_\/%

1+ cosp
+\/m
1+ cosp

V14 cosp—+/1—cosp

V1+cosp++/1—cosp
(v/T+ cosp — /T —cos p)?

2 cosp
1 —senp
cos p
1l—senp 1+senp

cos p 1+senp
cos p

1+senp

(2.26)

(2.27)
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logo,
; cos p 1 <7r )
arctan | ——— | =< <= —p).
1+senp 2\2 P
Usando (2.27)), temos

2 arctan(e™®) = 5P

p(s) = g—2 arctan(e”*)

Assim,
T
p1(s) = 5 2 arctan(e™®) Vs e€R.
Note que p; toma valores em (—m/2,7/2). Como no Lema definamos a funcao ¢
satisfazendo ¢ (s) = sen p;(s), a menos de isometria ambiente. Consideremos a fungao t;

definida por colocar #,(s) = sen p;(s) e t;(0) = 0. Note que

senpi(s) = sen <g -2 arctan(e_s)>

= sen <g> cos(2 arctan(e *)) —sen(2 arctan(e”*)) cos (g)
= cos(2 arctan(e™))

= cos*(arctan(e®)) — sen’(arctan(e”*))

1 2 e’
- (m) _(m)
1 6—25

l+e2 1+4e2s
1 —e 2
e —e’
e’ + e *
= tanh(s).

Assim,

/ t(s)ds = / tanh(s)ds

t1(s) = log(cosh(s)) +c,

onde, ¢ € R. Como ¢;(0) = 0, segue que ¢ = 0. Por outro lado p; é impar e t; é par, entao
a curva aq(s) = (7/2 — 2 arctan(e*®),log(cosh(s))) tem a simetria desejada. De fato, oy

é o grafico da fungao t(p) = —log(cos(p)), p € (—m/2,7/2). Isto conclui a prova.
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Figura 2.4: Curva «;(s) simétrica com relagao ao eixo de rotagao R.

OJ

Lema 2.7. Assuma a > 1, entao a solugdo maximal p, é definida em um intervalo
limitado (—d,,d,), onde 0, é um nimero positivo. Isto dd, origem a uma tnica, a menos
de isometria ambiente, curva de Jordan o, em P C C, gerando uma superficie rotacional
totalmente umbilica. Esta curva é analitica e simétrica em relagao ao eixo de rotacao R.
A superficie rotacional totalmente umbilica, Ss(a), gerada por a, é analitica, imersa e

homeomorfa a esfera. Além disso, Sy(a) é homologa a zero em Sy x R.

Demonstracdo: Dado que p,(s) > 0, segue que 1 — a?sen? p,(s) > 0 e como a >
1, temos —/1/a® < senp,(s) < +/1/a?, isto implica que —arcsen(1/a) < pu(s) <
arcsen(1/a)). Lembremos que p, é definido em um intervalo aberto (—d,,d,), pelo Lema
Assuma por contradi¢ao que d, = +o0o0. Dado que p, é crescente, pois p; > () entao
admite um limite [ € (0, arcsen(1/a)) quando s — +o00. Necessariamente [ = arcsen(1/a),

no caso contrario seguiria da equacao (2.22) que

pa(s) < 1

sen? p,(s) < sen® |
V1—a%sen?p,(s) > V1 —a2sen? |
P, > V1—a?sen? |

S ~— ~— S~—

e j4 que | < arcsen (1/a), temos que p, > /1 —a2sen? | > 0 para todo s > 0.
Dai, p.(s) > v1—a?sen? | s + ¢ e fazendo o limite quando s — +o00, temos que
V1—a2sen? [ s+ ¢ — 400 o que implica que p,(s) — 400 o que é uma contradicdo,
pois p, ¢ limitada. Usando a equacao , temos que

p// _ p;Q -1

“ tan p
—a?sen? p,
-, 9

tan p
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fazendo o limite quando s — 400, temos que p, (s) — —1/tanl, como tanl é positivo
entdo p,(s) < —1/(2 tanl) < 0. Assim, integrando temos que p, deveria ser negativo o

qual é uma contradi¢ao. Portanto d, é finito.

Agora, seja [ o limite de p, quando s — J,. Se [ < arcsen (1/a) entdo podemos
estender a solugao p,, além de ¢, mediante a fungdo p, : (—d4,9.] — R definida por
Pa($) = pa(s) se s < 64 € pa(s) =1 se s = d,. Mas p, é solu¢cdo maximal, o que é um

absurdo. Portanto [ = arcsen (1/a) e

lim p,(s) = lim /1 — aZsenZ py(s)

s%&a S*)(Sg,

= /1 —a? lim sen? p,(s)
5—0q4

= /1 — a%(senarcsen(1/a))?

= 1—a2l

a2
= 0.

Dado que a fungao p, satisfaz (2.22) e (2.20]), temos

” p,2 —1

tan p
—a?sen? p
tan p
= —a’senp cosp (2.28)

Como o segundo membro de (2.28)) é limitado, sua solugdo maximal é definida na reta
toda. Chamemos p, a solugdo maximal de (2.28) estendendo p,. Seja f(s) = p,(20, — s),

entdo f e p, satisfazem a equagao ([2.28)) com a mesma condicao inicial em d,. De fato,

"

f = pa(25a — S)
e —0,2 Senﬁa(Sl) COSpa(Sl)

= —a’senp, (20, — s)cosp,(20, — 5)

—a?sen fcos f = —a’senp, (20, — 8) cos p, (20, — ). (2.29)
Logo, f' = —a?sen f cos f. Além disso, f(8,) = p,(20,—04) = p,(0.). Entdo pelo Teorema

de Existéncia e Unicidade de e.d.o.s p, = f. Assim, temos

Pa(s) = [(s)
= 70,20, —s), VseR. (2.30)
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Ja a funcao t satisfaz

2 = 1-p;

= 1—(y/1—a%sen2p,)?
= 1-1+a’sen’p,

= a*sen’ Pa

Assim, se t, é a funcio definida por ¢, = asenp, e t,(0) = 0, entdo

t.(=s) = asenp,(=s)
— asen(~7,(s))
— —asen(p,(s))
= —t.(s).

. / V4 / / e ~ / /7 /7 . ~
Assim, t, é impar. Se t, é impar entao ¢, é par, o que é uma contradicao. Defina a

funcao f(s) = tu(—s) — ta(s) entao

F(s) = ~tu(=s) = tu(s)

= ta(s) - ta(s)

Dali, f(s) = ¢, com ¢ € R. Mas f(0) = 0 entao f(s) = 0. Logo t,(—s) = t.(s). Isto é,
t, é par. Seja a fungao g(s) = 2 t,(0,) — ta(20, — s) a qual satisfaz

g(s) = (20, —s)
= asenp,(20, — s)
= asenp,(s)

’

= 14(s)
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Como g¢'(s) = t,(s) entao g é solucdo de t, = a senp,. Assim g = t,. Logo,

ta<2 5(1_8) = 9(2 6(1_8)
= 240(0) — ta(2 00 — 2 8, + 5)
= 21,(0,) —to(s) Vs €R. (2.31)

Usando ([2.30) e que p, é impar, temos

Pa(s+400) = Pu(204 — s — 40,
= 7u(~2.—5)
= —Pa(20a +5)
= —(Pu(=5))
= p.(s), VseR.

Usando ([2.31)) e que t, é par, temos

ta(d 60+ 5) = 2ta(6a) — ta(20, — 46, — s)
= 2t4(0a) — ta(—204 — )
= 2t4(0a) — ta(204 + 5)
= 2ta(da) = 2ta(da) + ta(—5)
= tu(s), VseR

Agora a curva a,(s) = (p,(),ta(s)), s € R, parametriza uma curva fechada e analitica
em P C C. Tomando em conta (2.30)), p, é impar, (2.31)) e t, é par, deduzimos que a

curva «, ¢ simétrica em relagao ao eixo R.

Considerando o fato que t, é crescente em [0, 20,] e a simetria de «,, inferimos que «,

define uma curva de Jordan em P.

. . , / —
Para concluir a prova observemos que a outra escolha para t,, isto é, {, = —a senp,,

conduz a curva obtida de «, pela isometria (p,t) — (p, —t). O
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Figura 2.5: Curva de Jordan «a, para a =5, [12].

A seguir, apresentamos o principal resultado desta secao, ou seja, o Teorema de Clas-

sificacao das superficies totalmente umbilicas em S? x R.

Teorema 2.8. Além dos slices totalmente geodésicos S? x {tg} e os cilindros verticais
I' x R, onde I' C S? ¢ uma geodésica, as superficies introduzidas pelos Lemas
e sao a menos de isometrias ambientes, as Unicas superficies rotacionais completas
totalmente umbilicas em S? x R. Em particular elas sao imersas e homeomorfas a R? ou

a S?. Entre as superficies homeomorfas a S? algumas sao homologas a zero e outras nao.

2.3 Superficies totalmente umbilicas em H? x R

Neste capitulo classificaremos as superficies totalmente umbilicas em H? x R, as quais
sao invariantes sobre um grupo de isometrias. Lembre que existem 3 tipos de isometrias
positivas em H? entao pelo Lema , as isometrias positivas em H? x R sao de 3 tipos:
eliptico, parabdlico e hiperbdlico que serao explicadas mais na frente. No caso eliptico,
existe uma tnica superficie nao geodésica, totalmente umbilica, completa e homeomorfa
a S%. Além disso, os slices H? x {t} sao as tnicas superficies rotacionais completas, total-
mente umbilicas. Para o caso parabdlico, existe uma tinica superficie totalmente umbilica,
completa, analitica, propriamente imersa e homeomorfa ao plano. No ultimo caso, o hi-
perbdlico, da origem a uma superficie nao geodésica, completa, totalmente umbilica e
além disso existe uma familia de tais superficies que sao analiticas, propriamente imersas

e homeomorfas ao plano. A principal referéncia para esta segao é [12].
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Seja o modelo do disco para H?, definido
D= {(z,y) € R* | 2* +y* < 1},

e a métrica

9 2
2 2 2
dsp = (m) (dz” + dy”),

entdao a métrica produto em H? x R ¢é definida por

2 2
g2 = (—> (da? + dy?) + dt?,

1—a2—y2

onde (z,y) € D et € R. Consideremos as seguintes geodésicas particulares de D:

['={(z,0), z€(-1,1)} C D,
L=A{(0,y), ye (-1,1)} Cc D.

A menos de isometrias do ambiente, podemos assumir que as superficies simétricas

sao geradas por curvas no plano geodésico P =T x R C H? x R.

Na geodésica I' denotamos por p € R a distancia até a origem. Assim, x = tanh(p/2).
De fato, seja (z,0) € I" e v : [0, 1] — P, definida por ~(t) = t(z,0) tal que v(0) = (0,0) e
(1) = (z,0), entao

Lis(+(1)
- /0||7'(t)HHdt
1 41,2
- / \ T= e @
1 2x
- / () ™

= 2 tanh™'(z) — 2 tanh™'(0)

= 2 tanh ().
Assim,
p = 2 tanh '(z)
g = tanh™'(z)
x = tanh(p/2).
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Logo, a métrica em P é

2
ds® = (m) (d2® + dy*) + dt*

1
Como z = tanh(p/2), entdo dz = 3 sech?(p/2) dp. Assim,

4 1

2 A ) 2

= (1 — tanh?(p/2))? 4 sech®(p/2) dp” + dt
= dp* +dt?

=]
b

>

=)

=

L]
L]
¥

e o e e e e —

[

e il
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Figura 2.6: Plano P no espaco ambiente H? x R.

Dada a curva a(s) = (p(s),t(s)) p.p.c.a em P. Seja 6(s) o angulo orientado entre o

eixo p e o' (s). Definimos

/

p (s) = cosb(s), (2.32)

’

t(s) =senb(s). (2.33)

No caso eliptico as isometrias de D x R sao as rotacgoes ao redor do eixo vertical

R = {(0,0) x R}. No caso parabdlico as isometrias sdo os horociclos com ponto fixo
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(—=1,0) no bordo de D. Finalmente as isometrias no caso hiperbdlico sdo translagoes ao

longo de L em D.

No plano P, consideramos o vetor normal unitario N a curva «, de modo que a
base (a'(s), N(s)) é orientada positivamente para cada s. A seguir, vamos a calcular as
curvaturas principais (em cada caso) das familias a um parametro das isometrias positivas
de D x R.

1. Caso eliptico: Seja a p.p.c.a a curva que mora no plano P, definida da forma

a(s) = (0,tanh(p(s)/2),t(s)). Note que

’

I = (@6 o
= X ,0(: sech? (p(;)) —i—t/( )2
- 1 p(s)” 4@ N2
(1 —tanh®(p(s)/2)) 4 sech’(=5=) +¢ (s)
= pi4t?

, ~ ’ ’ . . . . ~
Como « é p.p.c.a entdo p? +t2 = 1. Considere a superficie invariante por rotacao

eliptica
cos w senw 0 0
X(s,w) = —senw cosw 0 tanh (p(s)/2)
0 0 1 t(s)
X(s,w) = (senw tanh(p(s)/2), cosw tanh(p(s)/2), t(s)).
Assim,

/

X, = (% sech?(p/2) senw, %sechz(p/Q) cos w, t/>
Xy = (cosw tanh(p/2), —senw tanh(p/2), 0)

Seja p € X(s,w) e B = {ey,es,e3} com e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1)

campos locais adaptados a X, entao chamando de E;, Fy e E5 os vetores normali-
€1 €2

zados de e, e € e3, isto é, E = w, y = w e B3 = ﬁ temos,
1 2 3
2z E (2.34)
e _= .
' sech?(p/2) '
2
e = ————F 2.35
2 sech?(p/2) ? (2:35)

€3 = Eg. (236)



2.3. Superficies totalmente umbilicas em H? x R 79

Note que X; e X, € T,D x R, entao

/ ’

X, = % sech?(p/2) senw e +% sech?(p/2) cosw ez +1 ¢

Xy = cosw tanh(p/2) e; + —senw tanh(p/2)es

Usando (2.34), (2.35) e (2.36)), temos

X, = p/ senw E +pl cosw Fy + Es.
X, = cosw senh(p) By —senw senh(p) Es.

Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E = (X, X,)
= p?+t?
= 1

Fo= (X, Xy)
= 0.

G = (X, Xu)
= senh?(p).

Para calcular o vetor normal na base ortonormal {Ey, s, F3}, calculamos: X x X,
e || Xs x Xyl|. Assim,

X, x X,

N = _Zs2Cw
[ Xs X X

= (t/ senw senhp, ¢ cosw senhp, —p senh p)
senh p

— ¢ senw E1+t, Ccos W Eg—pl Es.

Por outro lado,

Vx.X, = Vx.(p senw Ey+p cosw Ey+t Es)
= vxs,ol senw E; +vxs,0, cosw FEs —I—vxst/ Es
= ,0” senw Fn + pl senw Vx, B + p" cosw Ey + pl coswV x, Fy

+ t B3+t V. FE;. (2.37)
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Note que
. 2 2
o 1—a22 -y sech®(p/2)
I Adx 4 senw tanh(p/2)
(I —a?—g2)2 sech*(p/2)
A
e = senw tanh(p/2)
B —4y 4 cosw tanh(p/2)
N O sech*(p/2)
A
)\—g = cosw tanh(p/2)
Dali,
Ve, Ei = —cosw tanh(p/2) Es,
Ve, B, = senw tanh(p/2) Es,
VeEr = 0,
Ve E, = cosw tanh(p/2) Ey,
Ve,E, = —senw tanh(p/2) Ei,
Ve, E, = 0,
Vg Es = Vg,F3=VgFE;=0.
Assim,
vaEl = vp' senw E1+p’ cosw E2+t'E3E1

= p, sen w VElEl + p/ cos w W@El + VE?)El
= —p cosw senw tanh(p/2) Ey+p senw cosw tanh(p/2) E,
= 0.

VXSEQ = p/ sen w ﬁEl Es + pl cosw vEQEg + vESEg
= p cosw senw tanh(p/2) By —p senw cosw tanh(p/2) E;
= 0.

vaEg = p, sen w vElEg + p/ cos w vE2E3 +t vEgEg
= 0.

Continuando em (2.37)), temos,

Vx.X,=p senw E,+p cosw Ey+t FEs. (2.38)
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Logo,

e = (N,Vx.X,)

" / 2 1" / 2 / "
= p t sen"w+p t cosw—p t
’ 1

_ p// t/ . p t .
Analogamente, temos

Vx,Xs = (p cosw+p cosw senh(p) tanh(p/2))F,

w

+ (—p senw —p senw senh(p) tanh(p/2))E,
Logo,

w

Por fim, temos

Vx,Xw = (—senw senh(p)—senw senh?(p) tanh(p/2))E;
4+ (—cosw senh(p) — cosw senh?(p) tanh(p/2))E,.

Logo,

g = <vaXwX’w>
— t senh(p) (=1 —2 senh?(p/2))
— —t senh(p) cosh(p).

Como a superficie X (s, w) é duplamente ortogonal, isto é, F' = f = 0, segue que as

curvaturas principais sao dadas por

(&
K1 = E
_ p//t/ _ p/t//
Ko = g
G
= —t coth(p)

Das equacdes (2.12) e (2.13), temos p' = —senf(s) 0'(s) e t' = cosf(s) 0 (s).
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Portanto,

’

r1o= —0(s),
y = senf(s)
tanh(p(s))

Assim, a condicao de umbilicidade é

,_ senf(s)

7= fanh (6] (2.39)

2. Caso parabdlico: Seja z € D. Vamos descrever a tunica translagao parabdlica

que passa por z e tem ponto fixo (—1,0). Lembre que uma isometria de H? a D

_ (1
é definida por p(z) = : +Z, e sua inversa é ¢ !(z) = Z<1 + Z) Assim, definimos
z+i —z

f:D—=Dpor f=¢ oT o ¢! ondeT éuma isometria parabdlica de H? em

H?, com as condigoes inicias que |a + d| =2, ad —bc =1 e T(x;) = x1, da forma

1+ cxy)z — ca?

T(z):< , ¢#0.

cz+1—cxy

Se x1 = 0, temos

entao

flz) = (poT ¢ )(2)
= (poD)(¢'(2)

B i(1+ z)
- S0((1—z)+a‘(1+z)>
i(14+2)—i(1—2)+c(1+2)

i(l+2)+i(l—2) —c(l+2)
2iz 4+ c(1+ 2)
2t —c(1+2)
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Além disso, f(—1) = —1 e normalizando f, temos

%z + (1 +z) 1/2i

/) 2 —c(1+2) 1/2

I\ — I

| I+
SIESS

—~ —~ —~ —~

N O OB

Tomando A = ¢/2, temos

Em coordenadas z = (z,0), temos

o= Ai(l42) 1 - (1 +2)
1@ = T NiTe) 1= N+ 2)
r—N1+z)? = M1+=z)?

1+ A2(1+ x)?
(:z:—)\Q(l—l—x)Q —)\(1+x)2>

T4+ X1+ 2)2" 1+ X1+ 2)?

Dali,

_ (ps) = N1+ p(s))®  —A(+ p(s))’
Xls:4) = ( L+ 221+ p(s))2 "1+ A2(1+ p(s))27t> '

Calculando analogamente como no caso eliptico, temos
E _ 1 o — _t//p/ + t/p//

F =0 f=0
g=-

G = 4e* 4e*t

como X é duplamente ortogonal (F' = f = 0), entao k; = % e ky = E Assim,

k:l _ _t//p/ + t/p//
ky = —t.

Novamente usando que p’ = —senf '(s) et” = cosf 6 (s), temos
k‘l = —8/(5)

ks = —senf(s).
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Logo, a condicao de umbilicidade é

’

0 (s) =send(s).

3. Caso hiperbdlico: Dada a curva «a(s) = (tanh(p(s)/2),0,t(s)) que mora no plano

P =TxR. Vamos obter a superficie gerada por uma translagao parabdlica ao longo

de L em D.
. . . 5, 1 az+b -
Lembre que toda isometria positiva em H* é da forma T'(z) = ——, com aa—bb =

bz +a
1. Como toda isometria hiperbdlica fixa dois pontos no d,.ID, temos

TGE) = i 2.40
T(—i) = —i. (2.41)
Por
—ai+b _
—bi+a
—ai+b = —i(—bi+a)
@—ai+b+b = 0
i(@—a)+b+b = 0
2 Im(a) +2 Re(b) = 0
Im(a) + Re(b) = 0. (2.42)
Por ([2.40)
ai +b _
bi+a
i(a—a)+b+b=0
—2 Im(a)+2 Re(b) =0
—Im(a) + Re(b) = 0. (2.43)

Dai, somando (2.42)) e (2.43)), temos Im(a) = 0 e Re(b) = 0, ou seja, a = x, b =

iy, a=ux, b= —iy e aa —bb = 2>+ *5* = 1.

Logo,

r = coshw

y = senhw.
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Assim,
coshw z —isenhw
T(z) = .
(2) tsenhw 2z + coshw
Portanto,
h — i senh
X(s,w) = cosh w p(s) — isen w,t( )
isenhw p(s) + coshw
Note que
coshw p—isenhw  coshw p—isenhw coshw —isenhw p
isenhw p+coshw  isenhw p+ coshw coshw —isenhw p
_ p(cosh? w — senh® w) — i(coshw senhw p* + senhw coshw)
B cosh? w + senh? w p2
_ p—i(p®+1)senhw coshw
B cosh® w + senh®w p?
Logo,
X(s,w) = p(s) —coshw senhw(p(s)?+1) £(s)
’ cosh? w + senh® w p(s)2”  cosh? w + senh?w p(s)? '

Calculando analogamente como no caso eliptico, temos

E _ 1 o — _t//p/ + t,pﬁ
F =0 f=0
G = 4 cosh’(p) g= —4t cosh(p) senh(p),

como X é duplamente ortogonal (F' = f = 0), entao ki = % e ko= % Assim,

kl _ _t//p/ —"_ t/p//
ky = —t tanh(p).
Novamente usando que p’ = —senf '(s) et” = cosf 6 (s), temos
kl = —QI(S>
ke = —senf(s) tanh p(s).

Logo, a condi¢ao de umbilicidade é

0'(s) = senf(s) tanh p(s).

A seguir, descreveremos as superficies totalmente umbilicas para os trés casos: para-
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bolico, eliptico e hiperbdlico. Para isto, usaremos as condi¢oes de umbilicidade calculadas

anteriormente, a fim de definirmos as curvas geratrizes das superficies.

2.3.1 Caso parabdlico.

A condigao de umbilicidade é

Integrando, temos

sen 0
!

/ seen(e?s) ts = [as

—In(cot O(s) +csc 6(s)) = s+c

e—ln(cot 0(s)+esc 0(s)) _ €s+c
1 — €s+c
cot 0(s) + csc 6(s)
sen ¢ L st
1+ cosf
0
arctan (%) = arctan(\e®). (2.44)
Note que
sen 0
tan(f/2) = ——
an(6/2) 1+ cosf’
0 0
dai, arctan (%) =g epor (2.44), temos
0 S
5 = arctan(Ae®)
O(s) = 2 arctan(Ae®) Vs eR.

Se A = 0 entéo A(s) = 0. Como 6(s) é o angulo entre o eixo p e a'(s) Vs € R, entdo
a(s) tem que ser a curva I, a qual pela translagao parabdlica, isto é, os pontos da curva
caminham sobre um horociclo com ponto fixo (—1,0) € 0D, gera o slice D x {to}. Se
A < 0 entao 0(s) =2 arctan(Ae®) < 0, pois arctan de um nimero negativo é um nimero
negativo. Observe que a simetria f : P — P, definida por f(p,t) = (p,—t) faz que o
angulo # mude a —6, devido a segunda coordenada de f(p,t), isto é, —t. Portanto a

menos de isometrias, podemos assumir que 6 é positivo, ou seja, 2 arctan(Ae®) > 0, isto
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implica que A > 0 pois se A = 0 entao 8 = 0 o que é um absurdo e se A < 0 entao § < 0

(absurdo).

Finalmente observe que a menos da reparametrizacao s — s — In\, podemos assumir que

A =1, entao

0(s) = 2 arctan(e®) Vs € R.

Usando a equagao (2.12)) e (2.45)), obtemos

Dai,

p(s) =

cosf(s)
cos(2 arctan(e®))

1 — 2 sen’(arctan(e®))

Lo tan?(arctan(e®))

1 + tan?(arctan(e®))
2623

L

—s(l _ 628)

—S

[SURE QI QN

— es
e+ e’
— tanh(s).

p(s) = —/tanh(s)

= —In(cosh(s)) + p

Vs € R,ueR.

(2.45)

Note que as isometrias de D x R, obtidas da translagao hiperbdlica ao longo da

geodésica I' em D, envia qualquer superficie invariante sobre a isometria parabdlica fixando

o ponto no infinito (—1,0) € 05D a uma superficie do mesmo tipo. Consequentemente a

menos de isometrias, podemos assumir g = 0. Assim,

p(s)

—In(cosh(s)) Vs € R
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Para a funcao ¢, usando a equagao (2.13)) e (2.45)), temos

t(s) = senf(s)
= sen(2 arctan(e’))
= 2 sen(arctan(e®)) cos(arctan(e®))
9 e’ 1
V1+e2s 1+ e2s
2e®
1+e%

Integrando, temos

2e’
t(s) = /1+62S ds

= 2 arctan(e®) + c.

A menos de uma translagao vertical, podemos assumir que ¢ = —7/2, pois translagoes

verticais sao isometrias de D x R. Assim,

t(s) = 2 arctan(e®) — g

t(0) = 2 arctan(l)—g
T T

4 2
= 0.

Note que t é impar e p ¢é par. De fato,

ou seja, t é par. Se t é par entdo ¢ é fmpar (absurdo). Defina a funcao f(s) = t(—s) +

t(s) = 2 (arctan(e™*) + arctan(e®)) — 7, entao

f(s)=0.
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Ou seja, f(s) =c. Mas f(0) = 0 entao f(s) =0. Logo t(—s) = —t(s).

Por outro lado,

p(—s) = —In(cosh(—s))
= —In(cosh(s))
= p(s).

Seja a curva « : I — P parametrizada por

a(s) = (p(s),t(s)) = (—In(cosh(s)),2 arctan(e®) — (7/2)),

entao a curva « é simétrica em relagao a I' pois

a(—=s) = (p(=s),t(=s))
(r(

18 16 -14 -12 -1 08 -06 -04 -02 O 02z 04 06 08 1

Figura 2.7: Curva a(s) simétrica em relagao a I'.

Resumindo, temos o seguinte:

Proposigao 2.9. Além dos slices H? x {t}, a menos de isometria ambiente, existe uma
tinica superficie totalmente umbilica completa S, em H? x R invariante sobre isometrias
parabdlicas. Esta superficie é analitica, propriamente imersa, homeomorfa ao plano e
invariante sobre reflexdes em relacao ao slice horizontal. Além disso, qualquer superficie
totalmente umbilica invariante sobre isometrias parabdlicas é parte de um slice ou a menos

de uma isometria ambiente é parte desta superficie.
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2.3.2 Caso eliptico

A condigao de umbilicidade é

, senf(s)
0 (s) = fanh p(s)° (2.46)

Diferenciando (2.12)) e substituindo em ([2.46), temos

" —sen? 0(s
pls) = tanh ,0(<s))
cos?0(s) — 1

tanh p(s)

(p?-1)

tanh p(s)’ (247)

Assumindo p'(sy) = 1, para algum sy, onde p(sg) # 0. Podemos provar como em
S%x R que f(s) = p(so) + s — so ¢ solugao de com a condicao inicial que f'(so) = 1
para algum sy e f(so) # 0. Assim, f = g e ' = 0. Dai, t(s) = t;, entdo a superficie
X(s,w) = (p(s) cosw, p(s)senw, t1) é parte de um slice D x {¢;}. Analogamente, acontece
quando p'(sy) = —1. Assim, vamos assumir que p?(s) # 1 para qualquer s tal que
p(s) # 0. Dado que a(s) = (p(s),t(s)) é p.p.c.a, temos p? +t2? = 1 entdo p? < 1.

Podemos afirmar o seguinte.

Proposicao 2.10. Qualquer solucao local de (2.47) satisfazendo p? < 1 da origem a
uma unica, a menos de isometria ambiente, uma superficie completa rotacional totalmente
umbilica em H? x R. Além disso, existe uma familia a um parametro de tais superficies

e todas elas sao analiticas, imersas e homeomorfas a esfera.

Além dos slices totalmente geodésicos H? x {t}, estes superficies sdo as tinicas comple-
tas, rotacionais e totalmente umbilicas em H? x R. Mais, qualquer superficie totalmente

umbilica em H? x R, é a menos de isometria ambiente parte de uma destas superficies.

Demonstragdo: Seja p uma solugao local de (2.47)), entao (2.47) é equivalente a

"

p _cosh p

p2—1 senh p’
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multiplicando por 2p e integrando, temos
2 rn 2 / h
pe—1 senh p

In(p?—1) = 2In(senh p) +c

!
pQ —1 = 62 In(senh p)+c

p?—1 = Asenh®p
p?—1

A= —.
senh? p

Logo, A = —b?, para algum b > 0. De forma andloga como em S? x R, se p'(s) = 0
entdo a superficie gerada é parte de um cilindro totalmente geodésico p = m/2. Assim,
assumiremos que p nao é esté solucao trivial. Considerando um intervalo no qual p nunca

se anula, mudando s por —s podemos supor que p > 0. Logo,

p?—1 = —b*senh?p
p'2 = —b?senh®p+1

p = 1/1—0%senh?p, (2.48)

para algum b > 0. Seja p, a solugdo maximal de ([2.48f) estendendo p. Analogamente como
no Lema 2.4, pode-se provar que py(sy) = 0 para algum sy € (u,v). Assim, a menos de
reparametrizacdo podemos assumir que p,(0) = 0. Defina a fungao f(s) = —pp(—s) entdo
f é solugdo de (2.48). Além disso, f(0) = —p,(0) = 0. Logo, f = pp. Assim,

po(—s) = f(=s) = —pp(—s),
isto é, p, é impar. Além disso,

po(0) = pp(—50)
= —Pb(So)

Também,

py(0) = 1/1—02senh?p

= \/1—bzsenh2(0)
= 1.

Portanto como no Lema py € definida no intervalo (—d, 9,). Analogamente, como
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no Lema pode-se provar que d, ¢ um ntimero positivo finito, I = sen~!(1/b) é o limite

de pp quando s — §, e lim,_5, p;(s) =0.

Das equagoes ([2.47)) e (2.48]), deduzimos que p, satisfaz

" p?—1

tanh p
1 — b2senh? —1
tanh p

—b%senh? p
tanh p
= —b*senh p cosh p. (2.49)

Com as condicdes inicias p(0) = 0 e p (0) = 1, entdo podemos estender a solucio p
de (2.49), mediante a solugao g, : (—d,d5) — R, definida por gy(s) = pp(s) se s # & e
pp = sen"1(1/b) se s = §,. Defina por f(s) = py(2s9 — s), entdao f é solugio de (2.49)), pois

fo= —p (250 —s)
= Py (250 — 3).

Como gy é solugao de (2.49)), entao

"

f = —b*cosh(p,(2s0 — 5)) senh(p,(2s¢ — 5)

e além disso,
f(s0) = pb(2s0 — s0) = pu(50)-

Logo, f = pp. Assim,

po(s) = [(s)
= (259 — 3).

Como py(s) = sen'(1/b) quando s = &, entao pu(d) = 0 e p, é impar, pois se
s = 0 entdo py(s) = sen~'(1/b) é fmpar. Se s # &, entdo fy(s) = p (s) é fmpar. Assim,

deduzimos que p, é definida em todo R e

Aoy +s) = pp(20,+ 0+ s)
= (20— (=28 —s))
= (=20, —s)
= 0.
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Logo, py € 4 6,— periddica.

Agora, estudaremos a funcao t, a qual satisfaz

t/2 _ 1 _ ﬁbIQ
= 1—1+b*senh?p,

= b*senh? .

Seja t, a funcao definida por

t, = b senhp,
t(0) = 0,

entao t, é uma funcao par. De fato, note que

ty(—s) = b senhpgy(—s)
= b senh(—pp(s))
= —b senh(py(s))
= —t,(s),

ou seja, t, é fmpar. Se t, é fmpar entdo ¢, é par (absurdo). Defina g(s) = t,(—s) — t(s)

entao

g(s) = —ty(=s) —ty(s)
= 1(s) = 1,(s)
= 0,

ou seja, g(s) = ¢ Vs € R. Mas g(0) = t,(0) — t,(0) Logo, g(s) = 0, o que implica que
b

= 0.
ty(—s) = tp(s). Por outro lado, seja a funcao g(s) = 2 t,(dy) — t4(2 0 — s), entao

g(s) = (20 —s)

= b senhbpy(2 0p — s)
= b senh py(s)

= 1,(s)
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g(6b) = 2 tb(éb) - tb(2 (51, — (51,)
= 2 t(0) — tp(0p)
= tp(0p).

Assim, g = t;. Logo,

tb<2 55 — 8) = 9(2 (5(, — S)
= 2 tb(5b) — tb(2 (51, —2 (51; + S)
= 2 tb(éb) — tb<8) Vs € R.

Além disso,

th(4 6 +5s) = t(20,+2 0+ 5)
= (20— (=2 0 — s))
= 2t(8) — tp(—2 I — )
= 21t,(0) — 2 tp(0p) + tp(5)
= t(s),

isto é, t;, é 4 0,— periddica.

Tomando em conta que ¢, é crescente em [0,2 ], deduzimos que a curva ay(s) =
(P(s),tp(s)), s € R, parametriza uma curva de Jordan, analitica em P, e simétrica em

relagao ao eixo pois ap(—s) = (Pp(—$), ts(—s)) = (—pu($), ts(s))-

Para concluir a prova, observe que para outra escolhia para t,, isto é, t;) = —0b senh py,
conduz a curva deduzida de a; pela isometria (p,t) — (p, —t). O
— {ea 3_ —_——
- 253 e
b
[ t 1.5 [
1 4 ;‘_,-'-
g
. 0.53 -
. 3 T B S
3 2 1 T p 2 3

Figura 2.8: Curva o4(s), gerada no caso eliptico para b = 0.1, [12].



2.3. Superficies totalmente umbilicas em H? x R 95

2.3.3 Caso Hiperbdlico

A condi¢ao de umbilicidade é

’

6 (s) =senf(s) tanh(p(s)). (2.50)

[gualmente como no caso eliptico, descartamos as superficies totalmente umbilicas
D x {t} e portanto assumimos que p satisfaz p> < 1. Derivando (2.12) e usando ([2.50)),

temos
p (s) = —sen?6(s) tanh p(s)
= (cos?0(s) — 1) tanh(p(s))
= (p?—1) tanh(p(s)). (2.51)

Seja p uma solugao local de (2.51)), entao (2.51]) é equivalente a

"

p __senh p

p2—1  cosh p’
Novamente multiplicando por 2 p e integrando, temos

/2pp ds — /Qp/senhpds
p?—1 cosh p

In(p? —1) = 2In(cosh p)+c
2 1 = 62 In(cosh p)+c

p/2 —1 = Acosh?p.

Tomando A = —c? para algum ¢ € (0, 1), concluimos que

p?—1=—ccosh?p. (2.52)

Das equagoes ([2.51)) e (2.52)), deduzimos que

"

p’ = (p?—1) tanh p
senh p

= —c?cosh?p
cosh p

= —c*cosh p senh p. (2.53)

Se p =0, entdao a(s) = (0,0,¢(s)) é uma reta vertical, assim a superficie gerada pela
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isometria hiperbdlica é um plano vertical totalmente geodésico, isto é, {(0,y,t)/ — 1 <

y < 1,t € R}. Descartando este caso, consideramos unicamente as solugoes nao triviais

e (259,

Analogamente como no caso eliptico, para qualquer solugdo maximal p. de (2.53),
podemos provar que p. é definida na reta toda e p.(sg) = 0 para algum sy € R. Assim,

a menos de reparametrizacdo podemos assumir que p.(0) = 0. Defina a funcao g(s) =
—pe(—s) entao g é solugao de (2.53)) e g(0) = 0. De fato,

g'(s) = —pu(=s)

= c*cosh(p.(—s)) senh(p.(—s))

= —c%cosh ¢ senh g.
Além disso,

Logo, g = p.. Assim,

pc(_s) = g(—S)

entdo p, é impar. Por outro lado p(0) =0 e p'(0) = \/1 — c2cosh? p(0) = V1 — 2.

Ja para a funcao t, temos que a mesma satisfaz

t/2 - 1- p/cQ
= 1—1+c*cosh?p,
= % cosh? p..
Seja t. a funcao definida por
t. = c cosh p,
tC(O) - 07

entao t. é impar. De fato,

t.(=s) = ¢ cosh(p.(—$))
= ¢ cosh(—pc($))

~—

= ¢ cosh(pc(s)

= t.(s)
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entdo t, é par. Se t. é par entdo ¢, é fmpar (absurdo). Defina a funcio f(s) = t.(—s)+t.(s)

entao

Ou seja, f(s) = ¢. Mas f(0) = 0 entao f(s) = 0. Logo t.(—s) = —t.(s). Agora
considere qualquer sy € R tal que p,(so) = 0. Defina a funcio g(s) = p.(2so — s), entdo

g(s) é solugao de ([2.53)), pois

g'(s) = p.(2s0— )
= —c*cosh(p.(2s9 — 5)) senh(p.(2s9 — 5))
= —c*cosh(g(s)) senh(g(s))

€ g<50) = pc(250 - 50) = pc(SO)' LOgO, Pec = G- Assim, pc(s) = pc(250 - 5)' Seja
T(s) = —t.(2s0 — s) + 2 t.(s0), entao

T'(s) = t.(2s9—5)
= ¢ cosh(p.(2 sp — 8))
= ¢ cosh(p.(s))

/

= 1.(s)

T(So) = —tC(SO)—FQ tc(So)
= t.(s0).

Logo, T'=t.. Assim,

te(s+4sy) = T(s+4so0)
= —t.(2s0—5—4 50+ 2ts0))
= —t(—2 50— 5)+ 2 t(s0)
= t.(2 5o+ s)+ 2 t(so)
= T(2 50+ 58)+ 2 tso)
= —t.(280—2s9—8)+4tso)
= te(s)+ 4 t.(s0).
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Como t/c = ¢ cosh p. > 0, pois ¢ € (0,1) entao t. é crescente. Suponha que t. é

limitada. J& que o contradominio de cosh p.(s) € [1,+00) entao

S$——+00

Assim, limg_, o t.(s) = +00. (absurdo).

> ¢

> /c ds
> /cs—i-q
> 4o0.

pois t. é limitada. Portanto £, nao é limitada.

Isto mostra que a curva a. = (p,,t.) é propriamente imersa. Analogamente para outra

!
escolha t = —c cosh p, muda a curva a, =

relacao a I'.

(pe, te) na curva simétrica a, = (p., —t.) em

o]

Figura 2.9: Curva a.(s), gerada no caso hiperbdlico para ¢ = 0.1, [12].

O préximo resultado sintetiza todo o exposto anteriormente.

Proposicao 2.11. Qualquer solucao local nao nula de ([2.53)), satisfazendo p? < 1, da

origem a uma unica a menos de isometria ambiente, superficie S., ¢ > 0 completa nao

geodésica totalmente umbilica em H? x R invariante sobre isometrias parabdlicas. Além

disso, existe uma familia a um parametro de tais superficies e todas elas sao analiticas,

propriamente imersas e homeomorfas ao plano. Estas superficies sao periddicas na direcao

vertical e simétrica em relagao ao conjunto discreto de slices horizontais. Mais, qualquer

superficie em H? x R invariante sobre isometrias hiperbdlicas é parte de um plano geodésico

totalmente vertical, o slice H? x {t} ou a menos de isometria ambiente, é parte de uma

destas superficies S,.
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2.4 Unicidade das superficies totalmente umbilicas
emH>xRe S xR

Nesta secao, mostraremos que as Unicas superficies totalmente umbilicas em H? x R e

S? x R sao as dadas nas Segoes el2.3

Lema 2.12. Seja (M, V) uma variedade bi-dimensional e v : I C R — M uma curva tal

que V., v, € paralelo a v,, entao v ¢ uma geodésica de M.

Demonstracao: Seja s o parametro de comprimento de arco, entao

Note que v, = 7s5,. Dali,

Vidu = Vi, 78
SuuYs + siV%%. (2.54)

Como V., v, ¢é paralelo a ,, segue que V,, v, também ¢é paralelo a 7, pois 7, = VsSy.
Logo, usando ([2.54f), concluimos que V., v, é paralelo a ;. Portanto v é geodésica de M,

pois

Rg(s) = (1, Va,7%)
= O’

onde n é o normal unitario da curva ~. O

Proposicao 2.13. Seja S C M? x R uma superficie orientdvel, transversaﬂ a cada slice
M? x {t}. Suponha que:

(i) A curvatura geodésica de cada curva horizontal S; = S N (M? x {t}) em M? ¢
constante (dependendo de t).
(ii) O angulo entre S e M? x {t} ¢ constante ao longo de S; para cada t.
Entao, caso M? = S?, a superficie S é parte de uma superficie rotacional. No caso

de M? = H?2, a superficies S é parte de: uma superficie rotacional; ou uma superficie

invariante por uma familia de isometrias parabdlicas tendo o mesmo ponto fixo no infinito;

!Def.: Uma superficie S ¢ M? x R intersecta transversalmente outra superficie ou curva de M? x R,
se para cada ponto da intersecio, seus espacos tangentes, geram o espaco tangente de M2 x R.
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ou uma superficie invariante por uma familia de isometrias hiperbdlicas ao longo da mesma

geodésica de H?2.

M2 x R

Figura 2.10: Superficie transversal a cada slice M? x {t}.

Demonstracao: Seja N o campo normal unitario de S. Definimos v em S, como
v = (N,¢), onde £ é uma direcao vertical. Denotamos por T" a projegao de £ em S, entao
T = ¢ — vN. Note que usando o fato de que o angulo entre S e M? x {t} é constante ao
longo de S;, temos que S; é uma linha de curvatura. De fato, seja v :s € I — 7(s) € S;,

uma parametrizacao regular de S, como & é um campo paralelo ao longo da curva, temos

d
O = £V
d
= —(N
ds (N, )
= <V'yl(s)N7 £>
= (V,oN,T+vN)
= (VN T)+(V,yN,vN)
— vd
= (V,yN.T) +§£<N, N)
= <V7/(5)N7 T>7 (255)
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onde V é a conexao em M? x R. Mas

isto 6, (T,7'(s)) = 0 e por (2.55)), temos

Como VN é auto-adjunta

v’yl(s)N = M (s).

(VN7 (5)) = (T.V 1y N) = 0.

Assim, VN é paralelo a T, ou seja, T é uma direcdo principal em S.

Sejac:u € CR — c(u) € S alinha de curvatura associada ao campo T, isto é,

¢ =T.

Vamos mostrar que ¢(/) estd contido em um plano totalmente geodésico, o que é

equivalente a mostrar que a projecao horizontal ¢;, : I C R — M? é uma geodésica de M?2.

De fato, assuma que ¢ nao é vertical, isto é, v # 0 ao longo de c¢. Seja V a conexao em

MZ2. Dado que ¢ = ¢, + a&, entdo
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Ou seja, ¢ = ¢, + (1 — v?)€. Logo,

VT =

O\
o

C/C;‘L + (1 - VQ)&
c’C;L +vc/(1 - VQ)&
+(1—1/2)fclh + vc,<1 - V2)§

I
I A<«

Chn
’ i d ~
= Vo + (1= Ve, + o= (1 =)+ (1= ") Vg
/ d 9
= Vc;lch—{—%(l—V)g
= VCLC;L — 2w//§.

Como T é uma direcao principal, entdo existe uma funcao A tal que Vo N = \T.

Portanto,

em x usa se o Lema [[L67]

Assim,

ViT =V, ¢, — 22w(1 — V2)E. (2.56)
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Por outro lado,
VT = V(€ —vN)
= va - VTVN
= —VTI/N
= VN - VVrN
= —VN-NT
= - (5 — T) — T
v

= 15 + (V— - /\1/> T

v v

—v v ,

= — — = 1— 02

Lt (L -w) G-

v / —v '
— o 7 Z(1— 2\ 1 — 2

(1/ /\I/)Ch—l—(y —l—y( v7) — Ay( 1/))5

= (V; - )\V) ¢, + (v = (1 —1?))E
= (V— — /\l/> ¢+ (=M1 = 12w — M1 —1?))E

v
- (i - /\y) ¢+ (1= ) (= v — W))E

v

V/ ’ 2
= (5~ A )¢, —2 Av(l — o). (2.57)

. / s ! ~
Ou seja, Vc;zch ¢ paralelo a ¢, entao pelo Lema

M2,

. temos que ¢, é uma geodésica de

Denote por w o campo horizontal unitario ao longo de ¢ tangente a S e para cada

u € I seja P(u) o plano vertical totalmente geodésico contendo ¢(u) e ortogonal a c(u)

em w(u).

Suponha agora que v é zero em um intervalo aberto J C I. Seja uy € J. Observe que

ao longo da curva horizontal de S passando por ¢(ug), o campo vetorial N é horizontal.

Isto significa que um conjunto aberto de .S, incluindo ¢(J), é parte de um cilindro v x R

onde v C M2 é alguma curva horizontal. Claramente isto implica que w é constante ao

longo de J, e portanto também em P.
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Por estes dois argumentos vemos que P é localmente constante em um subconjunto
aberto e denso de I. Como P(u) depende de um caminho diferenciavel em u, concluimos

que P é constante.

Agora considere a curva horizontal v : I — S; parametrizada pelo comprimento de
arco. Sejam $1,82 € [ e chamemos ¢ : (—e,e) — S a curva integral de T tal que

c(0) =7(s1) e ¢: (—e,e) = S a curva integral de T tal que ¢(0) = y(s2).

Chamemos c3 (resp. ¢3) a coordenada vertical de ¢ (resp. ¢). Chamemos de novo u o

parametro em (—¢,¢), entao

!

Gu) = {c(u),§)

Assim, c3 e ¢3 verificam a mesma equacao diferencial de primeira ordem com a condicao
inicial que ©v = 0. Dal, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de EDO’s, segue que

C3 = 63.
Lembramos que c e ¢ estao contidos nos planos verticais totalmente geodésicos P e P.

Chamemos I' € M? a linha de curvatura geodésica constante completa definida por 7,

isto é v C I'.

Observe que existe uma tnica isometria positiva ¢ de M? tal que ¢(T') =T, ¢(c(0)) =
¢(0) e preservando a orientagao de I'. Portanto a isometria ®(z,t) = (p(z2),t) de M? x R
leva P em P. Note que a curva ¢ e ® o ¢ no plano vertical P tém a mesma componente
vertical e fazem o mesmo angulo com a horizontal para cada u € (—¢,¢). Deduzimos que

estas curvas coincidem ® o ¢ = ¢, o que conclui a prova. ]

Enfim, podemos enunciar o principal resultado desta secao.

Teorema 2.14. Seja S C M? x R uma superficie imersa totalmente umbilica, entao S
é parte de uma superficie S completa e imersa totalmente umbilica, a qual é invariante
por um grupo a um parametro de isometrias de M2 x R. Mais precisamente, a menos de
isometrias do ambiente, no caso M2 = S? entdo S é um dos exemplos descritos na Secao
e no caso M2 = H2 entdo S é um dos exemplos descritos na Secio . Em particular,
qualquer superficie totalmente geodésica é parte de um slice M? x {t} ou parte de um

produto I' x R, onde I' C M? é uma geodésica.

Demonstracao: Seja S C M? x R uma superficie totalmente umbilica, pela definicao
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de superficie, S ¢ imagem de uma imersao X : Q — M? x R, onde ¢ um disco aberto
em R% Como S é totalmente umbilica, entdo as curvaturas principais A, \; sdo iguais.

Além disso, V,N = aX, + bX, para qualquer vetor w tangente a S, entio

VuN = Vax,4x,N
= avXuN + vavN
= laX, + \X,
— AaX, +bX,)
= Jw. (2.58)

De modo andlogo ao realizado no Teorema temos
grad A = (k — 47°)T.
Como 7 = 0, segue que
grad A = kT, (2.59)

onde k é a curvatura Gaussiana de M? e T a projecao da direcio vertical £ no plano

tangente a superficie S.

Suponha que A nao possui pontos criticos, isto é, grad A # 0, entao grad A é ortogonal
a curva de nivel A. Como grad A é paralelo a T pela equagao (2.59)), entao T' é ortogonal
as curvas de nivel de \. Dai, se v é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

de uma curva de nivel, entao

/

0 = (T,v)
= <’5 - VN? 7/>7
entao <7/,§) = 0, pois 7 € Ty5S. Assim, as curvas de nivel sao horizontais, isto é,

pertencem algum M? x {¢,}.
Agora, como v = (N, §), entao

@
ds
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Por (2.58]), temos

dV ’
ds

Portanto, v é constante ao longo de 7.

Chamamos n o campo normal unitério em T'(M? x {to}) ao longo de v com a orientagao
induzida por N. Seja 8 = (N,n). Como N(y(s)) = cosf(s) n(r(s)) + senf(s) £(v(s)).
Mas sen(6(s)) = (N, £) = v. Logo, 6 também é constante ao longo de ~.

Por outro lado,

A () = (VyNv (s)
— Vvl(s (cos® n +send &), (s))
V’Y/(S cosf n+ VV/ (s)sen b &,y ( )

I

7(8)c089 n,v (s)) +(V (S)sen«9§,’y(s))
(5)) + {sen 6 Vs (&, (5)
(s)) +senf ( (657 "(s))
(s))

A\,

Dado que X e # sao constantes, temos

Kg(s) = <V7’(s)n77(5)>

Como ky(s) = cte e 0 sdo constantes ao longo da curva v entdo usando a Proposicao
- temos no caso M? = S? que S é parte de uma superficie rotacional e como S é
totalmente umbilica entao pelo Teorema [2.8] S é uma das superficies introduzidas pelos
Lemas [2.5] m, m e m No caso M? = HQ, S é parte de uma superficie rotacional ou
uma superficie invariante por uma familia de isometrias parabdlicas ou uma superficie
invariante por uma familia de isometrias hiperbdlicas. Novamente como S é totalmente
umbilica entao pelas Proposicoes e temos o desejado.

Suponha agora que A tem algum ponto critico.
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Seja U C S uma componente conexa qualquer do interior do conjunto de pontos
criticos de X\. A férmula mostra que N é sempre vertical ou sempre horizontal
em U. De fato, grad A\(p) = kvT entao kvT = 0. Se v = 0 entdo N L &, ou seja N
é horizontal em U. Se T' = 0 entao N é sempre vertical em U. No primeiro caso U é
parte de um slice M? x {t} e no segundo caso U é parte de um cilindro, que é parte de
um produto I' x R onde I' é alguma curva em M2. Como S é totalmente umbilica entao
VN = AT". Por outro lado,

VN = Vpcosfn+sen &
= cos Vpn

= +cos VI

Assim, VT é paralelo a I e por (2.12), I' é geodésica em M? x R. Como T é geodésica
entao U é totalmente geodésica, pois para cada p € U e dada uma direcao v € 7,5 a

geodésica de M? x R (Diametro no caso de H?) estd contido em U.

Seja agora V' C S uma componente conexa qualquer do conjunto de pontos regulares
de \. Da primeira parte da demonstragao, sabemos que V é parte de um dos exemplos
simétricos dados na Segao [2.2] e
Portanto S é obtido colando pedagos de superficies totalmente geodésicas e pedagos dos
exemplos simétricos construidos na Secao e 23] Um exame mais detalhado desses
tipos diferentes de superficies mostram que todo S é totalmente geodésico ou parte de um

dos exemplos simétricos completos, que conclui a prova. (]



Consideracoes Finais

O estudo de superficies com propriedades preestabelecidas é muito importante para
o desenvolvimento da Geometria Diferencial. Em particular, o estudo das superficies

totalmente umbilicas imersas em variedades homogéneas tridimensionais.

No presente trabalho se estudou, quais sao as superficies totalmente umbilicas no
espago tri-dimensional E3(k, 7). A classificacao se fez segundo o 7. Se 7 # 0 que neste
caso sao os espagos Nilz e PSLy(R, 7) entdo ndo existem superficies totalmente umbilicas.
Se 7 = 0, ou seja, H> xR e S? xR, entdo para o caso de S* xR com ajuda dos Lemas[2.5,
e ajudaram a saber que as superficies totalmente umbilicas de H? x R sao rotacionais,
imersas, homeomorfas a R? ou a S? e homologas ou nao a zero. No caso de H? x R
baseado nos Lemas e 2.7 se fez a classificacdo para cada tipo de isometria. No
caso parabdlico existe uma unica superficie totalmente umbilica que é analitica, imersa e
homeomorfa ao plano. No caso eliptico existe uma familia a um parametro de superficies
totalmente umbilicas que sao completas, rotacionais e homeomorfas a esfera. No caso
hiperbdlico existe uma familia a um parametro de superficies totalmente umbilicas que sao
analiticas, propriamente imersas e homeomorfas ao plano. Para finalizar desenvolvemos

o teorema da unicidade de tais superficies.

Um problema interessante seria atacar a classificagao de superficies totalmente umbilicas
em espagos distorcidos conhecidos como Warped Products. Precisamente, sejam B =
(B™,gg) e F = (F*, gr) duas variedades Riemannianas. Denotamos por 7 e o as projecoes
de B x F'em B e F, respetivamente. Para uma aplicacao suave f em B o Warped Pro-
duct M = B xy F' é o produto M = B x F' dotado com o tensor métrico definido por
g =T7"gp+ f?0*gr, onde (x) denota o pull back. A funcio f é chamada a fungao warping.

Para mais informagao, veja [15].
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Cayley,
Moebius,

translagao
hiperbdlica,
parabdlica,

variedade
diferencidvel,
produto,
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