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Resumo

MEDINA, Andruss Keissi Lugo, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, março de 2020.
Superf́ıcies totalmente umb́ılicas em variedades homogêneas tridimensionais.
Orientador: Ady Cambraia Junior.

Recentemente, o estudo de superf́ıcies com propriedades geométricas preestabelecidas,

imersas em variedades homogêneas de dimensão 3, têm recebido atenção de diversos

geômetras, um dos principais foi H.Rosenberg, veja [17]. O principal objetivo deste

trabalho foi estudar superf́ıcies totalmente umb́ılicas em variedades homogêneas tridi-

mensionais cujo grupo de isometrias tem dimensão 4, estes espaços são conhecidos como

espaços E3(κ, τ). Para cumprir tal objetivo, apresentaremos no caṕıtulo 1 as ferramentas

necessárias para classificar as superf́ıcies totalmente umb́ılicas em E3(κ, τ). Começaremos

definindo alguns conceitos da Geometria Diferencial, tais como superf́ıcie, curvatura, pon-

tos umb́ılicos, superf́ıcies completas, dentre outros. Além disso, vamos apresentar a clas-

sificação das superf́ıcies totalmente umb́ılicas em E3(κ, τ) com κ = τ = 0, ou seja, em

R
3. Em seguida, com o objetivo do obter o teorema de classificação das superf́ıcies total-

mente umb́ılicas em H
2 × R e S

2 × R, que será apresentado no caṕıtulo 2, apresentamos

de maneira sucinta a geometria das formas espaciais bidimensionais H2 e S2. No caṕıtulo

2, provamos a inexistência de superf́ıcies totalmente umb́ılicas em variedades homogêneas

E
3(κ, τ) para τ 6= 0, isto é, aquelas que não são produtos Riemannianos. Em seguida,

apresentamos a classificação das superf́ıcies totalmente umb́ılicas em S
2×R e em H

2×R.

Por fim, apresentamos um resultado de unicidade das superf́ıcies totalmente umb́ılicas em

S
2 × R e em H

2 × R.

Palavras-chave: Teorema de Classificação. Isometrias positivas. Teorema de unicidade.

Submersão de Killing.



Abstract

MEDINA, Andruss Keissi Lugo, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, March, 2020.

Totally umbilic surfaces in homogenous three-dimensional varieties. Adviser:

Ady Cambraia Junior.

Recently, the study of surfaces with pre-established geometrical properties, immersed in

homogeneous manifolds of dimension 3, has received attention from several geometers,

one of the main ones was H.Rosenberg, see [17]. The main objective of this work

was to study totally umbilical surfaces in three-dimensional homogeneous varieties whose

isometric group has dimension 4, these spaces are known as spaces E3(κ, τ). To accomplish

this goal, we will present in the 1 chapter the tools needed to classify totally umbilical

surfaces into E3(κ, τ). We will begin by defining some concepts of differential geometry

such as surface, curvature, umbilical points and complete surfaces. Also, let’s talk about

an important known result about surfaces that are totally umbilical in E3(κ, τ) with

κ = τ = 0, ie R
3. In the following section with the objective of obtaining the totally

umbilical surface classification theorem in H
2 ×R and S

2 ×R, which will be presented in

chapters 2, we briefly present the geometry of two-dimensional space forms H2 and S
2. In

chapter 2, we proved the absence of totally umbilical surfaces in homogeneous varieties

E3(κ, τ) for τ 6= 0, that is, those that are not Riemannian products. Next, we present

the classification of totally umbilical surfaces in S
2 × R and H

2 × R. Finally, we present

a result of uniqueness of the fully umbilical surfaces in S
2 × R and H

2 × R.

Keywords: Classification Theorem. Positive isometries. Uniqueness theorem. Killing

submersion.
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2.8 Curva αb(s), gerada no caso eĺıptico para b = 0.1, [12]. . . . . . . . . . . . 94
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1.3 Geometria Hiperbólica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.1 O modelo do semi-plano superior H2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.2 As geodésicas do modelo do semi-plano superior e o disco de Poincaré 26
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tridimensionais homogêneas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.2 Superf́ıcies totalmente umb́ılicas em S
2 × R . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.3 Superf́ıcies totalmente umb́ılicas em H
2 × R . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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Introdução

Durante os últimos anos tem havido um interesse crescente na geometria de superf́ıcies

em S
2×R e H2×R, focando em superf́ıcies de curvatura media constante e mı́nima. Este

foi iniciado por H.Rosenberg, [17]. Em geral muitos trabalhos dedicam-se a estudar a

geometria de superf́ıcies em variedades tri-dimensionais.

Na teoria clássica de superf́ıcies imersas nas formas espaciais de dimensão três, uma

ferramenta importante para o estudo do comportamento geométrico de certas superf́ıcies

é que a diferencial quadrática de Hopf é holomorfa se, e somente se, a superf́ıcie tem

curvatura média constante. Este resultado permite caracterizar tais superf́ıcies. Abresch

e Rosenberg estenderam este resultado, inicialmente para alguns tipos de espaços produto

e em seguida para as variedades homogêneas, conexas, simplesmente conexas de dimensão

três, cujo grupo de isometrias é de dimensão quatro, que na literatura são conhecidos como

os espaços E3(κ, τ). Precisamente eles provaram, para superf́ıcies com curvatura média

constante em tais espaços, existe uma certa diferencial quadrática tipo Hopf a qual é

holomorfa, veja [13] e claro, isto motivou que a teoria de superf́ıcies fosse profundamente

estudada em tais espaços E3(κ, τ).

A classificação das variedades homogêneas, conexas, simplesmente conexas de dimen-

são três foi dada em [14]. Tal classificação pode ser dada em termos da dimensão do grupo

de isometrias. Precisamente, temos:

i. As formas espaciais canônicas R3,H3 e S3, cujo grupo de isometrias é 6-dimensional.

ii. Quando o grupo de isometrias da variedade tridimensional tem dimensão 4, chama-

mos esses espaços E3(κ, τ) . Assim, temos os seguintes casos,

E3(κ, τ) = H
2(κ)× R, se κ < 0 e τ = 0.

E3(κ, τ) = S
2(κ)× R, se κ > 0 e τ = 0.

E3(κ, τ) = Nil3, se κ = 0 e τ 6= 0.

E3(κ, τ) = PSL2(R, τ), se κ < 0 e τ 6= 0.

13
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Uma importante variedade que não aparece nesta lista é chamada esfera de Berger.

As esferas de Berger E3(κ, τ) = S
3
τ estão faltando, dado que seu grupo de isometria

está contido no grupo de isometria de S
3.

iii. Quando a dimensão do grupo de isometrias é 3, a variedade possui a geometria do

grupo de Lie Sol3.

Nas formas espaciais a classificação de superf́ıcies totalmente umb́ılicas é bem co-

nhecida e muito útil, veja [11]. Em R
3 são planos e esferas redondas e em S

3 são esferas

redondas. EmH
3 são planos totalmente geodésicos e seus planos equidistantes, horoesferas

e esferas redondas. Em particular todos eles têm curvatura média constante.

Uma pergunta natural é entender as superf́ıcies totalmente umb́ılicas nas 3-variedades

homogêneas restantes. Em [9] foi provado que não existem superf́ıcies totalmente umb́ı-

licas em Nil3. Nesta dissertação estudamos superf́ıcies totalmente umb́ılicas nos demais

espaços E3(κ, τ).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos as ferramentas necessárias para classificar as superf́ıcies

totalmente umb́ılicas em E3(κ, τ). Começaremos definindo alguns conceitos de Geometria

Diferencial como superf́ıcie, curvatura, pontos umb́ılicos, superf́ıcies completas, dentre

outros. Além disso, apresentaremos a classificação das superf́ıcies totalmente umb́ılicas

em E3(κ, τ) com κ = τ = 0, ou seja, em R
3. Em seguida, com o objetivo do obter

o teorema de classificação das superf́ıcies totalmente umb́ılicas em H
2 × R e S

2 × R,

apresentamos de maneira sucinta a geometria das formas espaciais bidimensionais H2 e S2.

Na última seção, apresentaremos algumas definições básicas da Geometria Riemanniana

como variedade diferenciável, métrica Riemanniana, conexão Riemanniana, curvatura de

Gauss e curvatura média para superf́ıcies contidas dentro de uma variedade tri-dimensio-

nal. As principais referências deste caṕıtulo são [1], [2], [3].

1.1 Superf́ıcies totalmente umb́ılicas em R
3

Nesta seção, apresentaremos uma breve revisão de alguns conceitos da geometria di-

ferencial de superf́ıcies no R
3, bem como o teorema de classificação das superf́ıcies total-

mente umb́ılicas no R
3. A referência utilizada é [1].

Definição 1.1. Um subconjunto S ⊂ R
3 é uma superf́ıcie regular se, para cada p ∈ S,

existe uma vizinhança V de p em R
3 e uma aplicação X : U → V ∩ S de um aberto U de

R
2 sobre V ∩ S ⊂ R

3 tal que

1. X é diferenciável.

2. X é um homeomorfismo.

3. Para todo q ∈ U , a diferencial dXq : R
2 → R

3 é injetiva.

15
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A aplicação X é chamada uma parametrização ou um sistema de coordenadas locais

em uma vizinhança de p. A vizinhança V ∩ S de p em S é chamada uma vizinhança

coordenada.

Figura 1.1: Esfera bi-dimensional [3].

O produto interno natural do R
3, induz em cada plano tangente TpS de uma superf́ıcie

regular S um produto interno, que indicaremos por 〈 , 〉p: Se w1, w2 ∈ TpS ⊂ R
3,

então 〈w1, w2〉p é igual ao produto interno de w1 e w2, como vetores em R
3. A esse

produto interno, que é uma forma bilinear e simétrica, corresponde uma forma quadrática

Ip : TpS → R dada por

Ip(w) = 〈w,w〉p = |w|2 ≥ 0. (1.1)

Definição 1.2. A forma quadrática Ip em TpS definida por (1.1), é chamada a primeira

forma fundamental da superf́ıcie regular S ⊂ R
3 em p ∈ S.

Definição 1.3. Seja S ⊂ R
3 uma superf́ıcie com uma orientação N . A aplicação N :

S → R
3 toma seus valores na esfera unitária

S2 = {(x, y, z) ∈ R
3; x2 + y2 + z2 = 1}.

A aplicação N : S → S2 é chamada a aplicação normal de Gauss de S.

Observação 1.4. A aplicação de Gauss é diferenciável e a diferencial dNp de N em p ∈ S

é um operador linear auto-adjunto de TpS.

Dado um operador linear auto-adjunto, existe uma forma quadrática associada. Isto

motiva a seguinte definição.

Definição 1.5. A forma quadrática IIp, definida em TpS por IIp(v) = −〈dNp(v), v〉, é
chamada a segunda forma fundamental de S em p.
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Definição 1.6. Seja C uma curva regular em S passando por p ∈ S, k a curvatura de C

em p e cos θ = 〈n,N〉, onde n é o vetor normal a C e N o vetor normal a S em p. O

número kn = k cos θ é chamado a curvatura normal de C ⊂ S em p.

Definição 1.7. O máximo da curvatura normal k1 e o mı́nimo da curvatura normal

k2, são chamados curvaturas principais em p; as direções correspondentes, isto é, as

direções dadas pelos autovetores e1 e e2 são chamadas direções principais em p.

Definição 1.8. Seja p ∈ S e seja dNp : TpS → TpS a diferencial da aplicação de Gauss.

O determinante de dNp é chamada a curvatura de Gauss K de S em p. O negativo

da metade do traço de dNp é chamada a curvatura média de S em p. Em termos das

curvaturas principais k1 e k2, podemos escrever

K = k1k2, H =
1

2
(k1 + k2)

1.2 A classificação das superf́ıcies totalmente umb́ı-

licas em R
3

Definição 1.9. Um ponto p de uma superf́ıcie S é chamado ponto umb́ılico se k1 = k2.

Todos os pontos de uma esfera e de um plano são pontos umb́ılicos. Mostraremos

agora o fato interessante que as únicas superf́ıcies constitúıdas inteiramente de pontos

umb́ılicos são essencialmente esferas e planos.

Proposição 1.10. Se todos os pontos de uma superf́ıcie conexa são umb́ılicos, então S

está contida em um plano ou em uma esfera.

Demonstração: Seja p ∈ S e seja X(u, v) uma parametrização de S em p tal que a

vizinhança coordenada V é conexa. Como cada q ∈ V é um ponto umb́ılico temos, para

qualquer vetor w = a1Xu + a2Xv em TqS,

dN(w) = λ(q)w,

onde λ = λ(q) é uma função diferenciável real em V .

Mostraremos primeiro que λ(q) é constante em V . Para isso, escrevemos a equação

acima como

Nua1 +Nva2 = λ(Xua1 +Xva2);

onde, Nu = d(NoX)q(e1) e Nv = d(NoX)q(e2).



1.2. A classificação das superf́ıcies totalmente umb́ılicas em R
3 18

Logo, como w é arbitrário

Nu = λXu,

Nv = λXv,

Derivando a primeira equação em relação a v e a segunda em relação u, e subtraindo

os resultados, obtemos

λuXv − λvXu = 0.

Visto que Xu e Xv são linearmente independentes, conclúımos que

λu = λv = 0,

para todo q ∈ V . Como V é conexo, λ é constante em V , como hav́ıamos afirmado.

Se λ = 0, Nu = Nv = 0 e portanto N = N0 = constante em V . Assim,

〈X(u, v), N0〉u = 〈X(u, v), N0〉v = 0;

Logo,

〈X(u, v), N0〉 = const,

e todos os pontos X(u, v) de V pertencem a um plano. Se λ 6= 0, então o ponto X(u, v)−
1

λ
N(u, v) = y(u, v) é fixo, pois

(

X(u, v)− 1

λ
N(u, v)

)

u

=

(

X(u, v)− 1

λ
N(u, v)

)

v

= 0.

Como

|X(u, v)− y(u, v)| = 1

|λ| ,

todos os pontos de V estão contidos em uma esfera centrada em y com raio
1

|λ| .

Isto demonstra a proposição localmente, isto é, para uma vizinhança de um ponto

p ∈ S. Para completar a prova, observamos que como S é conexa, dado qualquer outro

ponto γ ∈ S, existe uma curva cont́ınua α : [0, 1] → S com α(0) = p, α(1) = γ. Para cada

ponto α(t) ∈ S desta curva existe uma vizinhança Vt em S contida ou em uma esfera ou em

um plano, e tal que α−1(Vt) é um intervalo aberto de [0, 1]. A união ∪α−1(Vt), t ∈ [0, 1]

cobre [0, 1] e, como [0, 1] é um intervalo fechado, é coberto por um número finito de

elementos da famı́lia {α−1(Vt)} (Veja [1], Teorema de Heine-borel, pág 147). Portanto
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α([0, 1]) é coberto por um número finito de vizinhanças Vt.

Se os pontos de uma destas vizinhanças coordenadas estão em um plano, todas as

outras estarão também no mesmo plano. Como γ é arbitrário, todos os pontos de S

pertencem a este plano.

Se os pontos de uma destas vizinhanças coordenadas estão em uma esfera, o mesmo

argumento mostra que todos os pontos de S pertencem à esfera, e isso completa a de-

monstração. �

No que se segue S e S denotam sempre superf́ıcies regulares.

Definição 1.11. Uma aplicação ϕ : S → S é uma isometria se ϕ é um difeomorfismo e

para todo p ∈ S e todos os pares w1, w2 ∈ TpS, temos

〈w1, w2〉p = 〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉ϕ(p).

Diz-se então que as superf́ıcies S e S são isométricas.

Em outras palavras, um difeomorfismo ϕ é uma isometria se a diferencial dϕ preserva

o produto interno.

Observação 1.12. Se ϕ é uma isometria segue-se que

Ip(w) = 〈dϕp(w), dϕp(w)〉ϕ(p) = Iϕ(p)(dϕp(w))

para todo w ∈ TpS, onde Ip(w) denota a primeira forma fundamental da superf́ıcie S em

p. Reciprocamente, se um difeomorfismo ϕ preserva a primeira forma fundamental, isto

é,

Ip(w) = Iϕ(p)(dϕp(w)), ∀w ∈ TpS,

então

2 〈w1, w2〉p = Ip(w1 + w2)− Ip(w1)− Ip(w2)

= Iϕ(p)(dϕp(w1 + w2)− Iϕ(p)(dϕ(p)(w1))− Iϕ(p)(dϕp(w2))

= 2 〈dϕ(p)(w1), dϕ(w2)〉ϕ(p),

e ϕ é, portanto, uma isometria.

Definição 1.13. Uma superf́ıcie regular conexa S é denominada completa quando para

qualquer ponto p ∈ S, qualquer geodésica parametrizada γ : [0, ε) → S de S começando

em p = γ(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada γ : R → S, definida

sobre toda a reta real R.
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1.3 Geometria Hiperbólica

Nesta seção vamos introduzir alguns conceitos básicos de geometria hiperbólica plana.

A principal referência é [2].

A geometria euclideana repousa sobre um sistema de cinco postulados, o mais célebre,

o quinto, diz que para toda reta D e p um ponto fora da reta D, existe uma única reta

D
′

que passa por p e é paralela a D. No século XIX se obteve uma geometria que satisfaz

os quatro postulados mas o quinto não: a geometria hiperbólica.

1.3.1 O modelo do semi-plano superior H
2

Seja o conjunto H
2 definido por

H
2 = {z ∈ C ; Im(z) > 0}

chamemos Tz0H
2 o espaço tangente de H

2 ao ponto z0, isto é, o conjunto dos vetores de

R
2 de ponto base z0.

O produto escalar entre dois vetores u e v tangentes a z0 é definido

〈u, v〉H =
〈u, v〉
Im2(z0)

onde u, v ∈ Tz0H
2 e 〈·, ·〉 é o produto escalar usual.

Definição 1.14. 1. A norma hiperbólica || · ||H de H
2 é definida por

||u||H =
||u||

Im(z0)

onde u ∈ Tz0H
2 e || · || é a norma usual.

Além disso, a métrica hiperbólica gH de H
2 é definida

gH(u, v) = 〈u, v〉H ∀u, v ∈ Tz0H
2

2. O eixo real {y = 0} unido com o infinito {∞} é chamado de bordo assintótico e

denotado ∂∞H
2.

∂∞H
2 = {z ∈ C ; Im(z) = 0} ∪ {∞}
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Figura 1.2: Modelo do semi-plano superior H2.

3. (H2, gH) é chamado o semiplano de Poincaré e é um dos modelos do plano hiperbó-

lico.

Definição 1.15. Seja z0 ∈ H
2 e u, v ∈ Tz0H

2. Definimos o ângulo hiperbólico entre u

e v como sendo o real θ ∈ [0, π] verificando

cos θ =
〈u, v〉H

||u||H||v||H
,

e o ângulo orientado entre u e v, denotado ∠(u, v) ∈ (−π, π) é definido

cos (∠(u, v)) =
〈u, v〉H

||u||H||v||H

e colocando a condição que ∠(u, v) > 0 se, e somente, se u1v2−u2v1 > 0, onde u = (u1, u2)

e v = (v1, v2).

Definição 1.16. Seja r : [a, b] → H
2 uma curva de classe C1 em H

2, r(t) = (x(t), y(t)).

Diremos que r é uma curva regular se para cada t ∈ [a, b], temos r
′

(t) 6= (0, 0).

O comprimento hiperbólico de uma curva r de classe C1, denotado LH(r) é definida por

LH(r) =

∫ b

a

||r′(t)||H dt

=

∫ b

a

√

(x′)2(t) + (y′)2(t)

y(t)
dt.

Exemplo 1.17. Considere o segmento de reta horizontal

c(t) = (x1 + t(x2 − x1), y0), t ∈ [0, 1] e y0 > 0.
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Então c
′

(t) = (x2 − x1, 0). Dáı

LH(c) =

∫ 1

0

√

(x2 − x1)2

y0
dt

=
|x2 − x1|

y0
.

Definição 1.18. Sejam U e V dois conjuntos abertos de C. Diremos que uma aplicação

complexa f : U → V é uma aplicação conforme se ela preserva os ângulos orientados.

Mais precisamente, para cada ponto z0 ∈ U e cada vetor u, v ∈ Tz0U , o ângulo orientado

entre os vetores u e v é igual ao ângulo orientado entre Dz0f(u) e Dz0f(v), isto é,

∠(u, v) = ∠(Dz0f(u), Dz0f(v))

No caso particular onde f : U → U é uma bijeção conforme, chamaremos tal função

transformação conforme de U .

O seguinte resultado estabelece uma relação direta entre aplicações conformes e apli-

cações holomorfas entre dois abertos de C.

Lema 1.19. Sejam U e V dois abertos de C e seja f : U → V uma aplicação. A aplicação

f é conforme se, e somente se, f é holomorfa e verifica que f
′

(z) 6= 0 para todo z ∈ U .

Demonstração: Lembre-se que f(z) = (P (z), Q(z)) é holomorfa se, e somente, se f

satisfaz as condições de Cauchy-Riemann:

Px = Qy

Py = −Qx

⇒)

1. Sejam f(z) = P (z) + iQ(z), e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1). Como f é conforme então

Dz0f leva e1 e e2 em vetores ortogonais. Seja L a rotação que leva Dz0f(e1) sobre

e1. Consequentemente Dz0f(e2) sobre e2. Ou seja,

L(Dz0f(e1)) = λe1 e L(Dz0f(e2)) = αe2

como f preserva ângulos orientados, temos que λ = α. Logo

L(Dz0f(u)) = λu,
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isto é, L(Dz0f(u)) é uma homotetia. Assim,

Dz0f(u) = L−1(λu)

= λL−1(u)

= λ

[

cos θ − sen θ

sen θ cos θ

][

u1

u2

]

= (λ cos θ u1 − λ sen θ u2, λ sen θ u1 + λ cos θ u2).

Por outro lado,

Df(u) =

[

Px Py

Qx Qy

][

u1

u2

]

=

[

Pxu1 + Pyu2

Qxu1 +Qyu2

]

Dáı,

λ cos θ u1 − λ sen θ u2 = Pxu1 + Pyu2

λ sen θ u1 + λ cos θ u2 = Qxu1 +Qyu2

Então,

Px = λ cos θ , Py = −λ sen θ

Qx = λ sen θ , Qy = λ cos θ

Assim,

Px = Qy

Py = −Qx

Logo, f é holomorfa.

2. Seja f do item 1. Como f satisfaz as equações de Cauchy-Riemann, segue-que

Dzf(u) = f
′

(z)u ∀u ∈ TzU.

Se f
′

(z) = 0 implica Dzf(u) = 0. Logo, Dzf(u) ∈/ TzU , (Absurdo). Portanto,

f
′

(z) 6= 0.
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⇐) Note que

〈Dzf(u), Dzf(v)〉H
||Dzf(u)||H||Dzf(v)||H

=
〈f ′

(z)u, f
′

(z)v〉H
||f ′(z)u||H||f ′(z)v||H

=
〈u, v〉H

||u||H||v||H
.

Assim, ∠(u, v) = ∠(Dzf(u), Dzf(v)) e portanto f é uma aplicação conforme. �

Consideremos o disco unitário aberto D,

D = {z ∈ C ; |z| < 1}

Vamos enunciar o conjunto de transformações conformes de D, que será denotado MD.

Tal conjunto, munido da operação de composição de funções é um grupo. Este grupo é

chamado de grupo de Mobius de D.

Da mesma forma o conjunto das transformações conformes de H
2, denotado MH é um

grupo chamado o grupo de Mobius de H
2.

Proposição 1.20. O grupo de transformações conformes de D é

MD =

{

z 7→ eiθ(z − z0)

zz0 − 1

∣
∣
∣
∣
θ ∈ R, z0 ∈ C, |z0| < 1

}

.

Demonstração: Veja [2], pág 49. �

Proposição 1.21. O grupo de transformações conformes de H
2 é

MH =

{

z 7→ az + b

cz + d

∣
∣
∣
∣
a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}

.

Demonstração: Veja [2]. �

Definição 1.22. Uma transformação de Moebius T : C∪{∞} → C∪{∞} é uma aplicação

da forma

T (z) =
az + b

cz + d
; a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0,

onde z ∈ C ∪ {∞}.

Observação 1.23. As transformações conformes de D e H
2 são transformações de Moe-

bius.

Definição 1.24. Seja C = C(z0, r) um ćırculo de centro z0 e raio r. A Inversão com

respeito ao ćırculo C, é a aplicação IC que leva um número complexo z 6= z0 no número
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z∗, que está sobre a semirreta partindo de z0 passando por z que satisfaz:

|z − z0| |z∗ − z0| = r2.

Se C é uma reta então a inversão por C é definida como sendo a reflexão pela reta C.

Figura 1.3: Inversão com respeito ao circulo C.

Note que z∗ − z0 = λ (z − z0), λ > 0. Dáı,

|z − z0| |λ (z − z0)| = r2

λ |z − z0|2 = r2

λ =
r2

|z − z0|2
.

Portanto, z∗ = z0 +
r2

|z − z0|2
(z − z0), então

IC(z) = z0 +
r2

(z − z0)(z − z0)
(z − z0)

= z0 +
r2

z − z0
.

Além disso, os elementos z ∈ C(z0, r) são fixados por IC , pois

IC(z) = z0 +
r2

|z − z0|2
(z − z0)

= z0 + z − z0

= z.
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1.3.2 As geodésicas do modelo do semi-plano superior e o disco

de Poincaré

Lembremos que a distância euclideana entre dois pontos de R2 é igual ao comprimento

do segmento de reta conectando esses dois pontos, isto é, o mı́nimo dos comprimentos das

curvas conectando aqueles pontos. Definimos a distância hiperbólica entre dois pontos

z1.z2 de H
2, denotado dH(z1, z2) como

dH(z1, z2) = inf{LH(c), c : [0, 1] → H
2; c(0) = z1, c(1) = z2, c ∈ C1 por partes},

isto é, dH(z1, z2) é o mı́nimo comprimento das curvas que ligam z1 e z2.

Uma pergunta natural é saber se para dois pontos dados de H
2, existe sempre uma

curva minimizante que liga esses dois pontos.

Definição 1.25. Diremos que uma curva de classe C1 por partes e regular c : [a, b] → H
2

é uma geodésica , se para cada par de pontos em c([a, b]) a curva c é minimizante entre

esses pontos, isto é,

dH(c(t1), c(t2)) = LH(c)[t1, t2] =

∫ t2

t1

||c′(t)||Hdt, ∀ t1, t2 ∈ [a, b].

Definição 1.26. Dizemos que um difeomorfismo ϕ de H
2 é uma isometria de H

2 , se ϕ

preserva a métrica gH, isto é,

gH(u, v) = gH(Dzϕ(u), Dzϕ(v)) ∀z ∈ H
2, u, v ∈ TzH

2.

Além disso, ϕ é uma isometria positiva se preserva a orientação. Caso contrário

diremos que ϕ é uma isometria negativa .

Observação 1.27. Toda isometria positiva de H
2 é uma transformação conforme, pois

preserva o ângulo orientado entre vetores tangentes.

Teorema 1.28. Toda transformação conforme do modelo do semi-plano superior H
2

é uma isometria de (H2, gH). Denotaremos ℓH2 o grupo das isometrias de (H2, gH) e

consideremos a isometria negativa de H
2 definida por h(z) = −z, então

ℓH2 =

{

z 7→ az + b

cz + d
; z 7→ −az − b

cz + d

∣
∣
∣
∣
a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}

Demonstração: Veja [2], pág 57. �
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Lema 1.29. As semirretas verticais

γ(t) = x0 + it, t ∈ [0,∞),

onde x0 ∈ R, são as geodésicas de (H2, gH).

Demonstração: Basta provar que para qualquer curva α de H
2 ligando p e q tem

comprimento maior que LH(γ(t1), γ(t2)). Suponha α : [0, 1] → H
2 uma curva de classe

C1 por partes tal que α(0) = γ(t1) e α(1) = γ(t2), então

LH(α) =

∫ 1

0

||α′

(t)||H dt

=

∫ 1

0

√

(x′(t))2 + (y′(t))2

y(t)
dt

≥
∫ 1

0

|y′

(t)|
y(t)

dt

= |ln(y(1))− ln(y(0))|.

Note que por hipóteses α(0) = γ(t1) e α(1) = γ(t2), então

Im(γ(t2)) = t2 = y(1)

Im(γ(t1)) = t1 = y(0).

Assim,

LH(α) = |ln(Imγ(t2))− ln(Imγ(t1))|
= LH(γ)[γ(t1), γ(t2)]

�

Lema 1.30. Os semićırculos ortogonais ao bordo assintótico, são geodésicas de (H2, gH).

Demonstração: Sejam C = C(x0, r) e C
′

= C(x0 + r, 2r). Observe que IC′ (C) = L,

pois

IC′ (x0 − r) = x0 + r +
4r2

x0 − r − (x0 + r)
= x0 − r

IC′ (x0 + r) = x0 + r +
4r2

x0 + r − (x0 + r)
= ∞.
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Como IC′ leva ćırculos em retas ou ćırculos, temos que IC′ (C) = L. Dáı, como

IC′ é uma isometria, pois é uma isometria negativa e L é uma geodésica de H
2, então

I−1

C′ (L) = C é uma geodésica de H
2. �

Agora enunciaremos quais são todas geodésicas do modelo do semi-plano superior H2.

Teorema 1.31. Por dois pontos de H2 passa uma única geodésica. Além disso as únicas

geodésicas de H
2 são as semirretas verticais e os semićırculos ortogonais ao eixo real.

Demonstração: Veja [2], pág 62. �

Figura 1.4: Geodésicas do modelo do semi-plano superior.

Observação 1.32. O fato que por dois pontos de H
2 passa uma única geodésica não é

verdade para todas as superf́ıcies. Em (S2, gS), onde gS é a métrica induzida por R3, existe

uma infinidade de grandes ćırculos (que são geodésicas) passando pelo polo norte e pelo

polo sul.

Definição 1.33. Diremos que uma geodésica γ é completa se suas extremidades estão

no bordo assintótico de H
2.

Denotamos D o disco unitário aberto

D = {w ∈ C ; |w| < 1}.

A aplicação ϕ : H2 → D, conhecida na literatura como Transformação de Cayley e

definida por ϕ(z) =
z − i

z + i
, z 6= −i, é um difeomorfismo conforme de D. De fato, seja

z ∈ H
2, então ϕ

′

(z) =
2i

(z + i)2
. Assim,
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ϕ
′

(z) = 0 =⇒ i = 0,

o que é um absurdo. Logo, ϕ
′

(z) 6= 0 ∀z ∈ H
2. Assim ϕ é holomorfa e ϕ

′

(z) 6= 0 então ϕ

é conforme de H
2 em D.

Vamos agora munir D de uma métrica gD tal que ϕ seja uma isometria entre (H2, gH)

e (D, gD). Denotemos por um lado w = u + iv as coordenadas em D, e por outro lado

z = x+ iy as coordenadas em H
2.

Lema 1.34. A única métrica gD definida em D tal que ϕ seja uma isometria de (H2, gH)

em (D, gD) é

gD =
4 〈·, ·〉

(1− |w|2)2 ; w = u+ iv e |w| < 1,

onde 〈·, ·〉 é o produto interno euclideano.

Demonstração: Suponhamos que exista uma métrica gD tal que ϕ seja uma isometria,

então

gD(a, b) = gH(Dwϕ
−1(a), Dwϕ

−1(b))

=
〈(ϕ−1)

′

(w)a, (ϕ−1)
′

(w)b〉
Im2(ϕ−1(w))

.

Note que

Im(ϕ−1(w)) =
1− |w|2

(1− w)(1− w)
e (ϕ−1)

′

(w) =
2i

(1− w)2
.

Dáı,

gD(a, b) =
4 〈a, b〉

(1− |w|2) .

�

Observação 1.35. 1. O disco D munido da métrica gD é um modelo da geometria

hiperbólica plana, conhecido como modelo do disco de Poincaré .

2. O bordo de D é chamado bordo assintótico de (D, gD), denotado ∂∞D, definido por

∂∞D = {w ∈ C | |w| = 1} = S
1.

A seguinte proposição classifica todas as geodésicas do disco de Poincaré.

Proposição 1.36. As geodésicas de (D, gD) são os diâmetros e os arcos de ćırculos orto-

gonais a S
1.
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Demonstração: Sabemos que ϕ é uma isometria de H2 em D
2 então ϕ preserva distância

entre os pontos e os comprimentos hiperbólicos das curvas. Como ϕ é uma transformação

de Moebius que envia ∂∞H
2 em ∂∞D, então ϕ envia as semirretas e semićırculos ortogonais

a ∂∞H
2 em porções de retas ou de ćırculos de D ortogonais ao ∂∞D. Dáı, como ϕ leva

geodésica em geodésica, segue que os diâmetros e os semićırculos ortogonais a D são

geodésicas. �

Figura 1.5: Geodésicas do modelo do disco.

Observação 1.37. As propriedades das geodésicas de H2 são igualmente válidas para as

geodésicas de D.

O grupo de transformações conformes de D é o grupo de Moebius MD , definido

MD =

{

w → aw + c

cw + a
|a, c ∈ C, aa− cc = 1

}

.

Agora queremos saber qual é o grupo de isometrias positivas de D, denotado LD+ .

Proposição 1.38. O grupo (LD+ , o) das isometrias positivas de D é o grupo µD das

transformações conformes de D.

LD+ = MD =

{

w → aw + c

cw + a
|a, c ∈ C, aa− cc = 1

}

.

Demonstração: Veja [2], pág 72. �

1.3.3 Descrição das isometrias positivas de H
2

Nesta seção descreveremos geometricamente as isometrias positivas de H
2, as quais

são classificadas em três tipos: isometrias parabólicas, isometrias eĺıpticas e isometrias
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hiperbólicas. Tais isometrias serão fundamentais para classificar as superf́ıcies totalmente

umb́ılicas em H
2 × R.

Definição 1.39. Os horociclos de H
2 são os ćırculos tangentes ao bordo assintótico e

as retas horizontais contidas em H
2.

Figura 1.6: Horociclos de H
2.

Proposição 1.40. A imagem de todo horociclo de H2 por uma isometria qualquer de H2

é um horociclo.

Demonstração: Seja f : H2 → H
2 uma isometria e C um ćırculo tangente ao bordo

assintótico. Como f é isometria então f é uma transformação de Moebius, ou seja, leva

ćırculos ou retas em ćırculos ou retas.

Se f(x0) ∈ R então f(C) não pode ser uma reta de H2, pois nenhuma reta é tangente

ao ponto f(x0), então segue que f(C) é um ćırculo tangente ao ∂∞H
2.

Se f(x0) = ∞ então f(C) não pode ser um ćırculo pois não existe ćırculo tangente ao

∞, então f(C) é uma reta e deve ser horizontal tangente ao bordo assintótico.

O caso em que C é uma reta horizontal é análogo. �

As isometrias positivas de H
2 podem ser classificadas quanto ao número de pontos

fixos. Vejamos a seguir esta classificação.

Seja T uma isometria positiva de H
2 diferente da identidade, isto é,

T (z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ R.
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1. Suponha c 6= 0. Um ponto z ∈ H
2 ∪ ∂∞H

2 é fixo por T se, e somente, se T (z) = z,

ou seja,

z =
az + b

cz + d

cz2 + dz − az − b = 0

cz2 + (d− a)z − b = 0

z =
a− d±

√

(a− d)2 + 4bc

2c

2. Se c = 0, então T é da forma T (z) = az + b. O ∞ é um ponto fixo de T pois

T (∞) = ∞.

Se a = 1, T (z) = z + b então b = 0.

Se a 6= 1, T (z) = az + b então z =
b

1− a
.

Definição 1.41. 1. Dizemos que T é uma isometria hiperbólica ou transformação

hiperbólica quando c 6= 0 e △ > 0, a isometria possui dois pontos fixos no eixo

real, ou se T (z) = az + b, com a 6= 1, T possui um ponto fixo no eixo real e o ∞.

2. Dizemos que T é uma isometria parabólica ou transformação parabólica

quando c 6= 0 e △ = 0. A isometria possui apenas um único ponto no eixo real. Se

T (z) = z + b, b 6= 0 então o único ponto fixo é ∞.

3. Dizemos que T é uma isometria eĺıptica ou transformação eĺıptica se c 6= 0 e

△ < 0, então T possui apenas um único ponto fixo em H
2.

A seguir, descreveremos geometricamente as isometrias positivas, isto é, aquelas que

preservam a orientação de H
2, examinando sua ação sobre as geodésicas e horociclos.

Isometrias hiperbólicas

Sejam f uma isometria hiperbólica de H2, x1 e x2 seus pontos fixos de f sobre o bordo

de H
2, ou seja, x1, x2 ∈ ∂∞H

2. Seja r a geodésica completa de H
2 de extremos x1 e x2.

Se x1, x2 ∈ R, então r é um semićırculo ortogonal ao bordo assintótico.
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Figura 1.7: Geodésica completa γ com extremos x1 e x2.

Se x1 = ∞ ou x2 = ∞ então r é a semirreta vertical que começa em x1 ou x2.

Figura 1.8: Geodésica completa γ com extremos x1 e ∞.

Note que a imagem de r pela f é uma geodésica cujas extremidades são x1 e x2, pois

x1 e x2 são pontos fixos e f é isometria, então a única geodésica com tais extremidades é

r. Logo, f é globalmente invariante, isto é, f(r) = r.

Seja p ∈ r, temos que f(p) ∈ r. Supondo, sem perda de generalidade, que a orientação

é de x1 a x2. Seja q 6= p ∈ r, onde q está entre p e f(p) então f(q) está entre f(p) e x2

pois f é injetiva.

Proposição 1.42. A distância hiperbólica entre um ponto qualquer de r e sua imagem

pela f é constante, onde f é uma translação hiperbólica.

Demonstração: Queremos mostrar que dH(p, f(p)) = cte, onde p ∈ r. Para isto, basta

observar que

dH(p, f(q)) = dH(p, q) + dH(q, f(q))

= dH2(p, f(p)) + dH(f(p), f(q)).
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Como f é uma isometria então dH(p, q) = dH(f(p), f(q)). Assim,

dH(q, f(q)) = dH(p, f(p)).

Logo, dH(p, f(p)) = cte. �

Portanto a distância hiperbólica entre um ponto qualquer de r e sua imagem pela f é

constante, chamemos de λ esta constante, λ > 0. Conclúımos que f envia cada ponto de

r sobre o ponto de r situado entre p e x2, se encontrando a uma distância hiperbólica λ

de p.

Seja z0 um ponto qualquer de H
2. Seja α a única geodésica completa de H

2 passando

por z0 e ortogonal a r. Seja p a interseção de α com r. Necessariamente f(α) é a geodésica

passando por f(p) e ortogonal a r. Mas f(z0) é um dos dois pontos de f(α) situados a

uma distância hiperbólica de f(p) igual a dH(z0, p) porque dH(z0, p) = dH(f(z0), f(p)).

Finalmente como f preserva a orientação de H2, f(z0) se encontra na mesma componente

conexa de H
2 − {r} que z0. Isto, determina completamente a imagem de z0 e determina

a descrição geométrica de uma isometria hiperbólica de H
2.

Figura 1.9: Isometria hiperbólica.

Observação 1.43. f definida anteriormente é chamada translação hiperbólica de largura

λ ao longo de r no sentido x1 a x2.

Isometrias parabólicas

Suponha f uma isometria parabólica e x1 o seu único ponto fixo, x1 ∈ ∂∞H
2. Se

x1 = ∞ então f(z) = z + b, b 6= 0. Portanto f é uma translação horizontal euclidiana do

vetor (b, 0). Neste caso a descrição geométrica de f se resume a una translação euclidiana.



1.3. Geometria Hiperbólica 35

Note que os horociclos de H
2 que são tangentes ao ∞ são as retas horizontais e mais f

deixa globalmente fixa cada uma dessas retas.

Consideremos agora um ponto p = (x, y0) > 0 do horociclo Cy0 = {z ∈ H
2 | Im(z) =

y0} de modo que f(p) = p+ b = (x+ b, y0).

O comprimento hiperbólico do arco Cy0 limitado por p e f(p) é
|b|
y0

. De fato,

O segmento que liga p e f(p) é

α(t) = (1− t)p+ tf(p), t ∈ [0, 1]

= (x+ tb, y0)

α
′

(t) = (b, 0),

LH(α) =

∫ 1

0

||α′

(t)||Hdt

=

∫ 1

0

√
b2

y0
dt

=

∫ 1

0

|b|
y0
dt

=
|b|
y0
.

Conclúımos que f envia cada ponto p ∈ H
2 em um dos dois pontos do horociclo

passando por p, o sinal de b determinará qual dos dois pontos é a imagem de p.

Suponha que x1 6= ∞ ∈ R. Observe que fazendo as relações ad − bc = 1, |a + d| = 2 e

f(x1) = x1, temos

ax1 + b

cx1 + d
= x1

ax1 + b = cx21 + dx1.

Dáı, se |a+ d| ≥ 0, então

cx21 + (d− a)x1 = b

a+ d = 2 (1.2)

ad− bc = 1.

Assim,

b = cx21 + (d− a)x1

= cx21 + 2 (d− 1)x1. (1.3)
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Então

(2− d)d− (cx21 + 2(d− 1)x1)c = 1

cd+ c2(x1 − 1) = 0

d = 1− cx1. (1.4)

De (1.2), (1.3) e (1.4), temos a = 1 + cx1, b = −cx21. Assim,

f(z) =
(1 + cx1)z − cx21
cz + 1− cx1

, c 6= 0.

Logo, se a+ d = 2 então

f(z) =
(1 + cx1)z − cx21
cz + 1− cx1

.

Se a+ d = −2 então

f(z) =
(−1 + cx1)z − cx21
cz − 1− cx1

.

Considere a isometria positiva g(z) =
1

x1 − z
, temos g(x1) = ∞ e g−1(z) = −1/z+x1.

Seja R = g o f o g−1, observe que R é uma isometria positiva pois f−1, f, g são

isometrias positivas. Tome z um ponto fixo de R então R(z) = z se, e somente, se

g(f(g−1(z))) = z se, somente, se z = g(x1) = ∞, então R é um a isometria parabólica

cujo único ponto fixo é ∞, então R(z) = z + k, k 6= 0 ∀ z ∈ H
2. Isto vai simplificar

consideravelmente a descrição geométrica de f .

Seja C um horociclo tangente ao ∂∞H
2 em x1 ∈ R, então

f = g−1 o R o g

f(c) = g−1(R(g(c))).

Logo, g(C) é uma reta horizontal então R(g(c))) = g(C) pois R deixa fixa cada uma

dessas retas por ser uma isometria parabólica. Assim,

f(c) = g−1(g(c))

= C.

Portanto f deixa globalmente fixo todo horociclo tangente ao ∂∞H
2 no ponto x1 ∈ R.
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Determinemos agora a imagem de um ponto qualquer de H2. Seja p um ponto de H2,

chamemos Cp o único horociclo passando por p e tangente a R no ponto x1. A imagem

de p se encontra sobre Cp porque f preserva cada horociclo tangente ao ponto x1. Note

que o comprimento hiperbólico do arco de Cp limitado por p e f(p) é

LH[p, f(p)] = LHg(Cp)[g(p), R(g(p))]

=
|R(g(p))− g(p)|

Im(g(p))

=
|c|.|x1 − p|2
Im(p)

Figura 1.10: Isometria parabólica.

Logo, f envia cada ponto p de H
2 em um dos dois pontos que se encontram sobre o

mesmo horociclo Cp passando por p e tangente ao ponto x1 a R e tal que o comprimento

hiperbólico do arco Cp limitado por p cada um de seus pontos seja
|c|.|x1 − p|2
Im(p)

. A escolha

deste ponto é determinada pelo sinal de c.

Isometrias eĺıpticas

Consideremos f uma isometria eĺıptica. Seja z0 ∈ H
2 o ponto fixo de f . Lembremos

que se u ∈ Tz0H
2 é um vetor tangente ao ponto z0, sua imagem pela Dz0f é f

′

(z0)u, isto

é, o vetor tangente a z0 é obtido girando um ângulo igual ao argf
′

(z0) multiplicando por

um real |f ′

(z0)|. Em consequência se r é a geodésica passando por z0 e tangente a u, sua

imagem pela f é a geodésica passando por z0 e tangente a eiθu onde θ = argf
′

(z0). De

fato,
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Sabemos que cos θ =
〈f ′

(z0)u, u〉
||f ′(z0)u||u||

e além disso, f
′

(z0) = |f ′

(z0)|eiα, onde α = arg(f
′

(z0))

e u = u1 + iu2, temos

f
′

(z0)u = |f ′

(z0)|eiα(u1 + iu2)

= (|f ′

(z0)|(cos α u1 − sen α u2), |f
′

(z0)|(cos α u2 + sen α u1).

Assim,

〈f ′

(z0)u, u〉 = |f ′

(z0)|(u21 + u22) cos α

= |f ′

(z0)|||u||2 cos α.

Dáı,

cos θ =
|f ′

(z0)|||u||2 cosα
|f ′(z0)|||u||2

,

isto, implica que θ = α = arg(f
′

(z0)) pois o ângulo orientado está entre (−π, π).

Seja z 6= z0 ∈ H
2. Seja r a única geodésica passando pelos pontos z e z0. Seja

u ∈ Tz0H
2 um vetor não nulo tangente a r ao ponto z0. Chamemos r+ a componente co-

nexa de r−{z0} contendo z. Sem perda de generalidade vamos supor que a orientação seja

de z0 → z, então a imagem de r+ pela f é a semi-geodésica que termina em z0 e começa

em f(z), onde o vetor Dz0f(a) tangente unitário faz um ângulo orientado θ = argf
′

(z0)

com u. Por consequência f(z) é o único ponto de f(r+) tal que d(f(z), z0) = d(z, z0), pois

z0 é ponto fixo e f é uma isometria. Isto determina completamente f(z). Note que f se

comporta como uma rotação hiperbólica de centro z0 e de argumento θ = argf
′

(z0).

Figura 1.11: Isometria eĺıptica.
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As isometrias do disco de Poincaré D são classificadas analogamente como no caso do

modelo do semi-plano superior, que podem ser explicitas mediante a isometria ϕ(z) =
z − i

z + i
. Os três tipos de isometrias são:

1 As isometrias (translações) hiperbólicas , que admitem dois pontos fixos distintos

no bordo assintótico de D, são translações sobre a mesma geodésica (se o ponto está

na geodésica) ou translações sobre a equidistante que junta os dois pontos fixos (se

o ponto no está sobre a geodésica).

2 As isometrias (translações parabólicas) que admitem um ponto fixo duplo no bordo

assintótico de D, são isometrias que deixam globalmente fixo cada horociclo tangente

ao ponto fixo, isto é, dado um ponto p sua imagem f(p) mora no horociclo que passa

por p e é tangente ao ponto fixo.

3 As isometrias eĺıpticas que admitem um único ponto fixo em D, são as rotações

hiperbólicas .

1.4 Geometria Esférica

Nesta seção, vamos introduzir alguns conceitos básicos de geometria esférica. A prin-

cipal referência é [4].

A esfera Euclidiana é o conjunto,

S
2 = {(x, y, z) ∈ R

3; x2 + y2 + z2 = 1},

dotada da métrica induzida do espaço Euclidiano tridimensional.

Considerando a projeção estereográfica, podemos escrever S2 na forma intŕınseca (isto

é, sem menção do espaço ambiente) como:

S
2 = R

2 ∪∞,

dotado da métrica,

ds2 = λ2(dx2 + dy2), λ =
2

1 + x2 + y2
.

A base natural é dada por {∂x, ∂y} e a base ortonormal é dada por {e1 = λ−1∂x, e2 =

λ−1∂y}.

Denotamos por Isom(S2) o grupo de isometrias de S
2 . É bem conhecido o seguinte

resultado:
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Proposição 1.44. O grupo de isometrias da esfera Euclidiana é dada por,

Isom(S2) = O(3),

onde, O(3) é o grupo de matrizes ortogonais de ordem 3× 3.

Demonstração: Veja [16], pág 36. �

Observação 1.45. As únicas geodésicas de S
2 são os grandes ćırculos.

1.5 Geometria Riemanniana

Nesta seção vamos introduzir alguns conceitos básicos de Geometria Riemanniana,

bem como apresentar como são as isometrias de M
2 × R e as geodésicas de H

2 × R. As

principais referências são [3], [4], [5].

A seguinte definição é uma generalização do conceito de superf́ıcie no R
3.

Definição 1.46. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

famı́lia de aplicações injetivas xα : Uα ⊂ R
n →M de abertos Uα de R

n em M tais que:

1.
⋃

α

xα(Uα) =M .

2. Para todo par α, β, com xα(Uα)∩xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e x−1

β (W )

são abertos em R
n e as aplicações x−1

β o xα são diferenciáveis.

3. A famı́lia {(Uα, xα)} é máxima relativamente as condições (1) e (2).

Observação 1.47. O par (Uα, xα) com p ∈ xα(Uα) é chamado uma parametrização (ou

sistema de coordenadas) deM em p; xα(Uα) é então chamada uma vizinhança coordenada

em p. Uma famı́lia {(Uα, xα)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferenciável

em M .

Exemplo 1.48. São exemplos de variedades diferenciáveis: as Rn, Sn,Hn.

Definição 1.49. Sejam M e N variedades diferenciáveis e sejam {(Uα, xα)}, {(Vβ, yβ)}
estruturas diferenciáveis de M e N respectivamente. Considere o produto cartesiano

M ×N e as aplicações zαβ(p, q) = (xα(p), yβ(q)), p ∈ Uα, q ∈ Vβ. M ×N com a estrutura

diferenciável {(Uα × Vβ, zαβ)}, na qual as projeções π1 :M ×N →M e π2 :M ×N → N

são diferenciáveis é chamada a variedade produto de M por N .
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Definição 1.50. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é

uma correspondência que associa a cada ponto p de M um produto interno 〈, 〉p (isto

é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço tangente TpM , que varia

diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U ⊂ R
n →M é um sistema de coordenadas

locais em torno de p, com x(x1, x2, ..., xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(0, ..., 1, ..., 0), então

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉

q

= gij(x1, ..., xn) é uma função diferenciável em U .

Exemplo 1.51. Sejam M1 e M2 variedades Riemannianas e considere o produto car-

tesiano M1 × M2 com a estrutura diferenciável produto. Sejam π1 : M1 × M2 → M1

e π2 : M1 × M2 → M2 as projeções naturais. Introduza em M1 × M2 uma métrica

Riemanniana pondo:

〈u, v〉(p,q) = 〈dπ1(u), dπ1(v)〉p + 〈dπ2(u), dπ2(v)〉q,

para todo (p, q) ∈M1 ×M2, u, v ∈ T(p,q)(M1 ×M2).

Definição 1.52. Uma aplicação diferenciável f : M
n+k → Mn é uma submersão se f

é sobrejetiva, e para todo p ∈ M , dfp : TpM → Tf(p)M tem posto n. Neste caso, para

todo p ∈ M , a fibra f−1(p) = Fp é uma subvariedade de M e um vetor tangente de M ,

tangente a algum Fp, p ∈M , é chamado um vetor vertical da submersão. Se, além disto,

M e M tem métricas Riemannianas, a submersão f diz-se Riemanniana se, para todo

p ∈M , dfp : TpM → Tf(p)M preserva comprimentos de vetores ortogonais a Fp.

Ao definir uma certa estrutura é interessante estabelecer uma noção de equivalência

para esta estrutura.

Definição 1.53. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f :M →
N (isto é, f é uma bijeção diferenciável com inversa diferenciável) é chamado uma isome-

tria se:

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p), para todo p ∈M,u, v ∈ TpM

A seguir, apresentaremos um resultado sobre as isometrias em M
2 × R, onde M

2 é

uma variedade bi-dimensional.

Lema 1.54. Seja f : M2 × R → M
2 × R definida por f(z, t) = (f1(z), f2(t)), então f é

uma isometria em M
2 × R se, f1 é isometria de M

2 e f2 é isometria de R.
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Demonstração: Seja p = (ph, pv) e v = (vh, vv) ∈ TpM
2 × R, então

||Dfp(v)||2 = ||∂f1
∂z

vh +
∂f2
∂t

vv||2

=

〈
∂f1
∂z

vh,
∂f1
∂z

vh

〉

+

〈
∂f2
∂t

vv,
∂f2
∂t

vv

〉

M2×R

= ||Df1ph(vh)||2 + ||Df2pv(vv)||2

= ||vh||2 + ||vv||2

= ||(vh, vv)||2

= ||v||2.

Dáı, ||Dfp(v)|| = ||v||. �

Observação 1.55. A reciproca do lema anterior, em geral, não é verdadeira. Um contrae-

xemplo é a isometria linear em R
3, com coordenadas ((x, y), t) dada pela matriz ortogonal

representada na base canônica da seguinte forma:

A =






1 0 0

0 cos θ − sen θ

0 sen θ cos θ




 .

Em coordenadas, tal isometria é uma rotação em torno do eixo x dada por

T (x, y, t) = (x, y cos θ − t sen θ, y sen θ + t cos θ) = (f1, f2).

Mas observe que f1 = (x, y cos θ − t sen θ) e f2 = (y sen θ + t cos θ) claramente

não são isometrias de R
2 e R, respetivamente.

A rećıproca do lema anterior é verdadeira quando M
2 = H

2, como podemos ver no

seguinte lema:

Lema 1.56. Seja f : H2 × R → H
2 × R definida por f(z, t) = (f1(z), f2(t)), então f é

uma isometria em H
2 × R se, somente se, f1 é isometria de H

2 e f2 é isometria de R.

Demonstração: A demonstração da volta é trivial, basta usar o Lema 1.54. Para a

ida faremos o seguinte: Seja G = {g ∈ Isom(H2 × R) / g = (g1, g2)} Como G age

transitivamente sobre H
2 × R, então existe uma isometria g ∈ G; g(f(0)) = 0. Note que

d0(g o f)(v) = w, w ∈ T0 H
2 × R. Compondo com outra isometria de G, digamos g,

obtemos g o g o f é a identidade. Logo,

f = g−1 o g−1 ∈ G.
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Portanto f1 é uma isometria de H
2 e f2 é uma isometria de R. �

Definição 1.57. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma

aplicação

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

que se indica por (X, Y ) 7−→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

onde X, Y, Z ∈ χ(M) e f, g ∈ D(M).

Proposição 1.58. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇, então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciável c : I →M um outro campo vetorial
DV

dt
ao longo de c, denominado derivada

covariante de V ao longo de c, tal que:

a)
D

dt
(V +W ) =

DV

dt
+
DW

dt

b)
D

dt
(fV ) =

df

dt
V + f

DV

dt
, onde V é um campo de vetores ao longo de c e f é uma

função diferenciável em I.

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ χ(M), i.e., V (t) = Y (c(t)), então
DV

dt
= ∇dc/dtY.

Observação 1.59. A proposição anterior mostra que a escolha de uma conexão afim

em M dá origem a uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas. A noção

de conexão fornece, portanto, uma maneira de derivar vetores ao longo de curvas, em

particular, é posśıvel falar em aceleração de uma curva em M .

Definição 1.60. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Um

campo vetorial V ao longo de uma curva c : I →M é chamado paralelo quando
DV

dt
= 0,

para todo t ∈ I.

Definição 1.61. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇ e uma

métrica Riemanniana 〈, 〉. A conexão é dita compat́ıvel com a métrica 〈, 〉, quando
para toda curva diferenciável c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P

′

ao longo de c, tivermos 〈P, P ′〉 = constante.
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A definição anterior é justificada pela proposição seguinte que mostra que se ∇ é

compat́ıvel com 〈, 〉, então podemos diferenciar o produto interno pela “regra do produ-

to”usual.

Proposição 1.62. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em M é com-

pat́ıvel com a métrica se e só se para todo par V e W de campos de vetores ao longo da

curva diferenciável c : I →M tem-se

d

dt
〈V,W 〉 =

〈
DV

dt
,W

〉

+

〈

V,
DW

dt

〉

, t ∈ I.

Demonstração: Veja [3], pág (59). �

Definição 1.63. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável é dita simétrica

quando

[X, Y ] = ∇XY −∇YX para todo X, Y ∈ χ(M).

Observação 1.64. Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de ser ∇ simétrica

implica que para todo i, j = 1, ..., n,

[Xi, Xj] = ∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = 0, Xi =
∂

∂xi
,

Teorema 1.65. Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma única conexão afim ∇
em M satisfazendo as condições:

a) ∇ é simétrica.

b) ∇ é compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

Demonstração: Suponhamos inicialmente a existência de uma tal ∇, então

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, (1.5)

Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉, (1.6)

Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉, (1.7)

somando (1.5), (1.6) e subtraindo (1.7), teremos usando a propriedade de simetria da

conexão ∇, que

X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉

= 〈[X,Z], Y 〉+ 〈[Y, Z], X〉+ 〈[X, Y ], Z〉+ 2〈Z,∇YX〉.
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Portanto

〈Z,∇YX〉 = 1

2
{X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 − 〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉 − 〈[X, Y ], Z〉}.

A última equação está univocamente determinada pela métrica 〈, 〉. Portanto, caso

exista, ela será única. Para mostrar a existência defina, a conexão como a última equação.

Mostre que ela está bem definida e que satisfaz às duas propriedades desejadas. �

Observação 1.66. A conexão dada pelo teorema acima é denominada conexão Levi-

Civita (ou Riemanniana) de M . Além disso, em um sistema de coordenadas (U, x). É

conveniente dizer que as funções Γk
i,j definidas em U ⊂ R

n por ∇Xi
Xj =

∑n
k=1 Γ

k
i,jXk são

os coeficientes da conexão ∇ em U ou os śımbolos de Christoffel da conexão.

Vejamos um resultado que sera muito útil na hora de calcular as conexões dos espaços

E3(κ, τ) que serão explicados mais na frente.

Lema 1.67. As conexões no espaço E3(κ, τ) são dadas por:

∇E1
E1 = −λy

λ2
E2

∇E2
E1 =

λx
λ2
E2 − τE3

∇E3
E1 = −τE2

∇E1
E2 =

λy
λ2
E1 + τE3

∇E2
E2 = −λx

λ2
E1

∇E3
E2 = τE1

∇E1
E3 = −τE2

∇E2
E3 = τE1

∇E3
E3 = 0.

onde, {E1, E2, E3} é uma base ortonormal de E3(κ, τ) e λ é o coeficiente de distorção da

métrica.

Demonstração: Veja [4] págs (38, 39). �

O próximo exemplo calculamos a conexão de Levi-Civita da esfera.

Exemplo 1.68. Seja a esfera unitária S2 = {(x, y, z) ∈ R
3; x2 + y2 + z2 = 1}. Conside-

rando a projeção estereográfica com respeito ao polo norte podemos dotar S2 da métrica:

ds2
S
= λ2(dx2 + dy2) = 〈·, ·〉s, λ =

2

1 + x2 + y2
.
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A base canônica é dada por

{

∂x =
∂

∂x1
, ∂y =

∂

∂x2

}

e a base ortonormal é dada por

{E1 = ∂x/|∂x|, E2 = ∂y/|∂y|}.
Sabemos que ∇∂y∂x é combinação linear dos vetores da base B = {∂x, ∂y}, então

∇∂y∂x = a ∂x + b ∂y (1.8)

〈∇∂y∂x, ∂x〉s = a〈∂x, ∂x〉s
〈∇∂y∂x, ∂x〉s =

4a

(1 + x2 + y2)2
. (1.9)

Note que

∂y〈∂x, ∂x〉s = 2〈∇∂y∂x, ∂x〉s

∂y

(
4

(1 + x2 + y2)2

)

= 2〈∇∂y∂x, ∂x〉s
−16y

(1 + x2 + y2)3
= 2〈∇∂y∂x, ∂x〉s

〈∇∂y∂x, ∂x〉s =
−8y

(1 + x2 + y2)3
.

Logo, substituindo em (1.9) temos,

−8y

(1 + x2 + y2)3
=

4a

(1 + x2 + y2)2

a =
−2y

1 + x2 + y2
.

Por outro lado, fazendo produto interno em (1.8) com ∂y temos,

〈∇∂y∂x, ∂y〉s = b〈∂y, ∂y〉s
〈∇∂y∂x, ∂y〉s =

4b

(1 + x2 + y2)2
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Note que

∂x〈∂y, ∂y〉s = 2〈∇∂y∂x, ∂y〉s

∂x

(
4

(1 + x2 + y2)2

)

= 2〈∇∂y∂x, ∂y〉s
−16x

(1 + x2 + y2)3
= 2〈∇∂y∂x, ∂y〉s

〈∇∂y∂x, ∂y〉s =
−8x

(1 + x2 + y2)3

Logo,

−8x

(1 + x2 + y2)3
=

4b

(1 + x2 + y2)2

b =
−2x

1 + x2 + y2

Portanto, ∇∂y∂x =
−2y

1 + x2 + y2
∂x +

−2x

1 + x2 + y2
∂y = ∇∂x∂y.

Do mesmo jeito feito anteriormente, obtemos as conexões

∇∂x∂x =
−2x

1 + x2 + y2
∂x +

2y

1 + x2 + y2
∂y

∇∂y∂y =
2x

1 + x2 + y2
∂x +

−2y

1 + x2 + y2
∂y

No que se segue, M será uma variedade Riemanniana munida de sua conexão Riema-

nniana.

Definição 1.69. Uma curva parametrizada γ : I → M é uma geodésica em t0 ∈ M se
D

dt

(
dγ

dt

)

= 0 no ponto t0 (ou seja ∇γ′γ′ = 0 em t0); se γ é geodésica em t para todo

t ∈ I, dizemos que γ é uma geodésica. Se [a, b] ⊂ I e γ : I → M é uma geodésica, a

restrição de γ a [a, b] é chamada geodésica ligando γ(a) a γ(b).

Definição 1.70. Sejam M uma variedade Riemanniana e X ∈ χ(M). Seja p ∈ M e

sejam U ⊂ M uma vizinhança de p, e ϕ : (−ε, ε) × U → M uma aplicação diferenciável

tais que para todo q ∈ U a curva t → ϕ(t, q) é a trajetória de X passando por q em

t = 0. X é chamado um campo de Killing se, para todo t0 ∈ (−ε, ε), a aplicação

ϕ(t0) : U ⊂M →M é uma isometria.

Observação 1.71. X é um campo de Killing se, e somente, se 〈∇YX,Z〉+〈∇ZX, Y 〉 = 0

para todo Y, Z ∈ χ(M).
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Agora vamos estudar as geodésicas de H
2 × R, para isso vamos entrar em alguns

detalhes. Seja p ∈ H
2 × R. Consideremos H

2 como o modelo do disco unitário com a

métrica gD =
4

(1− x2 − y2)2
dx2 + dy2 e gD×R =

4

(1− x2 − y2)2
(dx2 + dy2) + dt2. Seja v

um vetor tangente inclinado de p, então podemos transladar p na origem do disco unitário

mediante uma composta de uma translação vertical ψ com uma translação hiperbólica ϕ,

isto é, (ϕ o ψ)(p) = 0 e d(ϕ o ψ)(v) = ṽ é tangente à origem. Assim, temos dois casos:

i Se ṽ mora em H
2×{0} então existe uma única geodésica (diâmetro) que passa pela

origem e é tangente a ṽ.

ii Se ṽ não mora em H
2 × R, então relacionando ṽ em torno do eixo t e projetando ṽ

no eixo oy, temos que é suficiente estudar as geodésicas que passam pela origem do

plano yt.

Figura 1.12: Translação do vetor v com ponto p na origem.

Agora vamos construir um plano ρt tal que exista uma isometria entre o plano ρt e o

plano yt.

Seja (0, y, 0) ∈ H
2 × {0}, então dH((0, y), (0, 0)) = LH(α) =

∫ 1

0
||α′

(t)||H dt, onde

α(t) = (0, ty). Assim,

||α′

(t)||H =
√

〈α′(t), α′(t)〉H

=

√

4y2

(1− t2y2)

=
2y

1− t2y2
.
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Dáı,

∫ 1

0

2y

1− t2y2
dt = 2y

∫ 1

0

dt

1− t2y2

= 2y
tanh−1(y)

y

= 2 tanh−1(y)

= ρ.

Assim, y = tanh(ρ/2). Observe que o plano yt = {(x, y, t) ∈ H
2 × R / x = 0}. Como

x = 0 então dx2 = 0. Assim, a métrica induzida no plano yt é dada por

gyt =
4

(1− y2)2
dy2 + dt2.

Sabemos que y = tanh(ρ/2) então dy =
1

2
sech2

(ρ

2

)

dρ. Logo, a métrica induzida no

plano ρt é dada por

gρt =
4

(1− tanh2(ρ/2))2
1

4
sech4

(ρ

2

)

dρ2 + dt2

= dρ2 + dt2.

Definamos a aplicação ϕ : R2 → yt por ϕ(ρ, t) = (tanh(ρ/2), t), então ϕ claramente é

uma isometria de R
2 em yt, pois preserva métrica. De fato,

Sejam u, v ∈ T(ρ,t)R
2, então

〈dϕ(u), dϕ(v)〉yt = <





1

2
sech2(ρ/2) 0

0 1





[

u1

u2

]

,

[

x 0

0 1

] [

v1

v2

]

〉yt

=
4

(1− tanh2(ρ/2))2
1

4
u1v1 sech

4(ρ/2) + u2v2

= u1v1 + u2v2

= 〈u, v〉ρt.

Note que dada a reta r = {(ρ, t) ∈ R
2/ρ = t} ⊂ R

2, então ϕ(r) = {(y, 2 tanh−1(y))/y ∈
R} e para r1 = {(ρ, 0) ∈ R

2} = eixo ρ, temos ϕ(r1) = {(y, 0)/y ∈ R} = eixo y. Portanto

uma forma de encontrar as geodésicas de H
2 ×R que passam pela origem é determinar a

imagem de retas no plano ρt (que são geodésicas).
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Figura 1.13: Geodésicas de H
2 × R.

Definição 1.72. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspon-

dência que associa a cada par X, Y ∈ χ(M) uma aplicação R(X, Y ) : χ(M) → χ(M)

dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, Z ∈ χ(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Observação 1.73. La aplicação R(X, Y ) : χ(M) → χ(M) é dita operador curvatura.



Caṕıtulo 2

Classificação das Superf́ıcies

totalmente umb́ılicas em E3(κ, τ )

Neste caṕıtulo apresentaremos a classificação das superf́ıcies totalmente umb́ılicas em

E3(κ, τ). Veremos que para τ 6= 0, não existem superf́ıcies totalmente umb́ılicas em

E3(κ, τ). Já para τ = 0, apresentamos a classificação para os espaços H2 × R e S
2 × R.

Finalmente provamos a unicidade das superf́ıcies totalmente umb́ılicas em H
2×R e S2×R.

2.1 Não existência de superf́ıcies totalmente umb́ı-

licas em algumas variedades tridimensionais ho-

mogêneas

Nesta seção consideramos as variedades tridimensionais homogêneas conexas e sim-

plesmente conexas, cujo grupo de isometrias tem dimensão 4 e que não são produtos

Riemannianos. Lembramos que tal variedade é uma fibração sobre alguma superf́ıcie

simplesmente conexa, M2(κ), de curvatura constante κ ∈ R com fibras geodésicas. Na

verdade, para cada k, há a uma famı́lia a 1-parâmetro E
3(κ, τ) de tais fibrações, parame-

trizadas pela curvatura do feixe τ ∈ R
∗. O campo vetorial unitário ξ tangente às fibras é

um campo de Killing e satisfaz:

∇Xξ = τ(X × ξ), (2.1)

para algum vetor tangente X ∈ TE3(κ, τ), onde ∇ é a conexão de E
3(κ, τ). O campo ξ

define a direção vertical da submersão Riemanniana E
3(κ, τ) → M

2(κ). De fato, a curva-

tura do feixe τ pode ser zero, mas neste caso E
3(κ, 0) é apenas um produto Riemanniano

51
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M
2(κ) × R. Estas variedades produto serão abordadas na seções 2.2 e 2.3. Além disso,

assumimos κ − 4τ 2 6= 0, caso contrário a variedade é uma forma espacial e seu grupo

de isometrias tem dimensão 6. Estas variedades são de três tipos: quando k > 0 são as

esferas Berger, para k = 0 tem o grupo de isometria do espaço de Heisenberg, Nil3, e

para κ < 0 tem o grupo de isometrias de PSL2(R). Para mais detalhes, veja [6], [7] e [8].

Podemos agora apresentar o resultado principal desta seção.

Teorema 2.1. Não existem superf́ıcies totalmente umb́ılicas (mesmo não completas) nas

variedades tridimensionais E3(κ, τ), com τ 6= 0 e κ−4τ 2 6= 0. Em particular, não existem

superf́ıcies totalmente geodésicas.

Para o caso especial do espaço de Heisenberg (κ = 0, τ = 1/2), veja [10].

Demonstração: Seja S uma superf́ıcie totalmente umb́ılica imersa em E
3(κ, τ). Pela

definição de variedade, S é imagem de uma imersão X : Ω → E
3(κ, τ), onde Ω é um disco

aberto em R
2, isto é, X(Ω) = S. Chamemos (u, v) as coordenadas em Ω e considere o

campo normal unitário N em S. Sejam β = {e1, e2} uma base formada por autovetores e

A o operador de forma (shape operator) de S, então

A(e1) = λe1,

A(e2) = λ1e2,

onde λ, λ1 são as curvaturas principais em p ∈ S e

[A]β =

[

λ 0

0 λ1

]

.

Como λ = λ1,∇Xu
N = aXu + bXv e ∇Xv

N = cXu + dXv, segue que

∇Xu
N = λXu (2.2)

∇Xv
N = λXv. (2.3)

Ao derivar as equações (2.2) e (2.3), nas direções Xu e Xv, respectivamente, obtemos

∇Xv
(∇Xu

N) = λvXu + λ∇Xv
Xu, (2.4)

∇Xu
(∇Xv

N) = λuXv + λ∇Xu
Xv. (2.5)

Ao subtrair a equação (2.4) da equação (2.5), obtemos,

∇Xv
(∇Xu

N)−∇Xu
(∇Xv

N) = λvXu − λuXv + λ∇Xv
Xu − λ∇Xu

Xv.
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Como ∇ é simétrica ∇Xv
Xu = ∇Xu

Xv, assim

∇Xv
(∇Xu

N)−∇Xu
(∇Xv

N) = λvXu − λuXv.

Isto é,

R(Xu, Xv)N = λvXu − λuXv, (2.6)

onde R é o operador curvatura de E
3(κ, τ).

Definimos a função ângulo ν : Ω ⊂ R
2 → R da forma ν = 〈N, ξ〉. Seja T a projeção

de ξ no TpS, isto é, T = ξ − νN . De fato,

projN ξ =
〈N, ξ〉
||N ||2N = νN,

dáı ξ = T + νN , ou seja, T = ξ − νN .

Figura 2.1: Decomposição do campo ξ.

Benoit Daniel, mostra que as equações de Gauss e Codazzi (veja [9]), relacionam a

métrica de S, o shape operator A, a projeção tangencial T de ξ e a função ângulo ν. Tais

equações são dadas por

κ = detS + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2, (2.7)

R(X, Y )N = (κ− 4τ 2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X, T 〉Y ), ∀ X, Y ∈ χ(S). (2.8)

Usando a equação (2.8) para Xu, Xv, N ∈ χ(E3(κ, τ)), temos

R(Xu, Xv)N = (κ− 4τ 2)ν(〈Xv, T 〉Xu − 〈Xu, T 〉Xv). (2.9)
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Ao igualar as equações (2.6) e (2.9), obtemos

λvXu − λuXv = (κ− 4τ 2)ν(〈Xv, T 〉Xu − 〈Xu, T 〉Xv).

Note que,

〈gradλ,Xu〉 = dλp(Xu) = λu,

〈gradλ,Xv〉 = dλp(Xv) = λv,

onde gradλ é o gradiente da função λ em S. Assim,

〈gradλ,Xv〉Xu − 〈gradλ,Xu〉Xv = 〈Xv, (κ− 4τ 2)νT 〉Xu − 〈Xu, (κ− 4τ 2)νT 〉Xv

(〈gradλ,Xv〉 − 〈Xv, (κ− 4τ 2)νT 〉)Xu − (〈gradλ,Xu〉 − 〈Xu, (κ− 4τ 2)νT 〉)Xv = 0

〈gradλ− (κ− 4τ 2)νT,Xv〉 = 0 e 〈gradλ− (κ− 4τ 2)νT,Xu〉 = 0,

pois Xu e Xv são linearmente independentes. Portanto

gradλ = (κ− 4τ 2)νT. (2.10)

Observe que, se T = 0 em um subconjunto não vazio, então podemos tomar N = ξ

neste conjunto. Assim, temos de (2.1) que

∇Xu
N = τ(Xu ×N),

como Xu × N não é paralelo a Xu, segue que ∇Xu
N 6= λXu. Logo, S não pode ser

totalmente umb́ılica.

Assumamos agora que T 6= 0. Seja JT = N × T , onde JT ∈ TpS, então [T, JT ] = 0.

De fato, lembre que [T, JT ] = ∇TJT −∇JTT , dáı

∇TJT = ∇TN × T

= ∇TN × (ξ − νN)

= ∇T (N × ξ)−N × νN

= ∇T (N × ξ +N ×∇T ξ)

= λ(T × ξ) + τ(N × (T × ξ)).
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Note que,

T × ξ = T × (T + νN)

= ν(T ×N)

= −νJT.

Assim,

∇TJT = −νλJT − ντ(N × JT )

= −νλJT + ντT.

Por outro lado,

∇JTT = ∇JT (ξ − νN)

= ∇JT ξ −∇JTνN

= τ(JT × ξ)− JT (ν)N − ν∇JTN

= τ(JT × ξ)− JT (ν)N − νλJT.

Note que

JT × ξ = JT × (T + νN)

= JT × T + νJT ×N

= −|T |2N + νT (2.11)

e

JT (ν) = JT (〈N, ξ〉)
= 〈∇JTN, ξ〉+ 〈N,∇JT ξ〉
= λ〈JT, ξ〉+ τ〈N, JT × ξ〉
= λ〈JT, T − νN〉+ τ〈N, JT × ξ〉
= τ〈N, JT × ξ〉.

Usando (2.11), temos

JT (ν) = τ〈N,−|T |2N + νT 〉
= −|T |2τ(〈N,N〉+ ν〈N, T 〉)
= −|T |2τ.
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Logo,

∇JTT = τ(−|T |2N + νT ) + |T |2τN − νλJT

= −|T |2τN + ντT + |T |2τN − νλJT

= ντT − νλJT.

Assim,

∇TJT = ∇JTT.

Agora usando (2.10) temos,

JT (λ) = 〈gradλ, JT 〉
= 〈(κ− 4τ 2)νT, JT 〉
= (κ− 4τ 2)ν〈T, JT 〉
= 0.

T (λ) = 〈gradλ, T 〉
= 〈(κ− 4τ 2)νT, T 〉
= (κ− 4τ 2)ν|T |2

= (κ− 4τ 2)ν(1− ν2).

Dado que [JT, T ] = 0 e por outro lado

[JT, T ](λ) = JT (T (λ))− T (JT (λ))

= JT ((κ− 4τ 2)(ν − ν3))

= (κ− 4τ 2)JT (ν − ν3).

Dáı, (κ− 4τ 2)JT (ν − ν3) = 0 . Como κ− 4τ 2 6= 0, segue que

JT (ν − ν3) = 0

JT (ν)− JT (ν3) = 0

JT (ν)− JT (ν)3ν2 = 0

JT (ν)(1− 3ν2) = 0.

Então (1 − 3ν2) = 0 ou JT (ν) = 0. Se (1 − 3ν2) = 0 então ν = ±
√
3/3. Como ν é

constante temos, JT (ν) = 0. Por outro lado, JT (ν) = −τ |T |2. Dáı, −τ |T |2 = 0 e por

hipótese τ 6= 0, então T = 0. Logo, E3(κ, τ) não possui superf́ıcies totalmente umb́ılicas.
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Para finalizar, suponha que existe uma superf́ıcie totalmente geodésica em E
3(κ, τ)

com τ 6= 0, então as curvaturas principais, digamos λ1 e λ2, são tais que λ1 = λ2 = 0

(absurdo), pois por hipótese não existem superf́ıcies totalmente umb́ılicas (λ1 6= λ2).

Logo, não existem superf́ıcies totalmente geodésicas. �

2.2 Superf́ıcies totalmente umb́ılicas em S
2 × R

Nesta seção apresentaremos o teorema de classificação das superf́ıcies totalmente

umb́ılicas em S
2 × R. Mostraremos que existem três tipos de tais superf́ıcies, a primeira

é rotacional, anaĺıtica, imersa, homeomorfa à esfera e não homologa a zero. A segunda

é rotacional, completa, propriamente imersa e homeomorfa a R
2 e a terceira é anaĺıtica,

imersa, homeomorfa à esfera e homologa a zero em S
2 × R. A principal referência para

este caṕıtulo é [12].

Uma superf́ıcie rotacional em S
2 × R é uma superf́ıcie obtida pela rotação de uma

curva em um cilindro totalmente geodésico C = Γ×R, onde Γ ⊂ S
2 é uma geodésica, em

torno de um eixo R = {p} × R, onde p é um ponto fixo de Γ.

Nas coordenadas (x, y, t) dada pela projeção estereográfica com respeito ao polo norte,

a métrica em S
2 × R é definida:

ds̃2 =

(
2

1 + x2 + y2

)2

(dx2 + dy2) + dt2,

onde x, y, t ∈ R.

A menos de isometrias podemos assumir que Γ ⊂ S
2 corresponde à geodésica completa

definida por y = 0 e que p = (0, 0, 0) ∈ Γ é o polo sul de S2. Assim podemos considerar o

eixo de rotação R = {(0, 0, t), t ∈ R}.

Observação 2.2. Observe que para qualquer curva α, dada no cilindro C, a superf́ıcie

gerada pela rotação de α em torno do eixo R = (0, 0, t) é a mesma superf́ıcie que a gerada

pelo eixo obtido pelo polo norte, ou seja, por (0, 0, 2t), t ∈ R.

Lema 2.3. Seja ϕ : S2 − {(0, 0, 2)} → π a projeção estereográfica, onde π é um plano,

então a única métrica gπ de π tal que ϕ seja uma isometria entre S
2 − {(0, 0, 2)} e π é

gπ(u, v) =
4

(1 + x2 + y2)2
(u1v1 + u2v2)

onde u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ Tpπ com p = (x, y).
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Demonstração: Lembre que

ϕ(x, y, z) =

(
2x

2− z
,

2y

2− z

)

e

ϕ−1(x, y) =

(
4x

x2 + y2 + 4
,

4y

x2 + y2 + 4
,
2(x2 + y2)

x2 + y2 + 4

)

.

De modo análogo ao aplicado no Lema 1.34, temos o desejado. �

Figura 2.2: Superf́ıcie rotacional em S
2 × R.

Consideremos o plano vertical geodésico (não completo) P = {y = 0} ∈ C, isto é,

C = P ∪ ({N} × R), onde N ∈ S
2 é o polo norte.

Seja ρ ∈ (−π, π) a distância da origem (0, 0) a (x, 0), onde (x, 0) é a imagem por ϕ de

um ponto que pertence à geodésica Γ definida por {y = 0}. Seja a curva α : [0, 1] → π

definida por α(s) = s(x, 0). Assim,

ρ = Lπ(α)

=

∫ 1

0

||α′

(s)||gπ ds

=

∫ 1

0

√

4

(1 + s2x2)2
x2ds

= 2

∫ 1

0

x

1 + (sx)2
ds

= 2 arctan(x)
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Dáı,

x = tan
(ρ

2

)

.

Nas coordenadas (ρ, t) a métrica no plano P é ds2 = dρ2 + dt2. De fato, como a métrica

de S
2 × R é dada por

ds2 =
4

(1 + x2 + y2)2
(dx2 + dy2) + dt2

como x = tan(ρ/2) e y = 0, então dx =
1

2
sec2(ρ/2)dρ. Assim,

=
4

sec4(ρ/2)

sec4(ρ/2)

4
dρ2 + dt2

= dρ2 + dt2.

Considere agora a curva α(s) = (tan(ρ(s)/2), 0, t(s)) parametrizada pelo comprimento

de arco no plano P . Seja θ(s) o ângulo orientado entre o eixo ρ e α
′

(s). Como α
′

(s) é um

vetor unitário segue que ρ
′2(s) + t

′2(s) = 1, portanto podemos escrever:

ρ
′

(s) = cos θ(s) (2.12)

t
′

(s) = sen θ(s) (2.13)

No plano P , seja n(s) o vetor normal unitário à curva α, de modo que a base

{α′(s), n(s)} é positivamente orientada para cada s. Seja X a parametrização da su-

perf́ıcie gerada pela rotação em relação ao eixo t, definida por:

X(s, w) = (cosw tan(ρ(s)/2), senw tan(ρ(s)/2), t(s)).

Assim,

Xs =

(
ρ

′

2
sec2(ρ/2) cosw,

ρ
′

2
sec2(ρ/2) senw, t

′

)

Xw = (− senw tan(ρ/2), cosw tan(ρ/2), 0).

Seja p ∈ X(s, w) e B = {e1, e2, e3} com e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1)

campos locais adaptados a X, então chamando de E1, E2 e E3 os vetores normalizados de
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e1, e2 e e3, isto é, E1 =
e1

||e1||
, E2 =

e2
||e2||

e E3 =
e3

||e3||
temos,

e1 =
2

sec2(ρ/2)
E1 (2.14)

e2 =
2

sec2(ρ/2)
E2 (2.15)

e3 = E3. (2.16)

Note que Xs e Xw ∈ TpS
2 × R são dados por

Xs =
ρ′

2
sec2(ρ/2) cosw e1 +

ρ′

2
sec2(ρ/2) senw e2 + t′ e3

Xw = − senw tan(ρ/2) e1 + cosw tan(ρ/2)e2.

Usando (2.14), (2.15) e (2.16) temos,

Xs = ρ′ cosw E1 + ρ′ senw E2 + t′ E3.

Xw = − senw sen(ρ) E1 + cosw sen(ρ) E2.

Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental são

E = 〈Xs, Xs〉
= ρ′

2
+ t′2

= 1.

F = 〈Xs, Xw〉
= 0.

G = 〈Xw, Xw〉
= sen2(ρ).

Para calcular o vetor normal na base ortonormal {E1, E2, E3}, achamos: Xs × Xw e

||Xs ×Xw||. Assim,

N =
Xs ×Xw

||Xs ×Xw||
= −t′ cosw E1 − t

′

senw E2 + ρ
′

E3.
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Por outro lado,

∇Xs
Xs = ∇Xs

(ρ
′

cosw E1 + ρ
′

senw E2 + t
′

E3) (2.17)

= ∇Xs
ρ

′

cosw E1 +∇Xs
ρ

′

senw E2 +∇Xs
t
′

E3

= ρ
′′

cosw E1 + ρ
′

cosw ∇Xs
E1 + ρ

′′

senw E2 + ρ
′

senw∇Xs
E2 + t

′′

E3

+ t
′ ∇Xs

E3. (2.18)

Note que

λ =
2

1 + x2 + y2
=

2

sec2(ρ/2)

λx =
−4x

(1 + x2 + y2)2
=

−4 cosw tan(ρ/2)

sec4(ρ/2)

λx
λ2

= − cosw tan(ρ/2)

λy =
−4y

(1 + x2 + y2)2
=

−4 senw tan(ρ/2)

sec4(ρ/2)

λy
λ2

= − senw tan(ρ/2).

Dáı, usando o Lema 1.67, temos

∇E1
E1 = senw tan(ρ/2) E2,

∇E2
E1 = − cosw tan(ρ/2) E2,

∇E3
E1 = 0,

∇E1
E2 = − senw tan(ρ/2) E1,

∇E2
E2 = cosw tan(ρ/2) E1,

∇E3
E2 = 0,

∇E1
E3 = ∇E2

E3 = ∇E3
E3 = 0.



2.2. Superf́ıcies totalmente umb́ılicas em S
2 × R 62

Assim,

∇Xs
E1 = ∇ρ′ cosw E1+ρ′ senw E2+t′E3

E1

= ρ
′

cosw ∇E1
E1 + ρ

′

senw ∇E2
E1 + t

′ ∇E3
E1

= ρ
′

cosw senw tan(ρ/2) E2 − ρ
′

senw cosw tan(ρ/2) E2

= 0.

∇Xs
E2 = ρ

′

cosw ∇E1
E2 + ρ

′

senw ∇E2
E2 + t

′ ∇E3
E2

= −ρ′

cosw senw tan(ρ/2) E1 + ρ
′

senw cosw tan(ρ/2) E1

= 0.

∇Xs
E3 = ρ

′

cosw ∇E1
E3 + ρ

′

senw ∇E2
E3 + t

′ ∇E3
E3

= 0.

Da equação (2.18), temos,

∇Xs
Xs = ρ

′′

cosw E1 + ρ
′′

senw E2 + t
′′

E3.

Logo,

e = 〈N,∇Xs
Xs〉

= −ρ′′

t
′

cos2w − ρ
′′

t
′

sen2w + ρ
′

t
′′

= −ρ′′

t
′

+ ρ
′

t
′′

.

De modo análogo, temos,

∇Xw
Xs = (−ρ′

senw + ρ
′

senw sen(ρ) tan(ρ/2))E1

+ (ρ
′

cosw − ρ
′

cosw sen(ρ) tan(ρ/2))E2

Logo,

f = 〈N,∇Xw
Xs〉

= 0.

Por último,

∇Xw
Xw = (− cosw sen(ρ) + cosw sen2(ρ) tan(ρ/2))E1 + (senw sen2(ρ) tan(ρ/2)

− senw sen(ρ))E2.
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Logo,

g = 〈N,∇Xw
Xw〉

= t
′

sen(ρ) (1− 2 sen2(ρ/2))

= t
′

sen(ρ) cos(ρ).

Como a superf́ıcie X(s, w) é duplamente ortogonal , isto é, F = f = 0, então as

curvaturas principais são dadas por

κ1 =
e

E

= −ρ′′

t
′′

+ ρ
′

t
′′

κ2 =
g

G

= t
′

cot(ρ).

Das equações (2.12) e (2.13), temos ρ
′′

= − sen θ(s) θ
′

(s) e t
′′

= cos θ(s) θ
′

(s). Por-

tanto, a condição de umbilicidade é

θ
′

(s) =
sen θ(s)

tan ρ(s)
. (2.19)

Da equação (2.12), temos

ρ
′′

= − sen θ θ
′

,

substituindo em (2.19), temos

−ρ′′

sen θ
=

sen θ

tan ρ

ρ
′′

= −sen2 θ

tan ρ

ρ
′′

=
cos2 θ − 1

tan ρ

ρ
′′

=
ρ

′2 − 1

tan ρ
. (2.20)

Assuma que ρ
′

(s0) = 1 para algum s0, onde ρ(s0) 6= 0, então a função f(s) = ρ(s0) +

s−s0 é solução de (2.20) com a condição inicial que f
′

(s0) = 1 para algum s0 e f(s0) 6= 0,

pois f
′

(s) = 1 então f
′′

(s) = 0 e por outro lado

f
′

(s)2 − 1

tan ρ
=

1− 1

tan ρ
= 0.
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Pelo Teorema de Existência e Unicidade de Equações Diferenciais Ordinárias (EDO),

temos ρ = f . Como t
′

(s) = sen θ(s) e ρ
′

(s) = 1 ∀s ∈ I então cos θ(s) = 1. Assim

t
′

(s) = 0. Dáı, t(s) = t0, então a superf́ıcie X(s, w) = (ρ(s) cosw, ρ(s) senw, t0) é parte

de um slice S
2 × {t0}.

Analogamente quando a condição inicial é ρ
′

(s0) = −1, tomando a função g(s) =

ρ(s0)− s− s0, temos que X(s, w) é parte de um slice S
2 × {t0}.

Daqui em diante, assumiremos que ρ
′2(s) 6= 1 para todo s e portanto, a equação (2.20)

é equivalente a
ρ

′′

ρ′2 − 1
=

cos ρ

sen ρ
.

Dáı, ao integrar com relação a s, obtemos

∫
2ρ

′

ρ
′′

(ρ′2 − 1)
ds =

∫
2ρ

′

cos ρ

sen ρ
ds

ln(ρ′2 − 1) = 2 ln(sen ρ) + c

ln(u) = 2ln(u) + c

u = e2ln(u)+c

ρ
′2 − 1 = e2ln(sen ρ)+c

ρ
′2 − 1 = λ sen2 ρ,

onde λ é uma constante positiva. Dado que α é p.p.c.a (ρ
′2 + t

′2 = 1), temos que ρ
′2 < 1.

Assim,

λ =
ρ

′2 − 1

sen2 ρ
.

Portanto λ = −a2 para algum a < 0.

Seja ρ uma solução de (2.20), satisfazendo ρ
′2 < 1. Se ρ

′

(s) = 0, Então por (2.12) e

(2.13), temos

cos θ(s) = 0

t
′

(s) = sen θ(s).

Como cos θ(s) = 0 então θ(s) = π/2 ou 3π/2. Se θ(s) = π/2, temos t
′

(s) = 1, o que

implica que t(s) = s+ c. De (2.19), temos

θ
′

(s) =
sen θ(s)

tan θ(s)
=

1

tan ρ(s)
=

1

tan c
. (2.21)
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Como θ
′

(s) = 0 e por (2.21), temos que c = π/2. Logo, ρ(s) = π/2. Assim, α(s) =

(π/2, 0, s + c) é a curva que gera a superf́ıcie que é parte de um cilindro totalmente

geodésico ρ = π/2 tal que ρ
′

(s) = 0.

Daqui em diante, assumiremos que ρ não é está solução trivial e portanto a menos de

restringir o domı́nio de ρ, podemos supor que ρ toma valores em (0, π/2) ou (π/2, π).

Assim, considerando um intervalo no qual ρ
′

nunca se anula. Mudando s por −s e

supondo que ρ
′

> 0, temos

ρ
′2 − 1 = −a2 sen2 ρ

ρ
′2 = 1− a2 sen2 ρ

ρ
′

=
√

1− a2 sen2 ρ. (2.22)

Observe que a transformação (ρ, t) → (π − ρ, t) é uma isometria que muda rotações

ao redor do eixo através do polo norte. Portanto, tomando em conta a observação 2.2,

podemos assumir que a menos de isometrias, ρ toma valores em (0, π/2).

Chamaremos ρa a solução maximal de (2.22) estendendo ρ sem restrições em seus valores,

isto é, pelo momento não precisamos que ρa tome seus valores em (−π, π).

No que segue, apresentaremos uma série de resultados a fim de obter o teorema de

classificação. Inicialmente, mostraremos que a solução maximal ρa de 2.22 é ı́mpar e passa

pela origem. Além disso, veremos que, distintos valores da constante a, dão origem a uma

curva αa que gera uma superf́ıcie rotacional totalmente umb́ılica em S
2 × R.

Lema 2.4. A menos de reparametrizações, a solução maximal ρa é definida no intervalo

(−δ, δ), onde δ ∈ (0,+∞]. Além disso, ρa é ı́mpar e assim satisfaz ρa(0) = 0 e ρ
′

a(0) = 1.

Demonstração: Definamos (u, v) o domı́nio de ρa, onde −∞ ≤ u < v ≤ ∞. Para

provar que ρa é uma função ı́mpar, precisaremos provar que ρa se anula em algum ponto

do domı́nio. De fato, como α está p.p.c.a, segue que ρ
′

a ≤ 1. Se u = −∞, temos

ρ
′

a(s) ≤ 1

ρa(s) ≤
∫

ds

ρa(s) ≤ s+ c, c ∈ R.

Como u = −∞, lims→−∞ ρa(s) ≤ −∞, ou seja, ρa tem imagens negativas e como o

domı́nio de ρ está contido no domı́nio de ρa e ρ tem imagens positivas segue que ρa também

tem imagens positivas. Logo, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe s0 ∈ (∞, v) tal

que ρa(s0) = 0.
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Se u é finito, como ρa é não decrescente pois ρ
′

a(s) ≥ 0 para todo s ∈ (u, v), segue que

lims→u ρa(s) = L com L ∈ [−∞,∞).

Se L < 0, então ρa possui imagens negativas e como ρ é positiva, novamente pelo Teorema

do Valor Intermediário, temos que ρa(s0) = 0.

Se L ≥ 0, seja I ⊂ (u, v) o domı́nio de ρ. Suponha que s decresce em I, ρa nunca se anula.

Dado que ρ(I) ⊂ (0, π/2), ou seja, os valores de ρ são positivos e ρa é não decrescente

então lims→u ρa(s) ≥ 0, o qual nos permite estender o intervalo (u, v) da ρa, mediante a

extensão ρ̃a(s) = ρa(s), se s 6= u e ρ̃a(s) = L, se s = u com s ∈ [u, v), o que contradiz

a maximalidade de ρa. Portanto ρa(s0) = 0 para algum s0 ∈ (u, v). Através de uma

translação (s 7→ s− s0) podemos assumir ρa(0) = 0. A função f(s) = −ρa(−s) é solução

de

ρ
′

=
√

1− a2 sen2 ρ.

De fato,

f
′

(s) =
√

1− a2 sen2(f(s))

ρ
′

a(−s) =
√

1− a2 sen2(−ρa(−s)),

como ρa é solução maximal de (2.22), então f é solução de (2.22). Além disso, f(0) =

−ρa(−0) = 0 e pelo Teorema de Existência e Unicidade de e.d.o.s, temos que f = ρa.

Assim, ρa(−s) = −f(s) = −ρa(s), logo ρa é ı́mpar e ρ
′

a(0) =
√

1− a2 sen2 ρa(0) =
√

1− a2 sen2(0) = 1. �

Lema 2.5. Suponha que a ∈ (0, 1), então ρa é definida em toda reta e dá origem a

uma única, a menos de isometria ambiente, curva αa, gerando uma superf́ıcie rotacional

totalmente umb́ılica. Esta curva é uma curva de Jordan, anaĺıtica no cilindro C, não
homologa a zero e simétrica em relação ao eixo de rotação R. A superf́ıcie rotacional

totalmente umb́ılica, S1(a), gerada por αa é anaĺıtica, imersa e homeomorfa à esfera.

Além disso, S1(a) é não homologa a zero em S
2 × R.

Demonstração: Seja ρa como no Lema 2.4. Se δ < +∞, Como ρ
′

a > 0 e ρ
′

a ≤ 1,

então ρ
′

a ∈ (0, 1]. Dado que c ≤ ρa ≤ s + c onde c e c̄ são constantes reais, temos

que lims→δ ρa(s) = L, onde L é finito. Dado que a ∈ (0, 1), temos 1 − a2 sen2(L) >

0 e novamente como no Lema 2.4, podemos estender ρa além de δ, contradizendo a

maximalidade de ρa. Isto mostra que δ = +∞.

Dado que ρ
′

a =
√

1− a2 sen2 ρa ≥
√
1− a2 > 0, pois sen2 ρa ≤ 1 e já que ρa(0) = 0, e

ρa é crescente e cont́ınua, segue que existe um menor s1 > 0 tal que ρa(s1) = π.

Agora consideremos a função f(s) = 2π − ρa(2s1 − s), s ∈ R, então f é solução de
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(2.22), já que f
′

= ρ
′

a(2s1 − s) e
√

1− a2 sen2(2π − ρa(2s1 − s))

=
√

1− a2 sen2(ρa(2s1 − s)) = f
′

. Além disso,

f(s1) = 2π − ρa(2s1 − s1)

= 2π − ρa(s1)

= π

= ρa(s1).

Assim, pelo Teorema de unicidade e existência de e.d.o, temos f = ρa. Logo,

ρa(2s1 − s) = f(2s1 − s)

= 2π − ρa(2s1 − 2s1 + s)

= 2π − ρa(s). (2.23)

No caso da função t, sabemos que ela satisfaz t
′2 = 1 − ρ

′2
a = 1 − 1 + a2 sen2 ρa =

a2 sen2 ρa. Assim, seja ta a função definida em R tal que,

t
′

a(s) = a sen ρa(s)

ta(0) = 0.

Dado que ρa é ı́mpar, temos que t
′

a(s) é ı́mpar. Lembre que se uma função é par então

sua derivada é ı́mpar e se é ı́mpar então sua derivada é par. Assim, a função ta não pode

ser ı́mpar. Defina a função f(s) = ta(−s)− ta(s) então

f
′

(s) = −t′a(−s)− t
′

a(s)

= t
′

a(s)− t
′

a(s)

= 0.

Ou seja, f(s) = c. Mas f(0) = 0 então f(s) = 0. Logo ta(−s) = ta(s). Isto é, ta é par.

Seja a função g(s) = ta(2s1 − s) então

g
′

(s) = −t′a(2s1 − s)

= −a sen ρa(2s1 − s)

= −a sen(2π − ρa(s))

= a sen ρa(s)

= t
′

a(s)
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e g(s1) = ta(s1). Assim, pelo Teorema de existência e unicidade de e.d.o, temos g = ta.

Assim, ta(2s1 − s) = ta(s) para todo s ∈ R. Usando que ta é par, temos

ta(s+ 2s1) = g(s+ 2s1)

= ta(2s1 − (s+ 2s1))

= ta(−((s+ 2s1)− 2s1))

= ta(s+ 2s1 − 2s1)

= ta(s). (2.24)

Usando a equação (2.23) e que ρa é ı́mpar, temos para algum s ∈ R

−(2π − ρa(2s1 + s)) = −2π + ρa(2s1 + s)

= −2π + ρa(2s1 − (−s))
= −2π + 2π − ρa(−s)
= −ρa(−s)
= ρa(s). (2.25)

logo,

ρa(2s1 + s) = ρa(s) + 2π ∀s ∈ R.

Agora a curva α̃a(s) = (ρa(s), ta(s)), s ∈ R, é uma curva no recobrimento universal C̃
de C. Observe que as equações (2.24) e (2.25) mostram que restringindo s para [−s1, s1],
α̃a da origem a uma curva anaĺıtica, fechada αa em C. Dado que ρa é crescente em [−s1, s1]
e ρa(−s1) = −ρa(s1) = −π, deduzimos que αa é imersa e não homologa a zero.

Como ρa é impar e ta é par, a curva αa tem a simetria desejada. É claro que para outra

escolha t
′

a(s) = −a sen ρa(s) conduz à curva deduzida por αa pela isometria (ρ, t) →
(ρ,−t). �

Figura 2.3: Curva αa gerada para a = 0.9, [12].
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Lema 2.6. Assuma a = 1, então ρ1(s) = π/2 − 2 arctan(e−s), s ∈ R. Esta curva

dá origem à uma única, a menos de isometria ambiente, curva α1 em P ⊂ C, gerando
uma superf́ıcie rotacional totalmente umb́ılica. A curva α1 é completa, aberta, imersa e

simétrica com relação ao eixo de rotação R. A superf́ıcie rotacional totalmente umb́ılica

S1, gerada por α1 em S
2 ×R é completa, propriamente imersa, anaĺıtica e homeomorfa a

R
2.

Demonstração: Dado que a = 1, então ρ
′

=
√

1− sen2 ρ, satisfazendo ρ(0) = 0. Assim

ρ1 é solução maximal de ρ
′

= cos ρ com ρ(0) = 0. Logo,

ρ
′

cos ρ
= 1

ln | sec(ρ(s)) + tan(ρ(s))| = s+ c, (2.26)

como ρ(0) = 0, segue de (2.26) que c = 0. Dáı,

− ln | sec(ρ(s)) + tan(ρ(s))| = −s
1

| sec ρ(s) + tan ρ(s)| = e−s

cos ρ(s)

1 + sen ρ(s)
= e−s

arctan

(
cos ρ(s)

1 + sen ρ(s)

)

= arctan(e−s) (2.27)

Note que

tan
(π

4
− ρ

2

)

=
tan(π/4)− tan(π/2)

1 + tan(π/4) tan(π/2)

=
1− tan(ρ/2)

1 + tan(ρ/2)

=

1−
√

1− cos ρ

1 + cos ρ

1 +

√
1− cos ρ

1 + cos ρ

=

√
1 + cos ρ−√

1− cos ρ√
1 + cos ρ+

√
1− cos ρ

=
(
√
1 + cos ρ−√

1− cos ρ)2

2 cos ρ

=
1− sen ρ

cos ρ

=
1− sen ρ

cos ρ

1 + sen ρ

1 + sen ρ

=
cos ρ

1 + sen ρ
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logo,

arctan

(
cos ρ

1 + sen ρ

)

=
1

2

(π

2
− ρ

)

.

Usando (2.27), temos

2 arctan(e−s) =
π

2
− ρ

ρ(s) =
π

2
− 2 arctan(e−s)

Assim,

ρ1(s) =
π

2
− 2 arctan(e−s) ∀ s ∈ R.

Note que ρ1 toma valores em (−π/2, π/2). Como no Lema 2.28, definamos a função t

satisfazendo t
′

(s) = sen ρ1(s), a menos de isometria ambiente. Consideremos a função t1

definida por colocar t
′

1(s) = sen ρ1(s) e t1(0) = 0. Note que

sen ρ1(s) = sen
(π

2
− 2 arctan(e−s)

)

= sen
(π

2

)

cos(2 arctan(e−s))− sen(2 arctan(e−s)) cos
(π

2

)

= cos(2 arctan(e−s))

= cos2(arctan(e−s))− sen2(arctan(e−s))

=

(
1√

1 + e−2s

)2

−
(

e−s

√
1 + e−2s

)2

=
1

1 + e−2s
− e−2s

1 + e−2s

=
1− e−2s

1 + e−2s

=
es − e−s

es + e−s

= tanh(s).

Assim,

∫

t
′

1(s)ds =

∫

tanh(s)ds

t1(s) = log(cosh(s)) + c,

onde, c ∈ R. Como t1(0) = 0, segue que c = 0. Por outro lado ρ1 é ı́mpar e t1 é par, então

a curva α1(s) = (π/2− 2 arctan(e−s), log(cosh(s))) tem a simetria desejada. De fato, α1

é o gráfico da função t(ρ) = −log(cos(ρ)), ρ ∈ (−π/2, π/2). Isto conclui a prova.
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Figura 2.4: Curva α1(s) simétrica com relação ao eixo de rotação R.

�

Lema 2.7. Assuma a > 1, então a solução maximal ρa é definida em um intervalo

limitado (−δa, δa), onde δa é um número positivo. Isto dá, origem a uma única, a menos

de isometria ambiente, curva de Jordan αa em P ⊂ C, gerando uma superf́ıcie rotacional

totalmente umb́ılica. Esta curva é anaĺıtica e simétrica em relação ao eixo de rotação R.

A superf́ıcie rotacional totalmente umb́ılica, S2(a), gerada por αa é anaĺıtica, imersa e

homeomorfa à esfera. Além disso, S2(a) é homologa a zero em S2 × R.

Demonstração: Dado que ρ
′

a(s) > 0, segue que 1 − a2 sen2 ρa(s) > 0 e como a >

1, temos −
√

1/a2 < sen ρa(s) <
√

1/a2, isto implica que − arcsen(1/a) < ρa(s) <

arcsen(1/a)). Lembremos que ρa é definido em um intervalo aberto (−δa, δa), pelo Lema

2.4. Assuma por contradição que δa = +∞. Dado que ρa é crescente, pois ρ
′

a > 0 então

admite um limite l ∈ (0, arcsen(1/a)) quando s→ +∞. Necessariamente l = arcsen(1/a),

no caso contrario seguiria da equação (2.22) que

ρa(s) < l

sen2 ρa(s) < sen2 l
√

1− a2 sen2 ρa(s) >
√
1− a2 sen2 l

ρ
′

a >
√
1− a2 sen2 l

e já que l < arcsen (1/a), temos que ρ
′

a >
√
1− a2 sen2 l > 0 para todo s > 0.

Dáı, ρa(s) >
√
1− a2 sen2 l s + c e fazendo o limite quando s → +∞, temos que√

1− a2 sen2 l s + c → +∞ o que implica que ρa(s) → +∞ o que é uma contradição,

pois ρa é limitada. Usando a equação (2.22), temos que

ρ
′′

a =
ρ

′2
a − 1

tan ρ

=
−a2 sen2 ρa

tan ρ
,
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fazendo o limite quando s → +∞, temos que ρ
′′

a(s) → −1/ tan l, como tan l é positivo

então ρ
′′

a(s) ≤ −1/(2 tan l) < 0. Assim, integrando temos que ρ
′

a deveria ser negativo o

qual é uma contradição. Portanto δa é finito.

Agora, seja l o limite de ρa quando s → δa. Se l < arcsen (1/a) então podemos

estender a solução ρa, além de δa mediante a função ρ̂a : (−δa, δa] → R definida por

ρ̂a(s) = ρa(s) se s < δa e ρ̂a(s) = l se s = δa. Mas ρa é solução maximal, o que é um

absurdo. Portanto l = arcsen (1/a) e

lim
s→δa

ρ
′

a(s) = lim
s→δa

√

1− a2 sen2 ρa(s)

=
√

1− a2 lim
s→δa

sen2 ρa(s)

=
√

1− a2(sen arcsen(1/a))2

=

√

1− a2
1

a2

= 0.

Dado que a função ρa satisfaz (2.22) e (2.20), temos

ρ
′′

=
ρ

′2 − 1

tan ρ

=
−a2 sen2 ρ

tan ρ

= −a2 sen ρ cos ρ (2.28)

Como o segundo membro de (2.28) é limitado, sua solução maximal é definida na reta

toda. Chamemos ρa a solução maximal de (2.28) estendendo ρa. Seja f(s) = ρa(2δa − s),

então f e ρa satisfazem a equação (2.28) com a mesma condição inicial em δa. De fato,

f
′′

= ρa(2δa − s)

= −a2 sen ρa(s1) cos ρa(s1)
= −a2 sen ρa(2δa − s) cos ρa(2δa − s)

e

− a2 sen f cos f = −a2 sen ρa(2δa − s) cos ρa(2δa − s). (2.29)

Logo, f
′′

= −a2 sen f cos f . Além disso, f(δa) = ρa(2δa−δa) = ρa(δa). Então pelo Teorema

de Existência e Unicidade de e.d.o.s ρa = f . Assim, temos

ρa(s) = f(s)

= ρa(2δa − s), ∀s ∈ R. (2.30)
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Já a função t satisfaz

t
′2 = 1− ρ

′2
a

= 1− (
√

1− a2 sen2 ρa)
2

= 1− 1 + a2 sen2 ρa

= a2 sen2 ρa.

Assim, se ta é a função definida por t
′

a = a sen ρa e ta(0) = 0, então

t
′

a(−s) = a sen ρa(−s)
= a sen(−ρa(s))
= −a sen(ρa(s))
= −t′a(s).

Assim, t
′

a é ı́mpar. Se ta é ı́mpar então t
′

a é par, o que é uma contradição. Defina a

função f(s) = ta(−s)− ta(s) então

f
′

(s) = −t′a(−s)− t
′

a(s)

= t
′

a(s)− t
′

a(s)

= 0.

Dáı, f(s) = c, com c ∈ R. Mas f(0) = 0 então f(s) = 0. Logo ta(−s) = ta(s). Isto é,

ta é par. Seja a função g(s) = 2 ta(δa)− ta(2δa − s) a qual satisfaz

g
′

(s) = t
′

a(2δa − s)

= a sen ρa(2δa − s)

= a sen ρa(s)

= t
′

a(s)

e

g(δa) = 2ta(δa)− ta(2δa − δa)

= 2ta(δa)− ta(δa)

= ta(δa).
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Como g
′

(s) = t
′

a(s) então g é solução de t
′

a = a sen ρa. Assim g = ta. Logo,

ta(2 δa − s) = g(2 δa − s)

= 2 ta(δa)− ta(2 δa − 2 δa + s)

= 2 ta(δa)− ta(s) ∀s ∈ R. (2.31)

Usando (2.30) e que ρa é ı́mpar, temos

ρa(s+ 4δa) = ρa(2δa − s− 4δa)

= ρa(−2δa − s)

= −ρa(2δa + s)

= −(ρa(−s))
= ρa(s), ∀s ∈ R.

Usando (2.31) e que ta é par, temos

ta(4 δa + s) = 2ta(δa)− ta(2δa − 4δa − s)

= 2ta(δa)− ta(−2δa − s)

= 2ta(δa)− ta(2δa + s)

= 2ta(δa)− 2ta(δa) + ta(−s)
= ta(s), ∀s ∈ R.

Agora a curva αa(s) = (ρa(s), ta(s)), s ∈ R, parametriza uma curva fechada e anaĺıtica

em P ⊂ C. Tomando em conta (2.30), ρa é ı́mpar, (2.31) e ta é par, deduzimos que a

curva αa é simétrica em relação ao eixo R.

Considerando o fato que ta é crescente em [0, 2δa] e a simetria de αa, inferimos que αa

define uma curva de Jordan em P .

Para concluir a prova observemos que a outra escolha para ta, isto é, t
′

a = −a sen ρa,

conduz à curva obtida de αa pela isometria (ρ, t) → (ρ,−t). �
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Figura 2.5: Curva de Jordan αa para a = 5, [12].

A seguir, apresentamos o principal resultado desta seção, ou seja, o Teorema de Clas-

sificação das superf́ıcies totalmente umb́ılicas em S
2 × R.

Teorema 2.8. Além dos slices totalmente geodésicos S
2 × {t0} e os cilindros verticais

Γ × R, onde Γ ⊂ S
2 é uma geodésica, as superf́ıcies introduzidas pelos Lemas 2.5, 2.6

e 2.7 são a menos de isometrias ambientes, as únicas superf́ıcies rotacionais completas

totalmente umb́ılicas em S
2 × R. Em particular elas são imersas e homeomorfas a R

2 ou

a S
2. Entre as superf́ıcies homeomorfas a S

2 algumas são homologas a zero e outras não.

2.3 Superf́ıcies totalmente umb́ılicas em H
2 × R

Neste caṕıtulo classificaremos as superf́ıcies totalmente umb́ılicas em H
2×R, as quais

são invariantes sobre um grupo de isometrias. Lembre que existem 3 tipos de isometrias

positivas em H
2 então pelo Lema 1.56, as isometrias positivas em H

2 × R são de 3 tipos:

eĺıptico, parabólico e hiperbólico que serão explicadas mais na frente. No caso eĺıptico,

existe uma única superf́ıcie não geodésica, totalmente umb́ılica, completa e homeomorfa

a S
2. Além disso, os slices H2 ×{t} são as únicas superf́ıcies rotacionais completas, total-

mente umb́ılicas. Para o caso parabólico, existe uma única superf́ıcie totalmente umb́ılica,

completa, anaĺıtica, propriamente imersa e homeomorfa ao plano. No último caso, o hi-

perbólico, dá origem a uma superf́ıcie não geodésica, completa, totalmente umb́ılica e

além disso existe uma famı́lia de tais superf́ıcies que são anaĺıticas, propriamente imersas

e homeomorfas ao plano. A principal referência para esta seção é [12].
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Seja o modelo do disco para H
2, definido

D = {(x, y) ∈ R
2 | x2 + y2 < 1},

e a métrica

ds2
D
=

(
2

1− x2 − y2

)2

(dx2 + dy2),

então a métrica produto em H
2 × R é definida por

dŝ2 =

(
2

1− x2 − y2

)2

(dx2 + dy2) + dt2,

onde (x, y) ∈ D e t ∈ R. Consideremos as seguintes geodésicas particulares de D:

Γ = {(x, 0), x ∈ (−1, 1)} ⊂ D,

L = {(0, y), y ∈ (−1, 1)} ⊂ D.

A menos de isometrias do ambiente, podemos assumir que as superf́ıcies simétricas

são geradas por curvas no plano geodésico P = Γ× R ⊂ H
2 × R.

Na geodésica Γ denotamos por ρ ∈ R a distância até a origem. Assim, x = tanh(ρ/2).

De fato, seja (x, 0) ∈ Γ e γ : [0, 1] → P , definida por γ(t) = t(x, 0) tal que γ(0) = (0, 0) e

γ(1) = (x, 0), então

ρ = LH(γ(t))

=

∫ 1

0

||γ ′

(t)||H dt

=

∫ 1

0

√

4x2

(1− (tx)2)2
dt

=

∫ 1

0

2x

1− (tx)2
dt

= 2 tanh−1(x)− 2 tanh−1(0)

= 2 tanh−1(x).

Assim,

ρ = 2 tanh−1(x)
ρ

2
= tanh−1(x)

x = tanh(ρ/2).
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Logo, a métrica em P é

ds2 =

(
2

1− x2 − y2

)2

(dx2 + dy2) + dt2

=

(
2

1− x2

)2

dx2 + dt2.

Como x = tanh(ρ/2), então dx =
1

2
sech2(ρ/2) dρ. Assim,

ds2 =
4

(1− tanh2(ρ/2))2
1

4
sech4(ρ/2) dρ2 + dt2

= dρ2 + dt2

Figura 2.6: Plano P no espaço ambiente H
2 × R.

Dada a curva α(s) = (ρ(s), t(s)) p.p.c.a em P . Seja θ(s) o ângulo orientado entre o

eixo ρ e α
′

(s). Definimos

ρ
′

(s) = cos θ(s), (2.32)

t
′

(s) = sen θ(s). (2.33)

No caso eĺıptico as isometrias de D × R são as rotações ao redor do eixo vertical

R = {(0, 0) × R}. No caso parabólico as isometrias são os horociclos com ponto fixo
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(−1, 0) no bordo de D. Finalmente as isometrias no caso hiperbólico são translações ao

longo de L em D.

No plano P , consideramos o vetor normal unitário N à curva α, de modo que a

base (α
′

(s), N(s)) é orientada positivamente para cada s. A seguir, vamos a calcular as

curvaturas principais (em cada caso) das famı́lias a um parâmetro das isometrias positivas

de D× R.

1. Caso eĺıptico: Seja α p.p.c.a a curva que mora no plano P , definida da forma

α(s) = (0, tanh(ρ(s)/2), t(s)). Note que

||α′

(s)||2 = 〈α′

(s), α
′

(s)〉D×R

= λ2
ρ

′

(s)2

4
sech4

(
ρ(s)

2

)

+ t
′

(s)2

=
4

(1− tanh2(ρ(s)/2))

ρ
′

(s)2

4
sech4(

ρ(s)

2
) + t

′

(s)2

= ρ
′2 + t

′2.

Como α é p.p.c.a então ρ
′2 + t

′2 = 1. Considere a superf́ıcie invariante por rotação

eĺıptica

X(s, w) =






cosw senw 0

− senw cosw 0

0 0 1











0

tanh (ρ(s)/2)

t(s)






X(s, w) = (senw tanh(ρ(s)/2), cosw tanh(ρ(s)/2), t(s)).

Assim,

Xs =

(
ρ

′

2
sech2(ρ/2) senw,

ρ
′

2
sech2(ρ/2) cosw, t

′

)

Xw = (cosw tanh(ρ/2), − senw tanh(ρ/2), 0)

Seja p ∈ X(s, w) e B = {e1, e2, e3} com e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1)

campos locais adaptados a X, então chamando de E1, E2 e E3 os vetores normali-

zados de e1, e2 e e3, isto é, E1 =
e1

||e1||
, E2 =

e2
||e2||

e E3 =
e3

||e3||
temos,

e1 =
2

sech2(ρ/2)
E1 (2.34)

e2 =
2

sech2(ρ/2)
E2 (2.35)

e3 = E3. (2.36)
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Note que Xs e Xw ∈ TpD× R, então

Xs =
ρ

′

2
sech2(ρ/2) senw e1 +

ρ
′

2
sech2(ρ/2) cosw e2 + t

′

e3

Xw = cosw tanh(ρ/2) e1 +− senw tanh(ρ/2)e2

Usando (2.34), (2.35) e (2.36), temos

Xs = ρ
′

senw E1 + ρ
′

cosw E2 + t
′

E3.

Xw = cosw senh(ρ) E1 − senw senh(ρ) E2.

Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental são

E = 〈Xs, Xs〉
= ρ

′2 + t
′2

= 1.

F = 〈Xs, Xw〉
= 0.

G = 〈Xw, Xw〉
= senh2(ρ).

Para calcular o vetor normal na base ortonormal {E1, E2, E3}, calculamos: Xs×Xw

e ||Xs ×Xw||. Assim,

N =
Xs ×Xw

||Xs ×Xw||
=

1

senh ρ
(t

′

senw senh ρ, t
′

cosw senh ρ, −ρ′

senh ρ)

= t
′

senw E1 + t
′

cosw E2 − ρ
′

E3.

Por outro lado,

∇Xs
Xs = ∇Xs

(ρ
′

senw E1 + ρ
′

cosw E2 + t
′

E3)

= ∇Xs
ρ

′

senw E1 +∇Xs
ρ

′

cosw E2 +∇Xs
t
′

E3

= ρ
′′

senw E1 + ρ
′

senw ∇Xs
E1 + ρ

′′

cosw E2 + ρ
′

cosw∇Xs
E2

+ t
′′

E3 + t
′ ∇Xs

E3. (2.37)
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Note que

λ =
2

1− x2 − y2
=

2

sech2(ρ/2)

λx =
4x

(1− x2 − y2)2
=

4 senw tanh(ρ/2)

sech4(ρ/2)

λx
λ2

= senw tanh(ρ/2)

λy =
−4y

(1− x2 − y2)2
=

4 cosw tanh(ρ/2)

sech4(ρ/2)

λy
λ2

= cosw tanh(ρ/2)

Dáı,

∇E1
E1 = − cosw tanh(ρ/2) E2,

∇E2
E1 = senw tanh(ρ/2) E2,

∇E3
E1 = 0,

∇E1
E2 = cosw tanh(ρ/2) E1,

∇E2
E2 = − senw tanh(ρ/2) E1,

∇E3
E2 = 0,

∇E1
E3 = ∇E2

E3 = ∇E3
E3 = 0.

Assim,

∇Xs
E1 = ∇ρ′ senw E1+ρ′ cosw E2+t′E3

E1

= ρ
′

senw ∇E1
E1 + ρ

′

cosw ∇E2
E1 + t

′ ∇E3
E1

= −ρ′

cosw senw tanh(ρ/2) E2 + ρ
′

senw cosw tanh(ρ/2) E2

= 0.

∇Xs
E2 = ρ

′

senw ∇E1
E2 + ρ

′

cosw ∇E2
E2 + t

′ ∇E3
E2

= ρ
′

cosw senw tanh(ρ/2) E1 − ρ
′

senw cosw tanh(ρ/2) E1

= 0.

∇Xs
E3 = ρ

′

senw ∇E1
E3 + ρ

′

cosw ∇E2
E3 + t

′ ∇E3
E3

= 0.

Continuando em (2.37), temos,

∇Xs
Xs = ρ

′′

senw E1 + ρ
′′

cosw E2 + t
′′

E3. (2.38)
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Logo,

e = 〈N,∇Xs
Xs〉

= ρ
′′

t
′

sen2w + ρ
′′

t
′

cos2w − ρ
′

t
′′

= ρ
′′

t
′ − ρ

′

t
′′

.

Analogamente, temos

∇Xw
Xs = (ρ

′

cosw + ρ
′

cosw senh(ρ) tanh(ρ/2))E1

+ (−ρ′

senw − ρ
′

senw senh(ρ) tanh(ρ/2))E2

Logo,

f = 〈N,∇Xw
Xs〉

= 0.

Por fim, temos

∇Xw
Xw = (− senw senh(ρ)− senw senh2(ρ) tanh(ρ/2))E1

+ (− cosw senh(ρ)− cosw senh2(ρ) tanh(ρ/2))E2.

Logo,

g = 〈N,∇Xw
Xw〉

= t
′

senh(ρ) (−1− 2 senh2(ρ/2))

= −t′ senh(ρ) cosh(ρ).

Como a superf́ıcie X(s, w) é duplamente ortogonal, isto é, F = f = 0, segue que as

curvaturas principais são dadas por

κ1 =
e

E

= ρ
′′

t
′ − ρ

′

t
′′

κ2 =
g

G

= −t′ coth(ρ).

Das equações (2.12) e (2.13), temos ρ
′′

= − sen θ(s) θ
′

(s) e t
′′

= cos θ(s) θ
′

(s).
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Portanto,

κ1 = −θ′

(s),

κ2 =
− sen θ(s)

tanh(ρ(s))
.

Assim, a condição de umbilicidade é

θ
′

(s) =
sen θ(s)

tanh ρ(s)
. (2.39)

2. Caso parabólico: Seja z ∈ D. Vamos descrever a única translação parabólica

que passa por z e tem ponto fixo (−1, 0). Lembre que uma isometria de H
2 a D

é definida por ϕ(z) =
z − i

z + i
e sua inversa é ϕ−1(z) =

i(1 + z)

1− z
. Assim, definimos

f : D → D por f = ϕ ◦ T ◦ ϕ−1, onde T é uma isometria parabólica de H
2 em

H
2, com as condições inicias que |a+ d| = 2, ad− bc = 1 e T (x1) = x1, da forma

T (z) =
(1 + cx1)z − cx21
cz + 1− cx1

, c 6= 0.

Se x1 = 0, temos

T (z) =
z

1 + cz
, c 6= 0,

então

f(z) = (ϕ o T ϕ−1)(z)

= (ϕ o T )(ϕ−1(z))

= ϕ

(
ϕ−1(z)

1 + cϕ−1(z)

)

= ϕ

(
i(1 + z)

(1− z) + ci(1 + z)

)

=
i(1 + z)− i(1− z) + c(1 + z)

i(1 + z) + i(1− z)− c(1 + z)

=
2iz + c(1 + z)

2i− c(1 + z)
.
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Além disso, f(−1) = −1 e normalizando f , temos

f(z) =
2iz + c(1 + z)

2i− c(1 + z)

1/2i

1/2i

=
z +

c

2i
(1 + z)

1− c

2i
(1 + z)

=
z − c

2
i(1 + z)

1 +
c

2
i(1 + z)

.

Tomando λ = c/2, temos

f(z) =
z − λi(1 + z)

1 + λi(1 + z)
.

Em coordenadas z = (x, 0), temos

f(x) =
x− λi(1 + x)

1 + λi(1 + x)

1− λi(1 + x)

1− λi(1 + x)

=
x− λ2(1 + x)2 − λ(1 + x)2

1 + λ2(1 + x)2

=

(
x− λ2(1 + x)2

1 + λ2(1 + x)2
,

−λ(1 + x)2

1 + λ2(1 + x)2

)

.

Dáı,

X(s, λ) =

(
ρ(s)− λ2(1 + ρ(s))2

1 + λ2(1 + ρ(s))2
,

−λ(1 + ρ(s))2

1 + λ2(1 + ρ(s))2
, t

)

.

Calculando analogamente como no caso eĺıptico, temos

E = 1 e = −t′′ρ′

+ t
′

ρ
′′

F = 0 f = 0

G = 4e2e g = −4e2et
′

,

como X é duplamente ortogonal (F = f = 0), então k1 =
e

E
e k2 =

g

G
. Assim,

k1 = −t′′ρ′

+ t
′

ρ
′′

k2 = −t′ .

Novamente usando que ρ
′′

= − sen θ θ
′

(s) e t
′′

= cos θ θ
′

(s), temos

k1 = −θ′

(s)

k2 = − sen θ(s).
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Logo, a condição de umbilicidade é

θ
′

(s) = sen θ(s).

3. Caso hiperbólico: Dada a curva α(s) = (tanh(ρ(s)/2), 0, t(s)) que mora no plano

P = Γ×R. Vamos obter a superf́ıcie gerada por uma translação parabólica ao longo

de L em D.

Lembre que toda isometria positiva em H
2 é dá forma T (z) =

az + b

bz + a
, com aa−bb =

1. Como toda isometria hiperbólica fixa dois pontos no ∂∞D, temos

T (i) = i (2.40)

T (−i) = −i. (2.41)

Por (2.41)

−ai+ b

−bi+ a
= −i

−ai+ b = −i(−bi+ a)

ai− ai+ b+ b = 0

i(a− a) + b+ b = 0

2 Im(a) + 2 Re(b) = 0

Im(a) +Re(b) = 0. (2.42)

Por (2.40)

ai+ b

bi+ a
= i

i(a− a) + b+ b = 0

−2 Im(a) + 2 Re(b) = 0

−Im(a) +Re(b) = 0. (2.43)

Dáı, somando (2.42) e (2.43), temos Im(a) = 0 e Re(b) = 0, ou seja, a = x, b =

iy, a = x, b = −iy e aa− bb = x2 + i2y2 = 1.

Logo,

x = coshw

y = senhw.
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Assim,

T (z) =
coshw z − i senhw

i senhw z + coshw
.

Portanto,

X(s, w) =

(
coshw ρ(s)− i senhw

i senhw ρ(s) + coshw
, t(s)

)

.

Note que

coshw ρ− i senhw

i senhw ρ+ coshw
=

coshw ρ− i senhw

i senhw ρ+ coshw

coshw − i senhw ρ

coshw − i senhw ρ

=
ρ(cosh2w − senh2w)− i(coshw senhw ρ2 + senhw coshw)

cosh2w + senh2w ρ2

=
ρ− i(ρ2 + 1) senhw coshw

cosh2w + senh2w ρ2
.

Logo,

X(s, w) =

(
ρ(s)

cosh2w + senh2w ρ(s)2
,
− coshw senhw(ρ(s)2 + 1)

cosh2w + senh2w ρ(s)2
, t(s)

)

.

Calculando analogamente como no caso eĺıptico, temos

E = 1 e = −t′′ρ′

+ t
′

ρ
′′

F = 0 f = 0

G = 4 cosh2(ρ) g = −4 t
′

cosh(ρ) senh(ρ),

como X é duplamente ortogonal (F = f = 0), então k1 =
e

E
e k2 =

g

G
. Assim,

k1 = −t′′ρ′

+ t
′

ρ
′′

k2 = −t′ tanh(ρ).

Novamente usando que ρ
′′

= − sen θ θ
′

(s) e t
′′

= cos θ θ
′

(s), temos

k1 = −θ′

(s)

k2 = − sen θ(s) tanh ρ(s).

Logo, a condição de umbilicidade é

θ
′

(s) = sen θ(s) tanh ρ(s).

A seguir, descreveremos as superf́ıcies totalmente umb́ılicas para os três casos: para-
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bólico, eĺıptico e hiperbólico. Para isto, usaremos as condições de umbilicidade calculadas

anteriormente, a fim de definirmos as curvas geratrizes das superf́ıcies.

2.3.1 Caso parabólico.

A condição de umbilicidade é

θ
′

(s) = sen θ(s).

Integrando, temos

θ
′

sen θ
= 1

∫
θ
′

(s)

sen θ(s)
ds =

∫

ds

− ln(cot θ(s) + csc θ(s)) = s+ c

e− ln(cot θ(s)+csc θ(s)) = es+c

1

cot θ(s) + csc θ(s)
= es+c

sen θ

1 + cos θ
= es+c

arctan

(
sen θ

1 + cos θ

)

= arctan(λes). (2.44)

Note que

tan(θ/2) =
sen θ

1 + cos θ
,

dáı, arctan

(
sen θ

1 + cos θ

)

=
θ

2
e por (2.44), temos

θ

2
= arctan(λes)

θ(s) = 2 arctan(λes) ∀ s ∈ R.

Se λ = 0 então θ(s) = 0. Como θ(s) é o ângulo entre o eixo ρ e α
′

(s) ∀s ∈ R, então

α(s) tem que ser a curva Γ, a qual pela translação parabólica, isto é, os pontos da curva

caminham sobre um horociclo com ponto fixo (−1, 0) ∈ ∂∞D, gera o slice D × {t0}. Se

λ < 0 então θ(s) = 2 arctan(λes) < 0, pois arctan de um número negativo é um número

negativo. Observe que a simetria f : P → P , definida por f(ρ, t) = (ρ,−t) faz que o

ângulo θ mude a −θ, devido à segunda coordenada de f(ρ, t), isto é, −t. Portanto a

menos de isometrias, podemos assumir que θ é positivo, ou seja, 2 arctan(λes) > 0, isto
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implica que λ > 0 pois se λ = 0 então θ = 0 o que é um absurdo e se λ < 0 então θ < 0

(absurdo).

Finalmente observe que a menos da reparametrização s→ s− lnλ, podemos assumir que

λ = 1, então

θ(s) = 2 arctan(es) ∀s ∈ R. (2.45)

Usando a equação (2.12) e (2.45), obtemos

ρ
′

(s) = cos θ(s)

= cos(2 arctan(es))

= 1− 2 sen2(arctan(es))

= 1− 2
tan2(arctan(es))

1 + tan2(arctan(es))

= 1− 2e2s

1 + e2s

=
e−s(1− e2s)

e−s(1 + e2s)

=
e−s − es

e−s + es

= − tanh(s).

Dáı,

ρ(s) = −
∫

tanh(s)

= − ln(cosh(s)) + µ ∀s ∈ R, µ ∈ R.

Note que as isometrias de D × R, obtidas da translação hiperbólica ao longo da

geodésica Γ em D, envia qualquer superf́ıcie invariante sobre a isometria parabólica fixando

o ponto no infinito (−1, 0) ∈ ∂∞D à uma superf́ıcie do mesmo tipo. Consequentemente a

menos de isometrias, podemos assumir µ = 0. Assim,

ρ(s) = − ln(cosh(s)) ∀s ∈ R
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Para a função t, usando a equação (2.13) e (2.45), temos

t
′

(s) = sen θ(s)

= sen(2 arctan(es))

= 2 sen(arctan(es)) cos(arctan(es))

= 2
es√

1 + e2s
1√

1 + e2s

=
2es

1 + e2s
.

Integrando, temos

t(s) =

∫
2es

1 + e2s
ds

= 2 arctan(es) + c.

A menos de uma translação vertical, podemos assumir que c = −π/2, pois translações
verticais são isometrias de D× R. Assim,

t(s) = 2 arctan(es)− π

2

e

t(0) = 2 arctan(1)− π

2

= 2
π

4
− π

2
= 0.

Note que t é ı́mpar e ρ é par. De fato,

t
′

(s) =
2es

1 + e2s

=
2es

es(e−s + es)

=
2

e−s + es

= t
′

(−s),

ou seja, t
′

é par. Se t é par então t
′

é ı́mpar (absurdo). Defina a função f(s) = t(−s) +
t(s) = 2 (arctan(e−s) + arctan(es))− π, então

f
′

(s) = 0.
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Ou seja, f(s) = c. Mas f(0) = 0 então f(s) = 0. Logo t(−s) = −t(s).

Por outro lado,

ρ(−s) = − ln(cosh(−s))
= − ln(cosh(s))

= ρ(s).

Seja a curva α : I → P parametrizada por

α(s) = (ρ(s), t(s)) = (− ln(cosh(s)), 2 arctan(es)− (π/2)),

então a curva α é simétrica em relação a Γ pois

α(−s) = (ρ(−s), t(−s))
= (ρ(s),−t(s))
= α(s).

Figura 2.7: Curva α(s) simétrica em relação a Γ.

Resumindo, temos o seguinte:

Proposição 2.9. Além dos slices H2 × {t}, a menos de isometria ambiente, existe uma

única superf́ıcie totalmente umb́ılica completa Sp em H
2 × R invariante sobre isometrias

parabólicas. Esta superf́ıcie é anaĺıtica, propriamente imersa, homeomorfa ao plano e

invariante sobre reflexões em relação ao slice horizontal. Além disso, qualquer superf́ıcie

totalmente umb́ılica invariante sobre isometrias parabólicas é parte de um slice ou a menos

de uma isometria ambiente é parte desta superf́ıcie.
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2.3.2 Caso eĺıptico

A condição de umbilicidade é

θ
′

(s) =
sen θ(s)

tanh ρ(s)
. (2.46)

Diferenciando (2.12) e substituindo em (2.46), temos

ρ
′′

(s) =
− sen2 θ(s)

tanh ρ(s)

=
cos2 θ(s)− 1

tanh ρ(s)

=
(ρ

′2 − 1)

tanh ρ(s)
. (2.47)

Assumindo ρ
′

(s0) = 1, para algum s0, onde ρ(s0) 6= 0. Podemos provar como em

S
2 ×R que f(s) = ρ(s0)+ s− s0 é solução de (2.47) com a condição inicial que f

′

(s0) = 1

para algum s0 e f(s0) 6= 0. Assim, f = g e t
′

= 0. Dáı, t(s) = t1, então a superf́ıcie

X(s, w) = (ρ(s) cosw, ρ(s) senw, t1) é parte de um slice D×{t1}. Analogamente, acontece

quando ρ
′

(s0) = −1. Assim, vamos assumir que ρ
′2(s) 6= 1 para qualquer s tal que

ρ(s) 6= 0. Dado que α(s) = (ρ(s), t(s)) é p.p.c.a, temos ρ
′2 + t

′2 = 1 então ρ
′2 < 1.

Podemos afirmar o seguinte.

Proposição 2.10. Qualquer solução local de (2.47) satisfazendo ρ
′2 < 1 da origem a

uma única, a menos de isometria ambiente, uma superf́ıcie completa rotacional totalmente

umb́ılica em H
2 × R. Além disso, existe uma famı́lia a um parâmetro de tais superf́ıcies

e todas elas são anaĺıticas, imersas e homeomorfas à esfera.

Além dos slices totalmente geodésicos H2×{t}, estes superf́ıcies são as únicas comple-

tas, rotacionais e totalmente umb́ılicas em H
2 × R. Mais, qualquer superf́ıcie totalmente

umb́ılica em H
2 × R, é a menos de isometria ambiente parte de uma destas superf́ıcies.

Demonstração: Seja ρ uma solução local de (2.47), então (2.47) é equivalente a

ρ
′′

ρ′2 − 1
=

cosh ρ

senh ρ
,
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multiplicando por 2ρ
′

e integrando, temos

∫
2 ρ

′

ρ
′′

ρ′2 − 1
ds =

∫
2 ρ

′

cosh ρ

senh ρ
ds

ln(ρ
′2 − 1) = 2 ln(senh ρ) + c

ρ
′2 − 1 = e2 ln(senh ρ)+c

ρ
′2 − 1 = λ senh2 ρ

λ =
ρ

′2 − 1

senh2 ρ
.

Logo, λ = −b2, para algum b > 0. De forma análoga como em S
2 × R, se ρ

′

(s) = 0

então a superf́ıcie gerada é parte de um cilindro totalmente geodésico ρ = π/2. Assim,

assumiremos que ρ não é está solução trivial. Considerando um intervalo no qual ρ
′

nunca

se anula, mudando s por −s podemos supor que ρ
′

> 0. Logo,

ρ
′2 − 1 = −b2 senh2 ρ

ρ
′2 = −b2 senh2 ρ+ 1

ρ
′

=

√

1− b2 senh2 ρ, (2.48)

para algum b > 0. Seja ρb a solução maximal de (2.48) estendendo ρ. Analogamente como

no Lema 2.4, pode-se provar que ρb(s0) = 0 para algum s0 ∈ (u, v). Assim, a menos de

reparametrização podemos assumir que ρb(0) = 0. Defina a função f(s) = −ρb(−s) então
f é solução de (2.48). Além disso, f(0) = −ρb(0) = 0. Logo, f = ρb. Assim,

ρb(−s) = f(−s) = −ρb(−s),

isto é, ρb é ı́mpar. Além disso,

ρb(0) = ρb(−s0)
= −ρb(s0)
= 0.

Também,

ρ
′

b(0) =

√

1− b2 senh2 ρ

=

√

1− b2 senh2(0)

= 1.

Portanto como no Lema 2.4, ρb é definida no intervalo (−δb, δb). Analogamente, como
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no Lema 2.7, pode-se provar que δb é um número positivo finito, l = sen−1(1/b) é o limite

de ρb quando s→ δb e lims→δb ρ
′

b(s) = 0.

Das equações (2.47) e (2.48), deduzimos que ρb satisfaz

ρ
′′

=
ρ

′2 − 1

tanh ρ

=
1− b2 senh2 −1

tanh ρ

=
−b2 senh2 ρ

tanh ρ

= −b2 senh ρ cosh ρ. (2.49)

Com as condições inicias ρ(0) = 0 e ρ
′

(0) = 1, então podemos estender a solução ρb

de (2.49), mediante a solução ρ̃b : (−δb, δb] → R, definida por ρ̃b(s) = ρb(s) se s 6= δb e

ρ̃b = sen−1(1/b) se s = δb. Defina por f(s) = ρ̃b(2s0− s), então f é solução de (2.49), pois

f
′

= −ρ̃b
′

(2s0 − s)

f
′′

= ρ̃b
′′

(2s0 − s).

Como ρ̃b é solução de (2.49), então

f
′′

= −b2 cosh(ρ̃b(2s0 − s)) senh(ρ̃b(2s0 − s)

e além disso,

f(s0) = ρ̃b(2s0 − s0) = ρ̃b(s0).

Logo, f = ρ̃b. Assim,

ρ̃b(s) = f(s)

= ρ̃b(2s0 − s).

Como ρ̃b(s) = sen−1(1/b) quando s = δb então ρ̃b(δb) = 0 e ρ̃b é ı́mpar, pois se

s = δb então ρ̃b(s) = sen−1(1/b) é ı́mpar. Se s 6= δb então ρ̃b(s) = ρ
′

(s) é ı́mpar. Assim,

deduzimos que ρ̃b é definida em todo R e

ρ̃b(4 δb + s) = ρ̃b(2 δb + δb + s)

= ρ̃b(2 δb − (−2 δb − s))

= ρ̃b(−2 δb − s)

= 0.
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Logo, ρ̃b é 4 δb− periódica.

Agora, estudaremos a função t, a qual satisfaz

t
′2 = 1− ρ̃b

′2

= 1− 1 + b2 senh2 ρ̃b

= b2 senh2 ρ̃b.

Seja tb a função definida por

t
′

b = b senh ρ̃b

tb(0) = 0,

então tb é uma função par. De fato, note que

t
′

b(−s) = b senh ρ̃b(−s)
= b senh(−ρ̃b(s))
= −b senh(ρ̃b(s))

= −t′b(s),

ou seja, t
′

b é ı́mpar. Se tb é ı́mpar então t
′

b é par (absurdo). Defina g(s) = tb(−s) − tb(s)

então

g
′

(s) = −t′b(−s)− t
′

b(s)

= t
′

b(s)− t
′

b(s)

= 0,

ou seja, g(s) = c ∀s ∈ R. Mas g(0) = tb(0)− tb(0) = 0. Logo, g(s) = 0, o que implica que

tb(−s) = tb(s). Por outro lado, seja a função g(s) = 2 tb(δb)− tb(2 δb − s), então

g
′

(s) = t
′

b(2 δb − s)

= b senh bρ̃b(2 δb − s)

= b senh ρ̃b(s)

= t
′

b(s)
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e

g(δb) = 2 tb(δb)− tb(2 δb − δb)

= 2 tb(δb)− tb(δb)

= tb(δb).

Assim, g = tb. Logo,

tb(2 δb − s) = g(2 δb − s)

= 2 tb(δb)− tb(2 δb − 2 δb + s)

= 2 tb(δb)− tb(s) ∀s ∈ R.

Além disso,

tb(4 δb + s) = tb(2 δb + 2 δb + s)

= tb(2 δb − (−2 δb − s))

= 2 tb(δb)− tb(−2 δb − s)

= 2 tb(δb)− 2 tb(δb) + tb(s)

= tb(s),

isto é, tb é 4 δb− periódica.

Tomando em conta que tb é crescente em [0, 2 δb], deduzimos que a curva αb(s) =

(ρ̃b(s), tb(s)), s ∈ R, parametriza uma curva de Jordan, anaĺıtica em P , e simétrica em

relação ao eixo pois αb(−s) = (ρ̃b(−s), tb(−s)) = (−ρ̃b(s), tb(s)).

Para concluir a prova, observe que para outra escolhia para tb, isto é, t
′

b = −b senh ρ̃b,

conduz à curva deduzida de αb pela isometria (ρ, t) → (ρ,−t). �

Figura 2.8: Curva αb(s), gerada no caso eĺıptico para b = 0.1, [12].
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2.3.3 Caso Hiperbólico

A condição de umbilicidade é

θ
′

(s) = sen θ(s) tanh(ρ(s)). (2.50)

Igualmente como no caso eĺıptico, descartamos as superf́ıcies totalmente umb́ılicas

D × {t} e portanto assumimos que ρ satisfaz ρ
′2 < 1. Derivando (2.12) e usando (2.50),

temos

ρ
′′

(s) = − sen2 θ(s) tanh ρ(s)

= (cos2 θ(s)− 1) tanh(ρ(s))

= (ρ
′2 − 1) tanh(ρ(s)). (2.51)

Seja ρ uma solução local de (2.51), então (2.51) é equivalente à

ρ
′′

ρ′2 − 1
=

senh ρ

cosh ρ
.

Novamente multiplicando por 2 ρ
′

e integrando, temos

∫
2 ρ

′

ρ
′′

ρ′2 − 1
ds =

∫
2 ρ

′

senh ρ

cosh ρ
ds

ln(ρ
′2 − 1) = 2 ln(cosh ρ) + c

ρ
′2 − 1 = e2 ln(cosh ρ)+c

ρ
′2 − 1 = λ cosh2 ρ.

Tomando λ = −c2 para algum c ∈ (0, 1), conclúımos que

ρ
′2 − 1 = −c2 cosh2 ρ. (2.52)

Das equações (2.51) e (2.52), deduzimos que

ρ
′′

= (ρ
′2 − 1) tanh ρ

= −c2 cosh2 ρ
senh ρ

cosh ρ

= −c2 cosh ρ senh ρ. (2.53)

Se ρ = 0, então α(s) = (0, 0, t(s)) é uma reta vertical, assim a superf́ıcie gerada pela



2.3. Superf́ıcies totalmente umb́ılicas em H
2 × R 96

isometria hiperbólica é um plano vertical totalmente geodésico, isto é, {(0, y, t)/ − 1 <

y < 1, t ∈ R}. Descartando este caso, consideramos unicamente as soluções não triviais

de (2.53).

Analogamente como no caso eĺıptico, para qualquer solução maximal ρc de (2.53),

podemos provar que ρc é definida na reta toda e ρc(s0) = 0 para algum s0 ∈ R. Assim,

a menos de reparametrização podemos assumir que ρc(0) = 0. Defina a função g(s) =

−ρc(−s) então g é solução de (2.53) e g(0) = 0. De fato,

g
′′

(s) = −ρ′′

c (−s)
= c2 cosh(ρc(−s)) senh(ρc(−s))
= −c2 cosh g senh g.

Além disso,

g(0) = −ρc(0) = 0 = ρc(0).

Logo, g = ρc. Assim,

ρc(−s) = g(−s)
= −ρc(−s)

então ρc é ı́mpar. Por outro lado ρ(0) = 0 e ρ
′

(0) =
√

1− c2 cosh2 ρ(0) =
√
1− c2.

Já para a função t, temos que a mesma satisfaz

t
′2 = 1− ρ

′2
c

= 1− 1 + c2 cosh2 ρc

= c2 cosh2 ρc.

Seja tc a função definida por

t
′

c = c cosh ρc

tc(0) = 0,

então tc é ı́mpar. De fato,

t
′

c(−s) = c cosh(ρc(−s))
= c cosh(−ρc(s))
= c cosh(ρc(s))

= t
′

c(s)
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então t
′

c é par. Se tc é par então t
′

c é ı́mpar (absurdo). Defina a função f(s) = tc(−s)+tc(s)
então

f
′

(s) = −t′c(−s) + t
′

c(s)

= −t′c(s) + t
′

c(s)

= 0.

Ou seja, f(s) = c. Mas f(0) = 0 então f(s) = 0. Logo tc(−s) = −tc(s). Agora

considere qualquer s0 ∈ R tal que ρ
′

c(s0) = 0. Defina a função g(s) = ρc(2s0 − s), então

g(s) é solução de (2.53), pois

g
′′

(s) = ρ
′′

c (2s0 − s)

= −c2 cosh(ρc(2s0 − s)) senh(ρc(2s0 − s))

= −c2 cosh(g(s)) senh(g(s))

e g(so) = ρc(2s0 − s0) = ρc(s0). Logo, ρc = g. Assim, ρc(s) = ρc(2s0 − s). Seja

T (s) = −tc(2s0 − s) + 2 tc(s0), então

T
′

(s) = t
′

c(2 s0 − s)

= c cosh(ρc(2 s0 − s))

= c cosh(ρc(s))

= t
′

c(s)

e

T (s0) = −tc(s0) + 2 tc(s0)

= tc(s0).

Logo, T = tc. Assim,

tc(s+ 4 s0) = T (s+ 4 s0)

= −tc(2 s0 − s− 4 s0 + 2 tc(s0))

= −tc(−2 s0 − s) + 2 tc(s0)

= tc(2 s0 + s) + 2 tc(s0)

= T (2 s0 + s) + 2 tc(s0)

= −tc(2 s0 − 2 s0 − s) + 4 tc(s0)

= tc(s) + 4 tc(s0).
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Como t
′

c = c cosh ρc > 0, pois c ∈ (0, 1) então tc é crescente. Suponha que tc é

limitada. Já que o contradomı́nio de cosh ρc(s) ∈ [1,+∞) então

t
′

c(s) ≥ c
∫

t
′

c(s) ds ≥
∫

c ds

tc(s) ≥
∫

cs+ c1

lim
s→+∞

≥ +∞.

Assim, lims→+∞ tc(s) = +∞. (absurdo). pois tc é limitada. Portanto tc não é limitada.

Isto mostra que a curva αc = (ρc, tc) é propriamente imersa. Analogamente para outra

escolha t
′

= −c cosh ρc muda a curva αc = (ρc, tc) na curva simétrica αc = (ρc,−tc) em
relação a Γ.

Figura 2.9: Curva αc(s), gerada no caso hiperbólico para c = 0.1, [12].

O próximo resultado sintetiza todo o exposto anteriormente.

Proposição 2.11. Qualquer solução local não nula de (2.53), satisfazendo ρ
′2 < 1, da

origem a uma única a menos de isometria ambiente, superf́ıcie Sc, c > 0 completa não

geodésica totalmente umb́ılica em H
2 × R invariante sobre isometrias parabólicas. Além

disso, existe uma famı́lia a um parâmetro de tais superf́ıcies e todas elas são anaĺıticas,

propriamente imersas e homeomorfas ao plano. Estas superf́ıcies são periódicas na direção

vertical e simétrica em relação ao conjunto discreto de slices horizontais. Mais, qualquer

superf́ıcie emH
2×R invariante sobre isometrias hiperbólicas é parte de um plano geodésico

totalmente vertical, o slice H
2 × {t} ou a menos de isometria ambiente, é parte de uma

destas superf́ıcies Sc.
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2.4 Unicidade das superf́ıcies totalmente umb́ılicas

em H
2 × R e S

2 × R

Nesta seção, mostraremos que as únicas superf́ıcies totalmente umb́ılicas em H
2 ×R e

S
2 × R são as dadas nas Seções 2.2 e 2.3.

Lema 2.12. Seja (M,∇) uma variedade bi-dimensional e γ : I ⊂ R →M uma curva tal

que ∇γuγu é paralelo a γu, então γ é uma geodésica de M .

Demonstração: Seja s o parâmetro de comprimento de arco, então

γ(u) = γ(s(u)).

Note que γu = γssu. Dáı,

∇γuγu = ∇γuγssu

= suuγs + s2u∇γsγs. (2.54)

Como ∇γuγu é paralelo a γu, segue que ∇γuγu também é paralelo a γs, pois γu = γssu.

Logo, usando (2.54), conclúımos que ∇γsγs é paralelo a γs. Portanto γ é geodésica de M ,

pois

κg(s) = 〈n,∇γsγs〉
= 0,

onde n é o normal unitário da curva γ. �

Proposição 2.13. Seja S ⊂ M
2 × R uma superf́ıcie orientável, transversal1 a cada slice

M
2 × {t}. Suponha que:

(i) A curvatura geodésica de cada curva horizontal St = S ∩ (M2 × {t}) em M
2 é

constante (dependendo de t).

(ii) O ângulo entre S e M
2 × {t} é constante ao longo de St para cada t.

Então, caso M
2 = S

2, a superf́ıcie S é parte de uma superf́ıcie rotacional. No caso

de M
2 = H

2, a superf́ıcies S é parte de: uma superf́ıcie rotacional; ou uma superf́ıcie

invariante por uma famı́lia de isometrias parabólicas tendo o mesmo ponto fixo no infinito;

1Def.: Uma superf́ıcie S ⊂ M
2 × R intersecta transversalmente outra superf́ıcie ou curva de M

2 × R,

se para cada ponto da interseção, seus espaços tangentes, geram o espaço tangente de M
2 × R.
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ou uma superf́ıcie invariante por uma famı́lia de isometrias hiperbólicas ao longo da mesma

geodésica de H
2.

Figura 2.10: Superf́ıcie transversal a cada slice M
2 × {t}.

Demonstração: Seja N o campo normal unitário de S. Definimos ν em S, como

ν = 〈N, ξ〉, onde ξ é uma direção vertical. Denotamos por T a projeção de ξ em S, então

T = ξ − νN . Note que usando o fato de que o ângulo entre S e M
2 × {t} é constante ao

longo de St, temos que St é uma linha de curvatura. De fato, seja γ : s ∈ I 7→ γ(s) ∈ St,

uma parametrização regular de St, como ξ é um campo paralelo ao longo da curva, temos

0 =
d

ds
ν

=
d

ds
〈N, ξ〉

= 〈∇γ′ (s)N, ξ〉
= 〈∇γ′ (s)N, T + νN〉
= 〈∇γ′ (s)N, T 〉+ 〈∇γ′ (s)N, νN〉

= 〈∇γ
′
(s)N, T 〉+

ν

2

d

ds
〈N,N〉

= 〈∇γ′ (s)N, T 〉, (2.55)
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onde ∇ é a conexão em M
2 × R. Mas

0 = 〈N, γ ′

(s)〉

= 〈ξ − T

ν
, γ

′

(s)〉

=
1

ν
(〈ξ, γ ′

(s)〉 − 〈T, γ ′

(s)〉)

=
−1

ν
〈T, γ ′

(s)〉,

isto é, 〈T, γ ′

(s)〉 = 0 e por (2.55), temos

∇γ′ (s)N = λγ
′

(s).

Como ∇N é auto-adjunta

〈∇TN, γ
′

(s)〉 = 〈T,∇γ
′
(s)N〉 = 0.

Assim, ∇TN é paralelo a T , ou seja, T é uma direção principal em S.

Seja c : u ∈ I ⊂ R → c(u) ∈ S a linha de curvatura associada ao campo T , isto é,

c
′

= T .

Vamos mostrar que c(I) está contido em um plano totalmente geodésico, o que é

equivalente a mostrar que a projeção horizontal ch : I ⊂ R → M
2 é uma geodésica de M2.

De fato, assuma que c não é vertical, isto é, ν 6= 0 ao longo de c. Seja ∇ a conexão em

M
2. Dado que c

′

= c
′

h + aξ, então

a = 〈c′ , ξ〉
= 〈T, ξ〉
= 〈T, T + νN〉
= 〈T, T 〉+ ν〈T,N〉
= 〈T, T 〉
= 〈ξ − νN, ξ − νN〉
= 1− ν2.
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Ou seja, c
′

= c
′

h + (1− ν2)ξ. Logo,

∇TT = ∇c′c
′

= ∇c′c
′

h + (1− ν2)ξ

= ∇c′c
′

h +∇c′ (1− ν2)ξ

= ∇c
′

h
+(1−ν2)ξc

′

h +∇c′ (1− ν2)ξ

= ∇c
′

h
c
′

h + (1− ν2)∇ξc
′

h +
d

du
(1− ν2)ξ + (1− ν2)∇c

′ξ

= ∇c
′

h
c
′

h +
d

du
(1− ν2)ξ.

= ∇c
′

h
c
′

h − 2νν
′

ξ.

Como T é uma direção principal, então existe uma função λ tal que ∇TN = λT .

Portanto,

ν
′

=
d

du
〈N, ξ〉

= 〈∇c′ (u)N, ξ〉+ 〈N,∇c′ (u)ξ〉
= 〈∇TN, ξ〉+ 〈N,∇T ξ

︸︷︷︸

⋆

〉

= 〈∇TN, ξ〉
= λ〈T, ξ〉
= λ〈T, T + νN〉
= λ(1− ν2),

em ⋆ usa se o Lema 1.67.

Assim,

∇TT = ∇c
′

h
c
′

h − 2λν(1− ν2)ξ. (2.56)
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Por outro lado,

∇TT = ∇T (ξ − νN)

= ∇T ξ −∇TνN

= −∇TνN

= −ν ′

N − ν∇TN

= −ν ′

N − λνT

= −ν ′

(
ξ − T

ν

)

− λνT

=
−ν ′

ν
ξ +

(
ν

′

ν
− λν

)

T

=
−ν ′

ν
ξ +

(
ν

′

ν
− λν

)

(c
′

h + (1− ν2)ξ)

=

(
ν

′

ν
− λν

)

c
′

h +

(−ν ′

ν
+
ν

′

ν
(1− ν2)− λν(1− ν2)

)

ξ

=

(
ν

′

ν
− λν

)

c
′

h + (−νν ′ − λν(1− ν2))ξ

=

(
ν

′

ν
− λν

)

c
′

h + (−λ(1− ν2)ν − λν(1− ν2))ξ

=

(
ν

′

ν
− λν

)

c
′

h + ((1− ν2)(−λν − λν))ξ

=

(
ν

′

ν
− λν

)

c
′

h − 2 λν(1− ν2)ξ. (2.57)

Por (2.56) e (2.57), temos

∇c
′

h
c
′

h =

(
ν

′

ν
− λν

)

c
′

h.

Ou seja, ∇c
′

h
c
′

h é paralelo a c
′

h então pelo Lema 2.12, temos que ch é uma geodésica de

M
2.

Denote por w o campo horizontal unitário ao longo de c tangente a S e para cada

u ∈ I seja P (u) o plano vertical totalmente geodésico contendo c(u) e ortogonal a c(u)

em w(u).

Suponha agora que ν é zero em um intervalo aberto J ⊂ I. Seja u0 ∈ J . Observe que

ao longo da curva horizontal de S passando por c(u0), o campo vetorial N é horizontal.

Isto significa que um conjunto aberto de S, incluindo c(J), é parte de um cilindro γ × R

onde γ ⊂ M
2 é alguma curva horizontal. Claramente isto implica que w é constante ao

longo de J , e portanto também em P .
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Por estes dois argumentos vemos que P é localmente constante em um subconjunto

aberto e denso de I. Como P (u) depende de um caminho diferenciável em u, conclúımos

que P é constante.

Agora considere a curva horizontal γ : I → St parametrizada pelo comprimento de

arco. Sejam s1, s2 ∈ I e chamemos c : (−ε, ε) → S a curva integral de T tal que

c(0) = γ(s1) e c̃ : (−ε, ε) → S a curva integral de T tal que c̃(0) = γ(s2).

Chamemos c3 (resp. c̃3) a coordenada vertical de c (resp. c̃). Chamemos de novo u o

parâmetro em (−ε, ε), então

c
′

3(u) = 〈c′(u), ξ〉
= 〈T (c(u)), ξ〉
= 1− ν2(c(u))

= 1− ν2(c3(u)).

Assim, c3 e c̃3 verificam a mesma equação diferencial de primeira ordem com a condição

inicial que u = 0. Dáı, pelo Teorema de Existência e Unicidade de EDO’s, segue que

c3 = c̃3.

Lembramos que c e c̃ estão contidos nos planos verticais totalmente geodésicos P e P̃ .

Chamemos Γ ⊂ M
2 a linha de curvatura geodésica constante completa definida por γ,

isto é γ ⊂ Γ.

Observe que existe uma única isometria positiva ϕ de M2 tal que ϕ(Γ) = Γ, ϕ(c(0)) =

c̃(0) e preservando a orientação de Γ. Portanto a isometria Φ(z, t) = (ϕ(z), t) de M
2 × R

leva P em P̃ . Note que a curva c̃ e Φ ◦ c no plano vertical P̃ têm a mesma componente

vertical e fazem o mesmo ângulo com a horizontal para cada u ∈ (−ε, ε). Deduzimos que

estas curvas coincidem Φ ◦ c = c̃, o que conclui a prova. �

Enfim, podemos enunciar o principal resultado desta seção.

Teorema 2.14. Seja S ⊂ M
2 × R uma superf́ıcie imersa totalmente umb́ılica, então S

é parte de uma superf́ıcie S̃ completa e imersa totalmente umb́ılica, a qual é invariante

por um grupo a um parâmetro de isometrias de M
2 ×R. Mais precisamente, a menos de

isometrias do ambiente, no caso M
2 = S

2 então S̃ é um dos exemplos descritos na Seção

2.2 e no caso M
2 = H

2 então S̃ é um dos exemplos descritos na Seção 2.3. Em particular,

qualquer superf́ıcie totalmente geodésica é parte de um slice M
2 × {t} ou parte de um

produto Γ× R, onde Γ ⊂ M
2 é uma geodésica.

Demonstração: Seja S ⊂ M
2 × R uma superf́ıcie totalmente umb́ılica, pela definição
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de superf́ıcie, S é imagem de uma imersão X : Ω → M
2 × R, onde Ω é um disco aberto

em R
2. Como S é totalmente umb́ılica, então as curvaturas principais λ, λ1 são iguais.

Além disso, ∇wN = aXu + bXv para qualquer vetor w tangente a S, então

∇wN = ∇aXu+bXv
N

= a∇Xu
N + b∇Xv

N

= λaXu + λbXv

= λ(aXu + bXv)

= λw. (2.58)

De modo análogo ao realizado no Teorema 2.1, temos

gradλ = (κ− 4τ 2)νT.

Como τ = 0, segue que

gradλ = κνT, (2.59)

onde κ é a curvatura Gaussiana de M
2 e T a projeção da direção vertical ξ no plano

tangente à superf́ıcie S.

Suponha que λ não possui pontos cŕıticos, isto é, gradλ 6= 0, então gradλ é ortogonal

à curva de ńıvel λ. Como gradλ é paralelo a T pela equação (2.59), então T é ortogonal

às curvas de ńıvel de λ. Dáı, se γ é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

de uma curva de ńıvel, então

0 = 〈T, γ ′〉
= 〈ξ − νN, γ

′〉,

então 〈γ ′

, ξ〉 = 0, pois γ
′ ∈ Tγ(s)S. Assim, as curvas de ńıvel são horizontais, isto é,

pertencem algum M
2 × {t0}.

Agora, como ν = 〈N, ξ〉, então

dν

ds
= 〈∇γ

′
(s)N, ξ〉+ 〈N,∇γ

′
(s)ξ〉

= 〈∇γ
′
(s)N, ξ〉.
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Por (2.58), temos

dν

ds
= 〈λ(γ(s)) γ ′

(s), ξ〉

= λ(γ(s)) 〈γ ′

(s), ξ〉
= 0.

Portanto, ν é constante ao longo de γ.

Chamamos n o campo normal unitário em T (M2×{t0}) ao longo de γ com a orientação

induzida por N . Seja θ = 〈N, n〉. Como N(γ(s)) = cos θ(s) n(r(s)) + sen θ(s) ξ(γ(s)).

Mas sen(θ(s)) = 〈N, ξ〉 = ν. Logo, θ também é constante ao longo de γ.

Por outro lado,

λ(γ(s)) = 〈∇γ′ (s)N, γ
′

(s)〉
= 〈∇γ′ (s)(cos θ n+ sen θ ξ), γ

′

(s)〉
= 〈∇γ′ (s) cos θ n+∇γ′ (s) sen θ ξ, γ

′

(s)〉
= 〈∇γ′ (s) cos θ n, γ

′

(s)〉+ 〈∇γ′ (s) sen θ ξ, γ
′

(s)〉
= 〈cos θ ∇γ′ (s)n, γ

′

(s)〉+ 〈sen θ ∇γ′ (s)ξ, γ
′

(s)〉
= cos θ 〈∇γ′ (s)n, γ

′

(s)〉+ sen θ 〈∇γ′ (s)ξ, γ
′

(s)〉
= cos θ 〈∇γ

′
(s)n, γ

′

(s)〉.

Dado que λ e θ são constantes, temos

κg(s) = 〈∇γ
′
(s)n, γ

′

(s)〉

=
λ(γ(s))

cos θ
= cte.

Como κg(s) = cte e θ são constantes ao longo da curva γ então usando a Proposição

2.13, temos no caso M
2 = S

2 que S é parte de uma superf́ıcie rotacional e como S é

totalmente umb́ılica então pelo Teorema 2.8, S é uma das superf́ıcies introduzidas pelos

Lemas 2.5, 2.6 e 2.7. No caso M
2 = H

2, S é parte de uma superf́ıcie rotacional ou

uma superf́ıcie invariante por uma famı́lia de isometrias parabólicas ou uma superf́ıcie

invariante por uma famı́lia de isometrias hiperbólicas. Novamente como S é totalmente

umb́ılica então pelas Proposições 2.10, 2.9 e 2.11, temos o desejado.

Suponha agora que λ tem algum ponto cŕıtico.
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Seja U ⊂ S uma componente conexa qualquer do interior do conjunto de pontos

cŕıticos de λ. A fórmula (2.59) mostra que N é sempre vertical ou sempre horizontal

em U . De fato, grad λ(p) = κνT então κνT = 0. Se ν = 0 então N ⊥ ξ, ou seja N

é horizontal em U . Se T = 0 então N é sempre vertical em U . No primeiro caso U é

parte de um slice M
2 × {t0} e no segundo caso U é parte de um cilindro, que é parte de

um produto Γ× R onde Γ é alguma curva em M
2. Como S é totalmente umb́ılica então

∇Γ′N = λ Γ
′

. Por outro lado,

∇Γ
′N = ∇Γ

′ cos θ n+ sen θ ξ

= cos θ ∇Γ
′n

= ± cos θ ∇Γ
′Γ

′

.

Assim, ∇Γ′Γ
′

é paralelo a Γ
′

e por (2.12), Γ é geodésica em M
2 ×R. Como Γ é geodésica

então U é totalmente geodésica, pois para cada p ∈ U e dada uma direção v ∈ TpS a

geodésica de M
2 × R (Diâmetro no caso de H

2) está contido em U .

Seja agora V ⊂ S uma componente conexa qualquer do conjunto de pontos regulares

de λ. Da primeira parte da demonstração, sabemos que V é parte de um dos exemplos

simétricos dados na Seção 2.2 e 2.3.

Portanto S é obtido colando pedaços de superf́ıcies totalmente geodésicas e pedaços dos

exemplos simétricos constrúıdos na Seção 2.2 e 2.3. Um exame mais detalhado desses

tipos diferentes de superf́ıcies mostram que todo S é totalmente geodésico ou parte de um

dos exemplos simétricos completos, que conclui a prova. �



Considerações Finais

O estudo de superf́ıcies com propriedades preestabelecidas é muito importante para

o desenvolvimento da Geometria Diferencial. Em particular, o estudo das superf́ıcies

totalmente umb́ılicas imersas em variedades homogêneas tridimensionais.

No presente trabalho se estudou, quais são as superf́ıcies totalmente umb́ılicas no

espaço tri-dimensional E3(κ, τ). A classificação se fez segundo o τ . Se τ 6= 0 que neste

caso são os espaços Nil3 e PSL2(R, τ) então não existem superf́ıcies totalmente umb́ılicas.

Se τ = 0, ou seja, H2×R e S2×R, então para o caso de S2×R com ajuda dos Lemas 2.5, 2.6

e 2.7 ajudaram a saber que as superf́ıcies totalmente umb́ılicas de H2×R são rotacionais,

imersas, homeomorfas a R
2 ou a S

2 e homologas ou não a zero. No caso de H
2 × R

baseado nos Lemas 2.5, 2.6 e 2.7, se fez a classificação para cada tipo de isometria. No

caso parabólico existe uma única superf́ıcie totalmente umb́ılica que é anaĺıtica, imersa e

homeomorfa ao plano. No caso eĺıptico existe uma famı́lia a um parâmetro de superf́ıcies

totalmente umb́ılicas que são completas, rotacionais e homeomorfas à esfera. No caso

hiperbólico existe uma famı́lia a um parâmetro de superf́ıcies totalmente umb́ılicas que são

anaĺıticas, propriamente imersas e homeomorfas ao plano. Para finalizar desenvolvemos

o teorema da unicidade de tais superf́ıcies.

Um problema interessante seria atacar a classificação de superf́ıcies totalmente umb́ılicas

em espaços distorcidos conhecidos como Warped Products. Precisamente, sejam B =

(Bm, gB) e F = (F k, gF ) duas variedades Riemannianas. Denotamos por π e σ as projeções

de B × F em B e F , respetivamente. Para uma aplicação suave f em B o Warped Pro-

duct M = B ×f F é o produto M = B × F dotado com o tensor métrico definido por

g = π∗gB+f 2σ∗gF , onde (∗) denota o pull back. A função f é chamada a função warping.

Para mais informação, veja [15].
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