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RESUMO

BARBOSA, Lucas Silva Lopes, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, abril de
2026. Termodinamica de Superfluidos de Spin. Orientador: Antonio Ribeiro de
Moura.

Este trabalho investiga a termodindmica da superfluidez de spin em ferromagnetos
com anisotropia de plano-facil, com o objetivo de compreender a propagacgao,
estabilidade e transporte de excitagdes coletivas em temperatura finita. A motivagcéo
central reside no potencial da superfluidez de spin para aplicacées em spintronica,
permitindo transporte de momento angular com baixa dissipagéo, relevante para
dispositivos magnénicos e tecnologias de informacéo baseadas em spin. Utilizamos
o modelo de Heisenberg e o Modelo Sigma Nao-Linear para descrever o sistema
magneético no regime continuo, sendo a Aproximag¢dao Harménica Auto-Consistente
(AHAC) empregada como ferramenta principal para incorporar efeitos térmicos.
Nesse formalismo, as interagcbes sdo tratadas por meio de um parametro de
renormalizacdo dependente da temperatura, obtido por equacado auto-consistente,
permitindo caracterizar flutuagdes, espectro de excitagcdes e propriedades dinamicas
do sistema. Os resultados mostram que o parametro de renormalizacao decai com a
temperatura e colapsa em um valor critico associado a perda da rigidez do estado
ordenado, interpretado como temperatura critica do sistema. A partir desse
comportamento, analisamos a corrente e a conduténcia de spin, bem como a
dispersdao e a velocidade critica dos magnons para a existéncia da superfluidez,
verificando que solugdes coerentes podem persistir até temperaturas elevadas,
embora sua estabilidade pratica seja limitada por efeitos dissipativos e pela reducao
da condutancia mista de spin e velocidade critica.

Palavras-chave: Spintrénica. Superfluidez. Ferromagnetismo.



ABSTRACT

BARBOSA, Lucas Silva Lopes, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, April, 2026.
Thermodynamics of Spin Superfluids. Adviser: Antonio Ribeiro de Moura.

This work investigates the thermodynamics of spin superfluidity in ferromagnets with
easy-plane anisotropy, aiming to understand the propagation, stability, and transport
of collective excitations at finite temperature. The main motivation lies in the potential
of spin superfluidity for spintronic applications, enabling the transport of angular
momentum with low dissipation, which is relevant for magnonic devices and spin-
based information technologies. We employ the Heisenberg model and the Nonlinear
Sigma Model to describe the magnetic system in the continuum regime, with the Self-
Consistent Harmonic Approximation (SCHA) used as the primary tool to incorporate
thermal effects. Within this formalism, interactions are treated through a temperature-
dependent renormalization parameter obtained from a self-consistent equation,
allowing the characterization of fluctuations, excitation spectra, and dynamical
properties of the system. The results show that the renormalization parameter
decreases with increasing temperature and collapses at a critical value associated
with the loss of rigidity of the ordered state, interpreted as the critical temperature of
the system. Based on this behavior, we analyze the spin current and spin
conductance, as well as the magnon dispersion and critical velocity required for the
existence of superfluidity, showing that coherent solutions may persist up to elevated
temperatures, although their practical stability is limited by dissipative effects and by
the reduction of the spin mixing conductance and critical velocity.

Keywords: Spintronics. Superfluidity. Ferromagnetism.
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| Introducao

No inicio do século XX, enquanto a mecanica quantica ainda estava em desenvolvi-
mento, a teoria de Bohr-Sommerfeld ja sugeria que o momento angular do elétron era
quantizado, mas essa ideia ainda precisava ser confirmada experimentalmente. Nesse con-
texto, o experimento realizado por Otto Stern e Walther Gerlach em 1922 foi um dos mais
importantes da fisica quantica, pois forneceu evidéncia direta da quantizacao do momento
angular e pavimentou o caminho para a descoberta do spin do elétron [4, 5.

Em 1925, os fisicos holandeses Samuel Goudsmit e George Uhlenbeck, sob a orientacao
de Paul Ehrenfest, propuseram que o elétron possuia momento angular intrinseco, deno-
minado spin. Essa propriedade permitia explicar tanto o resultado do experimento de
Stern-Gerlach quanto a estrutura fina dos espectros atomicos. Além disso, o spin conferia
ao elétron um momento magnético intrinseco, responsavel por sua interagao com campos
magnéticos externos.[6]. Mais tarde, em 1928, Paul Dirac desenvolveu uma formulagao
relativistica para o elétron, conhecida como equacao de Dirac. Esse formalismo mostrou
que o spin do elétron nao era uma rotacao literal, mas sim uma consequéncia matematica
da relatividade e da estrutura da mecéanica quantica, em que o spin surge naturalmente
como uma propriedade fundamental das particulas elementares [7].

Assim, o spin, inicialmente tratado como uma hipdétese empirica para explicar anoma-
lias experimentais, tornou-se um conceito fundamental da fisica moderna. Compreender
e controlar essa propriedade quantica nao apenas aprofundou nosso entendimento sobre a
matéria, mas também se tornou um dos desafios centrais da fisica da matéria condensada,
ganhando relevincia prética com a descoberta da magnetorresisténcia gigante (MGR) em
1988, um avango que marcou o inicio da spintrénica moderna [8].

O fendmeno da MRG possibilitou o desenvolvimento de cabegas de leitura mais sen-
siveis para discos rigidos, aumentando significativamente a capacidade e a densidade de
armazenamento, além de reduzir o tamanho dos bits. Esse avanco foi fundamental para
a miniaturizacao dos dispositivos de armazenamento e impulsionou a era da computacao
moderna, permitindo o surgimento de discos rigidos de alta performance utilizados em
servidores, computadores pessoais e dispositivos méveis. Além da GMR, a descoberta do
efeito de Tinel Magnetorresistivo (TMR) permitiu a criagdo de Memérias Magnetoresis-
tivas de Acesso Aleatério, uma tecnologia promissora para armazenamento nao volatil e
de alta velocidade [8, 9].

Além disso, a spintronica segue em constante evolugao, com aplicagoes em sensores
magnéticos e légica spintronica, e mais recentemente, seu alcance tem se expandido para
além dos dispositivos de armazenamento, abrindo caminho para pesquisas em computacao

quéntica, onde o spin do elétron atua como qubit, e na spintrénica de ondas de spin (még-



10

nons), que explora novas abordagens para o transporte e processamento de informagao
com menor dissipacao de energia.

Paralelamente aos avangos da fisica do magnetismo, importantes descobertas estavam
sendo feitas no campo da matéria condensada, particularmente em baixas temperaturas.
Em 1908, o fisico holandés Heike Kamerlingh Onnes obteve pela primeira vez o hélio-4 no
estado liquido, ao resfria-lo a 4,2 K, o que abriu caminho para o estudo de propriedades
quanticas emergentes em temperaturas criogénicas [10].

A descoberta do hélio liquido fez com que poucos anos depois, em 1911, o fisico
holandés pudesse investigar as propriedades elétricas do mercirio a temperaturas extre-
mamente baixas. Ele observou que ao resfrid-lo a 4,2 K usando hélio liquido, a resisténcia
elétrica desaparecia abruptamente abaixo dessa temperatura. Essa descoberta mostrou
que certos materiais poderiam conduzir eletricidade sem dissipacgao de energia, nomeando
esse novo estado da matéria como supercondutividade[11]. Apenas em 1957, conseguiu-
se obter uma teoria que explicasse completamente o fendémeno da supercondutividade,
a teoria BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) forneceu a primeira explicagdo microscopica e
quantitativa para a supercondutividade, mostrou que os elétrons emparelhados formam
um estado quantico coletivo, permitindo a corrente elétrica sem dissipacao e permitiu
estabelecer relagoes matematicas que estimavam a temperatura na qual um material se
torna supercondutor|[12].

A descoberta da supercondutividade abriu caminho para a identificacao da superfluidez
em 1937, quando Pyotr Kapitza, na Unidao Soviética, e John Allen e Don Misener, no Reino
Unido, observaram independentemente que o hélio-4, ao ser resfriado abaixo de 2,17 K,
fluia sem resisténcia aparente, como se tivesse viscosidade zero [13, 14]. Esse fenémeno
marcou o surgimento da superfluidez. Alguns anos depois, os primeiros modelos tedricos
foram propostos para explicar esse comportamento. Laszlé Tisza desenvolveu a ideia
do modelo de dois fluidos, sugerindo que o hélio abaixo de 2,17 K se comporta como
uma mistura de um componente normal, com viscosidade, e um componente superfluido,
sem viscosidade. Posteriormente, Lev Landau aperfeicoou essa abordagem ao descrever
a superfluidez em termos de excitagoes elementares, demonstrando que esse fendmeno
resulta de um estado quantico macroscopico, andlogo ao que ocorre na supercondutividade
[15, 16].

A descoberta da superfluidez no hélio-4 e a posterior compreensao da supercondutivi-
dade revelaram a possibilidade de estados quanticos macroscopicos que exibem transporte
sem dissipagao. Desse modo, naturalmente surgiram questionamentos sobre se um feno-
meno analogo poderia ocorrer para o transporte de spin, e essa ideia evoluiu para o
conceito de superfluidez de spin, um estado quantico no qual o spin pode fluir sem resis-
téncia em certos materiais magnéticos, sem a necessidade de um transporte associado de
carga elétrica.

A ideia de superfluidez de spin comecgou a ser explorada na década de 1970, inicial-



11

mente como um conceito tedrico associado ao hélio-3 superfluido. Mas, apenas na década
de 1980, Halperin e Hohenberg formalizaram a conexao entre ondas de spin (magnons) e
a superfluidez [17], enquanto os primeiros indicios experimentos da superfluidez de spin
surgiram em sistemas magnonicos e materiais com forte interacao spin-orbita, onde ob-
servacoes de transporte de spin sem dissipacao foram relatadas na década de 1990 em
hélio-3 superfluido [18-20].

Dentro desse contexto, a compreensao detalhada desses fendmenos exigiu o desenvolvi-
mento de modelos tedricos capazes de descrever a dindmica coletiva dos spins em diferentes
regimes. O estudo da superfluidez de spin, assim como de outros estados magneticamente
ordenados ou desordenados, depende fortemente da formulagdo de Hamiltonianas eficazes
e da aplicacao de técnicas matematicas que permitam extrair propriedades essenciais do
sistema.

A diagonalizacao exata de Hamiltonianas em sistemas de muitos corpos é, na maioria
dos casos, inviavel devido a complexidade das interacoes e ao crescimento exponencial do
espaco de estados. Isso se torna particularmente desafiador em sistemas magnéticos, onde
as interagoes de troca entre spins geram correlagdes nao triviais que dificultam a obtencao
de solugoes analiticas. Para contornar essas dificuldades, diversas técnicas tedricas foram
desenvolvidas ao longo dos anos, como aproximagoes semiclassicas, métodos variacionais
e teorias de campo médio, cada uma com suas limitagoes e regimes de validade.

Entre as abordagens teéricas, a Aproximagao Harmonica Auto-Consistente (AHAC) se
destaca como uma ferramenta versatil e eficaz para tratar sistemas de spins fortemente cor-
relacionados. Seu principio fundamental reside na substituicio da Hamiltoniana original
por uma Hamiltoniana harmonica efetiva, onde a rigidez de spin, um parametro ajusta-
vel, é determinado auto-consistentemente. Isso permite capturar de maneira qualitativa e
quantitativa a dinamica do sistema sem necessidade de recorrer a calculos perturbativos
de alta ordem, tornando a AHAC uma alternativa poderosa para descrever excitagoes
em meios magneticamente ordenados e desordenados. A AHAC tem sido recursivamente
aplicada por Pires et al. em uma gama de problemas [21-24] e nos tltimos tempos ganhou
novas generalizagoes devido a Moura [25-28].

Neste trabalho, empregamos a AHAC para analisar perturbacoes lineares da super-
fluidez de spin em ferromagnetos a temperatura finita, investigando a propagacao e esta-
bilidade das excitagoes no regime dinamico, sem considerar mudancas abruptas na ordem
magnética. Essa abordagem nos permitird caracterizar os modos de excitacao e avaliar a
robustez da superfluidez de spin nesse sistema, fornecendo uma descricao tedrica acessivel

e eficiente.
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Il Magnetismo

A compreensao dos fendmenos de transporte sem dissipacao, tanto na superfluidez
convencional quanto na superfluidez de spin, exige um tratamento tedrico robusto das
interacoes entre particulas quanticas. No caso da spintronica, em particular, os momentos
magnéticos dos elétrons desempenham um papel central, levando a necessidade de modelos
que capturem a interacao entre spins de maneira precisa.

Neste capitulo, introduziremos a Hamiltoniana de Heisenberg e analisaremos os siste-
mas ferromagnéticos isotropico e anisotrépicos de plano facil, investigando as excitagoes
coletivas de spin, comparar seu espectro de energia e elucidando a necessidade de seu
acoplamento nao linear por meio do Modelo Sigma Nao-Linear, além de demonstrar como

a dinamica da rede leva ao transporte de momento magnético através dos magnons.

2.1 Modelo de Heisenberg

A Hamiltoniana de Heisenberg é um modelo fundamental da fisica do magnetismo
em sistemas com spins localizados, o modelo trata os spins como operadores quanticos
dispostos em uma rede cristalina e interagindo via uma interagao de troca sendo definido
pela Hamiltoniana geral:

(,4)

em que (i,7) indica uma soma sobre pares vizinhos (geralmente primeiros vizinhos), S;
representa o operador de spin no sitio 4, J;; ¢ a constate de troca, que quantifica a
intensidade da interagao entre spins nos sitios ¢ e j. O valor de J;; depende da geometria
da rede e das ligagoes quimicas dos atomos, motivo pelo qual se adota frequentemente
uma rede ctbica para simplificar os cdlculos. O fator 1/2 corrige a dupla contagem, pois
Ji; = Jji é simétrico (na maioria dos trabalhos, costuma-se adotar J;; = J). Esse modelo
descreve interagoes entre spins localizados em uma rede com N sitios, sendo que, em
muitos casos se considera o limite termodinamico N — oc.

Juntamente com a Hamiltoniana de Heisenberg é imposto um vinculo nao-linear sobre
os spins do tipo 8* = (S9%)? + (S¥)? + (5%)? (para os casos em duas dimensdes espaci-
ais desconsideramos uma das componentes, em geral S*). Esse vinculo é fundamental,
pois restringe o espago de configuracoes possiveis e esta diretamente relacionado a rica
variedade de fendmenos topolégicos observados em sistemas magnéticos.

Ademais, podemos escolher outra alternativa para escrever S;S; utilizando os opera-
dores de levantamento e abaixamento de spin ST e S, respectivamente, definidos como

S* = 57 44SY. Dessa forma, uma mesma expressao para a equacao (2.1) pode ser escrita
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para a Hamiltoniana de Heisenberg:
1 1 1
— +q- - q+t zZQz
H= —2<Z>J,~j (251. Sy + 55757 +5; Sj) . (2.2)
1/7]

Essa forma é particularmente 1til em sistemas com simetria de SU(2), ja que os operadores
St e S™ permitem tratar diretamente os processos de elevacao e abaixamento da projecao
do spin, facilitando o calculo de elementos de matriz e a acao de S? sobre os autoestados
S*.

Deve-se destacar que a Hamiltoniana de Heisenberg nao possui equivalente cléassico,
j& que sua interagao de troca decorre da natureza quantica dos elétrons, em especial
da simetria da funcao de onda e do principio de exclusdo de Pauli. Em consequéncia,
modelos classicos que tentam descrever o magnetismo da matéria tendem a subestimar
a estabilidade e a intensidade da ordem magnética, pois ignoram as flutuacées quanticas
que, no sistema real, reduzem o momento magnético efetivo e podem até mesmo destruir
a ordem de longo alcance.

Além disso, a forma como os spins interagem entre si, determinada pelo sinal e in-
tensidade da constante de troca J;;, define diferentes tipos de ordenamento magnético
possiveis no sistema. Quando J;; > 0 a interagao favorece o alinhamento paralelo dos
spins vizinhos para minimizar a energia do sistema, caracterizando o ferromagnetismo.
Por outro lado, quando J;; < 0 a interacao favorece o alinhamento antiparalelo entre spins
vizinhos, levando ao antiferromagnetismo. Esses dois casos representam os ordenamen-
tos mais simples e fundamentais em sistemas magnéticos, e sdo ponto de partida para
compreender estados magnéticos mais complexos.

Outro aspecto fundamental do modelo é a geometria da rede que conecta os spins
vizinhos em um sistema magnético, uma vez que ela influencia diretamente a energia
total do sistema, a estabilidade dos estados ordenados e a temperatura critica associada
a transicao para o ordenamento magnético.

Ademais, a dimensionalidade do sistema desempenha um papel decisivo na existéncia
(ou ndo) de ordem magnética de longo alcance a temperatura finita. De acordo com o
teorema de Mermin-Wagner, ndo pode haver quebra espontanea de simetrias continuas
em sistemas bidimensionais ou unidimensionais com interagoes de curto alcance para
temperaturas finitas, o que impoe restrigoes fundamentais ao comportamento magnético
em baixas dimensdes. [29]

Outro ponto importante é que a geometria da rede pode levar a uma frustracdo mag-
nética, que ocorre quando os spins nao conseguem se organizar de maneira a minimizar
simultaneamente todas as interagoes de troca do sistema. Isso é comum em estruturas
com ligagoes geométricas como redes triangulares ou rede de Kagomé (figura 1) quando
as interagoes sao antiferromagnéticas. Nessas situagoes, ha um conflito intrinseco entre
as orientagoes de spin, o que pode impedir a formagdo de um estado ordenado simples e

resulta em uma grande degenerescéncia do estado fundamental. Como consequéncia, o
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sistema fica mais suscetivel a fortes flutuagoes quanticas, favorecendo o aparecimento de

fases magnéticas exoticas, como os liquidos de spin.

(©

Figura 1 — Representagdo esquematica da frustragdo geométrica em redes triangulares
em (a),(b) e kagomé (c) antiferromagnéticas. A geometria da rede impede
que todos os spins vizinhos se alinhem antiparalelamente de forma simultanea,
resultando em frustracdo magnética (retirado de [1]).

Esses estados sao de grande interesse tanto fundamental quanto tecnolégico, pois apre-
sentam propriedades como emaranhamento de longo alcance e transporte de spin sem
dissipagao, podendo ser utilizados futuramente em dispositivos de spintronica quéntica
(30, 31].

2.2 Ferromagnetismo

O ferromagnetismo é uma forma de ordenamento magnético onde os momentos de
spin se alinham paralelamente uns aos outros mesmo na auséncia de um campo magnético
externo. Esse comportamento leva a magnetizacdo espontanea, caracteristica dos imas
permanentes.

Dessa maneira, abaixo de uma certa temperatura critica 7., conhecida como tempera-
tura de Curie, os spins locais organizam-se de modo a minimizar a energia do sistema para
J > 0, de forma que os spins apontam aproximadamente para a mesma direcao comum ,

que, por convencao, é frequentemente escolhida como o eixo +z.

wnsemera | [ TTTTTTTTTTTTT]

Figura 2 — Representagdo esquematica do estado fundamental do ferromagneto em uma
dimensao.

Esse alinhamento depende apenas da interacao de troca entre os spins. Assim, de forma
classica, o estado fundamental é aquele em que todos os spins estao alinhados em uma
direcao, em nosso caso na direcao +z. No entanto, esse estado, mesmo em temperaturas

proximas do zero absoluto, ainda pode apresentar excitagoes coletivas, conhecidas como
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ondas de spin, que classicamente descrevem pequenas oscilagoes dos spins em relagao a
direcao média do ordenamento.

Para compreender com mais clareza a dinamica das excitagoes e a estrutura de energia
do sistema ferromagnético, é util considerar uma versao simplificada do modelo: uma
cadeia unidimensional de spins. Se considerarmos essa cadeia unidimensional de spins
1/2, com condigoes de contorno periddicas, em que cada spin possui dois vizinhos, como
mostrado na figura (2). A energia do estado fundamental |¢)y) para esse sistema é obtida

pela aplicacdo da Hamiltoniana H:

J
H ) = =5 5 (5577 ) + 58757 ) + 8755 o). 2.3
2v)

Como o estado fundamental |¢)y) corresponde a todos os spins alinhados na diregao
+z, ou seja, trata-se de um estado totalmente polarizado para cima. Esse é o estado de
mais alto peso da representacdo de spin total, de forma que o operador S;" atuando sobre
|1ho) resulta em zero. Por conseguinte os termos S;S; e S; S} ndo contribuem para a
energia do estado fundamental, uma vez que a aplicacio de S;" e S;-r no estado |t)y) resulta
em zero, uma vez que todos os spins ja estao direcionados para +z, restando apenas a
contribuicao do termo S7S7. Observe que esse resultado pode ser facilmente generalizado
para qualquer valor de spin (S =1/2,1,3/2,...), uma vez que o estado de mais alto peso
da representacdo de spin é sempre aniquilado por S;".

Logo, podemos observar que a energia do estado fundamental do sistema é dada por:

o) = ~TE . (2.4

onde S denota o autovalor do operador S7, e N corresponde ao ntimero de sitios (ou spins)

presentes na cadeia unidimensional. E a magnetizacao total do sistema é definida como
Stot = 2i S

Portanto, visto que [t¢)g) representa o estado fundamental, podemos construir estados
excitados locais utilizando o operador de abaixamento S; , que inverte spin no sitio . O
estado resultante é dado por [i;) = S; [1).

o) = |- PP,
) = TAT T,

Embora os operadores de spin nao obedecam exatamente uma algebra bosonica, no regime
de baixas energias, correspondente a pequenas flutuagoes em torno do estado ordenado,
as excitagoes coletivas podem ser descritas por operadores que satisfazem comutadores
bosonicos efetivos, como evidenciado pelas representagdes mais comuns utilizadas, como
Holstein—Primakoff, Schwinger e Dyson-Maleev ([32]). Em regimes de energia mais ele-
vados, entretanto, correcoes nao lineares tornam-se relevantes, de modo que a descricao

em termos de quasiparticulas puramente bosonicas deixa de ser adequada.
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Assim, a fim de simplificar a notagdo e tornar as expressoes mais compactas, conside-
raremos o caso de spin S = 1/2, j4 que captura os aspectos essenciais da fisica envolvida.
Dessa forma, atuando H em [¢;) temos:

J h?

H i) = =5 KN4 - hQ) () + B2 [thiga) + B i) | - (2.5)

Desse modo, podemos notar que |1;) nao é autoestado da Hamiltoniana. Podemos cons-
truir um autoestado como uma superposicao de todos os estados em que o spin esta

invertido em um sitio ¢, somando sobre todas as possiveis posi¢oes do spin invertido:

= 7 e (2:6)

Em que e7*7% é um fator de fase, que descreve ondas planas com ntimero de onda g.

Dessa maneira, utilizando do principio da incerteza, podemos associar uma inversao
de spin em uma posicdo bem definida com uma incerteza grande em seu momento q.
Como a energia da excitagdo depende do momento, o estado [1;) envolve também uma
superposicao de diferentes energias e, portanto, nao pode constituir um autoestado da
Hamiltoniana. Em contrapartida, estados com momento bem definido possuem energia
bem definida e, por conseguinte, correspondem aos autoestados da Hamiltoniana.

Assim, a excita¢ao nao pode permanecer localizada em um tnico sitio da rede, devendo
estar distribuida por todo o ferromagneto. A superposicao das excitagoes localizadas,
ponderada por fatores de fase e *97i, origina estados peridédicos no espaco que se propagam
ao longo da rede, caracterizando uma onda de spin.

A energia dessa onda de spin é quantizada, e o quantum de energia da onda de spin
é chamada de magnon. Classicamente podemos interpretar as ondas de spin como uma
precessao ao longo do eixo em que os spins apontam, como mostra a figura (3).

Assim, sintetizando os passos intermediarios, cujo desenvolvimento completo pode ser

consultado em [33], chegamos ao seguinte resultado:

H [¢pg) = E(q) [¥q) , (2.7)
com o autovalor E(q), dado por:
h? h?
E(q) = —J]\; + J2(1 — cos(qa)), (2.8)

sendo a o espacamento de rede. Além disso, observa-se que a energia das excitagoes
tende a zero no limite de momento nulo, caracterizando um espectro sem gap, isto é, as
excitagoes nao possuem massa efetiva

O surgimento de magnons no sistema esté diretamente associado ao Teorema de Golds-

tone [34], segundo o qual, sempre que o Hamiltoniano (ou a Lagrangiana) possui uma
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simetria continua global que nao é preservada pelo estado fundamental, surgem excita-
¢oes coletivas de baixa energia e sem gap. No modelo de Heisenberg, a Hamiltoniana
apresenta simetria O(3), gerada pelas componentes do spin total Sy = (SE,, Stot, S
No estado fundamental, essa simetria é espontaneamente quebrada, e as rotagoes geradas
pelas componentes transversais do spin dao origem aos magnons.

Portanto, podemos observar que quando um spin é completamente invertido, ou seja,
atuamos S; no estado fundamental, o momento magnético naquele sitio passa a se opor
ao restante do sistema. Essa configuracao cria uma violacao local das interagoes de troca
com seus vizinhos, resultando em um grande custo energético proporcional ao niimero
de ligagoes que esse spin possui. Por isso, essa excitacao localizada é energeticamente
custosa. Entretanto, quando a perturbagao é nao localizada e suave, os spins desviam
levemente da direcao comum e oscilam coerentemente ao redor dela. Nesse caso, a energia
¢ distribuida por muitos sitios, e a distor¢ao da ordem magnética ¢ minima e continua.
Como resultado, a energia associada é pequena (especialmente para comprimentos de
onda longos), tornando essas excitagoes do tipo baixa energia.

Além disso, essas excitacoes sao quanta de modo coletivo e obedecem a estatistica de
Bose-Eistein, o que permite a formacao de estados coerentes como a superfluidez de spin

como veremos no Capitulo IV.

AR ERRRRRE
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Estado - pot - gt e e S T R T Rer et G
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superior ."\_—‘..'1 ""’\l ,‘“’\ \‘,.'\ ,‘,.‘ Y i . N ¢

Figura 3 — Representagdao esquematica das excitacoes magndnicas em um sistema mag-
nético: (a) excitagdo local de alto custo energético; (b) excitagdo coletiva de
baixa energia, caracterizada por uma onda de spin. (Adaptado de Patryk
Nowik-Boltyk, Universitédt Miinster.)

2.3 Modelo sigma nao-linear

Dada a complexidade de resolver a Hamiltoniana de Heisenberg para uma rede de N
sitios, que envolve determinar a dinamica de 3N graus de liberdade, correspondente as trés

componentes de spin em cada sitio, sujeitas ao vinculo S* = 52, a obtencao de solucoes
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exatas é, na maioria dos casos, inviavel. Isso nos obriga a recorrer a simplificacdes que
tornem o problema tratavel.

Entre as abordagens eficazes para lidar com essa complexidade, destaca-se o modelo
sigma nao-linear (MSNL), originalmente introduzido na fisica de particulas na década de
1950. Na sua formulagdo inicial, o modelo sigma linear envolvia um conjunto de quatro
campos acoplados por uma simetria continua O(4). Dessa forma, a passagem para a
versao nao-linear constituiu em impor uma restricao de médulo constante sobre o campo
vetorial (Jn(x)|?* = 1), eliminando o grau de liberdade radial e preservando apenas as
diregbes do campo reduzindo a simetria de O(4) para O(3). Essa reformulagdo mostrou-
se particularmente eficaz para descrever modos de Goldstone [35].

A partir da década de 1970, o MSNL passou a ser amplamente utilizado no estudo de
sistemas magnéticos. A semelhanca com modelos de spin como o modelo de Heisenberg,
nos quais o modulo da magnetizacao ¢ preservado e apenas a sua orientacao varia no
espaco, torna o MSNL particularmente adequado para descrever as ondas de spin no
regime de baixas energias, oferecendo uma formulacao mais simples, e a0 mesmo tempo

mais precisa.

2.3.1 MSNL no magnetismo

A conexao entre o MSNL e os sistemas magnéticos torna-se explicita quando consi-
deramos o limite de longos comprimentos de onda no modelo de Heisenberg. Em escalas
muito maiores que o espacamento da rede, as orientagdes dos spins variam de forma lenta
e suave, de modo que seja natural e conveniente substituir o sistema discreto por um
continuo e passamos a representar nosso modelo magnético por uma teoria classica de
campos. Como o mdédulo do spin é fixo, esse campo nao pode assumir valores arbitra-
rios, mas deve permanecer sobre a superficie esférica S?, para o caso do ferromagneto
isotropico.

Dessa forma, utilizando a convencao adotada em teoria de campos, as variaveis que
antes eram discretas como posicdo r; e spin S;, passam para o limite continuo sendo

D ¢ a densidade

representadas por r e S = Sn(r), sendo n(r) um campo direcional e a~
de sitios, com D sendo a dimensao espacial, e considerando um sistema com um grande
numero de sitios, a soma discreta sobre os sitios da rede pode ser aproximada por uma

integral continua:

dPr
Z - | 5
27]
Ademais, como dito anteriormente, consideramos que o espacamento de rede é muito
menor do que o comprimento de onda dos spins e flutuagoes no campo dos spins entre

primeiros vizinhos sdo suficientemente pequenas para justificar a aproximagao do campo

direcional, desse modo
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n(r+ Ar) ~n(r) + (Am agg) + A;l 0 5;;”) , (2.9)

onde , para uma rede quadrada, Ar; = +aZ; e x; = x,y, z. Portanto, a equacao que antes

era representa pela equagao (2.1), passa a ser

2 D e 2 92«
JS /d T on Ar; 0°n )7 (2.10)

W A @A
(ID%; " (n—l— n&m—i_ 2 Ox?

em que a = x,y, z representa o indice das componentes de spin (espago interno) enquanto
[ = x,y, z representa dire¢oes no espaco fisico. O termo Ar; representa o vetor de deslo-
camento entre sitios vizinhos na direcao [ da rede. Contudo, devido a simetria da rede,
o termo linear se anula. Além disso, introduzimos um fator A® para representar a aniso-
tropia da rede, que possui valor unitario para as componentes x e y, e igual a A para a

componente z. Assim, obtemos:

JS?
H=Eq+ 55 /dDr l2D(1 —AN)(n*)?+a*d) Vn* - Vn*|, (2.11)
a (0%
no qual £; = —JS?ND ¢ um termo constante. O termo Vn® - Vn® surge de uma

integracao por partes que reescreve n®V>?n® em uma forma simétrica, assumindo condicoes
de contorno periédicas.

Dessa maneira, ignorando o termo de energia constante, quando fixamos o médulo da
componente de spin [n|> = 1 obtemos o MSNL O(3) descrito pela equacao (2.11). Ainda
sim, podemos reescrever o MSNL de modo que o vinculo seja incluido explicitamente na

Hamiltoniana. Para isso, utilizamos a parametrizagao

n® =4/1 — (n?)2cos(p), (2.12a)
nY =4/1 — (n*)?sen(y), (2.12b)

em funcao dos campos canonicamente conjugados n* e . Portanto, substituindo os

termos n* e nY, e ignorando o termo constante na equacao 2.11, obtemos:

JS? D ; . (n?)?*Vn® - Vn?
H=50m [ T{)\VTL A
2D(1—=X), o o .
—1—22)(71 )2+%:Vn - Vn® 4+ [1+ (n*)*]Ve - Vpl. (2.13)
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A partir desta equagao, podemos identificar o tipo de ordenamento magnético descrito
pelo modelo ajustando o parametro A. Para A = 1 obtemos o caso isotropico, enquanto
valores de 0 < A < 1 correspondem ao ferromagneto de plano facil. Por outro lado, modelo
na forma apresentada nao é adequado para descrever um ferromagneto de eixo facil, pois
tal modelo nao é bem descrito no regime de pequenas flutuagdes na componente n?,
pois nesse caso, qualquer desvio transversal da magnetizacao possui um custo de energia
elevado, ja que o estado de menor energia corresponde a orientacao alinhada com o eixo
de anisotropia. Como consequéncia, o espectro apresenta um gap e nao ha modos de
Goldstone, uma vez que a anisotropia impoe o estado fundamental do sistema, nao ha
mais um continuo de estados fundamentais equivalentes e, portanto, as excitagdes tem
energia minima finita.

Assumindo que (n*)? < 1, a Hamiltoniana da equagdo ((2.13)) podemos manter ape-

nas os termos quadraticos, assim podemos reescrever a Hamiltoniana efetiva Hy como:

2
Hy= 22 / dPr [2Da™ (1= \)(n*)? + A\Vn* - Vn® 4+ Vo - V| . (2.14)

2.3.2 Ferromagneto isotrépico e de plano-facil

Para ambos os casos do ferromagneto isotrépico e o de plano-facil consideramos um
estado ordenado no qual a magnetizacdo é predominantemente uniforme. No regime de
plano facil, a anisotropia confina a magnetizacao ao plano xy de modo que as flutuacoes
fora do plano, descritas pela componente S*, permanecem pequenas devido ao custo
energético imposto pela anisotropia.

Definindo o eixo z como eixo de quantizacao, as componentes transversais do spin
sao dadas por SE(t) = S%(t) £ iSY(t), em que adotando a parametrizacio em (2.12)
evidencia-se que essas componentes descrevem uma rotagao no plano zy, sendo expressa
por SE(t) = /5% — (5%(t))2 et ),

Nesse contexto, a evolucdo temporal de ST pode ser convenientemente analisada por
meio de sua transformada de Fourier:

S*(r, 1) Siheilar—en (2.15)

>
\/_
Portanto, a dinamica obtida descreve um movimento de precessao do campo de spin, no
qual as componentes transversais giram em torno do eixo z.
Outrossim, podemos obter o espectro de energia das excitagoes através do processo de
segunda quantizacao. Dado que os campos classicos n* e ¢ sao canonicamente conjugados,
pois suas dindmicas seguem a relacio de Poisson {¢(r),S*(r')} = 6°(r — r’'). Quando

promovemos os campos classicos para operadores, sua relagdo de comutacdo torna-se
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[p(r), 57(r')] = ihd(r —1'). Dessa forma, podemos escrever a transformada de Fourier dos

campos canonicamente conjugados como:

T Zq: giari (2.16a)

\/1_ Xq: Szelari, (2.16D)

Realizando a transformada de Fourier sobre a Hamiltoniana H, para o espago de momento,

obtemos:
1 AA 2 &z &z
Ho =53 [heeapg + 135352, (2.17)
q
em que hY = JS%a?g? e hZ = J[2D(1 — ) + Aa?¢?]. Como os operadores @, e S2 sio

canonicamente conjugados, podemos introduzirmos os operadores bosénicos @ e &' para
obter os modos de energia do sistema. Os novos operadores bosonicos sao definidos como

combinagoes lineares de ¢, e S7 de modo a satisfazer a relacio de comutagao [d, &2,] =
Og.q'"

(g = $g + 157, (2.18a)
il = g —iS;. (2.18b)

Dessa maneira, a Hamiltoniana quadrética é diagonalizada e pode ser reescrita como:

Zhw <a a, + ;), (2.19)

onde

1
wy = 5 \[hEh. (2.20)

Assim, para o regime de baixas energias e longos comprimentos de onda podemos
observar que para o caso isotrépico com A = 1 obtemos w, = JSa?¢*/h com espectro
de energia quadratico em relacao ao momento, aspecto esse que serda melhor explorado
no capitulo IV. Ja para o caso em que temos uma anisotropia de plano-facil 0 < A < 1,
e consideramos a*¢® < 1 obtemos w, = JSaq\/2D(1 — \)/h, um espectro linear, que

também serd de grande importancia para a superfluidez de spin discutida no capitulo IV.

2.4 Transporte de momento magnético por magnons

Antes de discutir o transporte de spin no regime superfluido, é necessario compreender

o transporte de spin em sua forma mais geral, mediada por méagnons. Dessa forma, além
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de serem as excitagoes elementares dos sistemas magneticamente ordenados e contribui-
rem para as propriedades térmicas e dinamicas do sistema, os magnons sao capazes de
transportar momento magnético ao longo da rede. Diferentemente do transporte eletro-
nico convencional, no qual a corrente esta associada ao movimento de cargas elétricas,
o transporte magnonico ocorre por meio das excitagdes coletivas de spin, permitindo a
propagacao de momento angular mesmo em materiais eletricamente isolantes, evitando
perdas energéticas associadas ao movimento de cargas elétricas.

Dessa forma, é intuitivo introduzir o caso simples da contribui¢ao de apenas um tnico
magnon em um ferromagneto isotropico com campo magnético aplicado. De forma geral,

para o caso classico, podemos escrever a densidade de energia livre citada como:

F=AVM-VM -M-H , (2.21)
t de t t
€rmo de troca campo externo

onde M ¢é a magnetizacao espontanea, A é a rigidez de spin, H é o campo magnético
externo. Podemos escrever a energia de troca para o caso classico como gradiente do vetor
de magnetizagao como mostrado na equagao (2.9) no MSNL. Sem perda de generalidade,
podemos definir o campo magnético externo ao longo da dire¢ao z, com o intuito de fixar
o eixo de quantizagao do spin ao longo da direcao z, isto é, H = H2Z.

Assim, mesmo em isolantes magnéticos, existem contribui¢bes a energia livre asso-
ciadas a interacao spin—érbita, como anisotropia magnética e interacao dipolo—dipolo.
Contudo, tais termos sao relativisticamente pequenos quando comparados a energia de
troca e, portanto, a conservacao do spin pode ser tratada como uma aproximagao valida.
Tais interagoes possuem origem relativistica e sao governadas por um pequeno parametro
adimensional da ordem de v/c, em que v representa uma velocidade dos elétrons ligados
em seus orbitais atomicos no material isolante, ¢ é a velocidade da luz. Apesar da inte-
racao spin-orbita depender da direcao de magnetizacao, ela é muito fraca comparado ao
termo de troca e nao afeta o valor absoluto de M em dindmicas lentas.

Desse modo, no estado fundamental a magnetizacao espontanea Mgy = M,Z é paralela
ao campo magnético externo H, dessa maneira, podemos escrever o vetor de pequenas

perturbagoes como:

m =M — M. (2.22)

Dessa maneira, a densidade de energia livre pode ser escrita como a soma da contribuicao
do estado fundamental e de um termo correspondente as perturbagoes em torno desse

estado,

F= -My-H +A(Vm)’+-m-H. (2.23)
N—_——

Estado Fundamental Flutuagdes
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A partir do funcional da energia livre podemos obter o campo efetivo a partir do funcional
da energia livre F' = [ d®rF

§F = —Hyg - 6m, (2.24)

onde o campo efetivo Heg é descrito como:

§F oF oF
H.o o . 2.9
eff om om TV (8(Vm)> : (2.25)
com isso, obtemos
Heys = AVm + H. (2.26)

Como o estado fundamental corresponde ao minimo da energia livre, o campo magnético
efetivo encontra-se paralelo a magnetizacao de equilibrio. Portanto, o torque M x H ¢é
nulo, e o sistema permanece em uma configuragao estacionaria de equilibrio. Apenas as
flutuacoes dm em torno da configuracao de equilibrio governam a evolucao temporal da
magnetizagao.
Por conseguinte, podemos descrever as equacoes de dinamica do sistema a partir do torque
exercido pelas flutuagoes

T = —ii?f =M x H.g, (2.27)
em que 7y é a constante giromagnética. Assim, sabendo que 0Mg/0t = 0 e que M, || H,

podemos obter a equacao de dinamica de Landau-Lifshtz com respeito a m:

0
a%l — yAV[M x Vm] + 7[H x m] . (2.28)
A transformada de Fourier para m, pode ser escrita como:
m(r,t) :/ @k [m ei(k'r_w'f)} (2.29)
5 (27T)3 k . .

De forma que M, também é constante no espaco, logo o termo de troca pode ser reescrito

como V[Mp x Vm] = [Mg x (—k?)m]. Dese modo, a equacio de Landau-Lifshtz torna-se:

om

— 2\ (5
= = (H + AMok?) (2 x m). (2.30)
Escrevendo em termos das componentes Ze §, temos 2 X (m,&+m,J) = (—my)Z+m,J,
e pela transformada de Fourier obtida anteriormente 0;m = —iwm. Entao:
—iwm, = y(H + AMok*)(—m,), (2.31a)

—iwm, = v(H + AMok®)(m,). (2.31b)
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Dessa forma, podemos escrever,

o,
My, = My .
Y v(H + AMyk?)

Substituindo na equagdo (2.31) é possivel resolver a EDO do sistema e obter direta-

(2.32)

mente a frequéncia das ondas de spin. O resultado é dado por:

wik, H) = (H + AMok?) | (2.33)

em que o espectro é semelhante ao encontrado na equagio (2.20) com yAMyk? sendo a
rigidez de troca mais a adicdo de um gap ao sistema devido ao campo magnético externo
representado pela constante vH.

Uma vez estabelecida a dinamica das excitagoes magnonicas e a conservacao da com-
ponente S* do spin, podemos empregar a equacao da continuidade para definir e calcular
a corrente de spin em um associada a essas excitagoes. Realizando uma aproximacgao

linear a corrente de spin

hos:  1om®
ad Ot 4 Ot

= -V.j, (2.34)

onde

] = A%2-[m x Vm] = Ak|m|*. (2.35)

A densidade de energia dos magnons é € = (w/2yM;)m|*V, em que V ¢é o volume
por célula unitdria. Cada magnon contribui com energia ¢ = fiw e 6j* = hv(k)/V para
a corrente de spin, com velocidade v(k) = dw/dk. Também, sabendo que cada mégnon
contribui com energia € = hw, podemos descrever a amplitude ao quadrado como ém? =
fuw /2y M,V .

Assim, a corrente de spin total pode ser obtida somando-se as contribui¢oes individuais

de todos os méagnons presentes com distribuigao n(k).

. h b,
(= Vzk:n(k)v(k) = G / &k [n(k)v(K)] (2.36)

em que n(k) corresponde a distribuigdo de Bose-Einstein. entretanto, no equilibrio tér-
mico a distribuicdo de magnons é isotropica no espaco de momentos, de modo que as
contribuigoes a corrente de spin provenientes de magnons com momentos opostos se can-
celam. Uma corrente de spin sé surge quando a distribuicao de magnons ¢ deslocada no
espaco de momentos, o que pode ser descrito por uma distribuicao de Bose-Einstein com

uma velocidade de arrasto efetiva v,,.



2.4 Transporte de Momento Magnético por Magnons 25

1

n(k) = eB(lH)—kvn) _ |

(2.37)

em que 5 = 1/k,T. Esse deslocamento é induzido por mecanismos de nao-equilibrio, como
gradientes de temperatura ou injecao de spin, que quebram a simetria entre magnons com
momentos opostos e dao origem a uma corrente de spin liquida.

Em suma, o célculo da corrente de spin realizado nessa se¢ao deve ser entendido como
uma descri¢gdo preliminar, que visa apenas fornecer uma intuicao fisica sobre a origem da
corrente de spin no sistema. No capitulo V, a corrente de spin serd derivada de maneira
sistematica no formalismo da teoria quantica de campos, permitindo uma caracterizagao

mais rigorosa de suas propriedades dinamicas e de transporte.
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1l Aproximacao Harmonica

Auto-Consistente

Ao estudar sistemas magnéticos, é comum iniciar a andlise no limite de temperatura
nula, onde as excitacoes quanticas podem ser tratadas de maneira mais simples e a estru-
tura do estado fundamental é bem definida. Entretanto, ao introduzirmos temperatura,
as médias térmicas passam a depender de configuragoes flutuantes, tornando o tratamento
analitico significativamente mais complexo.

Portanto, para introduzir temperatura finita ao sistema utilizamos como principal
base tedrica a Aproximagao Harmonica Auto-consistente, uma ferramenta poderosa para
descrever flutuagoes de fase em sistemas magnéticos que permite incluir efeitos térmicos
substituindo o hamiltoniano original por um hamiltoniano harmonico efetivo cujos pa-
rametros sao determinados de maneira autoconsistente. Embora o trabalho de Jacques
Villain [36], seja uma das referéncias centrais na aplicacio da AHAC em sistemas XY
unidimensionais e bidimensionais, também nos apoiamos em desenvolvimentos posterio-
res de autores como Pires [21-24] e Moura [25-28], que aprofundaram e estenderam o uso
dessa técnica.

A proposta deste capitulo é apresentar e discutir o formalismo da AHAC em detalhe
para o sistema ferromagnético com anisotropia de de plano-facil, de modo a construir uma
base conceitual e metodolégica para sua posterior aplicacao ao estudo de superfluidez de
spin. Assim, a AHAC sera introduzida aqui de forma geral e posteriormente empregada,
no capitulo V, como ferramenta teérica para descrever o comportamento coletivo e as

excitagdes em sistemas magneticamente ordenados com transporte superfluido de spin.

3.1 Ferromagneto com anisotropia de plano-facil

Foi visto que ao expandir o MSNL até a ordem quadratica, obtemos uma descri¢ao
simplificada em termos de excitagoes livres, adequada para capturar o comportamento
do sistema em temperaturas suficientemente baixas. No entanto, com o aumento da po-
pulacdo de magnons, essa aproximacao deixa de ser apropriada, uma vez que a condigao
ny < 1 nao é mais satisfeita. Nessas circunstancias, as interagoes entre magnons pas-
sam a desempenhar um papel relevante e devem ser incorporadas ao tratamento tedrico
para garantir uma descricdo quantitativa mais fiel da fisica envolvida. Se incluirmos as
interagoes o calculo torna-se significativamente mais elaborado e dificulta o tratamento
analitico do modelo.

Dessa maneira, o principal objetivo da AHAC é substituir a Hamiltoniana de um
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sistema fortemente interagente, que geralmente nao é resoltivel analiticamente, por uma
Hamiltoniana harmonica efetiva, cujos acoplamentos sao determinados de forma auto-
consistente, ou seja, com base nas flutuacoes do préprio sistema. As interagoes sao entao
tratadas de forma indireta por meio de um parametro de renormalizacao p dependente
da temperatura. Toda a complexidade fica encapsulada na equagao que determina esse
parametro, mantendo a Hamiltoniana quadratica.

Tendo apresentado os fundamentos da AHAC, aplicamos agora essa metodologia ao
caso de um ferromagneto com anisotropia de plano-facil. Esse sistema, apesar de sua
simplicidade, capta os principais elementos necessarios para o estudo da coeréncia de fase
e das flutuagoes coletivas de spin em baixas temperaturas. A escolha desse sistema como
ponto de partida é, portanto, estratégica: além de permitir uma andlise analitica acessivel,
ele fornece intuigoes fundamentais sobre o papel da rigidez de fase e da anisotropia na
estabilizacao de estados coerentes de spin.

Portanto, garantimos que a componente S* é pequena, para justificar a expansao
necessaria. Assim, nao é necessario assumir que ¢ seja também um campo com amplitude
pequena, sendo suficiente assumir que as flutuagoes sao tais que Ap < 1 entre vizinhos
proximos (embora seja uma simplificagao, essa suposigao é amplamente aceita por fornecer
resultados consistentes na maioria dos casos de interesse pratico).

Vale ressaltar que uma descricdo da AHAC no formalismo da mecéanica quantica pode
ser obtido descrevendo o sistema inicialmente como um modelo classico que posterior-
mente é quantizado, ou lidamos com operadores de spin desde o inicio. As duas cons-
trugoes fornecem resultados semelhantes para grandes valores da componente de spin e
temperaturas mais elevadas. Porém, é importante ressaltar que as flutuagoes quanticas se
tornam relevantes quando a temperatura é baixa e principalmente no caso onde S = 1/2,
para esses casos ¢ adequado iniciar diretamente considerando um modelo quantico.

Dessa forma, inicialmente vamos considerar uma Hamiltoniana classica de spins e
posteriormente desenvolveremos seu modelo quantico. Para um modelo ferromagnético

com anisotropia de plano-facil, a Hamiltoniana ¢ expressa como:

H=—7 (8757 + SUSY + ASS5), (3.1)

<ij>
com 0 < A < 1. Para satisfazer o vinculo nao-linear S* = S? 4 S + 52, parametrizamos

OS caImpos transversais como:

S¥ = 4/5% — (S7)2 cos(¢;), (3.2a)
SY =4/8% — (57)%sen(y;), (3.2b)

dessa forma, definindo (; = /5% — (57)? e Ap = ¢; — ¢;, a Hamiltoniana se torna:
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H=—" 3 [6¢ cos(Ap) + AS;S7). (3.3)

<i,j>
Como estamos considerando baixas flutuagoes, podemos expandir as raizes quadradas e
a funcao cosseno em série de poténcia, mantendo apenas os termos até a ordem quadratica.
Desse modo,

J ASDQ z z z z
H=2Y% §M2)+&&—A&%. (3.4)

<i,7>

Naturalmente, devido ao fato da aproximacgao harmonica reter somente os termos quadra-
ticos, existe uma perda de informacao devido aos termos desprezados. A fim de incorporar
os termos, de forma efetiva, introduzimos o parametro de renormalizacao p que, de forma
indireta, considera as flutuacoes desconsideradas na expansao quadratica. Deste modo,
o campo angular sofre a redefinicao p; — /p¢;. No limite T — 0, p = 1 e as corre-
¢oes nas flutuagoes sao desnecessdrias na teoria classica, entretanto para temperaturas
finitas, o parametro de renormalizacao é obtido por meio da equagao auto-consistente

(demonstrada ao final da secgao).

- (1—-«§;Iw°>e—é“ﬁvfh. (3.5)

Os efeitos citados sao levados em consideragao por meio das médias térmicas ((S%)?), e
((Ap)?),y, que sdo determinadas por meio da Hamiltoniana quadrética (3.4).

Dado que as variaveis S7 e ; sdo pares canonicamente conjugados, isto é, satisfazem
a relagao de Poisson {¢;, S% } = d;j, podemos realizar uma transformada de Fourier em
ambas as variaveis com o objetivo diagonalizar o problema espacial e identificar os modos
normais das ondas de spin, para facilitar a andlise do espectro do sistema no espaco
reciproco. Dessa forma, de modo semelhante a equacao (2.16), podemos passar os campos

@; e S7 para o espago de momentos, obtendo-se

Ziﬂ — NI SESE 4+ S2p(1 — €M) pyp, | elare
U

(3.6)
Z { — A7) SZSZ +S5%p(1 - ’Vq)@q‘ﬁq}
em que escrevemos 52, = 5’; e ¢y = p_q. Além disso, 3, el = 274, sendo 7, o fator de

estrutura da rede quadrada. Dessa maneira,

a-9-9

H:;Z@%%+Myy, (3.7)
q

em que os coeficientes h; e h? sao semelhantes aqueles definidos na descrigao do MSNL,

porém sem a restrigao ag < 1. Temos também que o coeficiente h agora carrega consigo
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o pardmetro de renormalizagdo, sendo expressos por hy = J 2pS?(1 — v,) enquanto hy =
Jz(1 — A\v,), com z sendo o nimero de primeiros vizinhos. Repetindo os procedimentos

realizados durante a descricao do MSNL, obtemos o espectro de energia, dado por:

=225 [0 ). (3.5)

Esse resultado é nao apenas fundamental para a compreensao teodrica das proprie-

dades magnéticas, como também pode ser testado experimentalmente por técnicas de
espectroscopia de magnons, como o espalhamento inelastico de néutrons ou a ressonancia

ferromagnética [37, 38].

3.2 Formulacao classica da AHAC

Classicamente, uma vez que os campos ¢; e S; sao desacoplados, a funcao partigao
pode ser calculada como o produto de integrais gaussianas independentes sobre cada um

desses campos

Zy = H [/ ds dS( —Bhg Squ/2 /ngquO( ﬂhqapqgoq/Q)]

q

(3.9)
= 27T (h2he) .
B
Logo, obtida a funcao parti¢io podemos calcular as médias (Sggg) e (pqpq) como:
5252y = 2 [ 7 PSP, 575z ) = L 3.10
<qq>_?0 q ‘Pq[qqe }_thu ( )
o — oo q
e
. 1
(paPq) = Z / /dQS d290q {qu‘Pq BHO} = Thc;- (3.11)

Dada a homogeneidade do sistema, é esperado que (S7S7), seja independente do sitio ¢ e

(5 = v 3 (5757) = 1571, (312)

i

em que definimos t = kgT'/Jz como uma medida adimensional da temperatura e a fungao

I(N) =Bé (jﬂ)qD (1 —1Mq> : (3.13)

em que a integral é realizada dentro da primeira zona de Brillouin, denotada por BZ. De

forma similar, o valor esperado do desvio angular Ag? é expresso como:



3.8 Andlise Quantica AHAC 30

9
Ap?))g = — iPi — PiPj
((Ap™)), ZN<Z-,J~><QW ©i%i)o

(3.14)
= 5 =) (e -

Os resultados obtidos acima permitem reescrever a equacgao auto-consistente na forma

p=(1—tI(\)e 7. (3.15)

Dessa maneira, é possivel notar o papel da temperatura por meio do parametro ¢, uma
vez que o termo exponencial evidencia os efeitos das flutuagoes térmicas, que reduzem
o fator de renormalizacdo a medida que a temperatura aumenta. Fisicamente, p estd
associado ao a rigidez de spin, de modo que sua reducao com o aumento da temperatura
esta diretamente associado a perda do ordenamento magnético.

Assim, a equagdo auto-consistente admite solugao nao trivial (p > 0) apenas a baixo
da temperatura critica de t.. Quando ¢t — t_, o sistema se aproxima do limite da estabi-
lidade de fase ordenada e o parametro p — 0, o que se manifesta matematicamente pela

divergéncia de dp/dt.

3.3 Formulacao quantica da AHAC

De modo geral, ao descrever sistemas fisicos reais, obtém-se resultados mais precisos
quando se adota uma formulacao quantica da AHAC, pois em baixas temperaturas ou
para sistemas com pequeno nimero quantico de spin, as flutuagoes quéanticas tornam-se
relevantes e nao podem ser ignoradas. Por esse motivo, torna-se necessario estender o
formalismo para o regime quantico. Desse modo, a quantizacao do modelo segue os mes-
mos procedimentos aplicados na quantizacao da versao quadratica do Modelo Sigma Nao
Linear. Apds promovermos os campos ¢, e S a operadores, no processo de quantizacao

da Hamiltoniana Hy, definimos os operadores canonicos por meio da transformacao

AN
Dy = ﬁ <h‘2’> (aT_q + ay), (3.16a)
R i (he\ M
z __ T
Sy = 7 <h%> (al, —aq). (3.16Db)

Os coeficientes que acompanham os operadores de a, e aT,q sao escolhidos de forma que
a Hamiltoniana seja diagonalizada, assim ela pode ser escrita como uma soma de mo-
dos independentes com energias bem definidas, semelhante ao tratamento do oscilador

harmoénico quantico. Dessa forma, obtemos a seguinte Hamiltoniana
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=> ¢ <a:;aq + ;) : (3.17)

q

onde ¢, = zJ S p\/ (1 — Ayy)(1 — ~,), em que substituimos S pelo equivalente quantico S =
\/S(S + 1) que representa o médulo do spin no tratamento quéntico, pois segue a estrutura
algébrica do operador de momento angular. Para o caso semicldssico, o pardametro de
renormalizacdo continua sendo determinado pela equagdo auto-consistente (3.5), porém

os valores médios sao determinados pelos operadores canonicos. Utilizando as equagoes
(3.16), obtemos

(Ap)*), = J,2512/)]V zq:eq coth <62€q> : (3.18)

((57)2) Z — %4 coth (%) . (3.19)

No limite semiclassico, fe, < 1 e assim utilizamos a aproximagao coth (Se,/2) ~ 2/ ¢,
para recuperar os resultados obtidos no caso classico. De forma similar, obtemos o valor

esperado para a energia

Hoy = 5 3" e coth (@) , (3.20)

que resulta no principio da equiparticao de energia quando ¢, < k7. Além disso, a
funcao partigdo Z, pode ser calculada a partir de (Hy), = —0z1n(Zp), substituindo na

(3.20) integrando em relagao a 3 e isolando Z, fornecendo como resultado:

Zo=1] [2 senh (%)] h : (3.21)

q
A partir da fungao partigao é possivel obter todas as grandezas termodinamicas do sistema.
Contudo, para uma abordagem puramente quantica assumimos que o estado de spin
do sistema é descrito por estados coerentes de spin. A razao dessa escolha decorre do fato
de que os estados coerentes permitem utilizar o formalismo das integrais de caminho no
espaco interno de spin, estabelecendo uma conexao direta entre os operadores quanticos
e campos classicos, além de evitar recorrer a aproximagoes semiclassicas, garantindo que
o tratamento das flutuagoes seja fundamentado em um formalismo puramente quéntico.
Os detalhes do formalismo de estados coerentes de spin encontram-se no Apéndice A.
Outrossim, como mostrado por Jude e Lewis [39, 40], a descrigao [@z,gj] = 10;; €
apenas valida para ; < 7, o que define um regime de pequenas flutuagoes para @; e
S7. Além disso, utilizamos a representacao de Villain como parametrizagdo em termos
das variaveis canonicamente conjugadas, que também obedecem as mesmas relagoes de

comutacao:
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S = e #/S(S +1) — $7(57 + 1), (3.22a)
8= VS(S+1) = 818 + 1) e (3.22b)

Aplicando o mesmo procedimento de expansao em torno do estado ordenado e mantendo
apenas termos quadraticos, recupera-se a Hamiltoniana (3.17), porém com as médias
sendo realizadas a partir dos estados coerentes. Assim, as fungoes de correlacao, descritas

usando o as integrais de caminho e o formalismo de tempo imaginario, sao definidas por:

(52 ()80 (7)) = ePF / P[50 (r) 35 (') e 1] (3.23)
onde Fy = —In(Zy)/0 e A denota a acao que governa a dinamica do sistema.

Dessa forma, para calcular o parametro de renormalizacao p recorremos a desigualdade
de Gibbs-Bogoliubov, que fornece um principio variacional para a estimativa de um limite
superior da energia livre F' associada a uma Hamiltoniana geral H. De acordo com essa
desigualdade, a energia livre satisfaz a relacao,

A

F < Fy— (Hy), + (H), , (3.24)

em que H,y é uma Hamiltoniana de teste convenientemente escolhida, para a qual todas as
médias termodinamicas podem ser calculadas exatamente, para o nosso caso a Hamilto-
niana quadratica (3.17) cumpre essa fun¢do. Enquanto, a Hamiltoniana exata é fornecida
pela equagao (3.3).

Portanto, devemos calcular a média (]f[ )o- Para isso utilizamos a teoria de perturbagao,
na qual denotamos H = Hy+¢cH', onde e H' = H — H, representa a perturbagao e ¢ < 1.
Assim, podemos dividir a acdo para as contribui¢oes de Hy e H' dentro da fungao particao

Z = [ DQexp|—(Ao + A')]/h, para a qual

8h
Ao = / dr [@h}jsm—ﬂol , (3.25)
0 i

e A = foﬁ "drH'. Para pequenos potenciais realizamos uma aproximacio de primeira
ordem em Z = Zy(1 — e(A’),/h), onde a média do campo de spin nao interagente é
(W), = Zy' [ DQW e/t Consequentemente, para tempos iguais a fungdo correlagao

(3.23) fornece o valor esperado para a Hamiltoniana completa:

o b E Ao/h( € />A
(H) ~ (1+h<ﬂ>0)/DQe L+ A B

= (H)o+ + ((A)o(H)o — (A'H)o) . (3.26)
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Para uma andlise mais simples desprezamos os termos de ordem O(g?). A avaliacio
explicita das média (H), ja foi realizada em detalhe na Ref. [41]. Logo, adotamos aqui
diretamente o resultado final, enfatizando apenas a estrutura necessaria para solucionar a
desigualdade de Gibbs-Bogoliubov para encontrar o parametro de renormalizagdao. Assim,

obtemos:

. ) he(e== — A
(1) ~ — TNz 4 23 M 5 ) ot (@) , (3.27)
q €

com o angulo = sendo escrito como:

== 72 D) (@), = ZW. (3.28)
o

3.4 Equacao auto-consistente

A equagao auto-consistente para o parametro de renormalizagao pode ser determinada
minimizando a desigualdade de Gibbs-Bogoliubov (3.24) em relagdo ao pardmetro de

renormalizacdo dF(p)/dp = 0. Portanto, para

Fy — (Hp)y = ;zq: {ln (1 - 6551) - eqnq} : (3.29)

em que n, = (¢’ — 1)1 ¢ a distribui¢io de Bose-Einstein. Logo, derivando em relacio

a p encontramos:

i (= () = 50—y, (3.30)

onde, de forma conveniente, definimos as fungoes:

senh (Be,) — Be,
“ 4senh®(Be,/2)

(3.31)

uq:

senh (Se,) + Pe,

Y= 4senh®(Be,/2) (3:32)

Por sua vez,

;i(m”:_‘llp[(l <(SS)> qu_'_pZ(l-i-;\’_y:))] (3.33)

Assim, igualando as equagoes (3.30), (3.33) e isolando p, alcangamos a equagao auto-

consistente:

o(T) = A(T) (1 ~ <(S; >o) = (3.34)
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onde o termo A(T') responsavel pelas flutuagdes quénticas é descrito por:

AT) = lz <vq + muq>] B zq:vq. (3.35)

q
Aqui, quando adotamos o limite ¢ < kgT' verificamos que u, — 0 e v, — 1, onde
as corregoes quanticas possuem pouca influéncia e retornamos a equagao (3.5). Dessa
maneira, a descricdo quéantica abrange o formalismo da AHAC permitindo resultados mais
precisos e, em particular, prevé resultados para S = 1/2, onde as flutuagoes quanticas sao

relevantes que a AHAC classica nao é capaz de prever.

T/Te

Figura 4 — Flutuagoes quanticas em funcao da temperatura para diferentes valores de spin:
S =1/2 (roxo), S =1 (azul), S = 3/2 (verde), S = 2 (amarelo), S = 5/2
(laranja) e S = 3 (vermelho). Nota-se que as flutuag¢oes quénticas sdo mais
pronunciadas para spins menores, enquanto para S > 1 o comportamento
aproxima-se do limite classico. As curvas foram determinadas a partir do
modelo XY, porém, outros modelos exibem comportamento analogo.

Com a discussao do formalismo tedrico devidamente estabelecida, a AHAC passa a ser
a ferramenta central deste trabalho. A partir deste ponto, essa abordagem sera empregada
como o principal método para a incorporacao dos efeitos de temperatura nos célculos,
permitindo descrever de forma consistente a influéncia das flutuagoes térmicas sobre a
corrente de spin fornecendo o arcabouco necessario para estender a andlise da corrente
superfluida além do regime puramente zero-temperatura, possibilitando uma investigagao
sistematica de seu comportamento em funcao da temperatura.

Ademais, durante este capitulo utilizamos uma anisotropia de troca para descrever
a AHAC. Contudo, com o intuito de estabelecer uma melhor correspondéncia com os
resultados de Takei e Tserkovnyak [3], adotamos, a partir do capitulo V, uma anisotropia
de sitio inico. O que pode ser justificado quando consideramos uma anisotropia fraca, em

que ambas as descri¢oes se tornam equivalentes, pois a partir da equacao 3.1, podemos
definir A =1 — 0. Assim:
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J 1 I
H=—-3 Z S,S; + 5 > Jz6NSES; . (3.36)
v (6,3)
Em que S7 = S} + a*V?S} /2, como mostrado na equagio (2.9). Portanto:
J 1 z a2 2 z
Hg—§ZSisj+§ZJzéASi L+ 5 V) st (3.37)
i (i.5)

Geralmente, trabalhamos no espaco de momento em que S; = (1//Vp.) 3, 57 "9, e em
regimes de baixas energias, com ag < 1. Desse modo, o termo a*V?2S? = —(aq)zSg torna-
se muito pequeno para uma aproximagao de segunda ordem para o momento, podendo ser
desprezado, e assim, conseguimos aproximar a anisotropia de troca em uma anisotropia

de sitio tnico, onde kK = Jz0\, sendo k a anergia de anisotropia de um tnico ion.
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IV Superfluidez de Spin

Neste capitulo, introduziremos o conceito de superfluidez, partindo dos conceitos fun-
damentais da superfluidez de massa e, a partir dele, avancar para a superfluidez de spin
enfatizando como os mesmos principios fundamentais se manifestam em sistemas magné-
ticos a partir de casos particulares da equacao de dindmica de Landau-Lifshitz—Gilbert,
em conjunto com os principios fundamentais da hidrodinamica de superfluidos, como
demonstrado por Halperin and Hohenberg [42].

Além disso, veremos as principais aspectos da superfluidez, como a presenca de um
parametro de ordem com fase bem definida, a quebra espontanea de simetria continua e
a existéncia de excitagoes coletivas elementares que, como estamos no limite de baixas

energias, serdo 0s MAgnons.

4.1 O conceito de superfluidez

O termo superfluidez tem seu significado original definido por Kamerlingh Onnes e
Kapitza como "Transporte de alguma grandeza fisica (massa, carga ou spin) por distancias
macroscopicas sem dissipagdo significativa."[43]. Essa defini¢do requer um gradiente de
fase constante ou uma variacao lenta em escalas macroscépicas, com a variagdo total
da fase ao longo da amostra igual a multiplos de 27, motivo esse que serd explicado
posteriormente. ! Neste contexto, a fase citada refere-se a fase da funcdo de onda que
descreve o estado quéantico do sistema, como mostra a equagdo (4.1), onde ¢ representa
o argumento complexo da fun¢do de onda, e para um conjunto de N particulas, ¢(r)
depende das coordenadas de todas elas.

Em particular, sistemas formados por particulas bosonicas, a estatistica de Bose per-
mite que varias particulas ocupem um mesmo estado quantico sem qualquer restri¢ao, ao
contrario dos férmions. O caso mais conhecido é a superfluidez de hélio-4, o qual é ine-
vitavel realizar comparagoes quando explicamos o conceito de superfluidez e abordamos
a superfluidez de spin. Portanto, no caso dos atomos de hélio-4 quando a temperatura
é suficientemente baixa o comprimento de onda térmico torna-se comparavel a distancia
média entre particulas, e nessa condi¢ao, as func¢oes de onda passam a se sobrepor de
maneira significativa e os efeitos quanticos tornam-se relevantes, de modo que o sistema
perde a distingao individual entre seus constituintes.

Assim, a coeréncia de fase nesse sistema surge quando a estatistica bosonica favorece

a ocupagao macroscopica das particulas nos mesmos estados de baixa energia combinada

LA revisdo sobre a superfluidez convencional e de spin é baseada principalmente no livro de Annett

[12] e no artigo de revisdo de Sonin [43].
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a existéncia de uma interacao forte entre particulas, no caso do hélio-4 a repulsao de
coulombiana, que por conta da minimizacao da energia o sistema favorece estados que
possuem um mesmo grau de liberdade coletivo, isto é, uma fase global. Devido ao fato do
potencial coulombiano ser fortemente repulsivo a curtas distancias e atrativo a distancias
maiores, como mostra o grafico (5), traz como consequéncia que estados bem localiza-
dos tem alto custo energético, mas estados desordenados em fase também possuam alto
custo energético. Desse modo, as flutuagoes locais de fase perturbam muitos dtomos si-
multaneamente, o que, novamente, é custoso energeticamente. Dessa forma, a rigidez de
fase emerge como a penalizagdo energética associada a gradientes da fase, de modo que o

estado de menor energia corresponde a uma configuragao com fase globalmente coerente.

Potencial Lennard-Jones

T .
Fmin

-€

Figura 5 — Grafico da forca de Lennard-Jones, r representa a distancia interparticula,
enquanto € corresponde a energia minima do potencial.

Dessa maneira, a baixo da temperatura de transicao de fase Ty o estado coerente é o
estado termodinamicamente dominante.
Matematicamente, podemos escrever essa sobreposi¢ao macroscopica como um estado

coerente descrito por uma fungdo de onda global complexa com fase bem definida.

Y(r) = \/n(r) e, (4.1)

em que, n(r) = |1 (r)|? é a densidade de particulas, enquanto ¢(r) define a fase.
Além da coeréncia de fase, outro aspecto essencial da superfluidez é representado
pela ordem de longo alcance fora da diagonal (off-diagonal long range order, ODLRO),
caracterizada por ser uma forma forte e especifica de coeréncia, onde mesmo para regides

macroscopicas do sistema ainda ha uma correlagao nao nula,

lim (T (r)d(r)) = (§1(x)) (D (x) # 0. (4.2)

|r—r/| =00
Essa condic¢ao implica que o operador de campo possui valor médio nao nulo, (¢(r)) # 0
indicando a ocupacao macroscopica de um tunico estado quantico. O valor médio do

campo define, portanto, a fase macroscopica do sistema.
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Essa propriedade expressa o fato de que regides macroscopicamente separadas do fluido
compartilham uma fase comum, legitimando a descricao do sistema em termos de um
parametro de ordem complexo com fase bem definida.

Aqui a funcao de onda é representada por um operador de campo, que no limite de
baixas energias, pode ser escrito como 1 (r) — 1h(r)+d(r), onde 1(r) é a funcio de onda
coerente mostrada na equacdo (4.1), e 84(r) é uma flutuacdo quantica ao redor do estado

coerente. Dessa forma,

Jim, @I E)d()) = (@ ()b () + (591 (£)5(x')) . (4.3)
#0 =0

Como as flutuacgoes correspondem a excitagoes elementares dentro do sistema, elas

apresentam comportamento dissipativo e incoerente. Assim, o sistema pode ser decom-
posto por uma teoria de dois fluidos, na qual uma componente superfluida coerente asso-
ciada ao parametro de ordem 9 (r) coexiste com um fluido normal associado as excitagoes
elementares 6¢)(r).
Além disso, podemos calcular a densidade de corrente através da equacao da continui-
dade na mecanica quantica:
th

Jo =5 - [W(r) Vi (r) — 47 (x) Vi (r)] (4.4)

A densidade de corrente jg, é o nimero de particulas no estado coerente fluindo por

unidade de drea por segundo. Outrossim, o diferencial Vi (r) fornece:

Vo(x) = €9V g + iyt €7V, (45)
substituindo os termos na equacao (4.4) obtemos
. h
Jo=—nVe. (4.6)
m

Sabendo que ng representa a densidade de particulas coerentes no sistema e a corrente
liquida de particulas pode ser escrita como jo = ngvg a velocidade do centro de massa do

superfluido é representado por:

ih )
= W(@/}V@D —P*VY) = mV<P- (4.7)

Dessa maneira, a fase p(r) torna-se um parametro fisico real do sistema que esté

A%

diretamente associado ao campo de velocidade do centro de massa. Por conseguinte, a
velocidade das excitagoes elementares dentro do superfluido sao determinadas pelo seu
espectro de dispersao.

Um aspecto fundamental da superfluidez nesse sentido corresponde ao critério de Lan-
dau, que afirma que o estado de corrente superfluida ¢é estavel desde que qualquer quase-

particula do superfluido, no referencial do laboratério, possua energia positiva e, por
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consequéncia, sua criagdo exija um aporte de energia [16]. Portanto, se uma excitagao

possui espectro de energia e(k), onde k é o momento da quase-particula, e se o superfluido

se move com velocidade v, a energia da particula no referencial do laboratoério é dado por

e(k) + kv,. Essa energia ndo pode ser negativa, pois indicaria que as excitagoes reduzem
a energia total do sistema levando a uma instabilidade da corrente. Logo:

e(k

¢s < vy =min ((k)> : (4.8)

A velocidade vy, é chamada de velocidade critica de Landau, e determina a velocidade

maxima que o superfluido pode obter para o qual nao existam excitagoes dissipativas.

Assim, é possivel notar que para espectros de energia quadréticos (k) = Ck?, nao é

possivel obter uma velocidade limite finita para as excitagoes no fluido, uma vez que :

Oe(k)
ok

enquanto que para espectros lineares (k) = Ck:

v, =

=2Ck| =0, (4.9)
k=0
k=0

oe(k)
ok

Por conseguinte, verifica-se que apenas excitagoes de espectro linear para pequenos mo-

v, =

=C. (4.10)
k=0

mentos garante uma velocidade critica finita. Ademais, é importante ressaltar que o
critério de Landau é uma condigdo necessaria, mas nao suficiente para a existéncia de
superfluidez em um sistema fisico.

Finalmente, na hidrodinamica de superfluidos podemos escrever as equagoes de Ha-

milton para o par canonicamente conjugado n(r) e ¢(r)

dy oH

dn O0H

—_ = 4.11

em que

0H 0K 0K
2 . 4.12
on  On v d(Vn)’ (4.12a)
0H 0K OH
—=—-V- ) 4.12b
dp Oy (V) ( )

sao derivadas funcionais do Hamiltoniano. Outrossim, levando em conta a simetria global
de fase do sistema, isto ¢, o fato de que a energia nao depende diretamente da fase

¢, OH/O0p = 0, mas somente do gradiente V¢, e tendo em vista que o Hamiltoniano
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possui termos ligados a energia cinética dependente de Vi e termos relacionados a energia

potencial dependentes de n:

H = H[V,n). (4.13)

Portanto, de acordo com o teorema de Noether essa simetria continua esta diretamente
e relacionada a conservagao da densidade conjugada a fase, dando origem a uma corrente
conservada que satisfaz uma equacao de continuidade Podemos, entao, reduzir as equagoes

de dinamica para as equagoes hidrodinamicas de um liquido ideal:

dv

oY 4.14
dn
— =-V-J. 4.1
o \% (4.15)

O potencial quimico i e a densidade de corrente J sdo dadas por:

OH
M_%a (4.16)
OH
e — 4.1
J=nv V) (4.17)

4.2 Superfluidez de spin

O conceito de superfluidez de spin é baseado na analogia das equagoes da magneto
dindmica com as equacgoes da hidrodinamica de superfluidos. Na superfluidez convencional
foi visto a necessidade da existéncia de um gradiente do parametro de fase V¢ constante
ou que varia de forma lenta em escala macroscopica.

No meio magnético, o papel da fase é desempenhado pelo dngulo azimutal da mag-
netizacao. Essa varidavel parametriza rotagoes continuas associadas a quebra espontanea
de simetria U(1) e sua rigidez espacial é responséavel por sustentar as correntes de spin.
Em contraste com uma corrente de spin dissipativa que é proporcional ao gradiente da
densidade de spin. Ademais, a superfluidez de spin requer uma topologia especial para
o parametro de fase, onde, tal topologia ¢é satisfeita pela presenca de uma anisotropia de
plano-facil. Portanto, apenas nesse caso existe uma quebra a simetria SU(2) para U(1)
associada a rotagdes no plano magnético, e a quebra espontanea dessa simetria da origem
a um modo de Goldstone sem gap de espectro linear.

Além das condigoes associadas a rigidez de fase, a coeréncia dos magnons e a estabi-
lidade topoldgica da corrente, a superfluidez de spin requer um meio magnético no qual
os mecanismos dissipativos sejam suficientemente fracos. Em particular, é necessario que

o material apresente um coeficiente de damping de Gilbert reduzido, uma vez que esse
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parametro quantifica a transferéncia de energia e momento angular da magnetizagao para
o ambiente. Valores elevados desse coeficiente intensificam o amortecimento da preces-
sao em torno do campo magnético efetivo, levando a perda réapida da coeréncia de fase
e, consequentemente, a destruicdo do transporte superfluido de spin. Materiais isolantes
com fraca dissipagao magnética, como granadas ferrimagnéticas do tipo YIG e LulG, bem
como antiferromagnetos isolantes como o NiO e CryO3, apresentam valores tipicos para o
damping de Gilbert da ordem de oo ~ 10~* ou menores, o que os torna candidatos naturais
para a observagao de correntes coerentes de spin em escalas macroscopicas. [44-47].
Tendo estabelecido as condig¢oes fisicas necessarias para a emergéncia da superfluidez
de spin, passamos agora a sua descri¢ao fenomenologica. No regime de baixas energias
e longos comprimentos de onda, a dinamica do sistema pode ser formulada em termos
de campos continuos que descrevem a orientacao local da magnetizagao, permitindo uma
descri¢ao hidrodinamica anédloga a dos superfluidos convencionais.
Fenomenologicamente, consideramos a seguinte densidade de energia livre para um
ferromagneto, composta por um termo local Fy(M ) associado ao médulo da magnetizagao,
somado a um termo de gradiente que descreve flutuagoes suaves da orientacao do campo
de magnetizacao, conforme obtido anteriormente a partir do modelo sigma nao-linear.
Além disso, incluimos um termo de anisotropia de plano-facil, caracterizado por uma

constante k > 0, que confina a magnetizacao ao plano xy. Assim,

F = Fo(M) + ;]VZ-M VM + g(MZ)Q, (4.18)

onde escrevemos M = Mym, com m = (/1 — (m?#)2cos p, /1 — (m?)?sen p, m?), e m* K

1. A presenca da anisotropia preserva a simetria continua de rotagoes globais em torno
do eixo z, o que, pelo teorema de Noether, implica a conservacao da componente total
M?* da magnetizagdo. Localmente, essa conservacao se expressa por uma equagao de
continuidade. Utilizando o mesmo procedimento adotado no MSNL e ignorando o termo

constante Fy, obtemos a seguinte energia livre efetiva no limite continuo:

F = /d3r [?(wf + —(m*)?|, (4.19)

com A = JM?/a sendo a rigidez de spin do sistema determinada pela interacao de troca,
e K = kM?/a® a densidade volumétrica de energia de anisotropia. A equacio de Landau-
Lifshitz assume a forma de equagdes de Hamilton para o par de varidveis canonicamente

conjugadas M?* e o angulo azimutal . Assim,

dy oF
dar oM (4.20a)
dM* SF
- (4.20b)

dt - _7%7
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onde 7 é a razao giromagnética. Calculando as derivadas funcionais a partir da equacgao
(4.19), obtemos:

dy K
B 4.21
dt ﬁyMsm 7 ( )
dM*
—+V-J*=0 4.22
onde a corrente de spin ¢ dada por:
oF
JP=— = —AVop, 4.23
I(V) 429)
e o potencial quimico de spin é definido como:
F K
s = 0 z (4.24)

=You = ’yﬁsm .

Dessa forma, é possivel notar uma analogia direta entre as equagoes (4.20a) e (4.20b)
com as equagoes (4.14) e (4.15) para um liquido ideal, sendo a equagao (4.20b) a equagao
da continuidade para o spin. Outrossim, diferentemente do caso do ferromagneto isotro-
pico com espectro quadratico visto na se¢ao 2.4, a onda de spin para o ferromagneto de
plano facil tem espectro linear com ¢, = ¢4k, caracteristica essa que obedece ao critério de
Landau, sendo ¢ = vV AK /M, a velocidade da onda de spin. Desse modo, a corrente de
spin, formada por magnons, transporta o momento magnético da componente z do spin
a distancias da ordem do comprimento de onda.

Contudo, esse mecanismo nao conduz a transporte superfluido de spin em longas
distancias, pois tal regime ¢é alcancado apenas em estados estacionarios, nos quais a mag-
netizagao sofre rotacdes continuas no plano ao longo de multiplas rotacdes completas de
2w, detalhe esse que serda melhor discutido na secao 4.3, demonstrando como o critério de
Landau estabelece uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente, para haver superfluidez.

Neste caso, consideremos um regime transiente no qual o sistema relaxa em direcao
ao estado superfluido estacionario. Nesse intervalo de tempo, assumimos que os efeitos
dissipativos associados ao damping de Gilbert podem ser desprezados, uma vez que atuam
predominantemente na estabilizacao temporal da precessao em escalas de tempo mais
longas. Dessa forma, concentramos a andlise nos processos de relaxacao volumétrica
do spin, descritos pelo termo de dissipacao no interior do material I', que governa a
redistribuicao da densidade de spin e a evolugao do potencial quimico durante o processo
de relaxamento. Isso é, I" representa um mecanismo pelo qual o spin em um determinado
volume do material deixa de ser conservado.

Essa abordagem nos permite comparar ambas as contribui¢oes para o transporte de
spin ao longo do processo de relaxamento, tornando-se possivel evidenciar a diferenca

nos comprimentos caracteristicos de difusao que governam cada regime, uma vez que,
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no transporte difusivo, o decaimento espacial da corrente é controlado pelo comprimento
de relaxacao associado a dissipacao de spin no interior do material, enquanto no regime
superfluido a corrente decai linearmente.

Para levar esses efeitos em conta, introduzimos a seguir os termos dissipativos na

equacao de magnetodinamica

d K

d—f = ’yﬁmz + AV?¢, (4.25)
dM*

W -+ V . JZ = —F,u. (4.26)

Em que o termo yAV?p descreve a relaxaciao da fase da magnetizacdo desempenhando
um papel andlogo a viscosidade nas equacoes de hidrodinamica. Enquanto, o termo I' é
a dissipacao de spin que mede a taxa com que a densidade de spin é perdida no interior
do material.

Para que exista superfluidez, devemos supor uma inje¢do continua, na qual as perdas
de méagnons é compensado pela insercdo de spin no sistema. Dessa forma, é esperado
que o sistema relaxe para um regime estacionario no qual a fase precessiona de forma
uniforme e a condi¢do V - J* + ['u = 0 ¢é satisfeita no interior do material. Nesse regime,
o termo dissipativo na dinamica expresso pela dissipacao de spin, se iguala ao torque
aplicado no sistema. Como consequéncia, essa condicdo garante que a dissipacdo nao
leve ao decaimento da corrente, permitindo a manutencao de um estado estacionario com
transporte coerente de spin.

Dessa forma, podemos dividir a corrente de spin em duas componentes J = J, + Jg,

onde a corrente de spin superfluida é descrita por

J, = AV, (4.27)

enquanto a corrente de spin difusiva é descrita por

Jo=—-0Vyp, (4.28)

onde o é o coeficiente de difusdo. Portanto, consideramos uma injecao continua de spin
realizada por meio de uma corrente polarizada aplicada na borda x = 0 da amostra,
conforme ilustrado na figura (6). Se a distancia L que a corrente deve percorrer for sufi-
cientemente grande, a contribuicao difusiva é suprimida antes de atingir a borda oposta,
de modo que nao ha corrente difusiva no lado direito do sistema.

No estagio inicial do processo, entretanto, o transporte de spin é incoerente, nao
havendo ainda uma fase bem definida associada a magnetizacao. Consequentemente,

cada vetor precessiona com um angulo aleatério, ndo havendo assim um campo ¢ bem
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definido, logo a o termo superfluido proporcional a Vi nao contribui para a superfluidez
de spin.

Logo, adotamos condigoes de contorno de Neumann, fixando o fluxo de spin nas bordas
do sistema, de modo que no reservatério esquerdo ha a injecdo de uma corrente de spin

Ja(x = 0) = Jy, enquanto na extremidade direita impomos J4(x = L) = 0, obtendo como

solugao
Jy(z) = Jye ¥/, (4.29)
enquanto
JoL
() = 2 gl (4.30)
o
onde
o
Ly = T (4.31)

¢ o comprimento de difusdo de spin. Dessa forma, a corrente de spin decai exponencial-
mente até L. Observe que, o termo de dissipacao I, afeta exponencialmente o decaimento
da corrente de spin, sendo assim uma variavel sensivel, exercendo forte influéncia sobre o

alcance e a estabilidade do transporte spin.

Meio sem
superfluidez de spin

(a)

Injecdo de spin Jg
Meio com
b
(b) superfluidez de spin
Injecao de spin Jy Deteccao de spin
i’ !
i4
M .
0 L

Figura 6 — Representacdo esquemética do transporte de spin a longas distancias (a) em
um meio sem superfluidez de spin e (b) um meio com superfluidez de spin
(retirado de [2]).

Entretanto, se a superfluidez é vidvel, temos uma fase ¢ bem definida, a equagao
(4.25) se torna relevante, e a rigidez de spin consegue garantir a estabilidade dos estados
coerentes. Consequentemente, com as condigoes de contorno J(x = 0) = Jy e J(z =
L) = —fm*(L), em que f é o coeficiente de interface, e utilizando a corrente de spin

descrita pela equagao (4.27), assumindo que toda a corrente de injetada é imediatamente
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transformada em uma supercorrente, juntamente das equagoes de dindmica, obtemos a

seguinte solucao estacionaria

I'x L—=x
z =J|ll-—— = J | — 4.32
P =5 (1= g ) 2 5 (P (132
com
g g
= Ji L) e—T (). 4.
) ==l T3 7, Yo (FL) (4.33)

Embora a solugao seja estacionaria devido a dm?/0dt = 0, nés consideramos um pro-
cesso de nao-equilibrio, pois de outro modo um acumulo de spin na interface é inviavel,
além da precessao de M no plano facil. Ademais, vale salientar que o processo é estaci-
onario apenas se a frequéncia de precessao é constante no espaco, pois caso contrario o
estado nao seria estacionario.

Em suma, analisamos os diferentes mecanismos responsaveis pelo transporte de spin
em ferromagnetos de plano-facil, distinguindo explicitamente entre os regimes difusivo
e superfluido. Introduzimos a decomposi¢ao da corrente total de spin em contribui¢oes
difusiva e superfluida, discutindo o papel da dissipacao volumétrica de spin na supressao do
transporte coerente e a emergéncia de um comprimento caracteristico de difusao no regime
incoerente. Em seguida, explicamos que, a medida que o sistema relaxa, a rigidez de fase
se estabelece e o transporte passa a ser dominado pela corrente superfluida, associada a
uma fase bem definida e espacialmente coerente. A partir deste ponto, o sistema atinge um
regime estacionario no qual o potencial quimico torna-se uniforme no interior do material,
suprimindo efetivamente a dissipacao de spin.

Assim, no capitulo V, concentraremos a andlise exclusivamente no regime superfluido,
no qual o damping de Gilbert desempenha um papel fundamental na estabilizacao da
dindmica estacionaria, nao sendo mais necessario considerar explicitamente o termo de

dissipacao de spin.
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V Desenvolvimento

Baseado na proposta de Takei e Tserkovnyak [3], nds consideramos um material fer-
romagnético isolante com anisotropia de plano-facil ligado a dois reservatérios metalicos
como fonte e sorvedouro de corrente de spin. Assumimos simetria translacional completa

ao longo do plano yx, simetria axial no eixo z e tomamos o plano xy como o plano facil.

(@) reservatorio
| metalico L
P |
o =
= Ji X %
2 H
2 o
5 (s}
@ 3
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! | ¢
f=d n
+ O
acdl Jo, =
de
-~
(b) [«———» comprimento balistico d
«—> {;  comprimento de difuséo
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g_ Wio Gibert | AJ®
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o
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5 contribuigao superfluida ) R0
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Figura 7 — (a) Representagao esquematica da estrutura hibrida utilizada para a realizagao
da superfluidez de spin. (b) Ilustragao esquematica da distribuicao espacial
das contribui¢oes condensada e térmica para a corrente de spin, considerando
a presenca do damping de Gilbert. (adaptado de [3])

O acoplamento entre esses dois subsistemas ocorre na interface por meio da interagao
de troca sd, que permite a transferéncia de momento angular entre os elétrons de conducao
do metal normal para os spins localizados do ferromagneto.

Desse modo, com o objetivo de descrever quantitativamente esse sistema, apresen-
tamos a seguir um modelo microscopico baseado em uma Hamiltoniana que separa ex-
plicitamente as contribuigoes eletronicas dos reservatérios metélicos e os a contribuicao
magnética devido ao isolante ferromagnético.

A Hamiltoniana que representa o sistema descrito é representada por:

H = Hy+ H; + Hg, (51)

com as contribuicdes do reservatério eletronico metalico H, e do isolante ferromagnético

H,, formadas pela Hamiltoniana ndo interagente Hy = H§+ H™. Assim, podemos definir
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cada uma dessas contribuigoes como:

Hg = Zék C};Uck’g, (52)
k,o

com Cp, € CLJ sendo os operadores de criacao e destruicao de elétrons respectivamente,
com energia ;. Enquanto, a Hamiltoniana magnética ¢ descrita por um termo de troca
de Heisenberg somada a uma anisotropia planar xy de sitio tinico. Para evitar dupla

contagem entre vizinhos multiplicamos a energia de troca por um fator de 1/2. Portanto,

J K
=% <Z> (287 + S8y +5787) + 5 3 (57)°, (5:3)
l,j ¢

com J sendo a energia de troca e k é a energia de anisotropia, com x > 0 para anisotropia
de plano-facil, também, podemos parametrizar o sistema da mesma forma que na equagao

(3.2). Outrossim, a interagao em cada lado é descrita a partir da seguinte Hamiltoniana:

H(L,R) = —Jsd Z S; - Sj, (5-4)
i€ (L,R)

em que J,q é a constante de troca entre as interfaces metal]ferromagneto, e 0s vetores
S; e s; representam o spin localizado do ferromagneto no sitio ¢ e o spin dos elétrons de

conducao do reservatério metalico respectivamente, onde:

1
_ T
8j = 5 2 Cla T Cifh (5.5)
a?ﬁ
s; ¢ retratado a partir dos operadores de criacao e aniquilacao eletronicos e das matrizes

de Pauli & = (0%,0Y,0%), e os indices do espago interno de spin «, 3 € {1,]} sdo as

projecoes dos spins no eixo de quantizacao.

5.1 Descricao classica da corrente de spin

5.1.1 Equacdao de movimento

Adotando o limite classico, nds representamos a Hamiltoniana como o funcional dos
campos ¢ — /py e S*. Logo, para pequenas variagoes do angulo ¢ e pequenos valores de
S#, o formalismo de estados coerentes nos fornece o seguinte resultado para a Hamiltoniana

magnética:

J 5 Ag? K 5
H™ = = 2Q7 _ Gzgz 4 Y (g2
0 2@2])_Sp +SzSz SZS‘]—}_JZ(S’L)‘|
AL
:‘2] spif —SijJrfJ(Sf)Q}. (5.6)
(i,5) L




5.1 Andlise cldssica 48

com J & (1 + %) E importante salientar que na revisao bibliografica, a anisotropia

foi introduzida por meio de um fator J multiplicando o termo S7S7 na Hamiltoniana de
troca. No desenvolvimento deste trabalho, entretanto, optamos por reescrever a Hamil-
toniana separando explicitamente a troca isotrépica do termo anisotrépico local. Essa
reformulagdo nao altera a fisica do problema, pois, no limite de anisotropia fraca ambas
as formas sao equivalentes e levam ao mesmo comportamento macroscopico. A escolha
pela segunda forma é motivada por sua proximidade com o formalismo empregado por
Takei e Tserkovnyak [3], com o objetivo de facilitar a andlise dos resultados obtidos.
Ademais, como geralmente estamos lidando com amostras da ordem de 1023 particulas,
podemos ralizar a aproximacao para o limite continuo, assim, substituimos S* — S*(r;)
e de forma similar ¢; — ¢(r;). Desse modo, podemos descrever o vetor r; como sendo
uma translacao no vetor r;, de forma que r; = r; + af), onde novamente a rrepresenta o
espacamento de rede, e 7) caracteriza as dire¢oes ao longo da rede. Portanto, podemos

escrever

§7(x;) = Ty (a)S7(xy), (5.7a)
p(r;) = T (a)p(r:), (5.7b)

no qual o operador de translagao ¢ definido pela seguinte expansao de Taylor:

o0 a™ am 3

=> e, (5.8)
=1

indicando que o campo varia lentamente em escala do parametro de rede a. Por conta da

Tn(a) = Z

| ypm
= o= m! Oz

simetria quadrada da rede, os termos onde m é impar se cancelam, restando apenas os
termos pares -, T, (a)¢(r;) = z7¢(r;). Dessa maneira, podemos definir um novo operador

4, que pode ser descrito como:

a’® 0? a* 04
Z[1+2+4ﬂ28$21+.‘.17 (59)

o qual conduz ao fator de estrutura 7, quando realiza-se a transformada de Fourier para

o espaco de momentos,

2 . 9 3 ,
Yy == cosh(ad)e @) =3~ ( > Cos(aql)> e~ilar), (5.10)
I =

< q q

Yaq
Dessa forma, aplicando a transformada de Fourier para espaco de momentos na Hamilto-

niana (5.6), obtemos como resultado:
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m JZ Br o~ N . AN (2
Hy' =~ F[SZPSOO—V)SOJFS (3—7)5}
1 . .
- §/d3r [Apoh#o + K 571757 (5.11)

com A = J§2/a sendo a rigidez de spin, K = /45’2/@3 a constante de anisotropia e os
operadores h* = Jz(J —4)/KS%a* e h* = 2(1 — %) /a?.

A partir dos célculos desenvolvidos sobre a Hamiltoniana magnética no limite continuo,
podemos obter as equagoes de movimento dos campos de spin no interior do ferromagneto,
visto que nessa regiao a evolugdo temporal da Hamiltoniana (5.1) é determinada pela

variagao funcional de H[", assim:

oH > OH “
S5p = = —1)" | =———= || = Kh*5~, 5.12
o= g5~ £ 2| (o) o1
e para S% temos:
. 0H > OH A
58° = ——— = —1)mHt ( )] = —Aph¥o. 5.13
= o0 (e (513

A partir das equagdes de movimento é possivel encontrar a velocidade dos magnons de-
rivando a equagao (5.12) em relacdo ao tempo, e substituir a equagao (5.13) na equagao

obtida. Dessa maneira:

s¢ = Kh*S* = AK h*h* . (5.14)

Tomando a densidade de spin s = h/a® e levando a equacao(5.14) para o espago de
frequéncia-momento, podemos reescrever s = Zq(—wq)2g0qeiq”. Logo, o espectro obtido

¢ dado por:

€ = hw, = ng\/p(l — 7)) (T —,). (5.15)

Embora o espectro de energia possa ser obtido de forma geral, a aplicacdo do critério
de Landau requer uma descri¢ao no regime de baixas energias e longos comprimentos de
onda. Assim, impoe-se o limite ag < 1, , no qual a relagao de dispersao reduz-se a um

comportamento linear:

¢, ~ \/JDpSagq, (5.16)

onde podemos obter a velocidade dos magnons ¢, partir da seguinte derivada:

dwy, +/JDp 4
Cs a0 - Sa (5.17)
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Portanto, pelo critério de Landau a obtencao de ¢, estabelece o limite superior para a
velocidade da corrente superfluida acima do qual a criagdo espontanea de excitagoes torna-
se energeticamente favoravel, levando a dissipacao. Dessa forma, o cdlculo da velocidade
dos magnons permite identificar o regime de validade da superfluidez e definir a corrente
critica do sistema. Além disso, como ¢, < /p é possivel identificar como a temperatura

reduz a velocidade critica, restringindo o regime de estabilidade da superfluidez.

5.1.2 Equacdo de Landau-Lifshtz-Gilbert

Tendo caracterizado a evolucao temporal das excitagoes magnonicas elementares do
sistema, bem como a velocidade associada aos magnons, passamos agora a descrever a
dindmica coletiva da magnetizagao. Para isso, podemos escrever o torque gerado devido a
presenca dos campos internos, originados dos termos de troca e anisotropia da Hamiltoni-
ana, conduzindo a equagao de Landau—Lifshitz—Gilbert, que incorpora de forma unificada
os efeitos conservativos e dissipativos relevantes.

De forma geral, podemos descrever o torque sofrido por um ion magnético como:

T=pxB, (5.18)

onde o torque pode ser reescrito como T = AdS/dt e 0 momento magnético associado ao
, " 4 . . " def
ion magnético é definido como pu = —hvyS, sendo ~ a constante giromagnética, e B = B¢
o campo magnético effetivo. Descrevendo o torque e o momento magnético em funcao do
spin S ,obtemos:

dsS

E = —’}/S X Bef{, (519)

em que o campo magnético efetivo pode ser escrito como a derivada variacional da Ha-

miltoniana em relacdo ao momento angular de spin,

Ry
vs S’

com s = h/a® sendo a densidade de spin. Portanto, a dindmica conservativa do spin

Bu = (5.20)

pode ser expressa a partir do vetor de spin e do campo magnético efetivo associado a
Hamiltoniana do sistema, obtendo por consequéncia a equagao de Landau-Lifshitz (5.19).

Embora a dinamica conservativa da magnetizacdo possa ser obtida diretamente a
partir da equagao de torque, os processos dissipativos nao emergem naturalmente dessa
descrigdo. Para isso, incorporamos o damping de Gilbert de maneira fenomenolégica,
representando a dissipagao de energia e momento angular da magnetizacao para outros
subsistemas, como desordem, defeitos e impurezas do material. Logo, a dindmica da

magnetizagao é expressa pela famosa equacao de Landau-Lifshitz-Gilbert:
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dS ~ dS
D SxByg+adSx® 21
7 IO X Beg +ad X 7 (5.21)
onde a é o fator de damping adimensional e |S|?> = 1. Dessa maneira, isolando dS/dt,
temos
dS _’Y A A
E ol (S x Beg — a8 x (B x 9] . (5.22)

Se substituirmos o resultado da equagao (5.21) na equ¢do de energia para o momento
magnético £ = —vS - B.g, é possivel observar que o termo de Gilbert leva, de fato, a um

processo dissipativo:

dE —OZ’YSQ A A A A
E — W [Beff(s . S) - S(Beff . S):| . Beff
—aryS? A
- fb B2, — (Bur-8)%] < 0. (5.23)

def . .. ~ N .
= 5, e o termo de Gilbert descreve uma dissipagdo monotonica da energia,

onde |S]
anulando a componente B.g perpendicular ao spin, e conduzindo o sistema a um estado
de torque nulo em que S || Beg.

Com base na discussao anterior, retomamos a equagao (5.3) e, ao formuléd-la no limite

continuo, obtemos:

—Jz
2a3

com d =J — 1. Portanto, nosso campo magnético efetivo pode ser escrito como:

H= 22 [ @r[57957 + SY387 + 5%(d +5)57]. (5.24)

_LoH _ Jz
vs 0S  2vh

A partir da definicdo do campo magnético efetivo no limite continuo, dada pela Eq.

B = / & 457 + 48V + (d+4)S7] . (5.25)

(5.25), é possivel obter explicitamente o termo precessional da equagao de Landau-Lifshitz

—vS X Beg e realizando explicitamente o produto vetorial, obtemos:

7S x By = th / d*r {(Sy@ — d)S* — S*48Y) %+

+ (57457 = §7(§ — d)S7) § + (S748Y — S45) z] (5.26)

Para o limite de longos comprimentos de onda, onde variagdes espaciais sao suaves, po-

demos aproximar 4 ~ 1 — (a®*V?/z), de modo que a equagio (5.26) se reduz a:
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2
—4S x By = th /d%{ —dSUS R+ d S5 y] + J; [(Syv2sz _ SV2SY) R+
+w@ﬂw—9vwﬂy+@W%¢—wv%ﬂ4. (5.27)

De forma anéloga, o termo de damping pode ser escrito como:

—ﬁxETD%R99—99m+wﬁh6Wﬂyuwy—mWﬁ] (5.28)

Por conseguinte, podemos escrever a evolucao temporal para a componente S* do spin

CO1mo:

Ja?
h
o que motiva a escrever a densidade de spin como s* = s 5% e por consequéncia a densidade

S @W%Lﬂw%ﬂ—%mﬁ—wm% (5.29)

de corrente de spin como:

J:—QWVW—WVW) (5.30)

Desse modo, a equacao da continuidade torna-se:

F4+V-J= _%(st-y — §v87). (5.31)

Supondo uma injecao continua de spin, o sistema relaxa para um regime estacionario
no qual a fase precessiona de forma uniforme e a condicao dH/dp — ap = 0 é satisfeita
no interior do material. Nesse regime, o termo dissipativo na dinamica expresso pelo
amortecimento de Gilbert, se iguala ao torque aplicado no sistema. Como consequéncia,
essa condicdo garante que a dissipacao nao leve ao decaimento da corrente mas seja
continuamente compensada pela fonte externa, permitindo a manutengao de um estado
estacionario com transporte coerente de spin.

Assim, sob a condicao de estado estacionario $* = 0, a equacao da continuidade pode

ser integrada sobre o volume do sistema, resultando em:

/VJ&@: J-dA = -2 [ (578v — svg*) av. (5.32)
1% v S Jv
Essa expressao relaciona o fluxo liquido de corrente de spin através da superficie do sistema

a dissipagao volumétrica associada ao amortecimento de Gilbert, como mostra a figura

(8).
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:?“l'l )

Figura 8 — Diagrama do transporte de corrente de spin em um sistema com contatos
esquerdo e direito. As setas vermelhas representam as correntes de spin Jy e
J; r enquanto as setas azuis indicam o vetor A das 4reas entre as interfaces de
contato.

Portanto,

l . .
AJ = Jp — Jp= % (S — S¥$) da. (5.33)

Para (5%)? < 1, podemos escrever as componentes S* e S¥ da seguinte forma:

= /S 2 cos(ip) ~ S cos(ip), (5.34a)
= /52 - 2sen(y) ~ Ssen(p), (5.34Db)

onde, substituindo na equagao (5.26), obtemos:

1 _ )
8 X Buy = Zf‘_j [S(sen(gp) (5 —d)S* — Szﬁsen(go)) %+ S(Szﬁcos(cp) — cos(p) (3 — d) 52> 9+

+ §7 ( cos(p) A sen(p) — sen(p) 4 cos(go)) i] :

(5.35)
e pelas equagoes (5.34) a evolugao temporal dS/dt torna-se:
s Jz ~ AN A 5 N o aroa
i K—Ssen(gp)gp) X+ (Ssen(gp)gp) y+S Z] , (5.36)
o termo de damping torna-se, entao:
~ dS g .
aS X - = g{(SSz sen(p) — SS* cos(gp)cp) X—
(5.37)

— (SSZ sen(y) + 557 cos(go)gb) y+ <§2gb> 2}

Finalmente, a equagdo de Landau-Lifshitz-Gilbert nos fornece:
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5= T fen(p)(5 — d)5* — S*asen(9)] + [§sen(p) + 5% con(p)g],  (5.380)
5 =~ leos(p)(5 — d)5* — §* cos()] + [$7 coslip) + 5% sen(p)g] . (5.38D)
5% = ng (cos(p) sen(y)) — aSp. (5.38¢)

Quando adotamos o limite Ay < 1 para primeiros vizinhos e inserindo o parametro de

renormalizacao p — /p ¢, podemos reduzir a equagao (5.38c) para:

JS? A -
—— VPl = A)p —ade. (5.39)

E adotando o mesmo procedimento, podemos combinar as equagoes (5.38a) e (5.38b) com

g =

a parametrizagao em (5.34) para obtermos a dindmica em ¢, assim:

Sp = J*;Z(J —4)S* — aS”. (5.40)

em que para obter as equagoes (5.39) e (5.40) utilizamos as identidades e aproximagoes a

baixo:

cos(ip)sen(ip) —sen(p)cos(y) = - Ysen(Ap) = (1= H)p.  (5dla)

cos(p)d cos(p) + sen(p)y sen(p) = i Z cos(Ap) = 14+ 0(2). (5.41b)

Portanto, considerando apenas o limite para longos comprimentos de onda 4 ~ 1—a*V?/z

a dindmica
§° = —A/p Vi — asSp, (5.42)
5o = Ap (fg — v2> 5% 4+ asS?, (5.43)
no qual 5% e 8535 0 que nos traz, novamente, para a equacao da continuidade:

§¥+V-J=—asp, (5.44)

com a densidade de corrente:

J=-AypVe. (5.45)
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As equacgoes dinamicas obtidas admitem, em principio, uma ampla classe de solugoes
dependentes do tempo. No entanto, a superfluidez de spin corresponde a um regime fisico
altamente restritivo, no qual o transporte de spin ocorre de forma coerente e persistente,
sem acumulo local de densidade de spin. Isso impde que o sistema satisfaca a equagao da
continuidade em regime estacionario, com s* = 0.

Dessa maneira, uma vez que a criacao e a aniquilagdo de mégnons se mantém aproxi-
madamente balanceadas no interior do material, o sistema relaxa para uma configuracao
de menor energia, na qual gradientes do potencial quimico Vu # 0 sdo energeticamente
desfavoraveis, sendo o estado com Vp = 0 selecionado no regime estacionario. Como S* é
aproximadamente conservado no tempo, podemos associar a essa grandeza um potencial
quimico de spin, definido como ps = 0H /DS, que representa o custo energético para va-
riar a densidade de momento angular projetado ao longo do eixo z, em que H representa
a densidade de Hamiltoniana. Logo:

= a3gz_g = kSS7, (5.46)
podemos afirmar como consequéncia que a componente S* do spin também deve perma-
necer constante nesse regime. Por conseguinte, encontramos pela equacao (5.43) que o

valor de ¢ () ¢ constante no tempo:

KS*
Q= : 0.47
> (5.47)
Portanto, encontramos pela equacao (5.44):

aKS*
Vi = —= 5.48
="z (5.48)

Assim, escrevemos:

i(x,t) = o(x) — Q. (5.49)

Onde d2¢(z) = 02, e as informagdes coletadas da EDP nos fornece a corrente dissipada

pelo amortecimento de Gilbert:

L
AJ = a§/ Qdx = asQL. (5.50)
0

Por fim, considerando a equagao (5.45) e levando em consideragao as condigoes de
contorno nas interfaces JZ(z = 0) = J§ e JZ(x = L) = 0, conseguimos obter a solucao
para Vy em funcao da distancia:

aKS?

Vo(r) = A3
que apés substituirmos na equagdo (5.45), obtemos um resultado semelhante ao encon-
trado em (4.32):

(x — L), (5.51)
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L—=x
s 52
=g (), (552
com:
KS°L
Jg:O‘T. (5.53)

E importante salientar que a dependéncia linear com o comprimento do sistema nao
indica que a densidade de corrente aumenta com o comprimento L do sistema, mas reflete
o fato de que para obter um niimero constante de magnons para a solugao estacionaria, o
fluxo na entrada deve compensar a perda distribuida no volume, resultando em um valor

proporcional ao comprimento total.

5.2 Descricao quantica da corrente de spin

A partir da Hamiltoniana cléssica fornecida equagao (5.11), podemos obter o modelo
quantico promovendo os campos classicos ¢; e S7 a operadores quanticos, de modo a in-
corporar explicitamente os efeitos de flutuagoes quanticas ao redor do estado fundamental

do sistema. Dessa forma, podemos escrever:

©i = @ = pal + 04;, (5.54a)
57— 8% = SAI + 657, (5.54b)

em que ¢ = ¢; +wt e S5 = constante, e os operadores satisfazem a relagao de comutacao
(044, 55’;‘] = 0;;. Aqui, a parte classica é responsédvel pelo transporte superfluido de spin
pelo gradiente de fase. Enquanto, os magnons térmicos, por sua vez, surgem das flutuagoes
em torno desse estado coerente, atuando principalmente na injegao, conversao e relaxacao
do spin, mas nao como portadores do transporte de longo alcance.

Embora a corrente superfluida de spin seja transportada pelo condensado, a corrente
de magnons térmicos desempenha um papel essencial na descricao da injecao interfacial,
das corregoes térmicas e dos mecanismos dissipativos que determinam a eficiéncia e os
limites do regime superfluido. Dessa maneira, quando substituimos as equagoes (5.54) na

Hamiltoniana (5.11) obtemos:

Hy = H, + 6H,, (5.55)

uma nova Hamiltoniana Hy que agora contém os aspectos classicos ja conhecidos anteri-

ormente em (5.11) e quanticos do sistema, com 0 Hy escrita como:

SHy = / & [ 56(1—4)5¢ + 32(7 — 41857 . (5.56)
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Portanto, ao levar a Hamiltoniana 6 Hy para o espago de momentos, deve-se levar em
conta que, na auséncia de fontes e sorvedouros de spin no interior do material ao longo

da dire¢ao z, tomamos 0, = 0. Assim, obtemos:

. 1 . iq1Til
0o = i ; {59% cos(q,x)e' It i } : (5.57)

em que, q;, = ¢¥ + ¢.2 e qy. = ©N,./2L. O sistema é discretizado em uma rede
ctibica com espagamento a, contendo N = N, N, N, pontos ao longo das direcoes z, y e z,
respectivamente. Assumindo que o sistema tenha extensao L, escrevemos que N, , = L/a

enquanto N, = l/a. Logo, levando em conta o limite de L — oo e [ — 0. Resultando em:

0p(0) = [ dPq Y 0y (x)02,. (5.:58)

com

) = 2 o), (559)

Por conseguinte, podemos substituir os termos encontrados para realizar a transfor-
mada de Fourier para a Hamiltoniana (5.56), deduzindo como resultado:

1 At e oA 25 Qzt 5 Q2
0Hy = 537 [hgopi00, + h;05;1057] . (5.60)

q
com hf = Azp(1 —,)/a® e hi = Az(J — ~,)/S%a®, e também utilizamos o fato de que
[ dr(r)Y(r') = 6*(q — q'), que por sua vez fornece 41, = v,1,.

Alcancada a Hamiltoniana quadratica no espago de momentos, podemos diagonaliza-la
promovendo os operadores canonicamente conjugados 0p, e (55’5 a operadores de criagao
e destruicao de magnons. Ao expressar a Hamiltoniana nessa base, cada modo contribui
de forma desacoplada para a energia total, o que simplifica o cédlculo do espectro de

excitagdes. Sendo assim, podemos escrever os operadores como:

1 J—17. 14
0p, = = 1 ) sal +da_,), 5.61
IS5 (p(l ~ %) (94, ) (5:61)
e 8 (p(L =)\
5Sq =1 5 <j—f)/qq (5@2; — (5a,q) y (562)

onde para para base de estados coerentes da, o D(a)a,D'(a) = a; — ay, com a, = {a,),

de forma que:

1/4
o, = /25 (M) (64 + VNQUES,,). (5.63)

garantindo a consisténcia com a equagao (5.54). Assim, substituindo na equagao (5.60)

adquirimos a seguinte Hamiltoniana diagonal:
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dHy = ;Z fuww, (5@25% + ;) ; (5.64)
q

com espectro:

g = 220 o120~ ) (5.65)

Tomando o limite de longos comprimentos de onda aq < 1, obtemos a mesma equacao

alcangada para o caso classico em (5.16).

5.3 Calculo da corrente de spin

A corrente de spin injetada no ferromagneto a partir do metal normal é calculada pelo

operador de corrente I, escrito como:

hd
= T _
onde a evolugao temporal dos operadores de criacao e destruicao de elétrons representam
a taxa na qual os elétrons refletem na interface MN/FM. Portanto podemos calcular a

evolugao temporal a partir da representacao de Heisenberg:

Zf(NkT V) = ;[Nm N, H] (5.67)

em que, N o= c;rwckg, e a Hamiltoniana H ¢ a Hamiltoniana total modelada pela equacao

(5.1). Como consequéncia, o tinico termo da Hamiltoniana que nao comuta com o operador
de corrente de spin é o potencial de troca interfacial H,,, responsavel pela transferéncia
de momento angular entre os elétrons de conducao e os spins localizados do ferromagneto.

Microscopicamente, esse processo pode ser interpretado como um espalhamento elas-
tico de elétrons na interface, no qual momento angular é conservado e convertido em
excitagoes coletivas magnonicas no meio magnético onde sao transmitidas ou absorvidas,
esse mecanismo de troca de momento angular ¢ ilustrado esquematicamente pelo diagrama

de Feynman apresentado na figura (9).

Py

p+q 1 v |

Figura 9 — Diagrama de Feynman representando um processo ( ) de injecao de spin e (b)
absorcao de spin pelos elétrons de momento k e p.

Assim, a interacao entre as interfaces o metal normal e o ferromagneto é dada por:
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Ha=JuY Si-sj=Jud (S clcir+ 8 cleiy). (5.68)

(6,3) i
A formulacao desse problema em termos de operadores de spin e sua representacao no
espaco de momento permite tornar explicitos os mecanismos de transferéncia de momento
e energia, assim podemos realizar a transformada de Fourier para o espaco de momento:

ikry (5.69)

Cio

1
= A 2 Cho €
VN T
com N, sendo o nimero de elétrons e o momento k = (27/L)(n*, n¥, n?). Logo, escrevemos

a equagao (5.68) no espago de momento como:

Jsd

_ T )
Hsd - Ne % (Azkp + Azkp) ’ (570)
em que:
Aip = S;CLTCN ci(k=p)Ti (5.71)

Portanto, utilizando a equagao (5.70) podemos calcular a taxa de transferéncia de spin

para o ferromagneto, obtendo entao a seguinte equagao para a corrente de spin:

i,
I, = Nd > (AL, — Auy) - (5.72)

€ ikp
Uma vez obtida a expressao do operador de corrente de spin, o préximo passo consiste
em calcular o seu valor médio no estado fora do equilibrio a partir do formalismo de
interagdo, em que introduzimos a matriz de espalhamento 8(¢,—o00) responséavel pela
evolugao temporal da corrente. Nesse contexto, emprega-se a teoria de resposta linear, na
qual a perturbagao H,y é tratada como uma perturbacao fraca, nos permitindo expandir

a matriz de espalhamento 8(¢, —o0), descrita por:

1 t
~T— 3/ Ha(t') dt'. (5.73)

em que J; é o operador de ordenamento temporal. Desse modo, podemos calcular a média
(I5(t)), como:

(I(t)) = (8T(t, —00) I,()8(t, —00))o, (5.74)

na qual, a média e a evolugao temporal I4(t) sdo calculadas a partir da Hamiltoniana nao

perturbativa Hy. Consequentemente:
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(L0) = (L0~ [ (1(0), Hudbodt (5.75)
resultando em: )

sd Z > " Im (Yijap (0 (5.76)

e 4.J k,p
com

;

i (1) = — 00 [Auy 1), AL 0)]) (5.77)
Nesse formalismo, o valor médio da corrente de spin é expresso em termos de fungoes de
resposta do sistema, permitindo relacionar diretamente a corrente injetada a suscetibili-
dade magnética do ferromagneto. Dessa maneira, é de interesse obter a susceptibilidade no

dominio de frequéncias para que os processos de absor¢ao e emissao de energia e momento

angular tornem-se explicitos. Logo:

[e.e]
~ t .~
Xijkp(w) = /_Oo (Xv:jkp( )e' ) dt = Xijnp(W) + iXij0p(W)- (5.78)
Aqui a susceptibilidade pode ser decomposta em uma parte real relacionada ao processo de
reflexao dos elétrons e uma parte imaginaria ligada aos processos de emissao e absor¢ao de
momento e energia. Para analisar a corrente de spin focaremos apenas na parte imaginaria
da susceptibilidade. Assim, sabendo que a parte imaginaria de qualquer funcao complexa

pode ser escrita como Imf = (f — f*)/2i, temos:

Xijhp(W) =5 / Xijhp(t) = Xijrp(—1)) € dt

= 21i/dt [_ ;‘9@) Fzg,kp( )+ ﬁe( ) Fi kp(t)_

— B0 FSL(0)+ 3 6(~1) Fip, ()| 1. (5.79)

em que escrevemos as fungdes correlagao como Fy; 1, (t) = (Aup(t), A;kp(O))o e Fi,(t) =
(Al (0), Ayip (£
Ademais, visto que a corrente superfluida é naturalmente coerente, realizamos as mé-
dias dos operadores utilizando os estados coerentes que permitem capturar a coeréncia de
fase do sistema:
Filt) = 5 T [D(e)e #8001 (@)A1, (0) Asiy 1) (550)

ijkp Zo
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aal—aa

em que, D(a) = e é o operador de deslocamento que permite construir estados
coerentes e separar a dindmica coerente das flutuacoes quanticas do sistema. Outrossim,
a média ¢ realizada a partir do Hamiltoniano grande canoénico K = H" — >, Niu,,
onde a Hamiltoniana magnética H{" é fornecida pela equagao (5.64), assim é conveniente

expressar a evolucao temporal dos operadores como:

Ht/h —iHt/h
A’Lk’p<t) = 62 / Aikpe iHt/
_ ezA,u,t/h el ezKot/h Afljp e—zKOt/h el e—zA,u,t/h
_—i(pa—Qut) fcs
= e WU AT (). (5.81)

onde o simbolo caron em Alkp( ) implica evolucao temporal de acordo com a Hamiltoniana
grande canodnica, e diferenca no potencial quimico é descrita como Ap = h€,. Dessa

forma, realizando a mudanga de base para os estados coerentes em F; " (t), obtemos:

ijkp
]_ _ cs cs cs —q e}
‘F;,jkp( ) ZTI- |: —-BK§? e BK§ AZ] p( )6 BK§ l]kp(0>:| e (el #)t. (582)
Utilizando o formalismo de tempo imagindrio de Matsubara, podemos interpretar o ope-
rador e %0 como uma evolucdo no tempo imaginario 7 = —ifSht. Desse modo:
e IR0 AT (1) 10 = MU A (1) em U = A (¢ — iBh). (5.83)
Assim, obtemos:
—i(pe1—u cs : cs
szkp( ) e (e 2 <Az]kp(t - Zﬁh)A'Lﬂip(O»o' (584)
Apoés integrarmos em relagdo aos momentos, encontramos:
Fi(t) = e a2 [ (£ — iBh). (5.85)

Realizando a transformada de Fourier para o espago de frequéncia e considerando i = 7,

e Y = ¢; — Ut como expresso em (5.49) alcangamos a expressao:
Ejf(w) = e M [t (). (5.86)
Por fim, a susceptibilidade pode ser reescrita como:

_ 0

no qual, os termos que acompanham a exponencial refletem o balanco na interface entre a

(1= e7P@n=t) f174(0), (5.87)

injecao de momento angular associada ao spin-transfer torque, controlada pelo potencial
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quimico Ap = k€, e a perda de spin por spin pumping decorrente da precessao coerente
do interior do material, caracterizada por ASf). A corrente de spin liquida emerge do
desbalanco entre esses dois mecanismos.

Portanto, apds calcular a média da funcao correlagdo (B.15), encontrada no apéndice
B, dada por:

~ héiipy hv — Ap ~_
F;7(0) = ] / LWN)—lD +(V)] : (5.88)

em que pr € a densidade de estados eletronicos no nivel de Fermi. Podemos portanto,

escrever a corrente de spin a partir da equagao (5.76) como:

(1) = ( sdPF) B(Apu— hQ /d lm D+(V)]’ (5.89)

onde o calculo D~*(v) =, D; (v) pode ser conferido pela equaciao (B.12) no apéndice
B.

Consideremos agora o regime de baixas energias, no qual o desbalanco quimico satisfaz

Ap — hQ) < kT, tal imposicao corresponde ao regime de resposta linear no qual o
desbalanco quimico é pequeno em comparacao com a energia térmica. Por consequéncia,
essa aproximacao nao é valida no limite T — 0 para valores finitos de Au — h{2, uma
vez que a condi¢ao acima deixaria de ser satisfeita. Nesse regime, os termos exponenciais
podem ser expandidos até primeira ordem na energia. Finalmente, dividindo a corrente
total pela area da interface, L?, obtemos a seguinte expressao para a densidade de corrente

de spin:

=g (BE) [ | s Do @t 50)

Condutéancia de spin

onde

6’8 (hv—Ap) —1

/dV [ fw — Ap D_JF(V)} = eﬁA“n(Au){ZwNS’ZA,u—

™

Tz

AM + (g + Ap) nleg + Ap) — (€g — Ap)n(eg — Ap)

}. (5.91)

Além disso, a partir da equagoes (5.90) e (5.91) podemos separar a densidade de corrente
em duas componentes, uma devido parte superfluida coerente e outra relacionada aos

mdgnons térmicos, tal que J, = J¢+ J!, em que:

N 2
c_ ™ (JsaprS BAn IR 1 J— 7,
Js = 2 ( aN, ) (6 e ) 1 25\/5]\7 zq: =, Apn(Ap), (5.92)
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=N 2
Jio T (LY o _ gy T
2\ aN, ANS\/p

3 T2 (e A ey + ) — (e — Au)nle, — Aw)] L (5.93)

q q

onde fazemos a substituicdo de comprimento L pelo numero de sitios multiplicado pelo
distancia entre sitios. L = (alV).

Para excitacoes de longo comprimento de onda, caracterizadas por aqg < 1, a energia
dos méagnons sdo da ordem de 107°eV. Mesmo para valores de momento préximos ao
limite da primeira zona de Brillouin, essa energia permanece da ordem de 1072eV. Em
contraste, & temperatura ambiente a escala térmica é kT ~ 2,5 x 1072 ¢V, de modo que
hwy < kpT. Essas condigoes permitem aproximar a distribuicao de Bose-Einstein pelo
seu limite classico 1/(e* — 1) ~ (1/x).

Além das consideracoes mencionadas, para prosseguir com o calculo, utilizaremos a
aproximacao de Debye, em que substituimos a soma discreta sobre os vetores de onda por
uma integral continua com a presenca de um limite superior para os modos magnonicos
considerados. Esse limite é estabelecido uma vez que o comprimento de onda dos magnons
nao pode ser menor do que a distancia entre dois sitios da rede.

Na aproximacgao de Debye, a primeira zona de Brillouin é substituida por uma esfera
de raio gp escolhida de forma que possua o mesmo volume da zona de Brillouin original.
Para uma rede ctbica simples de comprimento de rede a, o volume da primeira zona de
Brillouin descrito por Vg, = (27)3/a®. Assim, igualando os dois volumes encontramos
qp = V612 /a, que pela relacao entre comprimento de onda e vetor de onda encontramos
Avin = V/4ma?/3.

Com base nas consideragoes apresentadas acima, a densidade de corrente de spin para
os magnons coerentes J¢ e térmicos J!, validas somente para os casos onde T > 0, podem

ser escritas como:

c _7T Jsdppg ? 1 zd
03 (225 - (1 ) awmr, e

™

6,52

oy = (LYo — epLig(e ™7+
s aN. | 8wJS2hep b

1
+ LLiy(e7#P) + — Liy(e#0)

5 7 (Ap—1Q), (5.95)
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onde as fungoes Li, (e77¢P) representam os polilogaritmos de ordem n, definidos pela série
Li,(2) = 3%° 2% /k™, e ep = heqp é a energia de Debye, que representa a energia maxima

dos magnons considerados dentro da aproximacao.

5.4 Dados obtidos pelo parametro de renormalizacao

Para o cédlculo do fator de renormalizacdo podemos seguir o procedimento padrao
da AHAC demonstrado no capitulo III | utilizando a hamiltoniana completa (5.3) e a

Hamiltoniana quadrética (5.64) calculamos suas médias como:

)y~ JzY hﬂe;_%) coth (%) , (5.96)

Hp)y = egng, (5.97)

em que, ignoramos os termos relacionados a energia do vacuo. Além disso, a energia livre
de Helmholtz dada por —In(Zy)/8 com Z, obtido pela equagao (3.21),podemos minimizar
a desigualdade de Bogoliubov, onde conseguimos obter uma equacao semelhante para o
parametro de renormalizacdo em (3.34), com hf = Azp(1—7,)/a* e h} = Az(A—~,)/Sa®
fornecidos pela equacao 5.60, cuja dispersao €, é dada pela equacao (5.65). Portanto,

obtemos o fator de renormalizacao como:

Y

(1) = A(D) (1~

(

q

em que, os valores médios das correlagoes ((Ap)?) e ((S#)?), podem ser escritas como:

(D))o =

QNE\/E 2 [\/(1 —0)(A = ) coth (526‘1)] (5.98)

((S%)%) Z[ G %3 th(i )] (5.99)

q
Desse modo, para uma analise geral, podemos tratar os parametros constantes em forma
adimensional, permitindo destacar o comportamento universal do sistema independente-

mente de valores especificos de material, como apresentado na figura (10).
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Figura 10 — O gréafico apresenta o parametro de renormalizacao p em funcao da tempera-
tura. Para S = 5/2, Tc = 1,56 J/kp é a temperatura na qual o pardmetro
decai abruptamente.

Interpretamos o colapso do parametro p como a temperatura critica do sistema, asso-
ciado ao crescimento das flutuagoes térmicas que destroem a rigidez do estado ordenado.
Assim, na AHAC, essa temperatura € interpretada como a temperatura critica do sistema.
Uma vez obtidos os valores do parametro de renormalizagdo em funcao da temperatura,
passamos a utiliza-los como base para descrever o comportamento térmico do sistema, a
partir das propriedades fisicas dependentes de p(T).

Outrossim, com base nas equagdes (5.94) e (5.95) conseguimos obter a relagdo para

condutancia de mista de spin g, dada pela soma das condutincias ¢¢ e ¢':

9 = 9t gL (5.100)
com 7 ( JaprS 2 1 d
“=3 ( SaNe ) [1 - 25p (1 B 47T3/2>] ) (5.101)
€
. (JsaprS 2 a - o
g5—< aN, ) Sm 5%hep |62~ oLole T)F

s B2

A partir disso, podemos comparar as contribui¢oes da fracdo condensada e das flu-

1
+ LLij(ePer) + Lig(e_BED)] . (5.102)

tuagoes térmicas para a conduténcia de spin. Conforme observado na Figura (11), a
contribui¢ao condensada diminui com o aumento da temperatura, enquanto a contribui-

¢ao associada as excitagoes térmicas cresce progressivamente.
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Figura 11 — O grafico representa condutancia de spin g¢ associada aos magnons conden-
sados (azul) e ¢! térmicos (vermelho) em relagido a temperatura.

E importante relembrar que no modelo adotado, o aumento da temperatura corres-
ponde a criagdo de méagnons térmicos, os quais reduzem a magnetizacao e aumentam as
flutuagoes do sistema, constituindo o mecanismo fundamental pelo qual a temperatura
afeta a condutancia de spin no presente modelo.

Outro aspecto importante que podemos observa é a contribuicao associada aos mag-
nons condensados, que permanece finita em praticamente toda a faixa de temperaturas
considerada, decaindo apenas nas proximidades da temperatura critica. Esse comporta-
mento indica que a coeréncia magnética responsavel pela superfluidez de spin é preservada
até temperaturas elevadas. Em materiais como o YIG a temperatura critica encontra-
se acima da temperatura ambiente, indicando que estados superfluidos de spin podem
persistir mesmo em condig¢oes ambiente.

Portanto, para verificar a compatibilidade da AHAC aos modelos experimentais, ado-
tamos o YIG (granada de itrio e ferro) como material de referéncia e empregamos os
parametros obtidos para investigar seu comportamento térmico. Utilizando os dados ex-
perimentais obtidos por Klingler et al. [48] para a rigidez de spin 3,7 £ 0,4 pJ/m, e por
Gilleo e Geller [49] para a densidade de anisotropia 900 + 100 .J/m?, verificamos que a
AHAC fornece a temperatura critica T, = 506,6 K, valor que contém apenas 7,04% de
diferenca em relagao ao valor de 545 K apresentado em [49].

Ademais, o grafico mostrado na figura (12) apresentam os resultados obtidos pela
AHAC para dispersao do YIG com temperatura em 7' = 5 K. Outrossim, o grafico
evidencia a falta de gap das excitagoes a medida que ¢ — 0, e também, mesmo para
diferente valores de temperatura, para baixas energias, todas as curvas convergem para
aq < 1, e a curvatura da dispersao ¢ consistente com o comportamento linear para o

cumprimento do critério de Landau.
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Figura 12 — Dispersao magnonica para q = (¢,0,0) para o YIGem T =5 K. A curva em
preto corresponde aos resultados obtidos por meio da e AHAC, enquanto os
pontos vermelhos representam os resultados reportados por Princep et al.

Além disso, a energia cresce monotonamente ao longo da zona de Brillouin, no qual
para baixas temperaturas é atingido valores da ordem de algumas dezenas de meV para
a energia maxima, em concordancia com resultados experimentais de espalhamento de
néutrons para o YIG, como os apresentados por Princep et al. [50].

E importante salientar, que embora a dispersdo magnénica apresentada na figura (12)
tenha sido originalmente obtida para vetores de onda na diregdo q = (0, ¢, 0), os resultados
permanecem validos para a diregdo q = (g,0,0) utilizada neste trabalho. Isso decorre da
simetria ctbica da rede considerada, para a qual as diregoes cristalograficas x e y sao
equivalentes. Consequentemente, a relacdo de dispersao depende apenas da magnitude

do vetor de onda ao longo dessas direcoes equivalentes, resultando em espectros idénticos.

400 | T T ‘ | T | T T T ‘ ‘

300~ —
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T
|
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Figura 13 — Velocidade critica em relacao a temperatura
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Dessa forma, a figura (13) apresenta a velocidade limite das ondas de spin para a exis-
téncia de superfluidez no sistema em relacao a temperatura. Podemos notar pela equagao
(5.17) que ¢, o /p semelhante a figura (11), de modo que a velocidade critica diminui
mais suavemente com a temperatura do que a magnetizagao, refletindo a dependéncia
da raiz quadrada do pardmetro de renormalizacdo. Além disso, a ordem de grandeza
obtida, da ordem de 10? m/s , permanece compativel com velocidades tipicas de excita-
¢bes magnonicas em ferrimagnéticos como o YIG, implicando frequéncias caracteristicas
na faixa de MHz-GHz para os modos de interesse, reforcando a consisténcia fisica dos

resultados.
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VI Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, investigamos a termodinamica da superfluidez de spin em ferromag-
netos com anisotropia de plano facil, com foco na influéncia da temperatura sobre a
coeréncia do estado magnético e sobre as propriedades de transporte associadas as ex-
citacoes coletivas do sistema. Partindo do modelo de Heisenberg e de sua formulacao
continua por meio do Modelo Sigma Nao Linear, estabelecemos um quadro tedrico capaz
de descrever a dinamica de ondas de spin e o transporte de momento angular em materiais
magneticamente ordenados. A partir dessa base, empregamos a Aproximagao Harmonica
Auto-Consistente (AHAC) como ferramenta principal para incorporar efeitos térmicos e
tratar, de forma efetiva, as interagoes entre excitagoes.

O formalismo desenvolvido permitiu obter uma descrigao autoconsistente das flutua-
¢Oes térmicas e quanticas por meio de um parametro de renormalizagdo dependente da
temperatura, responsavel por capturar a reducao da rigidez de spin do sistema. Mos-
tramos que esse parametro decresce continuamente com o aumento da temperatura, re-
fletindo o crescimento das flutuacgoes e a consequente diminuicao da ordem magnética
efetiva. Observa-se ainda um colapso do pardmetro em uma temperatura critica, inter-
pretada como o limite de estabilidade da corrente de spin. Esse comportamento evidencia
o papel central das flutuagoes térmicas na destruicao da coeréncia coletiva e fornece um
critério quantitativo para identificar o regime no qual o transporte superfluido permanece
fisicamente viavel.

Com base na dependéncia térmica obtida, analisamos a corrente de spin, a condutancia
associada, o espectro de dispersao das excitagoes e a velocidade critica necessaria para a
manutencao do regime superfluido. Os resultados indicam que o aumento da temperatura
reduz suavemente a intensidade da corrente coerente de spin para os magnons condesados.
Entretanto, a medida que se aproxima da temperatura critica, observa-se uma supressao
acentuada da componente superfluida, resultando em uma rapida reducao da corrente
de spin superfluida. Juntamente, ha uma diminuicao da velocidade critica de Landau,
tornando o sistema mais suscetivel a mecanismos dissipativos e instabilidades dinamicas.

Ainda assim, verificamos que solugoes coerentes podem persistir em uma faixa signifi-
cativa de temperaturas, sugerindo que o transporte de spin com caracteristicas superflui-
das pode ser relevante em condigdes experimentais acessiveis, especialmente em materiais
magnéticos de baixa dissipacao.

Para verificar a consisténcia fisica do formalismo e sua compatibilidade com sistemas
experimentais, adotamos o YIG (granada de itrio e ferro) como material de referéncia e
utilizamos parametros experimentais reportados na literatura para a rigidez de spin e a

anisotropia magnética. A partir desses valores, a aplicacao da AHAC permitiu estimar
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uma temperatura critica de T, = 506,6 K, apresentando diferenca de apenas 7,04% em
relacdo ao valor experimental de 545 K, o que indica boa concordancia quantitativa do
modelo com o comportamento real do material. Observa-se um comportamento aproxi-
madamente linear no espectro de energia que para aq < 1, mesmo para temperaturas
proximas a temperatura critica, consistente com o critério de Landau para a existéncia
de superfluidez. As energias obtidas ao longo da zona de Brillouin atingem valores da
ordem de dezenas de meV, em concordancia quantitativa com resultados experimentais
de espalhamento de néutrons reportados para o YIG.

Adicionalmente, a andlise da corrente superfluida e da velocidade critica indica que,
embora o transporte coerente nao seja, em principio, proibido em temperaturas elevadas,
o aumento da temperatura reduz progressivamente a estabilidade do regime superfluido.
A velocidade critica apresenta dependéncia proporcional a /p, diminuindo de forma suave
com a temperatura e mantendo ordem de grandeza tipica de 10 m/s , compativel com
velocidades magnonicas conhecidas para ferrimagnéticos como o YIG.

Como perspectivas futuras uma possivel extensdao para este trabalho consiste na in-
vestigacao da superfluidez de spin em sistemas antiferromagnéticos, pois apresentam duas
sub-redes acopladas com magnetizacoes opostas, o que os tornam mais robustos contra
interferéncias por nao possuirem magnetizacao liquida, e a velocidade de propagacao dos
magnons ¢ maior, o que tornar o critério de Landau mais facilmente satisfeito, suge-
rindo que sistemas antiferromagnéticos podem oferecer condigoes mais favoraveis para a

realizacao de regimes préoximos a superfluidez de spin.
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APENDICE A - Estados coerentes de spin

Um estado coerente de spin |p, 6) o |©2) é obtido rotacionando o estado polarizado
|S,.S), de modo a alinhar o spin ao longo da diregao especificada pelos dngulos polar e

azimutal (0, ), expressa por:

Q) = e 95 o105

S, S) . (A.1)

Essa construcao assegura que |2) seja autoestado do operador de projegao de spin S-Q com
o valor maximo S, no qual 2 = (sen(f) cos(p), sen(f) sen(y), cos(#)) é o vetor unitario da
esfera S?. Assim, o espaco de Hilbert é representado em termos do conjunto sobrecompleto

de estados {2}, o qual obedece a relacao de resolugao da identidade:

1= 254: ! [anjo) @l (A2)

em que d2 = sen(f)dfdp é o elemento de dngulo sélido. Essa propriedade possibilita
expressar tragos, valores médios e grandezas termodindmicas como integrais sobre as
varidveis continuas (6, ¢). Os operadores de spin assumem, nesse contexto, a forma simples
(Q[S|Q) = SQ, indicando que o estado coerente descreve um vetor de spin de médulo S
orientado ao longo de €2. Tais caracteristicas tornam os estados coerentes de spin uma
ferramenta fundamental para a construcao de integrais de caminho no espaco de spins.
Dessa forma, ao adotar o formalismo de tempo imaginario, os estados coerentes de

spin permitem escrever a fungao de particdo como uma integral de caminho,
7z = / DO (e, (A.3)

onde a medida de integracao é dada por D =[], d€);. A acao correspondente assume a

forma:

A= " [mz Sii — H(T)] | (A1)

Aqui, H(7) denota o valor esperado H(7) = (Q|H|Q).

Uma vez que o Hamiltoniano H ¢ linear nos operadores de spin, H(7) pode ser obtido
substituindo-se o operador S, pelo campo classico S$. Vale ressaltar que operadores de
spin nao lineares nao produzem valores médios idénticos aos correspondentes cléssicos.
Ainda assim, essa discrepancia diminui com o aumento do médulo do spin .S, o que viabi-
liza a aplicacao desse método, ao menos de forma qualitativa, em sistemas que envolvem

anisotropias de ion inico, por exemplo.
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APENDICE B - Valor médio das funcdes de

correlacao

Para a avaliacdo da funcao de correlacao envolvendo operadores mistos, adotamos o
teorema de Wick para o calculo das médias dos operadores eletronicos. Desse modo, o
uso do teorema decorre da escolha do regime de pequenas perturbacgoes e do tratamento
em resposta linear adotado neste trabalho, no qual o acoplamento entre os operadores

eletronicos e magnéticos é considerado fraco. Portanto:

F77(0) = (AL, (0) Ajip)o

| (B.1)
_ kz / dt (7 (£)S;(0))es (chy (£)ext(0))o (epy (B)ch (0))] e TPIAT

em que, Ar; = (y; — ;) ¥ + (2j — 2;) Z, e passamos a definir a correlacao entre spins por

Dt (t) = (S; (¢)S7(0))es. Ademais, passando o somatério para o limite continuo,

ij J
1 Bk
Ly
V. ; (2m)3
onde V, representa o volume eletronico. Simplificando os termos fi, def f(Vko) € manipu-

lando a integral em coordenadas esféricas, temos:

e ‘/62 —i(k— r N—
57 (0) = oy //d% p K252 fir(1 = fyy)e 0 PIAr] /du (Dt )6 — v+ 1)
(B.2)
onde a parte angular da integral fornce como resultado:
2 ™ . kA
/ d(b/ df sen § e~ AT st — 47‘(’M = 4msinc(kAr), (B.3)
0 0 kAr

aproximamos sinc?(krpAr) ~ §;;, uma vez que a fungao sinc(kpAr) é fortemente localizada
em torno de Ar = 0 e decai rapidamente para separagoes espaciais maiores que a escala
de comprimento de onda de fermi A/kp. Além disso, tomamos k ~ kpr, uma vez que,
em modelos eletronicos usuais, os processos fisicos relevantes sdo dominados por estados
proximos a superficie de Fermi, que define a escala caracteristica de momento do sistema.

Dessa forma:

e BV, Ditw) e g
Fit(0) = = [v gt [k [ dp [0 (= fia) 00w = G 60— A)]

(B.4)
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no qual &, = hv,. Outrossim, usando a relagio de dispersao €, = h?k?/2m, reescrevemos
a integral no espago de momentos como uma integral em energia. Isso leva naturalmente
a:

V2em?/? 72

73 de = ?ep(e) de, (B.5)

em que, podemos definir a densidade de estados eletronicos como:

E*dk =

mVekp
p(f) = pF = 7T2h2 ) (B6)

O que nos fornece:

Ey(0) = "4 [ gy lmﬁﬂ”ﬂ/ de [ (s = v+ A) = [(&)] - (BT)

No regime de baixas temperaturas, podemos realizar a seguinte aproximacao:

f(& = AL ~ f(§) — ALH(E) . (B-8)

Entao, encontramos como resultado:

- hoi;ip hv — Ap =
F+(0) = 10 F/d LBMMD )] . (B.9)

Desse modo, com o intuito de calcular a correlagao entre os spins em DZ?L(t), utilizamos

a representagao de Villain, para pequenos valores de 0.57. Assim,

St = ¢i%1,/82 — 651+ 657) = Se%. (B.10)
Dessa maneira, levando em conta d;; na equacao acima, temos:
D" (t) ~ §2<e—i(5w(t)—5<ﬂj(0))>0 — G20 3{(00i(t)=69;(0)%)o ’ (B.11)

onde, adotamos a distribuicao Gaussiana para calcular a média do angulo. Logo, reali-

zando a soma D~T(t) = Y, D;;(t) e considerando a aproximagio Ap < 1, obtemos:

D) = 18 (1= £4(6u(t) — 63(0)))0 ) - (B.12)

Finalmente,

1 hw,

Dt (t)=NS? —
®) 2Jzzq:(1—fyq

)[(2nq+1)—nqe“"q (ng+ e ™t (B.13)

cuja transformada de Fourier nos fornece:
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. &2 m hw,
D *(v) =2aNS 6<V)_J§2Zp > A=) [(2ng + 1)d(v) — ngd (v +wy) — (ng + 1)0(v — wy)] .

q

(B.14)
Assim, substituindo a equagao (Referéncias BibliograficasD-+fourier) em (Referéncias

BibliograficasF-+apendice), podemos obter uma forma final para a correlagao, escrita
como:

_ hoi;ip ~ T €
5 (0) = —2EE eran n(Au){%NSQAu — > | Ap At (e + Ap) nleg + Ap)

4 Jz T 1=,

— (6g — Ap)n(e; — Ap)

(B.15)

com €, = hwy.



