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RESUMO

CABRAL, Larissa de Jesus, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, junho de 2025.
O Quociente dos Numeros de Milnor e Tjurina de Hipersuperficies com
Singularidades Isoladas. Orientador: Diogo da Silva Machado.

Nesse trabalho vamos considerar o numero de Milnor e o numero de Tjurina de uma
hipersuperficie com singularidade isolada. Vamos tratar o problema de encontrar um
limitante superior para o quociente entre 0 numero de Milnor e 0 numero de Tjurina
em uma singularidade isolada.

Palavras-chave: funcdées holomorfas; anel de germe de funcdes; invariantes
analiticos



ABSTRACT

CABRAL, Larissa de Jesus, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, June, 2025. The
Quotient of the Milnor and Tjurina Numbers of Hypersurfaces with Isolated
Singularities. Adviser: Diogo da Silva Machado.

In this work, we consider the Milnor number and the Tjurina number of a
hypersurface with an isolated singularity. We address the problem of finding an upper
bound for the ratio between the Milnor number and the Tjurina number at an isolated
singularity.

Keywords: holomorphic functions; germ ring of functions; analytic invariants
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1 Introducao

O namero de Milnor de uma singularidade isolada de uma hipersuperficie anali-
tica foi concebida por J. Milnor [22]. Este conceito foi posteriormente generalizado por
diversos autores em diferentes contextos. Hann [17] estendeu os resultados de Milnor
para uma intersecdo completa com singularidade isolada, e posteriormente Greuel [13]
e Lé [21] - de forma independente - obtiveram uma definicao algébrica para o niumero
de Milnor, em termos das derivadas parciais das equacdes de definicdo da subvarie-
dade analitica em questao. Mais recentemente, A. Parusinski [24] estendeu a nogao de
numero de Milnor para hipersuperficies com singularidades néo isoladas, obtendo uma
formula para este invariante, em termos das classes de Chern da variedade ambiente
e da caracteristica de Euler da hipersuperficie.

Por outro lado, temos também o nimero de Tjurina, um conceito que remonta
os trabalhos de Galina N. Tjurina [27], o qual constitui um invariante analitico para
singularidades isoladas de germes funcées holomorfas. E interessante observar que o
nome “numero de Tjurina” foi cunhado posteriormente, por Greuel [13], em homenagem
a Galina N. Tjurina, para determinar a dimenséo do espacgo base da deformacao semi-
universal de uma singularidade isolada.

Para tratarmos com um pouco mais de precisao estes dois conceitos, denotemos
por O,, 0 conjunto de germes de funcdes holomorfas em 0 € C". Observamos que O,,
tem estrutura natural de anel comutativo com as respectivas operagdes induzidas pela
adicdo e multiplicacao de fungdes. Além disso, com essa estrutura, o anel O,, constitui
um dominio de integridade de fatoracdo unica. Outra importante propriedade do anel
O,, é o fato de que o mesmo seja também um anel Noetheriano, ou seja, todo ideal em
0,, é finitamente gerado.

Agora, seja (V,0) C C" um germe de hipersuperficie com singularidade isolada
na origem, definida por f € O,,, e considere o seu ideal jacobiano

CJor s\ [ or o or .
Jf_<azl,-.-,azn>—{@1821+ +anazn60n.al,...’an60n.

A dimenséao do C-espaco vetorial.
dim(c 7n’
(Jr)
denotada por u(f), € chamada de numero de Milnor de f (em 0). Existem na literatura
diferentes caracterizacdes deste conceito, por exemplo: 0 nimero de Milnor coincide

com o numero de pontos criticos em uma morsificacdo de f e também ¢é igual ao grau
da aplicacao diferencial df na origem.
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Por outro lado, o numero de Tjurina de f (em 0), denotado por 7(f), € a dimensao

n

n , L O
7<Jf7 7 ou seja, 7(f) = dimc Tf? 7

Evidentemente que a inclusdo (J¢) C (Jg, f) nos diz que 0 < 7(f) < u(f) e,
portanto, temos a seguinte desigualdade

do C-espago vetorial

p(f)

1< —==.

(f)

Além disso, K. Saito [25] mostrou que a igualdade

ocorre se, e somente se, f quasi-homogénea.

Uma questao natural é: Qual seria um limitante superior para o quociente wJ) Eg ?
T
A. Dimca e G.-M. Greuel [10] mostraram que o limite superior Mgg < 2 nunca
T

pode ser alcangado, no caso de curvas planas com singularidades isoladas (a menos
que a curva seja suave na origem). Além disso, este autores obtiveram uma sequén-

1(f)

cia de curvas planas, com singularidades isoladas, cujas razdes o definem uma
T

sequéncia estritamente crescente, tendendo a 4/3. Com base nesses calculos, eles
perguntaram se o nimero 4/3 constitui uma cota superior, para qualquer curva plana
com singularidade isolada. Respostas parciais, de alguns casos especificos, foram

obtidas em [5], [7], [15] e a resposta definitiva foi dada por P. Almirén [6], provando
p(f)
7(f)

que o numero 4/3 & de fato uma cota superior para o quociente (para o caso de

curvas planas).

Para o caso geral, considerando-se hipersuperficies com singularidades isoladas
sobre C™, Liu [19] foi o primeiro a encontrar um limitante superior para o quociente

pu(f)
7(f)
Teorema 1.0.1 (Liu, [19]). Seja (V,0) C C™ um germe de hipersuperficie com singulari-
dade isolada na origem, definida por f € O,,. Ent&o,

1(f)

—= < n.

T(f) ~

. Mais precisamente, ele provou o seguinte resultado:

Como aplicagao do Teorema (1.0.1), Liu [19] obteve um limitante inferior para
o numereo de Tjurina 7(f) em termos da multiplicidade m de f na origem. Mais
precisamente:



Capitulo 1. Introdugéo 11

Corolario 1.0.2 (Liu, [19]). Assuma que f € O,, é um germe de fun¢do holomorfa com
uma unica singularidade isolada na origem 0 € C". Entéo,

)z =D

n

onde m € a multiplicidade de f na origem.

O objetivo principal desta dissertacao € abordar o problema de limitar o quociente

n(f)

m, para uma hipersuperficie com singularidade isolada na origem de C". Para tal,
-

vamos nos concentrar no trabalho de Liu[19] e nos resultados que foram apresentados
ali.

Cabe frisar que o conceito de numero de Milnor foi adaptado a teoria de folhe-
acoes holomorfas singulares, sendo, por exemplo, usado na descricao dos residuos
dessas folheacdes (ver [9]). Mais recentemente, inspirado no numero de Tjurina, um
novo invariante também foi concebido na teoria de residuos de folheagdes (ver [11]).

Diante disso, no primeiro capitulo, apresenta-se uma introdugédo com o contexto
histérico e a motivagédo para o estudo desses invariantes, destacando suas origens e
relevancia na geometria e na topologia. O segundo capitulo é dedicado as preliminares
necessarias para a compreensao do tema, abordando conceitos fundamentais como
moddulos e algebras, germes de fungdes holomorfas, subvariedades analiticas, bem
como a defini¢gdo formal dos numeros de Milnor e Tjurina.

No terceiro capitulo, € apresentado e demonstrado lemas e teoremas que deram
subsidios para a demonstracédo do teorema principal da dissertacao:

Teorema Principal: Seja (1/,0) C C™ um germe de hipersuperficie com singula-
ridade isolada na origem, definida por f € O,,. Entao,

1(f)

ﬁ <n.

Estabelecendo uma relacdo importante entre esses invariantes no contexto
de hipersuperficies com singularidade isolada. Por fim, no quarto e ultimo capitulo,
discutem-se algumas aplicacées apresentando uma cota inferior para os numeros
de Milnor e Tjurina, em particular, discutem-se condi¢cdes sob 0s quais atingem seus
valores minimos possiveis reforcando a importancia desses invariantes na analise local
de hipersuperficies singulares.

1.0.1 Breve relato histoérico

Sera apresentada um breve relato da trajetoria de dois matematicos notaveis:
Galina Nikolaevna Tjurina e John Willard Milnor, cujas contribuicdes tiveram grande
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impacto no desenvolvimento da geometria algébrica, da teoria das singularidades e
da topologia. Embora tenham atuado em contextos historicos e geograficos distintos,
ambos se destacaram por sua originalidade, profundidade e influéncia duradoura na
matematica do século XX. A seguir, exploraremos suas histérias de vida, descobertas
marcantes e o legado deixado por suas pesquisas.

John Willard Milnor € um dos matematicos mais influentes do século XX e inicio
do XXI, conhecido por suas contribuigcdes profundas em diversas areas da Matematica,
especialmente topologia diferencial, geometria e teoria dos numeros. Estudou na
Princeton University, onde também obteve seu doutorado em 1954 sob a orientacao de
Ralph Fox, um especialista em topologia.

Também conhecido por sua contribuicao a topologia diferencial, Milnor comecou
a investigar como a topologia local de um espaco singular pode ser entendida por meio
de ferramentas combinatérias e algébricas. Sua abordagem uniu ideias da anélise
complexa, geometria diferencial e topologia algébrica.

John Willard Milnor mostrou que existem esferas de 7 dimensdes que sao
homeomorfas (mesma estrutura topoldgica) a esfera padrao S7, mas nao difeomorfas a
ela, ou seja, possuem diferentes estruturas suaves, o que levou a criacao do conceito
de esferas exdticas, revolucionando a topologia diferencial. Milnor contribuiu para a
teoria dos nés, estudando invariantes que distinguem nos diferentes e fez avancos
importantes na K-teoria, uma area que conecta algebra, topologia e geometria.

Além disso, ele mostrou que préximo a uma singularidade isolada, a funcéo f
define um fibrado local, conhecido como fibrado de Milnor que exibe uma estrutura
topoldgica rica e invariantes computaveis. O numero de Milnor foi conhecido como um
invariante desse fibrado, contando os ciclos independentes (geradores) no espago de
cohomologia desse fibrado.

O numero de Milnor foi formalmente introduzido no livro “Singular Points of Com-
plex Hypersuperfaces” ver [22]. Nesse trabalho, John Milnor estudou singularidades de
fungbes analiticas complexas f : C* — C, focando em singularidades isoladas, ou
seja, aquelas para as quais ha um unico ponto critico num dominio pequeno em torno
da origem.

Milnor demonstrou que esse numero € igual a dimensao do espago vetorial

n

O , . : ~
denotado por ¢ = dim¢ — , onde O,, € o conjunto de germes na origem de funcdes

I
holomorfas e J; é o ideal de O,, gerado pelos germes em 0 das derivadas parciais ﬁ

azi
parai=1,2,...,n.

Além disso, Milnor observou que o nimero p possui intepretacées importantes,
para a topolologia em que i € o numero de ciclos no espaco do fibrado de Milnor
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que colapsam quando a singularidade é removida. Ja Algebricamente ; mede a
complexidade do anel jacobiano da singularidade e, geometricamente esta relacionado
a multiplicidade da singularidade e ao comportamento local da subvariedade analitica,
especificamente a hipersuperficie definida por V(f) = {z € C": f(z) =0} = f71(0),
onde f € uma funcdo holomorfa.

Ja Galina Nikolaevna Tjurina viveu até os trinta e dois anos, estudou na Fa-
culdade de Mecéancia e Matematica e enquanto era estudante experimentou suas
habilidades em teoria dos numeros, teoria dos jogos, topologia, grupos de Lie e teoria
das variedades analiticas homogéneas. Apds se formar na universidade, Galina Ni-
kolaevna interessou cada vez mais pela geometria algébrica, area na qual trabalhou
até o fim da sua vida. Nessa area ela sentiu especialmente atraida por um ramo da
geometria algébrica que estuda as variedades definidas sobre o campo dos numeros
complexos, utilizando para isso ferramentas da analise e da topologia.

Durante sua vida estudou profundamente superficies K3, variedades complexas
de dimenséo 2 com classe de Chern zero. Demonstrou que, localmente, uma superficie
K3 é determinada unicamente pelos periodos de sua forma holomorfa de grau dois.
Além disso, investigou pontos singulares racionais em variedades algébricas e desen-
volveu critérios para sua rigidez, ou seja, quando uma singularidade é determinada
unicamente por suas caracteristicas topoldgicas locais. Estendeu esses resultados a
singularidades triplas, sendo a primeira a mostrar que certas classes de singularidades
nao admitiam deformacdes nao triviais.

Entdo, Galina Nikolaevna desenvolveu uma série de trabalhos notaveis e dedicou-
se a Matematica com um entusiasmo impressionante, colocando nela toda a energia
de sua alma. Mais informagdes sobre a obra de Tjurina podem ser encontradas em [1].

Uma de suas contribui¢cdes foi o denominado numero de Tjurina, que é defi-

U/ . -

holomorfas e (.J;, f) € o ideal de O,, gerado pelos germes em 0 das derivadas parciais

gf, para:=1,2,...,n e afungado f. Portanto, o numero de Tjurina mede a dimensao
Zj

do espaco vetorial associado a singularidade que combina informagdes sobre o ideal

Jacobiano (gerado pelas derivadas parciais de f) e a funcao f.

nido como 7 =

, ondeonde O,, é o conjunto de germes na origem de fungdes

Portanto, tanto o nimero de Tjurina quanto o numero de Milnor desempenha um
papel essencial em diversos contextos, por exemplo, na classificacao de singularidades
7 refina a classificagcéo fornecida por u, permitindo distinguir entre singularidades com a
mesma topologia, mas diferentes estruturas algébricas. Ja na Teoria de Deformagdes
mede 0 numero de parametros necessarios para descrever uma deformacao miniversal
da singularidade. Em Geometria Algébrica, o nimero de Tjurina esta relacionado a
resolucao de singularidades e ao estudo do esquema de singularidades.
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E, o numero de Milnor forneceu ferramentas praticas e conceituais para estu-
dar singularidades em diversas areas, como por exemplo, em Geometria algébrica
relaciona-se com a resolucao de singularidades, em Sistemas dindmicos complexos
ajuda a entender bifurcagdes e mudancgas estruturais, em Fisica modela fenbmenos
criticos em sistemas fisicos e em teoria dos invariantes contribui para a classificagao e

analise de singularidades.
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2 Preliminares

Neste capitulo, serdo apresentados alguns conceitos basicos necessarios
para o desenvolvimento de topicos mais avancados que serdao abordados posterior-
mente. As referéncias basicas para este capitulo sao [4], [12], [31], [32] e [33].

2.1 Mbdulos e Algebras

Vamos apresentar alguns conceitos basicos de Algebra Comutativa que sdo
utilizados ao longo da dissertagcado. Esperamos que o leitor ja tenha familiaridade com
os conceitos de Anel, Ideais e Espacos Vetoriais.

Definicao 1. Seja R um anel. Um grupo abeliano aditivo A dotado de uma multiplicacao
por escalar
RxA— A

(r,a) — ra

€ um R-modulo a esquerda se satisfaz os seguintes axiomas, para quaisquerr,s € R e
a,be A:

e (i)=r(a+b)=ra+rb
e (ii) = (r+s)a=ra+sa

e r(sa) = (rs)a

Se R é um anel com elemento unidade 1 e 1a = a paratodo a € A, entdo A é
dito um R-médulo unitario.

Definicao 2. Sejam A e B dois mddulos sobre um anel R. Uma fungédo f : A — B
€ um homomorfismo de R—modulos ou R—homomorfismos desde que para todos
a,cec Aer € R:

* flat+c) = fla) + f(c)
¢ f(ra) =rf(a)

Definicao 3. Sefam A e B dois R—mddulos e f : A — B um R—homomorfismo.
Entao:
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* (i) O conjunto
Ker(f)={a€ A: f(a) =0}

é chamado de nucleo de f.
* (i1) O conjunto
Im(f)={be€ B: f(a) =b,paratodo a € A}

Teorema 2.1.1. Sejam A e B dois R-méddulos e f : A — B um R- homomorfismo.

Entao
A

Ker(f)

Definicao 4. Sejam F', G, H trés R-mdédulos, f : F — G e g : G — H homomorfis-
mos. Dizemos que o diagrama

~ Im(f)

FLa%H
€ uma sequéncia de 22 ordem em G se Im(f) C Ker(g).

Em patrticular, se Im(f) = Ker(g), dizemos que o diagrama é uma sequéncia exata em
G.

Defini¢cao 5. Uma sequéncia finita de homomorfismos de mddulos
Ag Do Ay yoa, Ty Img g
€ exata quando Im(f;) = Ker(fiy1),parai=1,2,...,n — 1.
Definicao 6. Uma sequéncia infinita de homomorfismos de mddulos
SO O PR LI (22 U7 W e
€ exata quando Im(f;) = Ker(fi+1) , parai € Z.

Observagao. Sejam(0 = {0} um R—mddulo nulo e f : E — F um R— homomor fismo.
A sequéncia
0-%E-LF

é exata, se e somente se, f é um monomorfismo.

Observacao. A sequéncia
E-Lr %o
é exata, se e somente se, f é um epimorfismo.

Definicao 7. Chamamos de sequéncia exata curta a toda sequéncia exata da forma

0—E-4sF 96—

Note que f é um monomorfismo e g é um epimorfismo.
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Definicao 8. Seja K um anel comutativo com identidade. Uma K —algebra A (ou
algebra sobre K) € um anel A tal que:

* (i) (A, +) é um mddulo K unitario (esquerda);
e (ii) k(ab) = (ka)b = a(kb) para todos k € K ea, be A;
Uma K —algebra A que, como anel, € um anel de divisdo, que € chamada de
algebra de divisao.

Sabemos que a teoria classica das Algebras trata de Algebras sobre um corpo
K. Essa Algebra é um espaco vetorial sobre K e, com isso varios resultados da Algebra
Linear sdo aplicaveis. Uma Algebra sobre um corpo K que possui dimenséo finita
como um espaco vetorial sobre K é chamada de Algebra de dimenséo finita sobre K.

2.2 Funcao Holomorfa de uma variavel
Definicao 9. Seja f : A — C uma funcio definida no aberto A C C. Dizemos que [ é
uma fungdo holomorfa em A se f'(z) existe para todo ponto = € A, onde

fo) = tim TEEN = IC)

h—s0 h

O numero f’(z) quando existe € chamado de derivada de f em z.

Dada umafuncdo f: A C C — C, paracada z = x +1iy € A, podemos escrever
f(z) = u(x,y) +iv(z,y) onde u € v sdo func¢des reais de duas variaveis reais. Da teoria,
sabemos que f é uma funcdo holomorfa em A se, e somente se, f é continua e as
derivadas parciais de u e v satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann

ou ov

ov ou

em todos os pontos z =z + iy € A.
Exemplo 2.2.1. A fungéo exponencial f : C — C definida por f(z) = exp(z) onde

exp(z) = €*(cos(y) + isen(y))

€ uma fungdo cotinua que u(x,y) = e” cos(y) e v(x,y) = e*sen(y)e, além disso, satisfaz
as Condigcbées de Cauchy-Riemann. Portanto € holomorfa em todo C.
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2.3 Funcao Holomorfa de varias variaveis

Definicao 10. Dada uma fungdo f : U — C, com U C C" aberto, dizemos que f é
parcialmente holomorfa se, para cada pontop = (p1,...,p,) € U ecadaj=1,...n a
funcdo de uma variavel definida por

<5 — f(ph cy Pj—1,%5, Pj+1, ""7pn)
é holomorfa. Se f é parcialmente holomorfa e continua, dizemos que f é holomorfa.
Definicao 11. Um subconjunto U C C™ é chamado dominio se U é aberto e conexo.

Definicao 12. Um aplicagéo f = (fi,..., fm) : U — C™, onde U é um dominio em C"
€ holomorfa se cada componente f; for uma fungé&o holomorfa. Se, alem disso, f for
uma bijecdo e a f~! for holomorfa, entdao f é um biholomorfismo.

Observacao. Existem outras definicbes equivalentes para fungbes holomorfas de
varias variaveis. Em algumas ocasiées, este conceito € estabelecido usando-se séries
de poténcias convergentes, como por exemplo em [12].

Definicao 13. Se f é uma aplicacdo holomorfa de um conjunto aberto D ¢ C* em C™,
podemos escrever f = (f1,..., fm), cOm cada f; sendo fungbes holomorfas em D. A
matriz

dfy ofi
=—(a) ... Z=(a)
Ot fin) oy 821' ) az”_
@=|
(21, ..., 2n) Ofm O fm
o0 @ 95, @

é chamada de matriz Jacobiana de | em a.

Definicao 14. Dizemos que um ponto a € D é um ponto regular de f se o posto da
O(f1yeey fin)
8(21, ceey Zn)

ponto critico (ou singular) de f.

matriz Jacobiana (a) for maximo. Caso contrario, dizemos que a € um

2.4 Germe de Funcao Holomorfa

Para o estudo de fungdes holomorfas definidas numa vizinhanga de 0 € C”
vamos considerar o conceito de germes de fungdes.

Seja H o conjunto de fungdes holomorfas em alguma vizinhaga de 0 € C".
Definimos uma relacdo ~ em H da seguinte forma. Sejam f e g duas fungbes em H,
dizemos que f ~ g, se houver uma vizinhaga U de 0 tal que as restricdes de f e g para
U sao idénticas. A classe de equivaléncia da fungéo f é chamado de germe de f em 0.
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Definicao 15. O conjunto quociente por esta relacao de equivaléncia é denotado por
On

O,, tem estrutura de Anel Comutativo com as respectivas operacdes induzida
pela adicdo e multiplicacao de fungées. Com essa estrutura, o anel O,, constitui um
dominio de integridade de fatoracao unica. Outra importante propriedade do anel O,, €
o fato de que o mesmo é um anel Noetheriano, ou seja, todo ideal em O,, é finitamente
gerado (ver [33]).

2.5 Subvariedades Analiticas

Definicao 16. Seja D um subconjunto aberto de C" e V' um subconjunto de D. Dize-
mos que V' é uma subvariedade analitica em D se, para qualquer ponto p em D, existe
uma vizinhaca U de p e um numero finito de fungcdes holomorfas f1, ..., f, em U tais que

VU ={qeU: filg) = ... = fr(q) =0}.

Chamamos (fi, ..., f») de um sistema de fungbes locaisde Ve fi=fo=...= f., =0
equacoes locais para V em p.

Definicao 17. Seja V' € um subconjunto fechado em D. V é uma subvariedade
analitica em D, se e somente se, cada ponto p, em V admite uma vizinhaca U com as
propriedades da definicao de subvariedade analitica.

Definicao 18. Uma subvariedade analitica ndo-vazia que é definida localmente por
uma unica fungdo holomorfa (ndo identicamente nula) é chamada de hipersuperficie.

Definicao 19. Seja V' uma subvariedade analitica. Um ponto p emV é chamado de
ponto regular de V' se existe um sistemas de fungées locais (f1, ..., f) definindo Vem
uma vizinhaga de p tal que p € um ponto regular da fungdo f = (fi, ..., f»). Dizemos que
p € um ponto singular se p ndo € um ponto regular. O conjunto dos pontos regulares de
V' sera denotado por Reg(V') e o conjunto dos pontos singulares de V' sera denotado
por Sing(V).

Exemplo 2.5.1. Considere C* com coordenadas (z1, z;) € sejam

f(zb 22) = 2122

V = {(21,2) : f(z1,22) = 0}
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Assim, V consiste de duas linhas complexas que se interceptam em C? apenas na

origem (0,0). of of
Jf(Zl,ZQ): ( 8721 8722 ) = ( 29 21 )
Note que
Reg(V) =V —{(0,0)}
e

Sing(V) = {(0,0)}

Exemplo 2.5.2. Considere C* com coordenadas (zi, z, 23) € seja V' a subvariedade
analitica (hipersuperficie) definida pela fungdo
f(z1,29,23) = zlzg — zg.

Temos,

0 0 0
Jf(zlazQaZS):<azfl ai; ai’):(zg 22’122 —223)

Note que a Matriz Jacobiana tem posto maximo quando z; # 0 ou z3 # 0. Entdo

Reg(V') = {(21, 22,23) : 29 # 0 oU z3 # 0}

Agora note,
22 =0
22122 =0
—223 =0
Entdo

Sing(V) = {(21, 22, 23) : 20 = z3 = 0}

2.6 Germe de Subvariedades Analiticas

No conjunto de subconjuntos de C”, vamos considerar a seguinte relacdo de
equivaléncia: dizemos que dois subconjuntos A e B de C" sdo equivalentes se existe
uma vizinhanca U de 0 € C™ tal que

ANU=BnNU.

Neste caso, denotamos A ~ B. Além disso, a classe de equivaléncia de um subconjunto
A é chamada de germe de A em 0 e serd denotada também por A.

Observamos que para dois germes A e B em 0, estdo bem definidas as opera-
coes
ANB, AUB, A—B, ACB
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usuais de conjuntos.

Sejam fi,..., f, germes de O,,. Escolhemos uma vizinhanca U de 0 € C" tal
que esses germes sao representados por fungées holomorfas em U, que também
denotamos por fi, ..., f.. Definimos o germe de subvariedade analitica definida por
fi, ..., f, denotada por V'(fi, ..., f..), como sendo o germe do subconjunto

{zeU: fi(z)=..= f(2) =0}
em 0.

Seja I um ideal em O,,. Pela propriedade Notheriana de O,,, existe um nimero
finito de germes f1, ..., f. tal que

I={f1, [r)
(o ideal gerado por fi, ..., f.). Definimos
V() =V (fi, [r)
e chamamos de germe de subvariedade analitica definida por I.

Reciprocamente, seja um germe V' de uma subvariedade analitica na origem.
Escolhemos uma vizinhaca U de 0 tal que o germe é representado por uma subvarie-
dade analitica em U, que também denotamos por V. Definimos

IV)={f€0O,: f(z)=0,Vz€ V}.

Proposicao 1. Sejam V, V| e V, germes de variedades analiticasem Oe I, I, e I, 0s
ideais em O,,.

(i) Sel, C I, entdo V (I,) C V(1)
(ii) Se Vi C Vs, entdo I(V,) C I(Vh)
(i) VII(V) =V
(iv) I(ViU Vo) = I(Vi) N I(V3)

Definicao 20. Seja V. um germe de subvariedade analitica no 0. Dizemos que V' é
irredutivel se V + o eseV =Vi UV, implicaVy, =V ouVy, =V,

Teorema 2.6.1. Um germe de uma subvariedade analitica V' € irredutivel se, e somente
se, oideal I(V') é primo.

Sabemos que um elemento « é dito uma unidade de um anel se
uwv =1

para algum elemento v.
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Proposicao 2. Um germe g € O,, € uma unidade, se, e somente se, g(0) # 0.

Em O,, o conjunto dos elementos nao unidades formam o Unico ideal maximal,
mais precisamente:

Proposicao 3. O conjunto
M={g€O0,: g éndo unidade}

é o unico ideal maximal de O,,.

Por um resultado devido a J. Briancon e A. Skoda [8], se g € M (isto é, g é nao
unidade) entdo ¢" pertence ao ideal jacobiano de g. Em particular, se f € O,, € um
germe com singularidade isolada na origem, entao

fre; (2.1)

2.7 O Numero de Milnor

O numero de Milnor de uma singularidade isolada de uma hipersuperficie
analitica foi concebida por J. Milnor [22]. Este conceito foi posteriormente generalizado
por diversos autores em diferentes contextos.

Hann [17] estendeu os resultados de Milnor para uma intersecdo completa com
singularidade isolada, e posteriormente Greuel [13] e |€ [20] - de forma independente -
obtiveram uma defini¢cdo algébrica para o numero de Milnor, em termos das derivadas
parciais das equacgdes de defini¢io.

Mais recentemente, A. Parusinski [24] estendeu a no¢ao de numero de Milnor
para singularidades néo isoladas obtendo uma férmula para ele em termos das classes
de Chern e da caracteristica de Euler.

Sejam f € O, um germe de fun¢do holomorfa na origem 0 € C* e J; =

<g‘zf, e gj> 0 seu ideal jacobiano. A dimens&o do C-espago vetorial
1 n

dim(c 7n’
(Jr)

denotada por p(f), € chamada de numero de Milnor de f (em 0).

Exemplo 2.7.1. Vamos determinar y(f) para o germe f : (C?,0) — (C,0) dada por

fz,w) =22 +w?

O ideal Jacobiano é:
Jr = (327, 3w?)
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Como o anel O, é formado pelos polinémios em = e w, o ideal J; = (322, 3w?)
impde que todos os mondémios que contenham 2* e w? sejam equivalentes a 0 no
quociente, ou seja, esses mondmios pertencerdo a J;.

@) . Al ~
Portanto, o espago J—Q consiste nos monémios que ndo pertencem a J;, ou

f
seja, aqueles deg(z) < 2 e deg(w) < 2. Com isso,

Lz,w,zw ¢ Jy

Logo,
Oy

— = (1, z,w, zw)

(Jy)

Portanto, o numero de monémios independentes na base é 4. Logo:

u(f) =4
Exemplo 2.7.2. Vamos determinar u(f) para o germe f : (C2,0) — (C, 0) dada por

flz,w) = 22 +w°

O ideal Jacobiano é:
Jr = (22, 5w?)

O anel O, é formado pelos polinbmios em z e w e o ideal J; = (2z,5w*) impée
que todos os monémios que contenham z sejam equivalentes a 0 no quociente.

E, todos 0os monémios com w* ou graus maiores em w sejam equivalentes a 0
no quociente, ou seja, os monémios pertencergo a J;.

Com isso, os monémios restantes sdo 2° e deg(w) < 4

2w, w?w ¢ Jy

Portanto, o espaco

O
=2 =< 1, w,w

(Jy)

Portanto, o numero de monémios independentes da base séo 4. Logo,

2,w3>

p(f) =4

2.8 O Numero de Tjurina

O numero de Tjurina constitue um invariante analitico para singularidades iso-
ladas de germes de funcdes holomorfas. Trata-se de um conceito que remonta os
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trabalhos de Galina N. Tjurina [27]. Em sua homenagem, Greuel [13] designou a
dimensao do espacgo base da deformagédo miniversal de uma singularidade isolada por
nuamero de Tjurina.

No presente capitulo vamos apresentar o conceito de numero de Tjurina para
singularidades isoladas de hipersuperficies analiticas. Também vamos apresentar
alguns exemplos e propriedades.

Seja V um germe de hipersuperficie na origem, com singularidade isolada,
definida por f € O,,. O nimero de Tjurina de f (em 0), denotado por 7(f), é a dimenséo

n

do C-espaco vetorial 07 ou seja,

<Jf7f>

On
<Jf7 )

7(f) = dim¢

Como (Jy) C (Jy, f), segue diretamente da definigdo que

0 <7(f) < ulf),

T(f) = dlm(c Tf

Exemplo 2.8.1. Vamos determinar o nimero de 7(f) para o germe f : (C%,0) — (C,0)
dada por
f(xy) =2 +y°

O numero de Tjurina esta definido por

O,

7(f) = dim¢ T

Com isso,
(Jp, f) = (22,3y%,2° + ¢°)

&

(Jp, )
pelas relagbes 2x = 0,3y% = 0,2% +y° = 0.

O espaco quociente é descrito pelas funcbées que ndo sao eliminadas
1-2x = 0 implica x = 0. Portanto, descartamos todos os monémios com X.

2 - 3y? = 0 implica y* = 0, ou seja, todos os monémios com y* ou maior grau
s&o descartados.

3 - Como z = 0, a relagdo x> + 3> = 0 ja é automaticamente satisfeita.

Diante disso, os monémios restantes sdo aqueles com z°,y°,y, ou seja, 1,y ¢ J;
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Logo,
O

<‘]f7f>

= <17y>

O numero de monémios independentes na base sdo 2. Portanto,

(f) =2
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3 Teorema Principal

Este capitulo tem como objetivo apresentar a demonstragao do resultado princi-

1(f)

pal desta dissertacao, o qual estabelece uma cota superior para o quociente W de

um germe de funcao holomorfa f € O,, com singularidade isolada na origem:

Teorema 3.0.1 (Liu, [19]). Seja (V,0) C C™ um germe de hipersuperficie com singulari-
dade isolada na origem, definida por [ € O,,. Ent&o,

1(f)

—= < n.

T(f)
Antes da demonstracdo desse teorema sera necessario fazer algumas conside-
ragbes de forma preliminar.

Seja M um O,,-modulo com as operacoes

+ MxM — M
(a,b) — a+b

2 OpxM — M
(f,a) — fa

Observamos que M possui estrutura natural de C-espaco vetorial: identificando cada
numero complexo A € C com a fungdo constante f, = A, temos a multiplicacéo por
escalares

- CxM — M

(Aa) — fra

(M, +, ) constitui um C-espago vetorial.

Quando estivermos considerando um O,-mdédulo M com a sua estrutura de
C-espaco vetorial, vamos usar o simbolo

Mc
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para explicitar a estrutura considerada, e o simbolo
para designar a sua dimensao como C-espaco vetorial.

Proposicao 4. Seja M’ um O,,-submddulo de um O,-mddulo M e considere o O,,-
. M ~ . .~
maodulo quociente —-. Entdo, as sequintes condi¢cbes ocorrem:

M'
M ; , . Mc
) | — m isomorfo a
Q (M’)(C ey M

(1) Se Mc tem dimenséo finita, entdo M tem dimensé&o finita e vale
. M , : /
dimg¢ (]V[’) = dim¢(M) — dim¢ (M)
Prova: (i) Fixando as notag6es, obtemos por definigéo,

(57), = {ldsae M}, com [a] = {a+hshe b

Mc

~={a:ae M}, coma={a+h:he M}
M(C

Assim, segue que a transformacao linear
M M¢
T:(— —
(M’><c M¢
a] — a

sdo isomorfos.

constitui um isomorfismo. Logo <M> e Mc
H09% ) ® g

(71) Suponhamos que M tenha dimenséo finita. Sendo M{ C M¢ um subespaco
vetorial, segue que M. tem dimensao finita.

Por outro lado, sendo M e M. de dimensao finita, segue da Algebra linear que

M,
dim(c ((/: = dlm(c M(c — dlm(c M((/:
M¢
, M M,
Mas, pelo item (i), <M’> ~ M(’C‘
C C

Assim,

M
dimc (M) = dlm(c M — dlIIl(C M,



Capitulo 3. Teorema Principal 28

Para cada germe g € O,, vamos denotar, respectivamente, por [¢] e [[g]] as clas-

A On O, , , I
ses de equivaléncia de g em —— e ———. N&s observamos que existe uma projecao
o ()~ (I )
natural = : —“ — ———— definida por 7([g]) = [[¢]], @ qual € um homomorfismo
(Jr) (Jr, )

sobrejetor, conforme provado no lema a seguir.

Lema 3.0.2. A aplicacao

0w . O
(Jp) (Jp, f)
lg] — [lgl]

€ um homomorfismo sobrejetor.

Prova: Em primeiro lugar vejamos que 7 esta bem definida. Com efeito, dados g, h € O,
tais que [g] = [h], mostremos que 7 ([g]) = 7 ([h]). Sabemos que [¢] = [h] se, e somente
se, existem ay, ..., a, € O, tais que

<, Of
g—h—;a%az.

)

Em particular,

"0
g—h:Zai f+0f,
i=1

azi
e, portanto, [[g]] = [[h]]. Logo, 7 esta bem definida.
Para provarmos que = é um O,,- homomorfismo, sejam a € O,, e [g], [h] € <?”>_
f

Temos

m(algl + 1) = n(lag] + [n])

Logo, 7 € um O,,- homomorfismo.

n

: . . , O
Finalmente, para provarmos que = é sobrejetor, seja [[g]] € ———, com g € O,,.

<Jf,f>

Tomando [g] € & obtemos
()
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O

A projegao natural 7 serd utilizada na obtengédo da seguinte sequéncia exata:

Lema 3.0.3. A seguinte sequéncia

i On P On T On
0 — Ker(¢) — ) — 5 — U h)

onde i é a inclusao, v € a multiplicagéo por f e 7 é a projecao natural, € exata.

— 0,

Prova: Em primeiro lugar vamos mostrar que a multiplicagéo por f definida por

b O O
- (Jp) (Jr)
lg] — [fd]

€ um O,- homomorfismo. Com efeito, vejamos inicialmente que ¢ esta bem definida:
sejam g, h € O, tais que [g] = [h]. Dai, existem a4, ..., a, € O, tais que

"0
g—h:Zaiaf
i=1

Zi

Consequentemente,

fog—fh = flg—nh)
_ ~ 9f
(g

=1

N
= ;(fai)g

7

E, portanto, [fg] = [fh]. Logo, ¥ esta bem definida.

Agora, sejam a € O,, € [g], [h] <J;‘>.

U (alg] +[h]) = 4 (lag] + [h])
= ¢ ([ag+hl)
= [flag+h)]

= [fag+ fh]

= la(fg)] +[fh]
= alfg]+[fH]
= ap(g) + ¢(h).

Logo, ¥ € um O,,- homomorfismo.
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Para finalizarmos a demonstracéo do teorema, basta verificar que Im(y) =
Ker(r).

n

De fato, seja [h] € Im(v)). Entao existe [¢] €

tal que ¢ ([g]) = [n], ou seja,

{J7)
[fg] = [h]. Assim, existem a4, ..., a, € O, tais que
h_fg_;aiazia

donde,

N, 9
h_;alazi—i_fg?

Assim, h € (Jy, f) e, portanto,
[[A]] = T[0]]-
Logo, [h| € Ker(m). Portanto,
Im(y) C Ker(n).

Por outro lado, seja [h] € Ker(r). Entédo, por definicdo de Ker(w), temos

& he <Jf,f>

Ou seja, existem ay, ..., a,,b € O, tais que

h—;aiaerf.

7

Donde o of
h— fb= ; Gig
e, consequentemente,
[h] = [f0]
: Oy,
Assim, tomando [b] € —, obtemos
{Jr)
w([o]) = [fb] = [A]

e, portanto, [h] € Im(v). Logo,

Ker(m) C Im(v).

O lema a seguir estabelece uma relagao entre o nucleo do homomorfismo ) e 0
namero de Tjurina.
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Lema 3.0.4. Considere o homomorfismo

v O, . O,
- (Jp) (Jy)
lg] — [fd]

entao

Prova: Pelo Teorema (2.1.1)

Yr) i
Ker(y) ~ Im(y)

Usando a proposicao (4), obtemos:

dimc(Im(v)) = dimg

Donde

dim¢ Ker(y) = dime (On> — dimg¢ I'm(v) (3.1)

Considerando a projecao
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Logo, usando a proposicao (4), obtemos:

dime Im(7) = dimg¢

Oy :
= dimc <<Jf>) — dim¢ Ker(m)
Donde
dim¢ Ker(m) = dimg (8;3) — dim¢ Im(7) (3.2)

Por outro lado, a sequéncia exata do Lema 3.0.3 nos diz que
Im(y) = Ker(n).

Assim, obtemos
dim¢ I'm(v) = dim¢ Ker(n)

e, consequentemente, usando (3.1) e (3.2)

dime Ker(y) = dimg On _ dimc I'm(¥))

{J5)
dime —~ — dime K
imc 5 ime Ker(m)
(@) (@)
= dim¢ —~ — [ dim¢ —% — dim Im(w))
o) ( o) -
= dimc Im(m)
Mas, sendo 7 sobrejetora, temos
O,
Im(m) =
() (Jr. [)
e, portanto,
dimc Im(m) =71
Logo,
dime Ker(y) =71
0

Para cada k = 1,2,...,n, vamos considerar o ideal (f*) adaptado ao espaco

(Jr)

quociente , OU seja, 0 conjunto

1 ={uirte Gy iaconl.
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Lema 3.0.5. (f*)

(Jr)

Prova: Sejam h € O,, e [¢1][f*], [92][f*] € <(;"> Temos
!

h((g][F*) + (g2l f*] = hloif*] + [926"]
[hg1 f*] + [92/"]

= [hglfk + 92fk}
[(hg1 + g2) f*]
[hag1 + ga] "]

Logo, h([g:][f*]) + [g2[*] € (Jp).
0

~ , O, , oy
Observacgao. Se considerarmos —"- como C-espaco vetorial, temos que { f*) constitui

(Jr)

(Jr)
Notamos que (f*1) c (f*) e, portanto, (f**!) constitui um submaédulo de (f*).
Dessa forma, esta bem definido o O,,- médulo quociente

()
<fk+1> ’

cujos elementos serao denotados por

[[a]]k,

()
<fk+1>

para cada [a] € (f*). Note que também tem estrutura natural de C-espaco

vetorial.

Por outro lado, a condigédo (f**') c (f*) determina a seguinte cadeia decres-

@)
cente de ideais L
( (Jf>>

S{H DM DD o (M) = {0k (3.3)

Note que por (2.1)
fn c Jf,

e, portanto, (f") =

On
(Jr)
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Lema 3.0.6. Considere o homomorfismo

entao

(f"h) € Ker(¥).
Prova: Dado [¢][/"'] € (f*~!) podemos escrever

Y((allf" )

(g )
[fgf" ]
= [9/"]
[9][f"]
Sendo f uma ndo unidade de O,,, segue de (2.1) que
fn € Jf,

em particular, [f"] = [0]. Assim,

Y(lgllf") = [gll0]

donde

lgl[f"] € Ker(v).

(")
<fk+1>

estrutura de C-espaco vetorial. Também vamos tomar a seguinte projecao

No préximo resultado vamos considerar (f*) e

(k=1,...,n—1) com

a qual € um C-homomorfismo.
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Lema 3.0.7. Paracadak =1,...,n — 1, a sequéncia

. k
0 — Ker(yy) - (F) 25 (fFy I <;{+>1> —0 (3.4)

ondei é a incluséo e vy, é a multiplicagao [f] definida em (f*), é exata. Além disso,

(i) Ker(y) = Ker(¥) N (f*)
(")
(fF+TY

(ii) dimg

= dim¢ {k‘er(@/)) N (fk>}

Prova: Sendo 7, sobrejetora, basta mostrar que
Im(yy) = Ker(my)

para concluirmos que a sequéncia é exata.

Com efeito,

m(l9lF*]) = [[0]]
m([9.f*1) = [[0]]«
[lg ]l = [[O]]x
9" € (f*)

l9][f*] € Ker(m)

(N R

Portanto,
Im(¢y) = Ker(my).

Por outro lado, [a] € Ker(y) N (f*) se, e somente se, existe h € O,, tal que [a] = [h][f¥]
e ¢([a]) = [0]. Assim, nessas condi¢des, obtemos
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Logo,
Ker(¥) 0 (f*) = Ker(yy,)

e, o item (i) esta provado.

n

Como ({f*))c e (Ker(y1))c sd0 subespagos vetoriais de (8>> , 0 qual tem
fr/c
dimensao finita, temos que ambos tém dimensao finita e pela proposicao (4),

im <fk> = dim ) — dim er
dime (05 = dme((r4) - dimeer(in) 85

Por outro lado, segue do Teorema (2.1.1) que

dime Im(yy) = dime <K<f(1>b)>

= djmc(<fk>) — dimg¢ Ker(y),

Donde da ultima etapa, usamos (3.5). Logo,
dime Ker(iy) = dime ((f*)) — dime Im(¢y,) (3.6)

Sendo (3.4) uma sequéncia exata, temos I'm(vyy) = Ker(m) €, portanto, usando (3.5)
e (3.6),

dimg ker(¢y) = dimg ((f*)) — dime I (yx)
= dimge ((f*)) — (dime ((f*)) — dimg Im(m))
= dim(c [m(%k)
(f*)
<fk+1>

== dim(c

onde na ultima igualdade usamos o fato de 7, ser sobrejetora. Por outro lado, o item (7)
nos diz que
dime (Ker(t)) = dime {Ker(v) 0 (5},
Logo,
()
<fk+1>

dim¢ {Ker(@b) N <fk)} = dim¢
e o item (ii) esta provado.

OJ
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Observacao. Parak =n — 1, o item (ii) do Lema (3.0.7) nos diz que
dimg (") = dime {ker(v) N (f*)}

uma vez que (f") = {0} é o submddulo trivial nulo de <§">.
f

Oy

Lema 3.0.8. s e On s&o isomorfos.

nh

Prova: Como anteriormente, para cada g € O,,, vamos denotar respectivamente por

l9] e [lg]]
On
0s elementos de <J:> e (Jf,nf>' Os elementos de <<‘;f>>seréo denotados por [g], ou seja,
para cada g € O,,, temos
_ O,
5 = {l+ e 35 e ]
On
- {w+nme Gy ieol
On
= {[g+lf] € o) oy eOn}
Vamos considerar a funcao
On
5 On
T IR
lg] — lgll

e, mostraremos que 6 & um isomorfismo.

Com efeito, em primeiro lugar vejamos que 6 estd bem definida: sejam [g], [h] €
O,

(Jy)

()

tais que [g] = [h].
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lg)=[n < [g]—I[h] €(f)
< 1€ 0,/[g)—[n] = [I[f]
& J1e0/lg—h=]lf]
& ILE0./(g—h) - (f) € (Jp)
< Jay,...,a0,l €0,/ g—h—I1f = Zn:
< Jday,...,a,,1€0,/ g—h= zn:ajaf
& g—he(J;f)
< [lgl] = [[n]]
< 0([g]) = 0([n])
e, portanto, 6 esta bem definida.
On
Agora, sejam il € O, e [,[]e<<‘]f>>temos
0 (llgl+[nl) = o(ifg] +nl)
= 6 (ltg] +[A])
= 0 ([lg+ )
= [[lg +n]]
= {[[g]] + [[A]]

Portanto, # € um O,,-homomorfismo.
Para finalizar vejamos que 6 € bijetora.

De fato,

of

+1Uf
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0 ([g]) =[] < [lg]] = [[0]]
< g€ <Jf7f>
& EIal,...,an,lEOn/g:Zajg—i-lf
& 31e€0,/ g—1f €(Jp) J
& e 0/ [gl=1/]
& e/ g =[/]
& gl e(f)
& =10
Logo, @ é injetora.
On
On e Ar)
Por outro lado, dado [[%]] € T tomando [h] € 07 obtemos

e, portanto, 6 & sobrejetora.
0

Com as ferramentas necessarias ja estabelecidas, estamos prontos para enun-
ciar e demonstrar o teorema principal deste trabalho:

Teorema Principal: Seja (V,0) c C™ um germe de hipersuperficie com singularidade
isolada na origem, definida por f € O,,. Entao,

1(f)

——= <n.

T(f) ~
Prova do Teorema Principal: Pelo item (ii) do Lema 3.0.7, paracada k =1,...,n — 1,

i <fk> = dim er k
dlmCW—d c{k () N {(f >}

Assim, obtemos

()
<fk+1>

dim¢ = dim¢ {ker(@/)) N (fk)} < dim¢ Ker(z).

Dai, usando o Lema 3.0.4 temos

()
() =

7(f) (3.7)

dim(c
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paratodo k =1,...,n — 1. Em particular, para k =n — 1,

dim (f"~) < 7(f), (3.8)

uma vez que (f") =

O,
(Jf)
Por outro lado, (3.3) determina a seguinte sequéncia de subespacos vetoriais

o <<3;>>@

(8;) S (e D (e DD (" He D (e = {0}

n

(Jr)

Note que cada subespaco (f*) tem dimenséo finita, uma vez que ( ) tem dimen-
C

sao finita. Assim, da Algebra Linear, obtemos

0 On_
dim¢ ( J:> = dimc <<JJ,{>> + dimc (f)
dime (f) = dimg <<ff2>> + dimg (f?)
2
dim(C <f2> = lel(C 2‘;3i + dlm(c <f3>
n—2

dime (") = dimg 8;_1; + dimg (/")

Donde, O
O " n—2 fk ) .
dime (Gt = dime e + 3 dime iy - dime ()
Assim, usando (3.7) e (8.8), obtemos
On_

dime <%> < dime 5+ (= 2)7(f) +7(f)

On
Mas, sabemos que <<J;>> e <Jf,nf> sao isomorfos e, portanto

On
) On  _
dim¢ <T> = dim¢ T f) =7(f)
Logo, O
p(f) = dime ﬁ < nt(f)
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4 Aplicacao

B. Teissier [29] introduziu o conceito de i-€simo numero de Milnor (i = 0,1,...,n)
de um germe de hipersuperficie (V,0) c C", denotado por ¢, o qual é definido como o
nuamero de Milnor de uma interse¢éo de (V,0) com um plano genérico de dimensao i
passando pela origem.

De acordo com [30], vale a relacdo envolvendo os i-ésimos numeros de Milnor

n—1 1

> > 1

'un—l 2 'un—2

7;0‘7;

Além disso, se m( f) denota a multiplicidade do germe f € O,, que define (V,0), entao
ph=m(f) -1

Dessa forma, sendo u(f) = u", obtém-se a seguinte cota inferior para o niumero de
Milnor (veja [34])

p(f) = (m(f) = 1)" (4.1)

Como aplicacéo do Teorema Principal (Teorema (3.0.1)) e da relagéo (4.1) temos
0 seguinte corolario que estabelece uma cota inferior para o nimero de Tjurina:

Coroléario 4.0.1. Seja (V,0) ¢ C" um germe de hipersuperficie com singularidade
isolada na origem, definido por f € O,,. Entéo,

(m(f) = 1"

n

m(f) =
Prova: De acordo com o Teorema (3.0.1),

T(f) = ),

Usando (4.1) obtemos
(m(f) 1"

n

7(f) >
O

Observacao. Se f é um polinbmio homogéneo e n = 1, entao a cota inferior é atingida,
pois,

7(f) = u(f) = (m(f) = 1)
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