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Resumo

PEREIRA, Renata Fernandes, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, marco de 2022. Analise
global de sistemas diferenciais polinomiais. Orientador: Oscar Alexander Ramirez Cespedes.

Em [1] os autores usaram dois sistemas de equacdes diferenciais para estudar as oscilacdes
do processo glicolitico da levedura, conhecidos na literatura como oscilador de Higgins-
Selkov e modelo de Selkov. Neste trabalho, classificamos todos os retratos de fase possiveis
destes modelos no Disco de Poincaré. Para atingir este objetivo, usamos algumas ferramentas
cldssicas da teoria qualitativa de sistemas de EDOs, tais como, o Teorema de Hartman-
Grobman, Teoremas das Variedades Central e Estavel, Teorema de Poincaré-Bendixson, além
de alguns resultados da teoria local de sistemas nao-lineares (veja [5]). Também apresentamos a
Compactificacdo de Poincaré, ferramenta que nos permite analisar o comportamento das Orbitas
quando estas se aproximam do infinito, € o blow-up direcional, que é utilizado para estudar

singularidades degeneradas.

Palavras-chave: Sistemas diferenciais polinomiais. Compactificacio de Poincaré. Modelo

Higgins-Selkov. Modelo Selkov. Classificacdo topoldgica de singularidades.



Abstract

PEREIRA, Renata Fernandes, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March, 2022. Global
analysis of polynomial differential systems. Adviser: Oscar Alexander Ramirez Cespedes.

In [1] the authors use two systems of differential equations to study the oscillations of the
yeast glycolytic process, known in the literature as the Higgins-Selkov oscillator and the
Selkov model. In this work, we classify all possible phase portraits of these models on the
Poincaré Disk. In order to do this, we use some classical tools of the qualitative theory of
ODE systems, such as Hartman-Grobman Theorem, Central and Stable Manifold Theorem:s,
Poincaré-Bendixson Theorem, in addition to some results from local theory of nonlinear
systems (see [5]). Moreover, we present the Poincaré Compactification, which is a tool that
allows us to analyze the behavior of the orbits when they approach infinity, and the directional

blow-up, which is a technique used for studying of degenerate singularities.

Keywords: Polynomial differential systems. Poincaré Compactification. Higgins-Selkov

model. Selkov model. Topological classification of singularities.
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Introducao

Nos dltimos anos, o estudo de equacdes diferenciais tem ganhado espaco em muitas dreas
da ciéncia, uma vez que inimeros problemas da fisica, quimica, biologia, engenharia e de
diversas outras dreas podem ser representados por meio de modelos matematicos. Mas, do
que se trata este objeto, afinal? Uma equacdo diferencial (ED) é uma equacido que envolve
derivadas de uma funcio desconhecida com uma ou mais varidveis. No caso em que a
fun¢do desconhecida depende somente de uma Unica varidvel, a equacdo denomina-se equagao
diferencial ordinaria (EDO). O surgimento das equacoes diferenciais da-se entdo da tentativa de
formular ou descrever sistemas fisicos por meio de modelos matematicos [16].

No entanto, um problema matemdtico comum que as equagdes diferenciais apresentam &
o de resolvé-las explicitamente, e muitas vezes, isto nem € possivel. Neste sentido, a teoria
qualitativa de equacdes diferenciais originada por Henri Poincaré no final do século XIX se
mostra primordial para a andlise do comportamento destas solucdes, sem necessariamente
conhecer as expressoes que venham a assumir. Além disso, € possivel ter uma no¢ao geométrica
do problema esbo¢cando um retrato de fase em que as caracteristicas qualitativas relevantes sao
representadas. Nesta perspectiva, nosso objetivo com este trabalho € investigar a dindmica
das solu¢des dos modelos Selkov e Higgins-Selkov estudados em [1] préximo a pontos
singulares, bem como determinar o retrato fase destes sistemas no Disco de Poincaré, sem
nos preocuparmos tanto com os aspectos bioldgicos relacionados a estes modelos.

Para tal, primeiro introduzimos no Capitulo 1 alguns conceitos e resultados cldssicos da
Teoria Local para sistemas de equagdes diferenciais ordindrias, tais como o Teorema do Fluxo
Tubular, que caracteriza a dinamica das solu¢des de um sistema de EDOs préximo a pontos
regulares, o Teorema de Hartman-Grobman, que nos permite aproximar sistemas ndo-lineares
por sistemas lineares, em torno de singularidades hiperbdlicas e o Teorema de Poincaré-
Bendixson, que caracteriza os conjuntos limite de uma solu¢do. Além disso, neste capitulo

sdo discutidos os possiveis retratos de fase para um sistema linear planar.
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Ainda no Capitulo 1, serd apresentada uma técnica de compactificacdo introduzida por
Poincaré em 1881, que nos permite obter informagdes a respeito de solu¢des que tendem para
o infinito, por meio de um novo sistema dindmico topologicamente equivalente ao original,
definido em um subconjunto compacto do espaco euclidiano (veja [8]), possibilitando assim a
andlise global deste sistema. Também € abordada a técnica de Blow-up, amplamente utilizada
na dessingularizacao de pontos singulares degenerados de campos vetoriais planares.

Sobre a aplicabilidade dos modelos aqui estudados, sabemos que todo organismo precisa de
energia para a realizacdo de processos celulares e metabdlicos. A glicélise € um dos processos
quimicos fundamentais para a geracdo desta energia, e em células de levedura intactas, bem
como em extratos de levedura ou de misculos, a glicélise pode ocorrer de forma oscilatoria,
devido a acdo de enzimas (consulte [14]). Neste sentido, Sel’kov e Higgins propuseram
modelos de EDOs para descrever estas oscilagdes, cujos sistemas de equagdes diferenciais
associados sao estudados em [1], artigo no qual essa dissertacdo € baseada. Estes modelos sdao
conhecidos na literatura por modelo de Selkov e oscilador de Higgins-Selkov. Nos Capitulos 2 e
3, apresentamos a andlise detalhada destes modelos, os principais resultados a eles relacionados
e 0s possiveis tipos topoldgicos dos retratos de fase no Disco de Poincaré a eles associados.

Para desenhar os retratos de fase e realizar parcialmente alguns calculos foram utilizados os

softwares Inkscape [9] e o Mathematica [15].
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos basicos e resultados cldssicos da teoria
qualitativa de sistemas diferenciais planares, necessarios para a compreensao do conteido desta
dissertacdo. Vale ressaltar que, por fugir do escopo deste trabalho, estes resultados terdo sua
prova omitida. No entanto, as demonstragdes bem como mais detalhes podem encontrados em
[5], [13] e [14], referéncias nas quais este capitulo é majoritariamente baseado. De modo geral,
por se tratarem de resultados cldssicos, ha um amplo acervo bibliografico disponivel além do

que foi aqui citado.

1.1 Campo Vetorial e Fluxo

Seja A um aberto em IR>. Um campo vetorial de classe C" em A é uma aplicacio
X : A — R?declasse C", com 1 < r < 4. Se r = m, dizemos que X € analitico, isto &,
pode ser expandido localmente em uma Série de Taylor convergente.

A representacdo grafica de um campo vetorial no plano consiste em desenhar um nimero
de vetores (x,X(x)) escolhidos de maneira conveniente. Para cada campo vetorial X podemos

associar um sistema de EDO’s
dx

— =X 1.1

o~ X (D
com x € A. Fixaremos a nota¢@o x para indicar dx/dt. Uma vez que X = X (x) ndo depende
(explicitamente) de ¢, dizemos que a equacgdo diferencial (1.1) é auténoma. Usualmente, a

varidvel ¢ é chamada de tempo.
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Por defini¢do, uma solucdo de (1.1) é uma fungio diferencidvel ¢ : I — A C R?, tal que

de
L) =x(o(1))

para todo ¢ € I, em que / € um intervalo aberto no qual a solucdo esté definida.

Dado x € A, se X(x) = 0 dizemos que x é um ponto singular (ou ponto critico, ponto
de equilibrio), caso contrério, i.e., X(x) # 0, entdo x é dito ser um ponto regular. Em
teoria, campos que ndo possuem singularidades sao mais simples de estudar, j4 que podem
ser vistos localmente como um fluxo de linhas. Trataremos deste assunto com mais detalhes
posteriormente.

Agora, sejam xo € A e ¢ : I — A uma solucdo do sistema (1.1) com condi¢@o inicial
©(0) = xo. A fungdo ¢ é chamada de solugio maximal se para toda solugdo Y : J — A com
y(0) =xp de (1.1) tal que I C J e @ = y|; temos [ = J. Neste caso, [ = I, é chamado de
intervalo maximal. Se ¢ : [;, — A € uma solu¢do maximal, ou esta € regular ou € constante.
Caso ¢ seja regular, o conjunto imagem Y, = {@(¢) : t € I} C A dotado da orientagdo de ¢, é
chamado de trajetéria, érbita ou curva integral (maximal) associada a solu¢do maximal ¢.

Seja @y, () uma solugdo maximal do sistema (1.1) com condi¢do inicial x(0) = x. Dizemos
que @y, (¢) é uma solucdio periddica se existem s,7 € Iy, com s # 7 tais que @y, (s) = @y, (7).

A seguir, veremos os principais resultados da teoria qualitativa das solucdes de equagdes

diferenciais. Mais detalhes podem ser consultados em [5].

Teorema 1.1. Seja X um campo vetorial de classe C" com 1 < r < +o0 ou r = @. Entdo, valem

as seguintes afirmagoes:

(i) (Existéncia e Unicidade de solucoes maximais.) Para cada xo € A, existe um intervalo

aberto I, sobre o qual o sistema (1.1) tem uma vinica solu¢cdo maximal que satisfaca

Ox (0) = XQ-

(ii) (Propriedade do fluxo.) Se 'y = @y (t) et € Iy, entdo I, = I, —t = {r—t:r€l,} e
¢y(s) = @y, (t+5) para todo s € I,.

(iii) (Continuidade em relagéo a condi¢do inicial.) Seja Q) = {(t,x) : x € At € I,.}. Entdo Q)
¢ um conjunto aberto em R? e ¢ : QO — R? dada por ¢(t,x) = @(t) é uma aplicacdo

de classe C". Além do mais, ¢ satisfaz

D1D29(1.%) = DX (9(1.%))D29(t.%).
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para cada (t,x) € Q, em que D indica a derivada em relagdo ao tempo, D, indica a

derivada em relacdo a x, e DX ¢é a parte linear do campo vetorial X.
A funcio ¢ : QO — IR? definida em (iii) é nomeada fluxe gerado pelo campo vetorial X.

Teorema 1.2. Considere X um campo vetorial de classe C" com 1 <r < +oour=m, e A C
R2 Sejax€ Ael, = (0_(x),0(x)) tal que @4 (x) < +oo (respectivamente, @_(x) > —oo).
Entdo @.(t) tende para dA (fronteira de A) quando t — w4 (x), ou seja, para cada compacto
K C A existe € = €(K) > 0 tal que, se t € [0 (x) —€,@4(x)], entdo ¢(t) ¢ K. De modo

andlogo, este resultado é vdlido para ©_(x).

Seja @,(¢) uma curva integral de X. Dizemos que @, é periddica se existe um nimero real

¢ > 0 tal que @y (1 +c¢) = @,(¢), paracada r € R.

Proposicio 1.3. Seja ¢, (t) uma solucdo de X definida no intervalo maximal I,. Se @.(t;) =
Oc(t2) comty £ty ety 1y € Iy entd@o I, =R e @ (t +¢) = () para cadat € R comc =ty —t;.

Logo, @, é uma solugdo periddica de periodo c.

1.2 Equivaléncia e Conjugaciao Topologica

Ao estudar uma estrutura em matemadtica, é natural tentar compard-la a outras estruturas
de andlise menos complexa ou ja conhecidas. Nesta perspectiva, veremos nesta secdo 0s
conceitos de conjugacdo e equivaléncia topoldgica, ferramentas que nos permitem de certo

modo, relacionar solugdes de sistemas de equagdes diferenciais distintos.

Definicao 1.4. Sejam X e X, dois campos de vetores definidos em A e Ay, respectivamente.
Dizemos que X| € topologicamente equivalente (respectivamente, C"-equivalente) a X se
existe um homeomorfismo (respectivamente, um difeomorfismo de classe C") h: A| — A, tal
que h(y},) = }/}f(p), isto €, h envia Orbitas de X em 6rbitas de X, e preserva orientacdo. Mais
precisamente, seja p € Ay e y; a oOrbita orientada de X; passando por p. Entdo, h(y;) € a
6rbita orientada de X, passando por i(p). O homeomorfismo / é chamado de equivaléncia

topologica (respectivamente, C"-equivaléncia) entre X; e Xj.

O conceito apresentado a seguir € muito parecido com o de equivaléncia topoldgica, exceto

pela exigéncia de preservacdo do tempo.
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Definicdo 1.5. Sejam ¢ : O] — R? e ¢, : Oy — R? os fluxos gerados respectivamente
pelos campos vetoriais X; : A} — R2 e X, : Ay — R2. Dizemos que X; e X»
sdo topologicamente conjugados (respectivamente, C’-conjugados) quando existe um
homeomorfismo (respectivamente, um difeomorfismo de classe C") h : A} — A, tal que
h(@;(t,x)) = @2(t,h(x)), para cada (r,x) € ;. Neste caso, é necessdrio que os intervalos
maximais I, para @; e Ij(,) para ¢, sejam iguais. O homeomorfismo (ou difeomorfismo) h €
chamado de conjugaciao topoldgica (respectivamente C"-conjugacio topolégica) entre X e
X.

Observacao 1.6. Segue direto da defini¢do que toda conjugacdo topoldgica é uma equivaléncia
topoldgica. No entanto, a reciproca ndo é verdadeira, como pode ser observado no exemplo a
seguir.

Exemplo 1.7. Sejam X; e X, campos vetoriais definidos por

Xi(x,y) = (—y.x) e X (,y) = (—%y, 1x> |

Os fluxos destes campos sdo dados, respectivamente por
o1(t, (x,y)) = (xcos(r) — ysin(t),xsin(r) + ycos(t))

e o, (x,y)) = <xcos <%> —ysin (%) ,xsin (%) + ycos <%>) :

Considere o homeomorfismo identidade % : R?> — IR2. Temos que A(S,) = S,, onde S, =
{(x,y) € R?/x> +y?> = r?}, ou seja, a fungdo h envia circulos (6rbitas de X;) em circulos
(6rbitas de X3), e preserva a orientacdo. Portanto, X; e X, sdo topologicamente equivalentes.

No entanto, estes campos ndo sio topologicamente conjugados. De fato, suponha que exista

h:R? = R? tal que
h((pl(t’ (X,y))) = (pz(t,h(x,y)), vt 6I()c,y)' (1.2)
Seja (x,y) = (1,0). Note que

¢1(0,(1,0)) = (1,0) = ¢1(27.(1,0)) (1.3)
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Logo, o periodo de ¢; é t = 2. Além disso, temos

02(27,1(1,0)) = h(e1 (27, (1,0))) = 1(1,0) = (x0,30),

Mas, por outro lado

©2(27, (x0,y0)) = (—x0,—0)) # h(1,0),

o que gera uma contradicdo. Portanto, ndo € possivel obter /& que satisfaca (1.2).

A proposi¢do a seguir é uma ferramenta que permite caracterizar uma C"-conjugacdo, com

r>1.

Proposicio 1.8. Sejam X; e X» campos vetoriais de classe C* definidos conforme visto
anteriormente, e h : A — Ay um difeomorfismo de classe C" com r > 1. Entdo, h é uma

conjugacdo topologica entre X e X, se, e somente se,
Dh,X,(p) = X»(h(p)) para cada p € A,.

Observacao 1.9. Os conceitos de equivaléncia e conjugacio topoldgica aqui apresentados para
campos vetoriais se estendem aos sistemas de equagdes diferenciais associados a estes campos,
isto é, dois sistemas diferenciais sdo topologicamente equivalentes (conjugados) quando seus

respectivos campos associados sao equivalentes (conjugados).

1.3 Conjuntos @ e ®-limite

Sejam A um subconjunto aberto de IR?, X : A — IR? um campo vetorial de classe C" com
l<r<eour=aw, e ¢(t)=¢(t,p) = ¢y(r) a curva integral de X passando pelo ponto p,

definida no intervalo maximal /, = (@—(p), 0+ (p)). Se @1 (p) = +oo, definimos o conjunto
o(p) ={q € A: existe {t,},eN com f, — +o0 e @(f,) — g com n — +oo}
Analogamente, se ®_(p) = —co definimos o conjunto

o(p) ={qe€A: existe {t,},en comt, — —c0 e @(1,) — g com n — +oo}
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Os conjuntos ®(p) e o(p) sdo chamados de conjuntos o-limite e o-limite de p,
respectivamente.

O teorema a seguir, conhecido como Teorema de Poincaré-Bendixson, é uma importante
ferramenta para a caracterizacdo dos conjuntos definidos anteriormente considerando o caso de

campos vetoriais associados a sistemas planares. Sua demonstragcao pode ser vista em [5].

Teorema 1.10 (Poincaré-Bendixson). Seja y; uma semi-orbita positiva passando pelo ponto p
e seja @(t) = @(t, p) uma curva integral de X definida para todo t > 0, tal que 'y, estd contida
em um conjunto compacto K C A. Assuma que o campo vetorial X tenha no mdximo um niimero

finito de singularidades em K. Entdo, vale uma das seguintes afirmagoes:
(i) Se o(p) contém apenas pontos regulares, entdo ®(p) é uma drbita periddica.

(ii) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo @(p) é formado por um conjunto
de orbitas e de singularidades, de modo que cada uma das orbitas tende a um dos pontos

singulares em @(p), quando t — oo,

(iii) Se w(p) ndo contém pontos regulares, entdo ®(p) tem um tinico ponto singular.

1.4 Separatrizes, 6rbitas periodicas e ciclos limite

Nesta secdo, serdo apresentadas as defini¢des de Orbitas periddicas, ciclos limite e

separatrizes de um sistema dinamico definido por
x = f(x). (1.4)

Definicao 1.11. Um ciclo ou érbita periddica de (1.4) é qualquer curva solugdo fechada de
(1.4) que ndo é ponto singular deste sistema. Os ciclos do sistema (1.4) correspondem as
solugdes periddicas de (1.4) uma vez que @(-,xp) define uma curva solugio fechada de (1.4)
se, e somente se, para todo t € R, ¢(r + ¢,xp) = @(t,x9) para algum ¢ > 0. O menor ¢ que

satisfaz a equagdo anterior é chamado de periodo da 6rbita periddica @(-,xp).

Um ciclo limite, cuja definicdo € apresentada posteriormente, trata-se de uma Orbita

periddica que atende a algumas propriedades especificas.
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Definicao 1.12. Um ciclo limite y de um sistema planar € um ciclo de (1.4) que é o conjunto
o ou -limite de alguma trajetéria de (1.4) diferente de y. Se um ciclo ¥y é o conjunto ®-
limite de toda trajetéria em alguma vizinhanca de 7, entdo ¥ é chamado de ciclo ®-limite ou
ciclo limite estdvel; se y é o conjunto ¢-limite de cada trajetéria em alguma vizinhanca de 7,
entdo y é chamado de ciclo o-limite ou ciclo limite instdvel; e se Y € o conjunto w-limite de
uma trajetoria diferente de ¥ e o conjunto a—limite de outra trajetéria diferente de 7y, entdo y é

chamado de ciclo limite semi-estdvel.

AN T\ GRY
N NDT A\

Estavel Instavel Semi-estavel

Figura 1.1: Possiveis tipos topoldgicos de ciclos limite.

O Teorema a seguir estabelece condi¢des para a nao existéncia de solugdes periddicas em
regides fechadas simples, a partir da andlise do sinal do divergente de um sistema de EDOs.

Sua prova pode ser encontrada em [5].

Teorema 1.13 (Teorema de Bendixson). Considere o sistema de equacoes diferenciais

(1.5)

em que P e Q sdo fungdes pelo menos de classe C'. Suponha que o divergente do sistema (1.5)

dado por

tenha sinal constante em uma regido simplesmente conexa R, e ndo seja identicamente nulo em
nenhuma sub-regido de R. Entdo, o sistema (1.5) ndo tem uma orbita periodica inteiramente

contida em R.

Considere agora uma equacao diferencial

i=X(x) (1.6)
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em que X é uma fungio de Lipschitz em IR?, e seja ¢(¢,x) o fluxo definido por (1.6). Seguindo
a notacio das obras de Markus [11] e Neumann [4], vamos denotar por (IR, ¢) o fluxo definido
pela equacdo diferencial (1.6).

Definiciio 1.14. Dizemos que um fluxo (IR, ¢) é um fluxo paralelo se for topologicamente

equivalente a um dos seguintes fluxos:

(i) O fluxo definido em IR? pelo sistema diferencial x = 1, y = 0, que é chamado de fluxo de

faixa.

(ii) O fluxo definido em IR?\ {0} pelo sistema diferencial dado em coordenadas polares 7 =0,

6 = 1, que é chamado de fluxo anular.

(iii) O fluxo definido em IR?\ {0} pelo sistema diferencial dado em coordenadas polares 7 = r,

6 = 0, que recebe 0 nome de fluxo espiral ou nodal.

Dada uma regido aberta maximal em IR? na qual o fluxo é paralelo, deseja-se conhecer a
estrutura das Orbitas no limite desta regido. Os possiveis tipos de Orbitas que podem aparecer
recebem o nome de separatrizes, cuja definicdo dada por [11] e [4] € enunciada a seguir:
Definicao 1.15. Uma separatriz de um sistema diferencial ¢ uma trajetdria deste sistema cujo

tipo satisfaz algum dos seguintes itens:
(i) um ponto singular;
(i) uma Orbita periddica para a qual ndo existe uma vizinhanca que consiste inteiramente de
Orbitas periddicas;
(iii) uma 6rbita y(p), homeomorfa a R para a qual ndo existe uma vizinhanga N de y(p) tal
que:
(a) Paratodo g € N, at(q) = o(p) e o(q) = o(p),
(b) A fronteira de N é formada por a(p), @(p) e duas 6rbitas y(q;) e ¥(g2) tais que
a(p) = a(q) = a(q2) e 0(p) = 0(q1) = 0(q2).

Observacao 1.16. Alguns livros ndo consideram todos os itens da defini¢do 1.15. Por exemplo,
em [5], uma separatriz € dita ser uma Orbita que satisfaz o item (iii) da defini¢do. Adotaremos
esta convencdo. Além disso, o conjunto de todas as Orbitas que satisfazem (i) ou (ii1) € chamado

de esqueleto de separatrizes.
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O resultado a seguir nos permite determinar a classe de equivaléncia topoldgica de um

sistema diferencial a partir da descricdo do esqueleto de separatrizes a ele associado.

Teorema 1.17 (Teorema de Markus—Neumann—Peixoto). Suponha que (R?,¢1) e (R?,¢,)
sejam dois fluxos continuos que possuem apenas singularidades isoladas. Entdo, esses fluxos
sdo topologicamente equivalentes se, e somente se, seus esqueletos de separatrizes completos

possuem a mesma estrutura.

1.5 Pontos regulares

Muitas vezes, se tratando de sistemas de equacdes diferenciais, hd maior interesse em
conhecer o comportamento das solugdes do que necessariamente apresentd-la de forma
explicita. A esta representacdo geométrica de um conjunto considerdvel de Orbitas (que
possuem orientacdo no caso de Orbitas regulares, indicada por setas) de um campo vetorial
X : A — IR? dé-se o nome de retrato de fase do campo X.

Cada curva representada no retrato de fase estd associada a uma condi¢do inicial, e
a configuracdo destas curvas permite obter informagdes sobre o campo vetorial, como a
existéncia (ou ndo) de singularidades e a dinamica préximo a estes pontos. Neste sentido, o
conceito de equivaléncia topoldgica se revela uma importante ferramenta para a classificacdo
de sistemas dinamicos ao comparar dois sistemas que, embora distintos, apresentam o0 mesmo
comportamento qualitativo.

O Teorema apresentado a seguir aponta as possibilidades para a dindmica de solucdes

maximais de um campo vetorial C".

Teorema 1.18. Se ¢ é uma solugcdo maximal do sistema associado ao campo vetorial X de

classe C', entdo uma das seguintes afirmacoes é vdlida:
(i) @ é uma bijecdo em sua imagem.
(ii)) I =R, @ é uma fungdo constante, e Yo é um ponto.

(iii) I =R, ¢ é uma funcdo periodica de periodo minimo 7, isto é, existe um valor T > 0 tal

que (t+ 1) = @(t) paracadat € R, e ¢(11) # @(12) se |ty — 12| < 7.

A prova do Teorema 1.18 pode ser encontrada em [5]. Vamos agora discorrer sobre a

dinimica local de pontos regulares, isto é, x € A tal que X (x) # 0.
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Definiciio 1.19. Seja X : A — R? um campo de vetores de classe C", com A C R? e A C R
conjuntos abertos. Uma aplicagdo F : A — A de classe C" é chamada sec¢ao transversal local
de X se para todo a € A, o conjunto {F’(a),X(F(a))} for linearmente independente. Tome
Y. = F(A) com a topologia induzida. Se F : A — X é um homeomorfismo, dizemos que X é

uma secao transversal de X.

O Teorema do Fluxo Tubular enunciado na sequéncia, caracteriza o comportamento de
solugdes proximo a pontos regulares. O retrato de fase neste caso pode ser visto localmente

como um fluxo de linhas paralelas.

Teorema 1.20 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular de um campo vetorial
X:A—=R%*declasse C", com 1 <r<oour=ao,e seja F : A — X uma se¢do transversal de
X de classe C" com F(0) = p. Entdo, existe uma vizinhang¢a V de p em A e um difeomorfismo
h:V — (—¢,€) X Bde classe C", com € > 0 e B um intervalo aberto, com centro na origem tal

que
(i) h(ZNV) = {0} x B;

(ii) h é uma C"-conjugagcdo entre X |y e o campo vetorial constante Y : (—¢€,€) x B — R? em

que Y = (1,0). Veja a figura 1.2.

C)

+B

Figura 1.2: Teorema do Fluxo Tubular

Corolario 1.20.1. Se y é uma solucao maximal de um sistema diferencial associado ao campo

vetorial X de classe C", e 'y ndo é um ponto singular, entdo y é difeomorfo a R ou S'.

Este coroldrio basicamente caracteriza os tipos de Orbitas que podemos ter: ou € difeomorfa

a um ponto, ou a uma linha (curva) ou a uma curva fechada.
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1.6 Sistemas Lineares

Como foi mencionado anteriormente, em geral ndo € possivel resolver sistemas ndo-lineares
da forma x = f(x),emque f: A — R? e A é um aberto em R”. Contudo, é possivel obter muitas
informagdes qualitativas sobre o comportamento local da solucao deste tipo de sistema.

Nesta se¢do, serdo estudados os possiveis retratos de fase associados a sistemas lineares

planares homogéneos da forma

X =ax+ by
(1.7)
y=cx+dy

com a,b,c,d € R. Podemos ainda escrever o sistema (1.7) como x = AX, em que

¢ chamada de matriz associada ao sistema (1.7).

Nosso objetivo agora € verificar a relacdo existente entre a estrutura da matriz associada ao
sistema linear (1.7) e as informagdes que podem ser obtidas a partir dela sobre o comportamento
proximo as singularidades deste sistema. Para isso, partiremos dos autovalores obtidos através
do célculo do polindmio caracteristico da matriz A denotado por p(A) (mais detalhes sobre
esse procedimento podem ser vistos em [2]).

Seja I a matriz identidade de ordem dois, entdo

p(A) =det(A—AI) = det azh b :lz—(a+d)l—|—(ad—cb). (1.8)

c d—A
Note que a 4 d corresponde ao trago da matriz A, que aqui denotaremos por 7. Por outro lado,
(ad — cb) corresponde ao determinante de A, que serd denotado por 8. Suponha & # 0, neste
caso, nenhum dos autovalores de A serd nulo. Reescrevendo o polindmio caracteristico fixando

esta notacao temos

p(A) =A*—1A +6. (1.9)

Para encontrar os autovalores de A, basta resolver a equacdo do segundo grau obtida quando

p(A) = 0. Assim, temos:
TEVT>—46

A= >
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Antes de prosseguirmos para a andlise dos autovalores, faremos algumas consideracdes
importantes. Dada a matriz A associada ao sistema (1.7), se det(A) # 0 entdo é possivel
encontrar uma matriz invertivel P formada pelos autovetores associados aos autovalores de A

de modo que, em uma nova base B de IR?, A possa ser reescrita como
_ p-1
[A]g =P 'AP.
Além disso, [A]; vai corresponder a uma das seguintes matrizes

A0 21 a —B
J1 = , J2 = ou J3 = (1.10)
0 A 0 A B«

conhecidas na literatura como Formas Canoénicas de Jordan (consulte [13]). Vamos denotar
por ¢ : R x R> — IR? o fluxo de cada um dos sistemas associados as matrizes (1.10).
Prosseguindo, temos as seguintes possibilidades para o conjunto solucéo de p(1) = 0:

(i) Duas raizes reais de sinais opostos A; € A. A matriz A na nova base I3 é equivalente a J;.
Neste caso, o fluxo do sistema associado a matriz [A] ; = J; é @(t, (x,y)) = (xe)”'t ,yela! )s

e os possiveis retratos de fase sdo dados pela figura 1.3.

\_
0

M<0< A A <0<y

Figura 1.3: Possiveis retratos de fase para o caso (i). Temos uma singularidade do tipo sela.

(i1) Duas raizes reais de mesmo sinal.

(ii.a) Se A} # Ay, temos [A]B = J1. A expressao do fluxo do sistema associado a matriz
[A] 5 serd a mesma do item (i).

Agora, se AL = A} = Ay, podemos dividir em dois casos:

(ii.b) Se A tem multiplicidade 2, entdo [A]; = J; sob a hipétese de que Ay =24, = A, eo0

fluxo do sistema associado & matriz [A] 5 € @(1, (x,y)) = (xe*,ye);
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(ii.c) Por outro lado, se A tem multiplicidade 1, entdo [A]z = J> e o fluxo do sistema

associado a esta matriz é dado por @ (1, (x,y)) = ((x+yt)eM,ye);

Os possiveis retratos de fase do sistema linear relacionado a matriz [A] ; considerando as

situacdes apresentadas no item (ii), sdo dados pela figura 1.4.

™~
Y S~

N6 repulsor N6 repulsor N6 repulsor
A>0 A>0

() ()

T~

/

™~

)
A
=
VAN
=
A
A
Y
A

A ~_
N atrator N6 atrator N6 atrator
AM<A<O0 A <O A <O

() (e) (f)
)

d) sao referentes ao caso (ii.a), os retratos de fase (b) e

e (
(f), ao caso (ii.c).

Figura 1.4: Os retratos de fase (
(e) referentes ao caso (ii.b) e (c

a
)
(iii) Duas raizes complexas conjugadas com parte real ndo-nula A} = o+ fie 4, = a — Bi.
Temos [A]z = J3. Além disso, o fluxo do sistema associado a esta matriz é dado por
o(t,(x,y)) = e*(xcos Br — ysin Bt,xsin Br 4+ ycos Br). Os possiveis retratos de fase do

sistema linear associado a matriz [A] ; sdo mostrados na figura 1.5.

(iv) Duas raizes complexas puramente imagindrias A; = Bi e A, = —Bi. A matriz [A],

corresponde a um caso particular da forma de Jordan J3. Temos

0 -B

[Alp = 5 0

N

Assim, o fluxo do sistema associado a matriz [A]z é @(r,(x,y)) = (xcosft —

ysin ft,xsin Bt + ycos Bt), e os possiveis retratos de fase para este item sdo dados pela
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A I
NZ N

Foco atrator Foco atrator
o<0,8<0 o<0,8>0

) I
- Y

Foco repulsor Foco repulsor
o>0,8>0 o>0,8<0

(&

Figura 1.5: Possiveis retratos de fase para o caso (iii).

figura 1.6.

B A
- @

B <0 B>0

Figura 1.6: Possiveis retratos de fase para o caso (iv). Temos uma singularidade do tipo centro
linear.

Definicdo 1.21. Sejam x — Ax e x — Bx campos vetoriais lineares em IR?. Tais campos, bem
como seus respectivos fluxos ¢ e ¥ ou seus sistemas de equacdes lineares associados sdo ditos
conjugados se existe uma bijecdo / : R? — IR? chamada de conjugacdo tal que para todo r € R

tem-se

h(@(t,x)) = y(t,h(x)).

Se h é um isomorfismo linear, ou um C’-difeomorfismo, ou um homeomorfismo, dizemos
que os sistemas sao linearmente conjugados, C"-conjugados ou topologicamente conjugados,

respectivamente.
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Proposicao 1.22. A transformacdo linear h : x — Cx é uma conjugacdo linear entre x — Ax e

X +— Bx se, e somente se, a matriz C satisfaz CA = BC.

A proposicdo apresentada anteriormente nos garante que uma matriz qualquer é linearmente
equivalente a sua forma candnica de Jordan. Desta forma, nesta se¢do foi realizada a
caracterizacao completa para fluxos e retratos de fase de sistemas lineares com coeficientes
constantes, considerando todas as possiveis formas de Jordan para matrizes quadradas de ordem
dois.

Podemos ainda determinar o tipo de singularidade de um sistema linear a partir da anélise do
traco e do determinante da matriz associada a este sistema, sob a hipétese de que o determinante

¢ ndo-nulo, como é mostrado no teorema a seguir.

Teorema 1.23. Sejam & e T respectivamente, o determinante e o trago da matriz A associada
ao sistema linear:

X = Ax. (1.11)
(a) Se &6 <0, entdo (1.11) tem uma sela na origem.

(b) Se § >0e1>—48 > 0, entdo (1.11) tem um né na origem; estdvel se T < 0 e instdvel se

7>0.

(c) Se >0, 12—45 <0, et # 0 entdo (1.11) tem um foco na origem; estdvel se T <0 e

instdavel se T > 0.
(d) Se & >0e1 =0, entdo (1.11) tem um centro na origem.

Observe que, no caso (b), > > 4|8| > 0, isto é, T # 0. A expressdo 1> — 48 é chamada de

discriminante.

Exemplo 1.24. Considere o sistema linear dado na forma matricial por

— (1.12)

cuja tnica singularidade é o ponto (0,0). Temos que o trago e o determinante da matriz
associada a (1.12) sdo dados, respectivamente, por T =4 ¢ 6 = —7. Logo, pelo Teorema

1.23, segue que a origem € uma singularidade tipo sela (veja figura 1.7). Temos ainda que os
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autovalores da matriz do sistema (1.12) sdo A; =2+ V11 e A, =2 —+/11, assim, (1.12) é

linearmente equivalente ao sistema cuja matriz associada é dada por

2+4/11 0
0 211

0.03F

0.02

0.01F

0.00

-0.01F

-0.02

-0.03-

L L L L L L
-0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03

Figura 1.7: Retrato de fase do sistema (1.12) em torno da origem.

1.7 Teorema de Hartman-Grobman

Seja p um ponto singular de um campo vetorial planar X (x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) de classe

C’, e seja
0P P
5P 5-(p)
DX(p) = 00 aé
g(l?) a—y(l?)

a parte linear do campo vetorial X no ponto singular p. Temos os seguintes casos:

(i) Se DX (p) ndo possui autovalor nulo, entdo p é uma singularidade ndo-degenerada.

(ii) Se os autovalores de DX (p) tém parte real ndo nula, entdo p é uma singularidade

hiperbélica, também chamada de elementar.

(iii) Se exatamente um autovalor de DX(p) é nulo, entdo p é uma singularidade semi-

hiperbélica, também chamada de semi-elementar.
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(iv) Se ambos os autovalores de DX (p) sdo iguais a 0, mas DX (p) # 0, entdo p é uma

singularidade nilpotente.
(v) Se DX (p) =0, entdo p é uma singularidade degenerada.

Observacido 1.25. Denomina-se foco forte o ponto singular p para o qual DX(p) possui
autovalores complexos com parte real ndo nula. J4 para o caso em que DX(p) tem um par

de autovalores puramente imaginarios, dizemos que a singularidade € um foco fraco.

O teorema a seguir nos permite determinar a estrutura local de singularidades semi-
hiperbdlicas, a partir da andlise da parte linear do campo vetorial associado ao sistema nao-

linear a ser estudado.

Teorema 1.26 (Hartman-Grobman). Sejam X : A — R? um campo vetorial de classe C" e p
uma singularidade hiperbdlica. Entdo, existem vizinhancas W de p e V de 0 em R? tais que

X|w é topologicamente conjugado a DX (p)l|y.

A seguir, veremos um exemplo de aplicacio deste teorema.
Exemplo 1.27. Considere o sistema diferencial
¥=3x—y+y’

. 1.13
y=—x—3y+x° ¢

Note que, a origem é uma singularidade para este sistema. Além disso, a parte linear do campo

X associado a (1.13) em (0,0) é dada por

3 -1
DX(0,0) =
-1 -3
cujos autovalores sdo A; = /10 e A, = —v/10. Considerando o estudo realizado na se¢do

anterior para sistemas lineares, podemos concluir que (0,0) é uma singularidade do tipo sela
hiperbdlica para o sistema associado a matriz DX (0,0). E como os autovalores de DX (0,0) tém
parte real ndo nula, segue que a origem € uma singularidade hiperbdlica, logo, vale o Teorema
de Hartman-Grobman, i.e., as solucdes do sistema (1.13) sdo topologicamente conjugadas
(localmente) as solugdes do sistema x = DX (0)x. Portanto, (0,0) é uma singularidade do tipo

sela para (1.13).
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1.8 Singularidades semi-hiperbdlicas

No sentido de investigar o comportamento qualitativo de solu¢gdes proximo a singularidades,
o teorema a seguir se mostra um importante instrumento para caracterizar o retrato de fase local

em torno de um ponto singular semi-hiperbolico. Para mais detalhes, veja [5].

Teorema 1.28 (Singularidades Semi-hiperbélicas). Seja (0,0) uma singularidade isolada do

campo de vetores X dado por:
x=A(x,y)
y=2y+B(x.y)

, (1.14)

em que A e B sdo funcées analiticas em torno da origem verificando as seguintes condicoes:

« A(0,0) =0 = B(0,0)

« DA(0,0) = (g—;‘(o,O),g—‘y‘(o,O)) — (0,0)

« DB(0,0) = (3—’)?(0,0),3—5(0,0)) — (0,0)

e A >0. Sejay= f(x) solucdo da equagdo Ly~ B(x,y) = 0 em uma vizinhanca do ponto
(0,0), e suponha que a fungdo g(x) = A(x, f(x)) seja da forma g(x) = amx™ + o(x™), onde
o(xm) indica os termos de ordem superior a m, comm > 2 e a,, # 0. Entdo, sempre existe uma
curva analitica invariante, chamada variedade instdvel forte, tangente em 0 ao eixo y, no qual

X é analiticamente conjugado a

y=Ay,

que tem um comportamento repulsor, ji que A > 0. Além disso, vale uma das seguintes

afirmagoes:

(i) Se m é impar e ay < 0, entdo (0,0) é uma sela topoldgica (veja figura 1.8(a)) tangente
ao eixo x existe uma tinica curva invariante C%, chamada variedade central, na qual X é
C”-conjugado a

x=—x"(14+ax 1) (1.15)

para algum a € R. Se esta curva invariante é analitica, entdo o campo X é C®-conjugado

a (1.15). O sistema associado ao campo X é C*-conjugado a

x=—x"(1+ax" )

y=Ay



(ii)

(iii)
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e é CO-conjugado a

X=—Xx
y=y

Se m é impar e a,, > 0, entdo (0,0) é um né topologico instdvel (veja figura 1.8 (b)). Cada
ponto ndo pertencente a variedade instdvel forte pertence a uma curva invariante C*,

chamada variedade central, tangente ao eixo x na origem, e na qual X é C*-conjugado a
x=x" (1—|—axm_]), (1.16)

para algum a € R. Todas essas variedades centrais sdo mutuamente infinitamente

tangentes entre si, e consequentemente no mdximo uma delas pode ser analitica, no caso

em que X é C®-conjugado a (1.16). O sistema associado ao campo X é C*-conjugado a
X =x" (1 + axmfl)

b

y=Ay

e é CO-conjugado a

Se m é par, entdo (0,0) é uma sela-né, ou seja, um ponto singular cuja qualquer
vizinhanca é a unido de um setor parabdlico e dois hiperbolicos (veja figura 1.8(c)).
Mudando x para —x, supomos que a,, > 0. Cada ponto da direita da variedade instdavel
forte (lado x > 0) estd sobre uma curva invariante C*, chamada de variedade central,

tangente ao eixo x na origem, e na qual X é C*-conjugado a
x=x"(14ax™ ) (1.17)

para algum a € R. Todas essas variedades centrais coincidem no lado x < 0 e
sdo consequentemente infinitamente tangentes na origem. No mdximo, uma dessas

variedades centrais pode ser analitica, e neste caso X é C®-conjugado a (1.17). O
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sistema associado ao campo X é C”-conjugado a

x=x"(14ax™ 1)

y=Ay
e é CO-conjugado a
X = x?
y=y
(@) (b) (c)

Figura 1.8: Retrato de fase local de singularidades semi-hiperbdlicas.

Observacao 1.29. Para A < 0, o resultado é semelhante ao apresentado anteriormente,
bastando mudar o campo X para —X. Além disso, para aplicar o Teorema 1.28, € necessario
que a singularidade esteja localizada na origem. Entdo, suponha que p = (xo,yo) seja um ponto
singular do sistema diferencial

x=P(x.y)

y=0(x.y)

com xy # 0 ou yg # 0. Aplicando a mudanga de coordenadas dada por x = u+x9 e y = v+ yo,

(1.18)

obtemos o sistema

(1.19)

para o qual (0,0) é um ponto singular. Como esta mudanga ¢é linear, segue que o sistema (1.19)
€ topologicamente equivalente ao (1.18). Portanto, sempre € possivel mover um ponto singular

para a origem dos eixos coordenados.

Exemplo 1.30. Considere o sistema diferencial

X=—x—-y+xy+1 (1.20)

y=3x—x>+2y—xy—3
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cujo campo associado serd denotado por X. O dnico ponto singular para (1.20) é (1,1) e
os autovalores de DX(1,1) sdo A; =1 e Ay = 0. Logo, (1,1) é uma singularidade semi-
hiperbdlica. A fim de aplicar o Teorema 1.28, realizamos a mudanca de coordenadas dada
porx=u+1ey=v+ 1. Assim, o sistema (1.20) é topologicamente equivalente a

u=uy

. (1.21)
v=—u*+v—uy

Na notagio do Teorema 1.28, temos v = f(u) = u?/(1 —u) e g(u) = u?/ (1 —u). Note que,
ndo temos uma expressao polinomial para g(u). Vamos entdo determinar sua série de poténcias

em torno da origem. Temos,

cog(u) =ud +o(x*)

que estd bem definida. Como a =1 e m = 3, pelo Teorema 1.28 segue que (0,0) é um né
topoldgico instdvel para (1.21), o que implica que o ponto singular (1,1) também o é para

(1.20).

1.9 Decomposicao setorial

Seja p um ponto singular. Dd-se o nome de érbita caracteristica y(r) em p a uma
orbita tendendo a p em tempo positivo (respectivamente, em tempo negativo) com uma
inclinagdo bem definida, ou seja, y(¢) — p para t — oo (respectivamente, t — —oo) e 0 limite
limy 1o (Y(t) —p) / || (t) — p || (respectivamente, lim,—,_o. (Y(¢) — p) / || Y(¢) — p ||) existe.

Definicao 1.31. Dizemos que p definida por

p: S —R?

eZnit =P (ezmt)

é uma parametrizaciio permissivel do circulo se p ¢ injetiva de classe C! e p’ # 0 para todo

ponto.

Seja X um campo vetorial C! definido em uma vizinhanga compacta V de p, para o qual 9V
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(a fronteira de V) é a imagem de uma parametrizacio permissivel do circulo p : S' — 9V de

classe C2, e suponha que X (p) = 0e X(g) # 0, para todo g € V \ {p}. Dizemos que:

(i) X|y é um centro se dV é uma Orbita periddica e todas as 6rbitas em V \ {p} sdo

periddicas;

(ii)) X|y € um foco/mé atrator se em todos os pontos de dV, o campo vetorial aponta para

dentro e, para todo g € V \ {p} temos @(q) = {p}, vy (g) NaV # 0.

(iii) X|y é um foco/né repulsor se em todos os pontos de dV, o campo vetorial aponta para

fora e, paratodo g € V\ {p} temos a(q) = {p} e y"(¢) NIV # 0.

(iv) X|y tem uma decomposigdo setorial finita ndo trivial se nenhum dos casos (i), (ii) e

(iii) ocorre, e se existe um ndmero finito de 6rbitas caracteristicas co,---,c,—1, cada

uma cortando dV transversalmente em um ponto p;, de modo que dV seja uma se¢ido

transversal préximo a p;, e com a propriedade que entre ¢; € ¢;+ (com ¢, = ¢ € ordenada

de tal modo que pg,---,p,—1 siga a ordem ciclica de p), temos uma das seguintes

situagdes em relacdo aos setores S;, definidos como a regido compacta limitada por {p},

ci, ci+1 € a parte da fronteira de V entre p; € pj+1:

(iv.1)

(iv.2)

(iv.3)

(iv.4)

Setor parabdlico atrator. Em todos os pontos de [p;, pi+1] C dV, o campo vetorial

aponta para dentro, e para todo g € S; \ {p} temos ©w(q) = {p}, v (¢) NIV # 0.

Setor parabdélico repulsor. Em todos os pontos de [p;,pi+1] C dV, o campo
vetorial aponta para fora, e para todo g € S;\ {p} temos a(q) = {p}, y"(g) NIV #
0.

Setor hiperbélico (ou setor de sela). Existe um ponto g; € (p;, pi+1) C dV com
a propriedade de que para todos os pontos de [p;,g;) 0 campo vetorial aponta para
dentro (respectivamente, para fora) enquanto que para todos os pontos de (g;, pi+1],
o campo vetorial aponta para para fora (respectivamente, para dentro); no ponto
gi» 0 campo vetorial € tangente a dV e a tangéncia € externa, isto significa que
a Orbita passando por g; fica fora de V; e para todo g € S; \ ¢;Uc;+1 Ug; temos
Y (g)NaV #0ey (q)NaV #0.

Setor eliptico. Existe um ponto g; € (p;, pi+1) C dV com a propriedade de que
Y(gi) CV com ©(q;) = a(g;) = {p}; em todos os pontos g € [p;,q;) 0 campo

vetorial aponta para dentro, Y7 (q) CV e @(q) = p. Denotamos por Sipiail =
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Ugelpiail ¥*(q); em todos os pontos de g € (g, pi+1] 0 campo vetorial aponta para
fora, Y~ (¢) CV e a(q) = p. Denotamos por S|, ... .1 = Uge[q,pir1] ¥~ (¢); em todos

08 pontos g € S; \ (S[p, 4] US[g.pinn) YIP}) temos ¥(g) CV com w(q) = a(q) = p.

O mesmo ocorre se trocarmos [p;,qi| por [gi, pi+1]-

Veja na figura 1.9 a representagdo dos diferentes setores citados no item (iv).

o Ny

Setor de sela ou Setor Setor parabodlico Setor parabdlico
setor hiperbdlico eliptico atrator repulsor

Figura 1.9: Setores na vizinhanca de um ponto singular.

Observacao 1.32. Note que, do ponto de vista topoldgico, ndo hé distin¢do entre um foco e um

né. Esta disting@o s6 ocorre do ponto de vista diferencidvel.

Seja X um campo vetorial de classe C' definido em uma vizinhanga W de alguma
singularidade p. Dizemos que X tem a propriedade de decomposiciao setorial finita em p
se existir alguma vizinhanga V C W de p tal que X |y satisfaz uma das condigdes (i), (ii), (iii)
ou (iv). Nos primeiros trés casos, dizemos que a decomposicado setorial € trivial.

O teorema a seguir relaciona o nimero de setores elipticos ao de setores hiperbdlicos,

levando em conta o grau minimo de uma singularidade.

Teorema 1.33. Suponha que (e,h) seja um par de inteiros ndo negativos tais que e +h > 0.
Entdo, existe um ponto singular de grau minimo m cujo retrato de fase local tem e setores

elipticos e h setores hiperbolicos se, e somente se
(i) e+h=0(mod?2);
(ii) e<2m—1lee+h<2m+2;
(iii) se e # 0, entdo e +h < 2m.

O grau minimo m de uma singularidade é o menor grau dos termos ndo-nulos na expansdo de

Taylor do campo vetorial avaliado no ponto singular.
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1.10 Nuamero de Lyapunov

Nesta secdo, serd apresentada uma férmula para o calculo do ndmero de Lyapunov, como é
chamado na literatura. Este valor nos fornece informac¢des quanto a estabilidade ou instabilidade
de um foco fraco. Os resultados a seguir podem ser encontrados em [13].

Considere o sistema diferencial

x = f(x). (1.22)
Suponha que o sistema analitico planar (1.22) tenha um foco na origem e que detDf(0) # 0.
Entdo (1.22) é linearmente equivalente ao sistema

X = ax—by+ p(x,y) (1.23)

y=bx+ay+q(x,y)
com b # 0, onde as expansdes em série de poténcias de p e g tém grau no minimo dois. Em

coordenadas polares, este sistema tem a forma

i =ar+o(r?)

6 =b+o(r)

Seja r(t,ro,60), 6(t,r0,6p) a solugdo deste sistema satisfazendo r(0,ry, 6y) = ro e 6(0,rp, 6) =
6o. Entdo, para ry > 0 suficientemente pequeno e b > 0, 6(z,ry, 6y) é uma fungdo estritamente
crescente de ¢. Seja1(0,rg, 6p) a inversa desta fung¢do estritamente crescente e para um 6 fixo,
defina a fun¢ao

P(ro) = r(t(60 +2m,rp,60),r0, 60).

Entdo, para todo ry > 0 suficientemente pequeno, P(ry) é uma fun¢do analitica de ry que é
chamada de mapa de Poincaré para o foco na origem de (1.23). De modo similar, para b < 0,

0(t,rp,0p) é uma fungdo estritamente decrescente de ¢ e a férmula
P(ro) = r(t(6p—2m,r9,60),70,60)

¢ usada para definir, neste caso, o mapa de Poincaré para o foco na origem, como pode ser visto

na figura 1.10.

Teorema 1.34. Seja P(s) o mapa de Poincaré para um foco na origem do sistema analitico
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Figura 1.10: Mapa de Poincaré para um foco na origem.

planar (1.23) com b # 0 e suponha que P(s) estd definida para 0 < s < &. Entdo, existe um
8 > 0 tal que P(s) pode ser estendida para uma fungdo analitica definida para |s| < 8. Além
disso, P(0) =0, P'(0) =exp(27a/|b

), e se a func¢do deslocamento é dada por d(s) = P(s) —s

entdo d(s)d(—s) <0 para 0 < |s| < 6.

O fato de d(s)d(—s) < 0 para 0 < |s| < § pode ser usado para mostrar que, se
d(0)=d'(0)=---=d*1D(0)=0ed®(0) £0

entdo k é impar; ou seja, k = 2m+ 1. O inteiro m = (k— 1) /2 é chamado de multiplicidade
do foco. Se m = 0, o foco é chamado de foco simples e segue do teorema acima que o sistema
(1.23), com b # 0, tem um foco simples na origem se, e s6 se, a # 0. O sinal de d'(0), ou seja,
o sinal de a determina a estabilidade da origem neste caso. Assim, se a < 0, a origem € um foco
atrator e se a > 0, a origem € um foco repulsor. Se d’(0) = 0, ou seja, se a = 0, entdo (1.23)
tem um foco miltiplo ou um centro na origem. Se d’(0) = 0, entdo a primeira derivada ndo
nula o = d® # 0 é chamada de niimero de Lyapunov para o foco. Se ¢ < 0 entdo o foco é
estavel e se ¢ > 0, é instdvel. Se d’(0) = d”(0) =0 e d"”(0) # 0 entdo o nimero de Lyapunov

para o foco na origem de (1.23) é dado pela férmula

3n
c=d"(0) =={[3(azo+bo3)+ (a12 +b21)
20 | | (1.24)
-3 [2(a20b20 — ao2boz) — ari(apa + azo) + b11(boz + bo))|

onde

plry) =Y ayx'y e qlxy) =Y bix'y
i+j>2 i+j>2
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em (1.23). Desta forma, o algoritmo acima nos permite determinar o nimero de Lyapunov a
partir dos coeficientes dos polindmios p(x,y) e g(x,y).
De modo geral, dado um sistema analitico planar da forma

x=ax+by+ p(x,y) (1.25)

y=cx+dy+q(x,y)

com A =ad—bc>0,a+d=0¢e p(x,y), g(x,y) dados como anteriormente, a matriz

terd um par de autovalores imagindrios e a origem serd um foco fraco; o nimero de Lyapunov

o ¢ entdo dado pela férmula

—3r
o= W{[ac(d%l +ai1bo —|—a02b11) —|—ab(b%1 + arob1y —|—a11b02)
+c? (a11a02 +2amby) — 2ac(b(2)2 —appam) — Zab(ago — baobo2)
—b%(2ax0b20 + b11b2o) + (be —2a*) (b11boa — ay1az)]

—(a2 + bc) [3(6‘]703 — ba30) + 2a(a21 + b12) + (Ca12 — bbzl)]}.

H4 outros métodos para se realizar este cdlculo, no entanto, adotaremos as férmulas

apresentadas anteriormente para este trabalho.

1.11 Teoremas de variedades invariantes

Nesta secdo, serdo apresentados dois teoremas sobre variedades invariantes que sdo de
grande importancia na teoria local das equacdes diferenciais. O teorema da variedade estavel,
enunciado a seguir, mostra que préximo a um ponto de equilibrio hiperbdlico xp de um sistema
ndo-linear

i = £(x) (126)

existe uma variedade estdvel S (respectivamente, instavel U) que tangencia xp € que
faz correspondéncia com subespaco estdvel E° (respectivamente, instivel E*) do sistema

linearizado

%= Ax (1.27)
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em que A = Df(xo), e E* (respectivamente, E") é o subespaco gerado pelos autovetores
associados aos autovalores de A que tem parte real negativa (respectivamente, positiva).

Estes resultados podem ser vistos com mais detalhes em [13].

Teorema 1.35 (Teorema da Variedade Estdvel). Sejam E um subconjunto aberto de R"
contendo a origem, f € C'(E) e ¢ o fluxo do sistema ndo-linear (1.26). Suponha que f(0) =0
e que Df(0) tenha k autovalores com parte real negativa e n — k autovalores com parte real
positiva. Entdo, existe uma variedade diferencidvel k—dimensional S, tangente ao subespagco

estdvel E* do sistema linear (1.27) em 0 tal que, para todo t > 0, ¢;(S) C S e para todo xo € S,
lim ¢, (x0) = 0;

e existe uma variedade diferencidvel n — k dimensional U tangente ao subespaco instdvel E" de

(1.27) em O tal que, para todo t <0, ¢,(U) C U e para todo xy € U,
tEIPw ¢:(x0) = 0.

O préximo resultado a ser apresentado, estabelece a existéncia de uma variedade central
invariante denotada por W¢(0) tangente a variedade central E€, sendo a ltima definida como o
subespacgo gerado pelos autovetores associados aos autovalores de A em (1.27) cuja parte real é

nula.

Teorema 1.36 (Teorema da Variedade Central). Sejam E um aberto em IR" contendo a origem
e f €C'(E), comr> 1. Suponha que f(0) =0 e que Df(0) tenha k autovalores com parte
real negativa, j autovalores com parte real positiva e m = n — k — j autovalores com parte
real nula. Entdo, existe uma variedade central m—dimensional W¢(0) de classe C" tangente
ao subespaco central E€ de (1.27) em 0, existe uma variedade estdvel k—dimensional denotada
por W*(0) de classe C" tangente ao subespago estdvel E* de (1.27) em 0 e existe uma variedade
instdvel j-dimensional denotada por W"(0) de classe C" tangente ao subespago instdvel E* de

(1.27) em 0; além disso, W¢(0), W*(0) e W*(0) sdo invariantes sob o fluxo @; de (1.26).

1.12 Compactificacao de Poincaré

Ao analisar o comportamento das orbitas de um campo vetorial, deseja-se estudar também

esta dindmica préximo ao infinito. Mas, sabemos que o IR?> ndo é compacto, sendo um dos
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fatores que podem tornar esta andlise bem complicada. Com o intuito de contornar este
problema, serd apresentada nesta se¢cdo uma técnica de compactificacdo do plano na esfera,
conhecida na literatura como compactificacdo de Poincaré, cuja ideia é induzir um campo
vetorial por meio de projecdes centrais do plano R? sobre a esfera S (chamada de esfera
de Poincaré), de modo que os campos induzidos em cada um dos hemisférios de S? sejam
analiticamente conjugados ao campo original (veja [8]). Nesta técnica, os pontos do infinito
estdo em correspondéncia biunivoca com o equador da esfera de Poincaré S'.

A construcao da compactificacdo apresentada a seguir € para o caso planar, interesse deste
trabalho, no entanto, a ideia pode ser estendida para o caso n-dimensional, com n > 2, como

pode ser visto em [6].

No decorrer deste trabalho, usamos a notagio (x,y) para representar coordenadas do plano,
porém, nesta se¢do vamos substitui-las pelas coordenadas (x,x;).
Considere o sistema de equagdes diferenciais dado por

X1 =P(x1,x2) (128)

X = 0(x1,x2)

cujo campo vetorial associado é X (x1,x2) = (P(x1,x2),0(x1,x2)), com P e Q polindmios. Seja
d o maximo dos graus de P e Q. Diremos que d é o grau do campo X e do sistema (1.28).

Considere o espago IR? identificado como um plano em R?® definido por (y1,y2,y3) =
(x1,x2,1). SejaS? = {y = (y1,y2,y3) € R¥: 32 +y3 +y = 1}, a qual recebe 0 nome de esfera
de Poincaré e tangencia o plano IR?> no ponto (0,0,1). A esfera pode ser dividida em trés
partes: hemisfério norte, denotado por H, = {y € §? : y3 > 0}, hemisfério sul, denotado por
H_ = {ycS?:y; <0} e equador, denotado por S' = {y € §?: y3 = 0}.

Considere agora a projecio do campo vetorial X na esfera S? dada pelas projecdes centrais
ft,f~ :R? - S2, obtidas pela interse¢io da reta que passa pelo ponto y € S* e a origem, com

os hemisférios norte e sul de S2, respectivamente:

FH(x) = L)(xl,xz,l) e f(x)=-

1
Al —)(Xl,xz,l),

A(x

com A(x) = 4 /x% —|—x% + 1. Por meio dessas proje¢des € que vamos obter os campos vetoriais
induzidos em cada um dos hemisférios de §2, analiticamente conjugados a X.

O campo vetorial induzido em H € dado por X (y) = Df " (x)X(x), em que y = f1(x).
Jiem H_, temos o campo X (y) = Df~ (x)X(x), com y = f~(x). Pela Proposi¢do 1.8, segue
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Figura 1.11: Projecdo do plano IR? no hemisfério norte de S°.

que o campo X induzido em cada um dos hemisférios H, e H_ € analiticamente conjugado
a X, e tangencia todos os pontos de $%. Além disso, os pontos do infinito de IR? estio em
correspondéncia bijetiva com os pontos do equador de S2.

Precisamos agora estender o campo vetorial X para toda esfera, uma vez que X estd
definido em S?\ S'. Para que isso seja possivel, basta multiplicarmos o campo X pelo fator
p(y) =yi 1 =1/A(x)?"", como serd verificado mais a frente. Ao campo vetorial p(y)X
estendido a S? di-se o nome de Compactificaciio de Poincaré do campo vetorial X, e denota-
se por p(X). O campo induzido em cada um dos hemisférios H e H_ é C®-equivalente a
X.

Agora, serd apresentada a constru¢cdo da compactificacdo. Considere as seis cartas locais

(Ups 0> (Vi, i), com k = 1,2,3, que parametrizam S2, dadas pelos abertos
Uy={yeS?:y >0} e Vi={yeS*:y <0}
e as aplicacdes locais ¢ : Uy — R? e y : Vi, — R? definidas por:
Ym Yn
K\Y) = —Yely) =\
) = -wil) = (2.2
para m < n e m,n # k. Denotaremos por z = (u,v) o valor de ¢(y) ou W (y) para algum
k € {1,2,3}, levando em conta que (u,v) pode assumir diferentes valores a depender da carta
local que estd sendo considerada. Note que, os pontos de S! em qualquer carta local, sio da
forma (u,0).
Com efeito, se y = (y1,y2,y3) € S!, entdo y3 = 0. Assim:

0
e parak =1:91(y1,y2,0) = —y1(y1,)2,0) = (;)—?y—]) = (u,0),
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 ©

(a) Cartas V, e U, (b) Cartas U; e V)

Figura 1.12: Cartas Locais

0
e parak =2:¢2(y1,y2,0) = —ya(y1,)2,0) = <§j—;,y—2) = (u,0).

A seguir, serdo mostrados os cdlculos para se obter a expressdo de p(X) para a carta local
(U1, 91). As expressdes para as outras cartas sdo encontradas de modo andlogo.

Considere o campo vetorial X (x) = (P(x1,x2),0(x1,x2)). O campo induzido em H é dado

por X(y) = D (x)X(x) comy = £+ (x) ¢
Doy ()X () = Doy (£+(x)) 0 DS (x)X () = D(9y 0 £ ) (x)X (x).

Adote a notagdo X|y, para o sistema definido como D¢;(y)X(y) e observe que podemos

escrever

6= (3053007309) = () = )

de onde se obtém x; = 1/v e x, = u/v. Entdo

xp 1
_ - P(x1,x2)
X X1 1,42
Xy, = 11
—— 0 ] \Q(x1,x2)
X
1
= S(=0Pnx) +x10(, %), —P(x1.x))
1

= v2<_ﬁp<l,ﬁ)+1Q<l,ﬁ),_p<l,ﬂ)>,
v \v'v v \v'v vy



42

O fator de multiplica¢do p(y) é dado por

B 1 1 1 _

Alx)d—1 P
) (2 +23+1) (V%+§+Q

com m(z) = (1 +u®+v?)1=9/2_ Dai, segue que

POl =4 me) (-2 (1.4) + 1o (14) -p (1)),

Note que, o campo acima estd bem definido ao longo de v = 0, uma vez que o fator

de multiplicagdo v?*! cancela qualquer fator de v que pudesse aparecer no denominador.
Argumentos semelhantes podem ser aplicados as outras cartas locais.

No intuito de simplificar o campo vetorial estendido, também fazemos um reescalonamento
do tempo e removemos o fator m(z). Ainda assim, o campo vetorial resultante estd definido em
toda a esfera S? e é C?-equivalente a X em qualquer um dos hemisférios H, e H_.

Logo, a expresséo para p(X) na carta local (Uy,¢;) é dada por:

= (—uP (1,E> +0 (l,z))
1VV vv,sso. (1.29)
v=—tlp( - =

L 2%

Para a carta (U, ¢, ), temos:

~o(o(t) (1)
v vvJsso (1.30)

1
%
E para (Us, ¢3), temos:
= P(u,v)
v=0(u,v) .

Nas cartas locais (V, i) as expressdes para p(X ) sdo as mesmas obtidas para as cartas (Uy, @)

multiplicadas por um fator (—l)d_l, em que d é o grau do campo vetorial analisado. Sendo
assim, para estudar a dindmica das solu¢des do sistema associado ao campo X no finito e no
infinito, ¢ suficiente sabermos o que acontece em Hy US! = {y € $?;y* > 0}, denominado disco

de Poincaré, que corresponde a regido da esfera parametrizada pelas cartas (U, ¢y ), k = 1,2,3.
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Defini¢sio 1.37. Seja y um ponto singular para p(X ). Dizemos que y é um ponto singular finito
para o campo X ou p(X) (respectivamente, infinito) se ele pertence a 5>\ S' (respectivamente,
Sh.

Vale observar que, se y € um ponto singular infinito, —y também o é. Além do mais, como
as expressdes da compactifica¢do nas cartas Uy e Vi, com k € {1,2,3}, se diferem apenas pelo
fator (—1)?~!, segue que é possivel determinar o comportamento local préximo a —y a partir
das informagdes obtidas para y, pois este fator de multiplicagdo para o caso infinito vai gerar
uma alteracdo (ou ndo) apenas na orientagio das 6rbitas. Por exemplo, se d é pare y € S' é um
no atrator para p(X), entdo —y serd um n6 repulsor; ja se d for impar, —y serd um né atrator.

A fim de desenhar o retrato de fase de X, dado que o fluxo do campo p(X) em S? é simétrico,
basta considerar o fluxo do hemisfério norte da esfera incluindo S! e depois projetar sobre o
circulo unitério {(y1,y2,y3) € R3: y% + y% < 1ey3; = 0}. Pela continuidade da projegdo, segue

que o campo obtido € topologicamente equivalente a compactificacido no disco de Poincaré.

Vimos que, os pontos singulares infinitos séo da forma (u,0). Nosso objetivo agora é estudar
o retrato de fase local em torno desses pontos. Comeg¢amos a andlise pela expressdo da parte
linear do campo p(X). Denotaremos por P; ¢ Q; os polindmios homogéneos de grau i, para
i=0,1,---,d,taisque P=Phy+P+---+P;e Q=Qop+ Q1+ -+ Q4. Considerando a

expressdo da compactificagdo (1.29), vamos definir F () por

F(u) = Qq4(1,u) —uPy(1,u).

Temos que, (#,0) € S' N (U; UV;) é um ponto singular infinito de p(X) se, e somente se,

F(u) = 0. De modo semelhante, mas agora considerando (1.30), definimos
G(u) =Py(u,1) —uQy(u,1).

Segue que, (#,0) € S'N (U, UV,) é um ponto singular de p(X) se, e somente se, G(u) = 0.

Além disso, a Jacobiana do campo vetorial p(X) no ponto (u,0) é dada por

F'(u) Qdfl(l,u) —uPd,l(l,u)

Ip(X)(u,0) = 0 Pl
—P,(1.u



44
se (u,0) € (U UVy). Por outro lado, se (1,0) € (U, UV;) temos

G(u) Py1(u,1)—uQq 1(u,1)

Jp(X)(u,0) = . 0ulie 1)
—a\U,

E possivel ocorrer de S! ser inteiramente constituida por singularidades. No entanto,
na maioria dos casos, as singularidades sdo isoladas. Neste trabalho, serdo consideradas
majoritariamente as situacdoes em que as singularidades sdo pontos isolados. Observe ainda
que, as singularidades finitas sdo estudadas na carta U3, ja que a expressdao da compactificagdo
coincide com a do campo X. J4 as singularidades infinitas sdao estudadas nas cartas U; e U,.

A seguir, veremos um exemplo de como a técnica da compactificacio de Poincaré € aplicada.

Exemplo 1.38. Considere o sistema linear de equacdes diferenciais dado por

= . (1.31)

Note que, a origem € a tunica singularidade finita para (1.31). Além disso, os autovalores da
matriz associada a (1.31) sdo A} =2+ ie Ay =2 —i. Pelo que foi visto para sistemas planares,
segue que (0,0) é um foco repulsor.

Por outro lado, a expressao da compactificacdo na carta local U; € dada por

1+ u?
p(X‘Ul)(u’v) =
uy —2v
E para U,, temos
—1—u?
p(Xlu,) (u,v) =
—uy —2v

Veja que, em ambos os casos ndo temos singularidade infinitas, pois ndo existe u# € R para
o qual a primeira coordenada do campo, nos dois casos, seja nula. O retrato de fase global do

sistema (1.31) no disco de Poincaré € mostrado na figura 1.13.

1.13 Blow-Up homogéneo

Nesta secdo, serd apresentada uma ferramenta bdsica para estudar as singularidades

degeneradas de um sistema diferencial no plano. Esta ferramenta é baseada em mudancgas
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Figura 1.13: Retrato de fase associado a (1.31).

de varidveis chamadas blow-ups, e nos permite classificar singularidades nilpotentes, isto &,
singularidades cuja parte linear é diferente da matriz nula, mas os autovalores sdo ambos nulos,
e singularidades degeneradas, ou seja, cuja parte linear e os autovalores sdo identicamente nulos.
O blow-up também ¢é usado para mostrar que singularidades isoladas de um sistema analitico
tem uma decomposicdo setorial finita.
Inicialmente serdo introduzidas as ideias bdsicas do blow-up homogéneo, que
essencialmente € feito por meio de coordenadas polares. Mas antes, apresentamos a seguinte

defini¢do, encontrada em [3].

Definicao 1.39. Seja k > 1 um inteiro. O k—jato de f em xg € o polindmio

2 k
i (x0) = xf'(x0) + 3£ (x0) + -+ + 7 4 (x0)

obtido pelo truncamento da série de Taylor no grau k e excluindo o termo constante f(xo).

Seja (0,0) uma singularidade de um campo vetorial X de classe C* em R?. Caso a
singularidade ndo seja a origem, basta aplicar uma translacdo conforme ja foi mostrado.
Considere a aplicagcao

¢:S'xR — R?
(6,r) > (rcos6,rsin®).
Podemos definir um campo vetorial X de classe C* no cilindro S! x R tal que ¢, (X) =X, de
modo que D¢, (X(v)) = X(¢(v)). Este é chamado de pull-back de X pela ¢. Esta mudanga

nada mais € que a representacdo do campo vetorial X escrito em coordenadas polares. A fungdo

¢ € um difeomorfismo C*, portanto, uma mudancga natural de coordenadas C* em Sl x (0,00).
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Mas ¢ ndo é um difeomorfismo em {r = 0}, uma vez que ¢ envia {r = 0} em (0,0), dai a
fungdo inversa do blow-up ¢ ! envia a origem para um circulo.

Com o objetivo de estudar o retrato de fase de X em uma vizinhanca V da origem, é
suficiente estudar o retrato de fase de X na vizinhanca ¢~ (V) do circulo S! x {0}, e podemos
nos restringir a {r > 0}. A priori, isso pode parecer um problema mais dificil do que o original,
mas como veremos nesta se¢do, a constru¢do é muito util. Se o k—jato ji(X)(0) é zero, entdo
Jjx(X) (1) = 0 para todo u € S! x {0}.

Embora o cilindro seja uma boa superficie para obter uma visdo global de X, o seu retrato de
fase, muitas vezes € menos apropriado para fazer calculos, uma vez que constantemente temos
que lidar com expressoes trigonométricas. Por esse motivo, muitas vezes torna-se mais vidvel
realizar os cdlculos em diferentes cartas.

Nas partes do cilindro dadas, respectivamente, por 6 € (—n/2,n/2) e 6 € (n/2,3n/2),

usaremos uma carta dada por
K*:(6,r) — (rcosf,tan0) = (x,y).
Nesta carta, a expressao da funcdo blow-up ¢ é dada por
¢*: (xY) = (%39). (1.32)

Na verdade, vemos que

¢ =9 K" :(6,r) 5 (rcos,tan6)

2, (rcos@,rcosOtan0) = (rcos0,rsinf).

Chamamos (1.32) de blow-up na direcao de x; o pull-back de X por meio de ¢* é denotado
por X¥, isto &, (¢*).(X¥) = X.

Nas partes do cilindro dadas, respectivamente, por 6 € (0,7) e 8 € (7,27), usamos uma
carta dada por

K :(0,r) — (cot@,rsin0) = (x,y).

Nesta carta, a expressao da funcio blow-up ¢ é dada por

¢ (X,5) = (33.5), (1.33)
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com ¢ = ¢¥ o K. Chamamos (1.33) de blow-up na direcao de y; o pull-back de X por meio
de ¢ é denotado por X?, isto &, (¢”).(X”) = X.

Ambeas as aplicacdes ¢~ e ¢ s@o chamadas de blow-up direcionais.

Se ji(X)(0) =0e jr1(X)(0) # 0, entdo novamente ji;(X*)(z) = 0e ji(X?)(z) = 0 para,
respectivamente, z € {x =0} ou z € {y = 0}.

No caso em que j;(X)(0) =0e jiy1(X)(0) # 0 o pull-back X e da mesma forma X* e X,

sdo bastante degenerados, e para tornar a situa¢io menos degenerada, vamos considerar X com

X=1%
= X
Entdo X também é um campo vetorial C* em S! x R. Em {r > 0} esta divisdo ndo muda as
6rbitas de X ou seu sentido de direcdo, apenas reparametriza o tempo ¢. A partir das férmulas,
fica claro que as singularidades de )_(|{r:0} aparecem como pares de pontos opostos.

Para o blow-up direcional relacionado, usamos (1/%)X* no caso (1.32) e (1/5") no caso

(1.33). Uma vez que ¢ = ¢ o K*, temos (K*).(X) = X*. Assim:

=l

k
(K.(0) = (K).(8/14) = 2 (K).00) = 52 =X (7).

/%

~

Visto nas coordenadas (6,r), temos X/r = cos 6, que é estritamente positivo na parte do
cilindro dada por @ € (—7n/2,7/2). Da mesma forma, na dire¢io y temos (K*).(X) = X”
e (K”).(X) =X’ (sin8)*, com sin @ > 0 na parte do cilindro dada por 8 € (0,7).

O blow-up direcional ¢* também pode ser usado para fazer um estudo sobre {(60,r) : 6 €
(71/2,37:/2),1’ > 0}, mas nesse caso temos cos 6 < 0. Para k fmpar, isso significa que nos
retratos de fase que encontramos para )_(x|{x20} temos que reverter o tempo. Uma observacio
semelhante deve ser feita no uso de X° para estudar X em {(60,r) : 8 € (m,2x),r > 0}.

Tal reversao de tempo poderia ser evitada usando ¢* (respectivamente, ¢”) apenas parax > 0

(respectivamente, y > 0), e adicionando dois blow-ups direcionais extras
0" (%y) = (=% —xy),
7 (®y) e (3 -Y),
que limitamos a, respectivamente, X > 0 e y > 0. Claro que o niumero de cilculos podem ser

limitados usando ¢* e ¢ em uma vizinhanga inteira de, respectivamente, {x = 0} e {y = 0},

evitando ter que trabalhar com ¢ * e ¢ .
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Figura 1.14: Para estudar a dindmica das solu¢des em torno de uma singularidade degenerada,
aplica-se o blow-up nas direcdes de y e x, e nos sentidos positivo e negativo, aqui representados
respectivamente por y©, x*, y~ e x~. Cada blow-up permite analisar uma regidio especifica em
torno da singularidade, regido esta destacada na figura 1.14.

A seguir, faremos um exemplo para mostrar como esta técnica € aplicada. Por questdes de
simplifica¢@o de notagdo, usaremos as coordenadas (u,v) ao invés de (x,y) para nos referirmos
ao sistema que desejamos estudar. Assim, o blow-up serd aplicado nas direcdes de u € v no

lugar de x e y, respectivamente.
Exemplo 1.40. Considere o sistema diferencial

0= u +u?+w? —2u? —?

5 (1.34)

v:u2v+v4—v

cujo campo associado serd denotado por X. Temos que (0,0) é uma singularidade de (1.34).
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Além disso

3u? +2u+v: =20 3uv? —4uy —2v
DX (u,v) = = DX(0,0) =
2uv u* +4v3 —3)? 0 0
Portanto, os autovalores de DX (O, 0) sdo identicamente nulos, e assim, temos uma singularidade
degenerada. Para estudar o retrato de fase em torno de (0, 0), utilizaremos o blow-up direcional.
Aplicando o blow-up horizontal na direcdo de u™ (u positivo) por meio da mudanca de
coordenadas (u,v) — (u,w) com w = v/u, e fazendo um reescalonamento do tempo de ¢ para
t/u, segue que o sistema (1.34) pode ser reescrito como
i =1ww? = 2uw? +u? —unw? +u
(1.35)
w=uwd+wd—w
O sistema (1.35) possui trés pontos singulares para u = 0, caso em que estamos interessados.
Sdo eles: (0,0), (0,—1) e (0,1). Calculando os autovalores da matriz Jacobiana do sistema

(1.35) e avaliando nestes pontos, obtemos:
(i) A = —1le A, =1 para (0,0), portanto, temos uma sela hiperbdlica.
(i) Ay =2e A, =0 para (0,—1), logo, temos uma singularidade semi-hiperbdlica.
(iii) A1 =2e A, =0 para (0,1). Novamente, temos uma singularidade semi-hiperbdlica.

Vamos aplicar o teorema das singularidades semi-hiperbdlicas para o caso (ii). Para o item (iii),
o procedimento € andlogo.

Para levar o sistema (1.35) nas condi¢cdes do Teorema 1.28, aplicamos a mudanca de
coordenadas (u,w) — (2x,x+y—1). Assim, o sistema (1.35) pode ser reescrito como

X _ A(x,y) (1.36)

y 2y+B(x.y)
onde

Alx,y) =40+ 12y — 120 + 12x*y? — 24uty + 8x* 4+ 4x3y3 — 1203y + 43y + 3%°
—4x%y? + 6x%y — xy? + 2xy

B(x,y) = —4x5— 120y + 1200 — 12x*y? + 240ty — 6x* — 4xPy? + 12x%y% + 223y — 843
+10x%y? — 15x%y + 3x% + 2xy3 — 2xy% — 2xy +y° — 3y?.



50

Ainda, a equagdo 2y + B(x,y) = 0 tem solugdo do tipo

3 15
y=f(x)= —§x2+gx3+o(x4),

em uma vizinhanca da origem. Daf segue g(x) = A(x, f(x)) = 4x* + o(x”). Portanto, pelo
Teorema 1.28 segue que (0,0) é uma sela-n6 para (1.36), o que implica que (0,—1) também é
uma sela-n6 para (1.37). Para determinar a disposicao dos setores hiperbdlicos e parabdlicos,
aplicaremos os Teoremas das variedades central e estdvel. Esta etapa € importante, visto que
estamos interessados no semiplano u > 0 (nas coordenadas originais).

Procedendo com o célculo, temos que o campo associado ao sistema (1.36) admite uma
unica variedade central dada por

h(x) = —%xz +o(x*),

e a dindmica sobre essa variedade € determinada por
x=4x*+o0 <x5> .

Considerando os dados acima e a mudanca de coordenadas aplicada para levar (1.35) em (1.36),
segue que o ponto singular (0,—1) para (1.35) é formado por dois setores hiperbdlicos no
semiplano u < 0 e dois setores parabdlicos no semiplano u > 0.

Fazendo os cdlculos de modo anélogo, concluimos que (0,1) é um né topoldgico instavel

para (1.35).

Agora, vamos aplicar o blow-up na dire¢do de v*. Fazendo uma mudanca de coordenadas
dada por (u,v) — (w,v) em que w = u/v e um reescalonamento do tempo de ¢ para 7/ v, temos
que o sistema (1.34) pode ser reescrito como

L 2
Ww=—-w+w —1

(1.37)

22

v=1v vt —vy

Agora, temos interesse nos pontos singulares para os quais v = 0. Assim, (1.37) admite dois
pontos, (—1,0) e (1,0), sendo este Gltimo ji analisado no blow-up na dire¢do de u™. Os

autovalores da matriz Jacobiana de (1.37) avaliada no ponto (—1,0) sdo A} = —2e A, = 0.
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Aplicando o Teorema das singularidades semi-hiperbdlicas de modo andlogo ao caso feito
anteriormente, chegamos que (—1,0) é uma sela-n6 para (1.37) constituida por dois setores
hiperbdlicos no semiplano v > 0 e dois setores parabdlicos no semiplano v < 0.

Aplicando o blow-down, que nada mais é do que uma "eclosdo"do circulo ao ponto, obtemos

o retrato de fase em torno de (0,0) para (1.34), como mostra a figura 1.15.

. _ blow-up @ blow-down %

Figura 1.15: Retrato de fase em torno de (0,0) para (1.34).

Observacao 1.41. Para desenhar o retrato de fase local em torno de uma singularidade
degenerada, basta aplicar o blow-up na diregdo de x™ e y™ uma vez que ¢ *(x,y) = —¢*(x,y),
o que implica que os retratos de fase obtidos para o blow-up na dire¢do de x~ e y~ serdo os
mesmos, exceto pelas setas que indicam a direc@o das trajetdrias, que serdo invertidas, € que o

plano de interesse passa de x > 0 para x < 0, e de y > 0 para y < 0, respectivamente.
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Capitulo 2

Modelo de Higgins-Selkov

Neste capitulo, sera feita a anélise qualitativa do oscilador de Higgins-Selkov, associado ao
sistema de equagdes diferenciais
X = ko — k1xy?
) 2.1
¥y = —kay +kixy?
em que as incognitas x e y sdo concentracdes nao-negativas e os k;, com i = 0, 1,2, sdo reacdes
constantes positivas.

Este modelo sugere que as reagdes ocorridas durante o processo da glicélise em levedura
¢ um fendmeno puramente quimico que ¢ independente de estruturas complicadas na célula.
Para analisa-lo, serdo estabelecidas algumas propriedades da dinamica das solu¢des do sistema
de EDOs por ele descrito. Também serd apresentada a classificacdo do retrato de fase a ele

associado no disco de Poincaré.

2.1 Pontos singulares finitos

Considere o sistema de EDOs (2.1). Note que, (2.1) possui trés parametros, o que pode
tornar a andlise muito complexa. Com a finalidade de simplificar a estrutura deste sistema e
reduzir a quantidade de pardmetros, aplicamos uma mudanga de coordenadas e reescalonamento

do tempo, definidas no teorema a seguir.

Teorema 2.1. O sistema Higgins-Selkov (2.1), apos um reescalonamento de varidveis, pode ser
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escrito como:

xX=1-—
w 2.2)
y=ay(xy—1)
com a > (.
Prova. Considere a aplicagao
(x,y,1) = (X,Y,7) (2.3)
kok k K3k
onde X =ax,Y =By, T=ct,coma = %, B = k—2 ec= 2—2], em que o, 3 e ¢ sdo constantes
2 2

nao nulas.
Aplicando (2.3), obtemos que o sistema (2.1) vai ser equivalente ao sistema (2.2), onde

a= k%/ (k(z)kl) > (. Por abuso de notac¢do, usaremos x e y ao invésde X e Y. |

Agora, vamos identificar a dindmica das solu¢des deste novo sistema (2.2) em torno de
pontos singulares finitos.

Inicialmente, vamos supor a # 0. Sob esta hipétese, temos que o sistema (2.2) possui um
tinico ponto singular finito em p = (1,1).

O campo vetorial associado ao sistema (2.2) € dado por

1— xy2
X(x,y) = , (2.4)
ay(xy—1)
e assim temos que

2

—y° —2xy

DX (x,y) = )
ay” 2axy—a

Em particular, se a # 0 os autovalores de DX (p) sdo dados por:

)Ll:(a—l)2+\/z . M:(a—l)z—\/g

com

A=da*>—6a+1.

Assim, o comportamento das drbitas proximo ao ponto singular p dependera do valor atribuido
ao parametro a. Com o objetivo de determinar esta dinamica, aplicaremos o Teorema de
Hartman-Grobman sob a condicdo de que os autovalores mencionados anteriormente sao da
forma A = ¢+ di com ¢ # 0, i.e., para os casos em que p trata-se de uma singularidade

hiperbdlica.
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Temos os seguintes casos:

(i) Se a < 0, os autovalores A; e A, sdo reais distintos, com A; - A, < 0. Logo, p é do tipo

sela hiperbolica.

(i) Sea€ (0,3— 2\/5], os autovalores sdo reais distintos negativos. Entdo, p é do tipo no

atrator hiperbdlico.

(iii) Sea € (3— 2V/2, 1), os autovalores sdo complexos conjugados com parte real negativa.

Assim, p € do tipo foco atrator hiperbolico.

(iv) Seae (1,3+ 2\/5), os autovalores sdo complexos conjugados com parte real positiva, o

que implica que p € do tipo foco repulsor hiperbdlico.

(V) Seae[3+ 2V/2, o), entdo os autovalores sdo reais distintos positivos. Daf segue que p é

do tipo né repulsor hiperbélico.

Agora, se a = 1, os autovalores sio A; =i e A, = —i. Entdo, temos que p é um foco fraco
cuja constante de Lyapunov é dada por —157/4, o que indica estabilidade. Note que hd uma
bifurcac¢do de Hopf em a = 1, ou seja, a partir deste momento ha uma mudanga de estabilidade
do foco p.

Por outro lado, se a = 0, o campo X pode ser reescrito como

3 1—xy?
X(x,y) = Oxy ) (2.5)

O campo (2.5) possui infinitos pontos singulares finitos distribuidos ao longo do hiperbdloide
1—xy*=0.

O retrato de fase local para (2.5) € dado pela figura 2.1.

2.2 Sobre singularidades degeneradas

Antes de iniciarmos o estudo das singularidades infinitas, precisaremos da seguinte

proposi¢ao:
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/
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Figura 2.1: Retrato de fase local associado ao campo (2.5).
Proposicao 2.2. Considere o sistema de EDO’s

i au® + u — aw? — w?)
- (2.6)

% v —v?

com a # 0 e seja H(u,v) o campo vetorial associado a (2.6). Temos que (0,0) é uma

singularidade degenerada de (2.6), formada por dois setores parabdlicos e dois hiperbolicos.

Prova. Note que, (0,0) é de fato uma singularidade degenerada para (2.6), pois

2au+3u* —av? —v  —2auv —3uw?
DH (u,v) = = DH(0,0) =
2uv u> — 4?3 00
Sendo assim, aplicaremos o blow-up nas direcdes x e y para determinar a dindmica das Orbitas

em torno deste ponto.

Fazendo blow-up para o campo H na dire¢io de x™ aplicando a mudanga de coordenadas

1 %
(”’V’t) — (M,W, —l‘) comw = —
u u

sob a hipétese de que a # 0, obtemos:

H B u (—auw2 +a— w*w? + u) 57
X(M’W) B aw (uwz— 1) . &7

O campo (2.7) possui um dnico ponto singular localizado em (0,0). Além disso, como o0s
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autovalores de DH,(0,0) sdo a e —a, segue que (0,0) é uma sela hiperbélica para (2.7).
Agora, aplicando o blow-up na dire¢do de y™ para H por meio da mudanca de coordenadas

e reescalonamento de tempo

1 u
(u,v,1) — (w,v, —t) comw = —
v v

obtemos como campo resultante:

aw* —avw
Hy(w,v) = : (2.8)

Vo — 3

A origem ¢ a unica singularidade para (2.8). Mais ainda,

Logo, (0,0) é uma singularidade degenerada. Por este motivo, precisaremos aplicar a técnica
de blow-up novamente, para determinar o comportamento em torno deste ponto.

Fazendo o blow-up na direciio de x™ (pela segunda vez) considerando a seguinte mudanca

u

1 w
(u,w,t) — (u,v,—t) comvy = —,
u

0 campo H, se torna

o ( ) au — avu 2.9)
yx I/l, V)= .
avt —av —uw +vu?

Obtemos entdo, duas singularidades localizadas em (0,0) e (0,1), sendo a primeira uma sela
hiperbélica, visto que os autovalores de DH,,(0,0) sdo a e —a, com a # 0.

Por outro lado, como os autovalores de DH,,(0,1) sdo 0 e a, segue que (0,1) é uma
singularidade semi-hiperbdlica. Vamos entao aplicar o Teorema 1.28 para analisar a dinamica
em torno de (0, 1). Ser@o considerados dois casos: o primeiro, em que a > 0 e o segundo, a < 0.
Os cdlculos para o segundo caso serdo omitidos, ja que a andlise é semelhante ao primeiro,
diferindo apenas por uma mudanca do tempo de ¢ para —t. Tome a > 0. Aplicando a mudanca
de coordenadas dada por

(u,v) = (au,u+v+1) (2.10)
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0 campo H,, se torna

Alu,v
Z(u,v) = (1.7) (2.11)
av+ B(u,v)
com A(u,v) = —au® — auv e B(u,v) = a*u* + 2a*u’v + 2a°u® + a®u®Vv? + 2d°u*v + a*u® —

2

au* — 3audv — 3au’® — 3au*V? — 6auv — au® — auv® — 3auv® + av>. Note que, a equagio

av+ B(u,v) = 0 tem solugdo do tipo

(1—a)u*+0(u), sea#1

V:f(bt)z u3+0(u4),sea:1

em uma vizinhanga de (0,0). Além do mais,

g(u) =A(u, f(u)) = 1 +0 ().

Portanto, pelo Teorema 1.28 segue que (0,0) é uma sela-n6 para Z,, o que implica que (0,1)

também o € para Hy,. Além disso, o campo (2.11) admite uma unica variedade central dada por
h(u) = (1—a)u* +u’ + 0 (u*)
cuja dindmica fica determinada por
u= —au2+0(u3).

Portanto, considerando as informacdes anteriores € a mudanca de coordenadas (2.10),
concluimos que o ponto singular (0,1) para o campo H,, é constituido por dois setores
hiperbélicos no semi-plano x > 0 e dois parabdlicos contidos no semi-plano x < 0, para a > 0.
Fazendo os calculos de modo andlogo para a < 0, obtemos que esta disposi¢do dos setores se
inverte.

Agora, aplicando blow-up para o campo Hy na diregdo de y™* (pela segunda vez), obtemos:

au® — au —v:u? —+vu
Hyy(u,v) = (2.12)

v3u2 _ V2

O campo (2.12) possui dois pontos singulares localizados em (0,0) e (1,0), sendo que o
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segundo coincide com o ponto (0, 1) encontrado no blow-up na dire¢do de x™.

Em relacdo a origem, temos que os autovalores de DH,,(0,0) sdo —a e 0, o que implica
que (0,0) é uma singularidade semi-hiperbélica. Para levar o campo (2.12) nas condi¢des
do Teorema das singularidades semi-hiperbdlicas, basta aplicar a mudanga de coordenadas e

reescalonamento do tempo dados por

(u,v,t) = (v,u,—t) (2.13)

se a > 0, e prosseguir com os cédlculos de modo anédlogo ao que foi mostrado anteriormente no
blow-up na dire¢do de x™*. J4 para a < 0, aplicamos a mesma mudanca, sem alterar o tempo.

Realizando os cdlculos correspondentes e aplicando o Teorema 1.28 levando em conta a
mudanga de coordenadas dada por (2.13), concluimos que (0,0) é uma singularidade do tipo
sela-né para Z,. Portanto, (0,0) é uma sela-né para H,y, cujos setores hiperbélicos estdo
contidos no semiplano y > 0, e o setor parabolico, no semiplano y < 0, para a > 0. E esta
disposi¢do se inverte caso a < 0.

Finalmente, aplicando blow-down, concluimos que o ponto singular (0,0) de (2.6) é

composto por dois setores parabdlicos e dois hiperbdlicos, como queriamos mostrar (veja as

figuras 2.2 e 2.3). ]
(0,0)  blow-up 2° blow-up

blow-down
2° blow-down

-

ﬂ | *

Figura 2.2: Esquematiza¢do do blow-up para a singularidade (0,0) de (2.6) para a > 0.
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L
-

Figura 2.3: Retrato de fase em torno da singularidade (0,0) de (2.6) para a < 0.

2.3 Pontos singulares infinitos

Com o intuito de analisar globalmente as solu¢cdes do modelo de Higgins-Selkov,
precisamos estudar o que acontece quando as solucdes se aproximam do infinito. Com
esta finalidade, aplicaremos a Compactificacdo de Poincaré apresentada no Capitulo 1. Por
simplicidade de notagdo, usaremos apenas Uy para nos referirmos as cartas locais (Uy, ¢ ), com
k = 1,2. Além disso, recorde que as singularidades infinitas sdo da forma (u,0).

Considere o campo X, definido na secdo 2.1. Vamos dividir a andlise em dois casos:

Caso 1: Assuma a # 0.

A expressdo da compactificacdo na carta local U é dada por:

au® + w? — awn? — w3

p(X|uy) (w,v) = . . (2.14)
yuc —vy
Entao,

2au+3u* —av? —v3  —2auv — 3wn?

Dp(X|uy) (1) = e
2uv u-—4y

Os pontos singulares infinitos nesta carta sao

pP1 = (—a,()) € P2 = (0,0).

Como
a 0

Cl2

Dp(X|v,)(p1) =

possui um tnico autovalor A = > de multiplicidade dois cujos autovetores associados sdo
W =(0,1)e V = (1,0), segue que p; é um né hiperbélico instdvel, uma vez que, para todo

a € R* tem-se a® > 0.
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Ja para p, temos

Dp(X|y,)(p2) = 00

Logo, p> é uma singularidade degenerada. Pela proposi¢do 2.2, segue que p, é formada por
dois setores parabdlicos e dois hiperbdlicos.
Ja na carta U, temos
—u—au® + aw? +v3

p(Xu,) (u,v) = \ : (2.15)
—auyv + av

Assim,

—1—2au+av* 2auv+ 3v?
Dp(X|u,) (1) = 2
—av —au—+3av

Os pontos singulares infinitos para (2.15) sdo

p3 = (—40) e pa=(0,0).

A Jacobiana
1 0

1

Dp(X|u,)(p3) =

possui um unico autovalor A = 1 de multiplicidade dois com autovetores associados dados por
= (0,1) e V= (1,0). Portanto, p3 é um nd hiperbdlico instdvel. Agora, os autovalores de
Dp(X|v,)(pa) sdo A1 = —1 e Ay = 0. Logo, p4 é uma singularidade semi-hiperbdlica.

Na notagdo do Teorema 1.28, aplicando a mudanca de coordenadas dada por
(u,v,t) = (v,u,—t)

para (2.15), obtemos g(u) = —au® + o(u*) (aqui os célculos serdo omitidos). Portanto:
(i) Se a > 0, entdo p4 € uma sela topologica,
(i1) Se a <0, entdo p4 € uma nd topologico (atrator).

Recorde que as expressdes nas cartas locais Uy e Vi se distinguem apenas por um fator
(—l)dfl, em que d € o grau do campo vetorial. Neste caso, como o grau de X € 3, podemos

concluir que em V| s@o obtidas as seguintes singularidades:
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* ps = (0,0), do tipo degenerada;
* pe = (a,0), que é um nd hiperbdlico repulsor.

Ja para V,, temos:

* p7=(0,0), que é singularidade semi-hiperbélica do tipo sela topoldgica se a > 0, ou um

no topologico atrator, se a < 0.

e pg = (é,O), do tipo né hiperbdlico repulsor.

Os pontos singulares infinitos para o campo vetorial X para o caso 1 estdo esquematizados na

figura 2.4.

P4
Ps=Ds3
Pr=D3
Ps )2 Ps P2
P1=Ps DPs=Ds
P

V24
a>0 a<0

Figura 2.4: Pontos singulares infinitos para o campo vetorial X com a # 0.

Caso 2: Assuma a = 0.

Neste caso, a expressao da compactificagdo na carta U; € dada por:

3 3
u’ —uy
p(Xlu,) (u,v) = . (2.16)
vu? — vt
Temos que g; = (0,0) é o unico ponto singular infinito associado a (2.16). Além disso,

Dp(X|u,)(g1) = 0, portanto, temos uma singularidade degenerada. Usaremos o blow-up para
determinar o retrato de fase em torno de g .
Aplicando blow-up para o campo p(X|y,) na dire¢do de x™ e reescalonando o tempo de ¢

parat/ u?, obtemos

Uy (1, w) = . 2.17)
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O novo campo (2.17) possui uma tnica singularidade localizada na origem. Além disso, como
os autovalores de DU;_(0,0) sdo A; = 1 e A, = 0, temos uma singularidade do tipo semi-
hiperbdlica cuja velocidade na segunda coordenada € nula, e as drbitas que estdo sobre o eixo u
se afastam da origem.

Agora, aplicando o blow-up para o campo p(X|y,) na dire¢do de y™ e reescalonando o

tempo de ¢ parat/ V3, obtemos:

Uy, (w,v) = : (2.18)

O campo (2.18) possui uma tunica singularidade localizada na origem. Ainda, como os
autovalores de DU, (0,0) sdo A; = —1 e A, =0, temos uma singularidade semi-hiperbélica cuja
velocidade na primeira coordenada € nula, e as 6rbitas que estdo sobre o eixo v se aproximam
da origem nas dire¢des dos vetores v{ = (0, 1) superiormente, e 3 = (0,—1) inferiormente.

Prosseguindo com a andlise das singularidades infinitas, temos que a expressdo da

compactificagdo de Poincaré na carta U, é dada por:

w3
p(X|u,) (u,v) = MO T (2.19)

O campo (2.19) possui um dnico ponto singular, a saber, g = (0,0). Além do mais,
a Jacobiana Dp(X|y,)(g2) tem como autovalores A} = —1 e A, = 0. Logo, g2 é uma
singularidade semi-hiperbolica. Temos também que as Orbitas dos pontos que estdo sobre o
eixo u se aproximam de ¢ nas direcdes dos vetores v{ = (—1,0) pela esquerda, e v; = (1,0)
pela direita.

Pelo mesmo argumento utilizado no Caso 1, concluimos que para V; existe uma tunica
singularidade g3 = (0,0), do tipo degenerada. Ja para V,, temos o ponto singular g4 = (0,0),
que é semi-hiperbdlico.

Assim, os pontos singulares infinitos para o campo vetorial X para o caso em que a =0

estdo esquematizados na figura 2.5.
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qs3 qi

q4

Figura 2.5: Pontos singulares infinitos para o campo vetorial X com a = 0.

2.4 Solucoes periddicas e ciclos limites

Quando um sistema dindmico tem uma soluc@o periddica, significa que o fendmeno que
€ descrito por esta solucao exibird oscilagdes que sdo geralmente persistentes, o que justifica
a importancia do estudo das mesmas. Sob essa perspectiva, nesta secdo serdo apresentados
resultados que dizem respeito a existéncia de solugdes periddicas para o modelo de Higgins-
Selkov, bem como serd apresentado um teorema que determina para quais valores hd a
existéncia de ciclos limites.

O lema a seguir € uma das ferramentas utilizadas para determinar o nimero de raizes que
um polindmio de grau 4 pode ter por meio da andlise do sinal de um discriminante denotado
por Dy, com k € {2,3,4}, e serd necessdrio para a demonstra¢do do Lema posterior 2.4, que
verifica a existéncia (ou nao) de ciclos limites para o caso em que o parametro @ > 3. Para mais

detalhes, consulte [12].

Lema 2.3. Seja p(x) um polinémio geral do quarto grau dado por p(x) = apx* +a1x* + arx* +
asx + aq, com ag #= 0. A tabela a seguir fornece o niimero de raizes reais e imagindrias e

multiplicidades de raizes repetidas em todos os possiveis casos:
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Dy>0AD3;>0AD; >0 {1,1,1,1}
Dy >0A (D3 <0VD,; <0) { }
D4 <0 {1,1}
Dy=0AD3>0 {2,1,1}

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) D4=0AD3<0 (2}
(6)
(7)
(8)
©)

6) Dy=0AD3;=0AD, >0 NE=0 {2,2}
7) Dy=0AD3;=0AD; >0NE#0 {3,1}
8) Dy=0AD3=0AD; <0 {}
9) Dy=0AD3=0AD,=0 {4}
em que
D, = 3a2 —8aray,
D; = 16a0a4a2 — 18610613 4aoa2 + 14apazaja; — 6aoa4a1 + aza1 3a3a1,
Dy, = 256a0a4 27a0a3 — 192610613614611 27a1a4 6a0a1a4a3 + aza%a%
—4aoa2a3 + 18a2a4a az + l44aoa2a4a1 80aoa2a4a1a3 + 18a0a2a§a1
—4a2a4a1 4a3a3 + 16a0a2a4 — 128a0a2a4 + 144a0a2a4a§
E = 8a0a3 —i—al —4apaas.

Esses quatro polinémios formam um sistema de discriminantes que é suficiente para a

classificacdo das raizes de um polinomio de grau quatro.
Lema 2.4. O sistema Higgins-Selkov (2.20) ndo tem solugées periodicas se a > 3.

Prova. Com efeito, seja o campo vetorial X dado por

1 —xy2

ay(xy—1)

X =

Note que
Xlx=0=1>0 e Yy=0 =0

dai, se existe uma solucdo periddica, uma vez que deve circundar o ponto (1, 1), obtemos
que se o ciclo limite existe, deve estar contido no primeiro quadrante {(x,y);x > 0,y > 0},

pois nenhuma outra configuracdo € possivel visto que todos os pontos pertencentes aos eixos
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coordenados x e y tém por vetor velocidade @ = (1,0) e V = (1,—ay), respectivamente. Além

disso, a funcdo divergéncia do sistema (2.20) é

f(xy) = —y* —a+2axy

Na sequéncia, provaremos que a curva f(x,y) restrita ao primeiro quadrante é transversal ao
fluxo do sistema (2.20) se a > 3 e transversal, exceto no ponto (2/3,1). Resolvendo f(x,y) =0,
obtemos:

—y2+2axy—a:O

o que implica

X = at y2
~ 2ay
Considere a curva
a +y2
flxy) =x 2y
e seja a funcdo
I af 9f _ paly)  4ay—a*—3y*
)= (G o5y 2" day 4 '
y Oty ay ay

- 2ay

Note que p,(y) € um polindmio de grau 4 que pode ser escrito da forma

as+az -+ agy2 + a1y3 + aoy4

comag=—3,a,=ar=0,a3 =4ae as = —a’.

Calculando os discriminantes, obtemos:

Dy = 256a0a4 27a0a3 — 192a0a3a4a1 27a1a4 6aoa1a4a3 + a2a3a%
—4a0a2a3 + 18a2a4a az + 144a0a2a4a1 80a0a2a4a1a3 + 18a0a2a%a1
—4a2a4a1 4a1a3 + 16a0a2a4 — 128a0a2a4 + 144a0a2a4a3

= 6912(a—3)a*(a+3),

D; = 16a3a4a2 18010a3 4a0a2+14a0a3a1a2—6a0a4a1+a2a1 3a3a1

= —25924% <0

obtemos que D4 > 0 para a > 3 e D4 = 0 para a = 3. Segue do Lema 2.3 que, neste primeiro
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caso, o polindmio p,(y) tem quatro raizes complexas com parte imagindria ndo nula e, portanto,
T,(x,y) >0em {(x,y);x >0,y > 0}; e, para a = 3, p,(y) tem duas raizes complexas com parte
imagindria ndo nula e uma solugdo real de multiplicidade dois y = 1, entdo 7, (x, y) > 0, nula
apenas no ponto (2/3,1) de (x,y) € {x >0,y > 0}. Isto prova que a curva f(x,y) restrita ao
primeiro quadrante € transversal ao fluxo do sistema (2.20) se a > 3. E esta afirmag¢do junto
ao fato de que as orbitas periddicas devem circundar o ponto singular (1,1), implicard que,
se a Orbita periddica existe, deve estar contida em uma regido conectada simples onde o sinal
da fung¢do divergéncia é positivo, (ou positivo, exceto no ponto (2/3,1) onde é 0). Mas, isto
contraria o Teorema de Bendixson. Logo, (2.20) ndo tem solucdo periddica para a > 3, como

querfamos mostrar. ]

Pode-se entdo enunciar a seguinte proposi¢ao:

Proposicio 2.5. O sistema diferencial (2.20) ndo possui solugdes periddicas se a € (—eo,0] U

[3,00).

Prova. Este resultado segue diretamente do Lema 2.4 e do fato de que se a < 0, o sistema
(2.20) possui uma unica singularidade do tipo sela, o que ndo permite a existéncia de solucdes
periddicas dada a configuracdo das separatrizes que tem como & ou @-limite o ponto singular

(1,1). n

Em [1], os autores conjecturaram sobre a existéncia de um unico ciclo limite estavel para
o modelo de Higgins-Selkov, a partir de evidéncias numéricas encontradas. Esta conjectura foi

provada posteriormente em [7], e é enunciada a seguir como teorema:

Teorema 2.6. O sistema diferencial (2.20) tem uma tinica solu¢do periddica quando a € (1,a*)
com a* € (1.23,1.24). Mais ainda, esta solugdo periddica é um ciclo limite estdvel que nasce
em uma bifurcagdo de Hopf no ponto singular (1,1) quando a = 1 e termina em um grdfico

com uma parte no infinito quando a = a*.

2.5 Retratos de fase no Disco de Poincaré

Os retratos de fase sdo recursos que nos permitem ter uma nocao geométrica das trajetdrias

das solu¢des de um sistema diferencial. Para construi-los, é necessdrio reunir todas as

informagdes obtidas no decorrer deste capitulo. Nesta perspectiva, abordaremos nesta se¢ao
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todos os possiveis tipos topoldgicos do retrato de fase do modelo de Higgins-Selkov no disco
de Poincaré.

Para que seja possivel representa-los, precisamos primeiro determinar qual € a evolucao
final das trajetdrias, e como os pontos singulares se conectam. Consideremos entdo o caso em
que a < 0 inicialmente, e o sistema de equagdes diferenciais Higgins-Selkov reescalonado dado

por

(2.20)

Vimos que, (2.20) possui apenas um ponto singular finito p para a # 0 e de modo particular, se
a < 0, entdo p € uma sela hiperbolica.

Sabemos também que (2.20) possui seis singularidades infinitas para a # 0 distribuidas ao
longo do bordo do circulo unitdrio, e a dindmica local destes pontos € estudada na secao 2.3.
Além do mais, temos que a reta y = 0 € invariante pelo fluxo independente do valor de «,
uma vez que todos os pontos da forma (xo,0) tém como vetor velocidade V' = (1,0). Juntando
todas estas informagdes, obtemos a seguinte configuracdo para os pontos singulares do sistema

diferencial (2.20) no circulo unitario, mostrados na figura 2.6.

Py
P1=P3
<
Ds > P2
Q )
Ps = Ps
p7

Figura 2.6: Retrato de fase do sistema (2.20) para a < 0.

Agora, precisamos estudar como esses pontos se conectam. Para isto, utilizamos o Teorema
de Poincaré-Bendixson 1.10, enunciado no capitulo 1, que estabelece trés opg¢des para os
conjuntos ®-limite de uma trajetéria: ou é um ponto singular, ou é um grafico (conjunto
composto por pontos singulares e separatrizes), ou € uma Orbita periddica.

Note que, as 6rbitas pertencentes a sub-regido do plano R = {(x,y) € R%; x> +y* < ley<
0}, devem ali permanecer, o que nos é garantido pela unicidade da solu¢do de um sistema

diferencial para uma condicdo inicial dada. Assim, aplicando o Teorema 1.10, obtemos que a
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Unica possibilidade para o conjunto @-limite de cada uma das 6érbitas que passa pelos pontos
singulares infinitos ps e pg € o ponto singular p7, pois esta € a Gnica configuragdo possivel,
visto que ndo ha pontos singulares finitos em R.

J4 para as singularidades contidas na sub-regido do plano S = {(x,y) € R x> +y*<ley>
0}, aplicando o teorema 1.10 temos as seguintes possibilidades de conexdes: como p é uma
sela hiperbolica, segue que esta possui duas variedades estaveis e duas instdveis, dai ha duas
possibilidades para o conjunto o-limite das drbitas que passam pela variedade estdvel que tem
como w-limite a singularidade p, e s@o elas os pontos ps e p1, 0 que se justifica pela disposi¢cao
e classificacdo das singularidades do sistema (2.20). Por outro lado, as variedades instaveis de
p se conectam com as singularidades infinitas p4 e p.

Outras configuracdes para as conexdes estdo relacionadas a seguir: para ps, ha trés possiveis
conjuntos ®-limite, sendo eles os pontos p4, p2 € p; para pi, além do ponto p, o conjunto ®-
limite pode ser dado pelos pontos p> € ps. Além do mais, ndo hd uma regido limitada para a qual
ocorre de toda singularidade ter evolugdo final finita, isto implica que o sistema (2.20) ndo tem
significado bioldgico para a < 0. Considerando estas conexdes, pode-se concluir que o retrato

de fase no disco de Poincaré do campo associado ao sistema (2.20) para a < 0 € topologicamente

equivalente ao da figura 2.7.

Ps P>

Ps = Ps

p7

Figura 2.7: Pontos singulares do sistema (2.20) para a < 0.

Agora, se a = 0 vimos que o sistema diferencial (2.20) possui infinitos pontos singulares
finitos, distribuidos ao longo da curva 1 —xy?> = 0, e quatro singularidades infinitas cuja
dindmica foi estudada na secdo 2.3. O retrato de fase parcial para este caso € mostrado na

figura 2.8.
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q4
Figura 2.8: Pontos singulares do sistema (2.20) para a = 0.

Também foi visto que as 6rbitas dos pontos do campo vetorial X se aproximam dos pontos
singulares finitos em ambas as direcdes, formando um fluxo de linhas paralelas (localmente).
Conclui-se entdo que o retrato de fase do sistema (2.20) para o caso em que a = 0 €

topologicamente equivalente ao dado na figura 2.9.

q>

q4

Figura 2.9: Retrato de fase do sistema (2.20) para a = 0.

Agora, vamos avaliar o retrato de fase para o caso em que a > 0. Se a € (0, 1], temos que p
pode ser tanto um né quanto um foco atrator, ja que, do ponto de vista topoldgico, nds e focos
sdo objetos indistintos. Assim, vamos supor que p € do tipo né atrator.

Sabemos também que (2.20) possui seis singularidades infinitas distribuidas ao longo do
bordo do circulo unitdrio, cuja dindmica local é estudada na secdo 2.3 e que a reta y = 0
¢ invariante pelo fluxo. Unindo todas estas informacdes, obtemos a seguinte configuracdo e

disposicao dos pontos singulares para o sistema diferencial (2.20), mostrados na figura 2.10.
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B\
b7

Figura 2.10: Pontos singulares do sistema (2.20) para a € (0, 1].

Observe que, novamente, as Orbitas pertencentes a sub-regido do plano R = {(x,y) €
R2:x% + y2 < ley < 0}, ndo extrapolam esta regido, fato fundamentado na unicidade da
solu¢do de um sistema diferencial. Assim, aplicando o Teorema 1.10, obtemos que a Unica
possibilidade para o conjunto ®-limite de cada uma das Orbitas que passa pelos pontos
singulares infinitos ps, p7 € p; é o ponto singular p,, isto é, em R todas as trajetérias tem
evolucdo final infinita. Ainda, a configuracio nesta sub-regido € valida para todos os casos em
que a > 0, conforme mostrado na figura 2.11, uma vez que nao ha pontos singulares finitos em

R.

P1=Ds

P7

Figura 2.11: Conexdes entre pontos singulares contidos na sub-regido R para a > 0.

Vamos entdo analisar as possiveis conexdes entre as singularidades contidas na sub-regiao
do plano § = {(x,y) € R%; x2 —|—y2 <1ey>0}. Pelo Teorema 1.10, como p3 é um no repulsor,
ha duas possibilidades para o conjunto @-limite de variedades cujo &-limite € o ponto p3, e
sdo elas: a singularidade finita p, visto que esta € do tipo né atrator, € o ponto singular infinito
p2. Por outro lado, temos que p4 € uma sela topoldgica, assim, a variedade instavel de p4 teria
como possiveis conjuntos limite as singularidades p, e p. No entanto, ao considerar o fluxo

contido em S e a trajetoria de uma particula cujo w-limite se aproxima do ponto p, passando
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préximo de p, verifica-se que, ao se aproximar de p, esta particula € atraida para este ponto, o
que impossibilita a conexdo entre py4 € py. Assim, o conjunto @-limite de p4 € a singularidade
finita p.

Conclui-se entdo que as Orbitas contidas na sub-regido do plano S limitada pela variedade
que conecta os pontos singulares infinitos p; e p3, ali permanecem (regido sombreada na figura
2.12), e ttm como conjunto ®-limite o ponto singular finito p, isto é, evoluem para uma
singularidade finita. Quando isto ocorre, dizemos que para os valores considerados para o
parametro a, o modelo apresenta significado bioldgico.

Completando estas informagdes para o caso em que a € (0, 1], obtemos o retrato de fase

global do sistema (2.20) no disco de Poincaré, conforme a figura 2.12.

Dy

Ps=P3
pPs p2
Pr=ps

p7

Figura 2.12: Retrato de fase do sistema (2.20) para a € (0,1].

Ainda sob a hipotese de que a > 0, vamos estudar a dinamica das orbitas do sistema (2.20)
contidas na sub-regido do plano S. Pelo teorema 2.6, temos que o sistema (2.20) possui uma
tinica solucdo periddica para a € (1,a*) com a* € (1.23,1.24), que se trata de um ciclo limite
estdvel que nasce em a = 1 e termina em um grafico (estrutura constituida por separatrizes
e pontos singulares) com uma parte no infinito quanto @ = ¢*. Também vimos na secdo 2.1
que se a € (1,a*], entdo p é uma singularidade do tipo né/foco repulsor. Estas relagdes estdo
esquematizadas na figura 2.13.

Como o ciclo limite contido da sub-regido S é estdvel para a € (1,a*], segue que as Orbitas
dos pontos singulares infinitos p3 € p4, € da singularidade finita p convergem para este ciclo.
Além disso, pode-se estabelecer uma variedade que conecta as singularidades infinitas p3 e p»,
uma vez que em S o ponto p; € composto por um setor parabdlico e um hiperbolico. J4 para
a € [a*,~+e0), ndo havendo a existéncia de ciclo limite e dado o fato de que a singularidade finita

p € do tipo foco/nd repulsor, segue que tanto a trajetéria de p4 quanto de p3 evoluem para o
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infinito, tendendo a p;.
P4
R\

Ps=DPs @

Ps > P2
Pr=Ds P1=Ds
p7 p7
ac(l,a") a=a*

Figura 2.13: Retratos de fase parciais para a € (1,a*), com a* € (1.23,1.24) e a € [a*,+),
respectivamente.

Em suma, estudando a dindmica dos pontos singulares de (2.20) em fun¢do do parametro a,
conclui-se que o retrato de fase associado ao modelo de Higgins-Selkov vai ser equivalente a

algum dos mostrados na figura 2.14, sendo:

A, se a < 0, em que p € uma sela hiperbolica;

B,sea=0;

C,sea € (0,1], em que p é um né/foco hiperbélico atrator;

D,sea€ (1,a"),a* € (1.23,1.24), onde p é um foco repulsor;
* E, se a = a*, onde p é um foco repulsor;

* F, sea € (a*,), em que p é um né repulsor;
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A B C
7
D E F

Figura 2.14: Retratos de fase do modelo de Higgins-Selkov em funcio do parametro a.

De modo geral, se a # 0, o sistema diferencial (2.20) possui seis singularidades infinitas
e uma singularidade finita p, sendo a dindmica em torno de p determinada pelo parametro
a. Contudo, se a = 0, (2.20) admite infinitos pontos singulares finitos, distribuidos ao longo
da curva 1 —xy? = 0, e quatro singularidades infinitas conforme é possivel observar na figura
2.14(B).

Para o retrato de fase D, o teorema 2.6 nos garante a existéncia de ciclo limite. Além do
mais, temos que os valores de bifurcagdo para estes modelos sio a =0,a =1 e a = a*, isto &,
valores para os quais a dinAmica em torno de p apresenta mudangas de estabilidade.

Finalmente, as regides sombreadas nas figuras 2.14(C) e 2.14(D) correspondem as regides
em que o modelo apresenta significado bioldgico, uma vez que a evolugdo final das trajetorias

ali contidas € finita.
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Capitulo 3

Modelo de Selkov

Um outro exemplo classico de modelo matematico para oscilagdes em um sistema biolégico
€ o oscilador de Selkov, que serd analisado neste Capitulo. A finalidade pratica deste modelo
¢ tentar determinar as propriedades da reacdo da fosfofrutoquinase que podem explicar o
aparecimento de auto-oscilacdes durante o processo da glicélise. Para mais detalhes sobre os

fatores bioldgicos, consulte [14].

3.1 Pontos singulares finitos

Considere o sistema de EDO’s dado por

= -—x+ay+x*
ey 3.1)

y=b—ay—x’y
em que a e b sdo parametros positivos. Este sistema recebe o nome de oscilador de
Selkov, e modela as variacOes ocorridas durante o processo da glicdlise. Os parametros b
e a sdo chamados de fosfofrutoquinase e hexoquinase, respectivamente, que sdo as enzimas
responsdveis pela ativagao de todo o ciclo glicolitico.
Seja
2
—Xx+ay—+x-y
Y(x,y) = ) (3.2)
b—ay—x-y
o campo vetorial associado a (3.25). Na sequéncia, vamos determinar a dindmica das solu¢des

deste sistema proximo a pontos singulares.

O sistema (3.25) possui um tnico ponto singular finito p = <b, H%) quando a + b* # 0.
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Agora, se a = b = 0, o sistema (3.25) se transforma em

¥ = —x+x?
- (3.3)

y=—x%y

Note que, todo ponto da forma (O,yo) ¢ uma singularidade de (3.3). Assim, a reta y é formada
apenas por pontos singulares. Por fim, se a = —b? e b # 0, (3.25) nio possui pontos singulares
finitos.

A matriz Jacobiana de Y em p é dada por:

2%
—1+ 7 a-+ b?
DY (p) = ot 2
—a—b
a—+b? “

Sejam 7 e 8, o trago e o determinante da matriz DY (p), respectivamente, com:

2a

_ 2 _ 2
T=—a—>b —Jrl—m, 5—a—|—b €
2 —46=—4(a+b*)+ (- e C I 2

a+b?
Calculando os autovalores de DY (p), obtemos:

Py T+ V12 —46 Py T—V12—-48
1= e =

2 2

Defina os seguintes conjuntos em R*: Q) = {(a,b) € R*;7>—45 < 0,6 >0e 7 #0},
M, = {(a.b) eR*71*—456 >0e 6 >0}, O3 = {(a.b)eR*6>0e7=0} e Q4 =
{(a,b) eR%6 < O} (veja figura 3.1).

Pelo Teorema 1.23, segue que p é:
(i) uma sela hiperbdlica se (a,b) € Q4 (veja figura 3.2 (a));

(ii) um né hiperbdlico se (a,b) € (). Atrator, se T < 0 e repulsor se T > 0 (veja figura 3.2

(b) e (0));
(iii) um foco se (a,b) € Q). Atrator, se T < 0 e repulsor se T > 0 (veja figura 3.2 (d) e (e));

Agora, se (a,b) € ()3, os autovalores de DY (p) sdo dados por

V2 421+ 8h2 . A V2421 + 8h2
= 2:— .
2 2

M
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0.5

0.0

-0.5

-1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.1: Conjuntos ();, com i € {1,2,3,4}.

Como 1+ 8b% > 1, segue que A; e A, sdo puramente imagindrios, dai conclui-se que p € uma
gue q p g q

singularidade do tipo foco fraco (veja figura 3.2 (f)). Ainda para este caso, temos
1 2
a=3 (—1 P+ 1+8b2).
O ndmero de Lyapunov s6 estd definido para o caso positivo, i.e.,

a:%(—1—2b2—|—\/1—|—8b2),

e € dado por

- 357/~ 1+ VI+85 (3485~ 3VT+852 7 (22— 10V1+877) )
. \/E(—1—4b2+\/W)2 '

L

Defina

1
b=1/5 (7+2\/13).

Temos estabilidade se —b* < b < 0 ou 0 < b < b*, uma vez que para estes valores de b, vale

L < 0. Por outro lado, L > 0se b < —b* ou b > b*.

3.2 Pontos singulares infinitos

A proposi¢do a seguir ird nos auxiliar na andlise da dindmica préximo ao infinito das

solu¢des do modelo de Selkov. Vale ressaltar que, por se tratar de singularidades infinitas,
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(a,b) = (0.4,—0.5) € O (a,b) = (0.07,—0.4) € O (a,b) = (0,—1) € O3
T<0 >0

Figura 3.2: Exemplos para o retrato de fase do sistema (3.25) em torno de p para (a,b) € Q;,
i=1,2,3,4.

nosso interesse € em pontos singulares cuja segunda coordenada € nula.

Proposicao 3.1. Considere o seguinte sistema de EDO’s

i\ [ atu(-v+u) 3.4)

v vz(a—bv—l—uz)

e seja F o campo associado a este sistema. As seguintes afirmagcoes sdo verdadeiras:
1. Se a > 0, ndo existem singularidades;
2. Se a <0, temos duas singularidade semi-hiperbdlicas, a saber, (\/—_a, 0) e (—\/—_a, 0).
Além disso:
(i) SebeRea< —b? (\/—_a, 0) e (—\/—_a, O) sdo do tipo né hiperbdlico instdvel;

(ii) Se b<0ea> —b?, (\/—a,O) € um no instdavel hiperbolico e (—\/—a,O) é uma

sela topologica;
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(i) Seb>0ea>—b?* (v/—a,0) é uma sela topoldgica e (—/—a,0) é né hiperbdlico
estdvel;

(iv) Sea= —b2eb>0, (\/—_a,O) é uma selano e (—\/—_a, O) é no hiperbdlico estavel;

(v) Sea= —b?eb <0, (\/—_a, 0) é um no hiperbélico estdavel e (—\/—_a, 0) é uma sela

z

no.

3. Se a=0 e b+#0, temos uma unica singularidade degenerada localizada em (0,0),

formada por dois setores parabolicos e dois hiperbolicos.

Prova. De fato:

1. Recorde que, as singularidades infinitas sdo da forma (u,0). Entdo, se v =10
u=0u==+v—-aev=0
Assim, se a > 0, (3.4) ndo possui singularidades.

2. Suponha a < 0. Pelo item 1, temos que as singularidades de (3.4) para v = 0 serdo (\/ —a, O)
e (—\/—a,O). Apresentaremos aqui os célculos para (—\/ —a,O). O outro caso segue de modo
andlogo.

A parte linear do campo associado ao sistema (3.4) € dada por

2u—v —u

DF (u,v) = ) ) )
2uy 2v(a—bv+u)—bu

Particularmente, DF (—\/—a,O) possui como autovalores —2+/—a e 0. Portanto, temos uma
singularidade semi-hiperbdlica. Com a finalidade de levar o campo (3.4) nas condi¢des do

Teorema da singularidades semi-hiperbdlicas, considere a seguinte mudanga de coordenadas
(u,v,t) = (—vV—a+u+v,2u,—t). (3.5)

Aplicando (3.5), o campo F se torna

Fluwy = [ A0 (3.6)
v+ B(u,v)

com A(u,v) = —2u? (=2v/=a(u+v) —2bu+ (u+v)?) e B(u,v) = —2u\/—a—2uv
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—u? = +2(v=a+u) (u+v)+2u* (—2y/=a(u+v) —2bu+ (u+v)?). Note que, em torno

da origem, a equag@o v+ B(u,v) = 0 tem solugdo do tipo

v=f(u) = V22 =) (“2a® ¥ a+ 4bu?) + w2 + 2> (V=a—u) —y/—a
2u?—1

Além disso,

g(u) = A(u, f(u)) =4 (V=a+b)1d —4u* + 0 <u5> .
Analisando o sinal do termo cubico da expansdo acima, e aplicando o Teorema 1.28 obtemos
que (—v/—a,0) ser:
i) um n6 estdvel se b >0e (a > —b*),oub e Reac (0,—b?).
ii) uma sela topoldgica se b < 0 e a > —b?, pois 4 (\/—_a—i— b) <0;

iii) uma sela-né se b > 0 e a > —b?, cuja variedade central é dada por

h(u) =— u* 40 ()

1
2/ —a

e a dinamica sobre essa variedade fica determinada por
i=—4u*+0 <x5> .

Fazendo os calculos de modo anédlogo para (\/ —a,O) , obtemos:
gu)=4(V—a—b)u’+4u*+0 <u5>
cuja anélise nos permite concluir a partir do Teorema 1.28 que (\/ —a, O) sera:
i) Umné instdvel se b <O0ea > —b* oubeReac (0,—b%),ie.,4(y/—a—b) >0;
ii) Uma sela topoldgica se b >0 e a > —b?, pois 4 (y/—a—b) < 0;

i) Umasela-nése b >0ea = —b?, cuja variedade central é da forma

h(u) = %uz +0 ()
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e tem a dindmica determinada por
u:4u4—|—0<x5>.

Com isto, concluimos a prova do item 2.

3. Assuma a = 0. Entao, (3.4) possui uma tnica singularidade situada na origem. Além disso,
o campo F pode ser reescrito como
u(u—v)

Fo(u,v) = 20— ) (3.7)

Calculando a parte linear do campo (3.7) considerando b # 0, obtemos:

2u—v —u

0 0
DFy(u,v) = = DFy(0,0) = . (39)
0

2uv®  2v (u2 — bv) — bv? 0
Portanto, a origem € uma singularidade degenerada. Assim, serd necessario utilizar a técnica de
blow-up para determinar seu retrato de fase local.
Aplicando blow-up para o campo (3.7) na direcdo de x*, e considerando a mudanga de
coordenadas

1 v
a’t_> s a_t - -
(u,v,1) (uwu)comw .

obtemos:
U—uw
Fox(u,w) = ) (3.9)
w? (—buw + u? + 1) —w
O campo (3.9) possui duas singularidades para u = 0, localizadas em (0,0) e (0,1). De modo
particular, DF,(0,0) tem como autovalores A; = 1 ¢ A, = —1, portanto, (0,0) é uma sela
hiperbdlica.
Por outro lado, os autovalores de DFy,(0,1) sdo A; =1 e A, = 0. Logo, (0,1) é uma

singularidade semi-hiperbdlica. Vamos agora estudar qual a dindmica das 6rbitas de (3.9) em

torno de (0, 1). Para isso, considere a seguinte mudancga de coordenadas

WJfﬁ<%l+u+0. (3.10)
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Aplicando (3.10), o campo Fy, se torna

Fo(u,v) = Auv) (3.11)

v+ B(u,v)

com B(u,v) = (u+v+1) ((u+v—|— 1) <Z—§ —u(u+v+1)+ 1) — 1> +u(u+v)—veA(u,v)=
—u(u+v). Assuma que v = f(u) seja a solugao da equacdo v+ B(u,v) = 0, numa vizinhanga

da origem, com

R o

w+ 0 (u), sebh=+1
Também temos:

—u2+<bi2—1>u3+0(u4), se b # +1

gu) =A(u,f(u)) = _uz—u4—|—0(u5)’ se b= =1

De qualquer modo, obtemos que o grau de g(u) é par. Portanto, pelo Teorema 1.23, segue que
(0,0) é uma singularidade de Fg do tipo sela-n6, o que implica que (0, 1) também o € para o
campo Fo,.

Além disso, pelo Teorema 1.35, o campo (3.11) admite uma unica variedade central da

forma

h(u) = % (1—%) W+’ +0 (u)

e a dindmica sobre essa variedade fica determinada por

u:—u2—|—<%—1>u3—|—0(u4).

Portanto, considerando a mudanga de coordenadas (3.10), concluimos que (0,1) é composta
por dois setores hiperbdlicos e dois parabdlicos.
Por outro lado, aplicando blow-up para o campo (3.7) na dire¢do de y*, e considerando o

reescalonamento de variaveis

1
(u,v,1) — (w,v, ;t) com w = % (3.12)
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obtemos
w(v(b—vwz) +w— 1)

(3.13)
V2 (vw2 — b)

Foy(w,v) =

O campo (3.13) possui dois pontos singulares, (0,0) e (1,0), sendo este segundo
correspondente ao ponto (0, 1) encontrado para o campo (3.9). Sendo assim, faremos apenas a
andlise das 6rbitas em torno da origem. Com esta finalidade, considere a seguinte mudanca de

coordenadas e reescalonamento de tempo
(w,v,1) = (v,w,—1). (3.14)

Aplicando a mudanca de coordenadas (3.14) e prosseguindo com os cdlculos de modo andlogo

aos casos anteriores, obtemos

g(u) =bu* +0 <u6) .

Como estamos supondo para este caso que b # 0, segue que (0,0) é uma sela-n6 para (3.13),
cuja variedade central é dada por

h(u) =0

isto é, coincide com o eixo u e a dindmica sobre esta variedade é determinada por
L't:bx2+0(x4).

Portando, (0,0) também o é uma sela n6 para (3.13).
Juntando as informagdes obtidas anteriormente e aplicando blow-down, chegamos que

a singularidade (0,0) de (3.4) é formada dois setores hiperbélicos e um setor parabélico,

A
T

b>0 b<0
Figura 3.3: Retrato de fase (local) de (3.4) em torno de (0,0).

conforme Figura 3.3.

Isto conclui a prova da proposic¢ao. ]
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Agora, pretendemos analisar o comportamento qualitativo das 6érbitas no infinito, e para
isso, aplicaremos a Compactificacdo de Poincaré.

A expressdo da compactificacdo na carta local U € dada por:

—w?(au+a—1)+bvd —u(u+1)
p(Y o) (u,v) = . (3.15)
v —u (av3 + v)
O campo (3.15) admite duas singularidades infinitas, p; = (—1,0) e p» = (0,0). Além do

mais, a matriz Jacobiana de (3.15) é dada por:

2_ 2 2
—auv= —v*(au+a—1)—2u—1 3bv-—2uv(au+a—1)
Dp(¥ o) 1) = 3 : )
—v—av 3v= —u(1+3av)

De modo particular, temos que Dp(Y|y,)(p1) possui como autovalor A = 1 de
multiplicidade dois, e os autovetores associados sdo dados por @ = (0,1) e V = (1,0).
Portanto, py € um no hiperbdélico repulsor. Por outro lado, temos que p, é uma singularidade
semi-hiperbdlica, visto que os autovalores de Dp(Y |y, )(p2) sdo Ay = —1e A, = 0.

Para estudar o comportamento qualitativo das oOrbitas de (3.15) em torno de p,, aplicamos

uma mudancga de coordenadas e reescalonamento do tempo dados por

(u,v,t) = (v,u,—t) (3.16)
obtendo o seguinte campo
- Alu,v
Y(u,v) = (1) (3.17)
v+ B(u,v)

com A(u,v) = uv (au* +1) —u® e B(u,v) = v (u*(av+a—1)+v+1) —bu® —v. A equagio
v+ B(u,v) = 0 tem solug@o do tipo

u? — 1 —au® + \/4bu3 (a® + 1)+ (a® — 2 +1)*
N 2(au*+1)

v=f(u)
em uma vizinhanga de (0,0). Além disso

gu) =A(u, f(u)) = =i +bu* +0 <u6> .
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Aplicando o Teorema 1.23, concluimos que (0,0) é uma sela topoldgica para ¥. Dai, segue que
p2 também é uma sela topoldgica para p(Y |y, ).

Por outro lado, a expressdo da compactifica¢do na carta U, € dada por:

W+ +av? +w?(—1+a—bv)
p(Y|u,)(u,v) = . (3.18)
v(u®+v(a—bv))
O campo (3.18) admite duas singularidades infinitas, sendo elas p3 € p4, localizadas em (—1,0)
e (0,0), respectivamente. Note que, o ponto p3 é simétrico ao ponto p; analisado anteriormente
na carta local U;. Por este motivo, s6 serd necessario avaliar o comportamento qualitativo
proximo a py.

Assim, a Jacobiana do campo (3.18) € dada por:

v2(a—bv—1)+3u®>+2u 2uv(a—bv—1) +2av — buv?

Dp(¥lu;)(w.v) = 2uy vZ(a—bv) +v(2v(a—bv) —bv?) +u?

Em particular,
0 0

0

Dp(Y|u,)(pa) =

Portanto, p4 é uma singularidade degenerada. Para estudar o que acontece com as Orbitas
de (3.18) préximo a p4, vamos utilizar blow-up.

Aplicando o blow-up para o campo p(Y|y,) na dire¢do de y™, obtemos:

Usy(wo) = | 4TV (3.19)
A v (a—bv+w?) .

Pela proposigdo 3.1, segue que o campo Uy, possui:

(i) Duas singularidade semi-hiperbdlicas localizadas em (y/—a,0) e (—v/—a,0), cuja

dindmica em fun¢@o dos parametros a e b é determinada pela Proposicao 3.1, se a < 0;

(i1)) Uma unica singularidade degenerada localizada em (0,0), formada por dois setores

parabdlicos e dois hiperbélicos se a =0e b # 0;

(iii)) Nenhuma singularidade, se a > 0.
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Agora, aplicando o blow-up para o campo p(Y |y, ) na diregdo de x™, obtemos:

u (uw?(a—buw—1) +aw? +u+1)
Uz (u,w) = (3.20)

w3 (u—a) —w

Para o campo (3.20), temos as seguintes possibilidades:

(i) Se a > 0, temos um tnico ponto singular na origem, cujos autovalores sdo A} = 1 e
A» = —1. Portanto, temos uma sela hiperbdlica.
(i) Se a < 0 temos, temos trés pontos singulares localizados em (0,0), (0,—1/ V —a) e

(O,l/ \/—a). A origem € uma sela hiperbdlica, ji que os autovalores associados a
este ponto sdo A; = 1 e Ay = —1, e as duas ultimas singularidades coincidem com as

encontradas na direcdo de yT. Por este motivo, a analise serd omitida aqui.

Aplicando o blow-down, obtemos que o retrato de fase em torno de p4 € equivalente a

alguma das imagens da Figura 3.4.

Observacao 3.2. Os retratos de fase da figura 3.4 estdo representados apenas para o caso em
que b > 0 em algumas situacOes. Isso se deve a simetria existente nos retratos de fase, se

comparados aos casos em que b < 0.

. NV
/’\AW

a>0ebeR a< —-b*ebeR eb>0

—b><a<0eb>0 a=0eb>0

Figura 3.4: Possiveis retratos de fase em torno de p4.

A figura 3.5 mostra a disposicdo dos pontos singulares infinitos do sistema (3.25). Note

que, independente do valor atribuido aos parametros a e b, haverdo seis singularidades infinitas,
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além disso, a existéncia das singularidades ps e pg nas cartas locais V; e Vi, respectivamente,
se justifica pelo fato de que singularidades infinitas aparecem aos pares, assim, ps € simétrica a
P4, J4 pe € simétrica a p,.

Dy )& B4

P3 P3 . P3 .

Ps D> Ps P> DPs P>

P ' P P

Ps Ds Ds
a>0ebeR a<—b*ebeR a=—-b*eb>0
P4 Py

D3 D3
Ps P> Ps P>
P D
Ps Ps
ac (—b*0)eb>0 a=0eb>0

Figura 3.5: Configuracdo pontos singulares infinitos para o sistema (3.25).

Por outro lado, considere a =0 e b = 0, e assuma x # 0. O sistema Selkov, apds um
reescalonamento de tempo de ¢ para ¢/ x, pode ser reescrito como

X=—1+xy (321)

y=—xy
Claramente, o sistema (3.26) ndo possui pontos singulares finitos, visto que o fato de —xy =0
implica automaticamente xy — 1 # 0. Além do mais, se x < 0, pelo reescalonamento de tempo
aplicado, as trajetdrias contidas neste semiplano terdo o sentido das setas invertido em relagao
ao sistema original.

Quanto as singularidades infinitas, temos que a expressdo do campo associado ao sistema
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(3.26) na carta local U é dado por

—u4w? —u
Ci (uv) = . (3.22)

VS—MV

O campo (3.22) possui dois pontos singulares finitos localizados em ¢; = (0,0) e g = (—1,0).
Como a Jacobiana DCj(qy) possui um tnico autovalor A = 1 de multiplicidade dois, cujos
autovetores associados sdo | = (0,1) e V= (1,0), temos que g» é um nd hiperbdlico
instdvel. Por outro lado, DC (g1 ) tem como autovalores A; = —1 e A, = 0. Sendo assim, temos

uma singularidade semi-hiperbdlica. Aplicando a mudancga de coordenadas
(u,v,t) = (v,u,—t)
o campo (3.22) se transforma em

- A(u,v) uv —u’
Ui (u,v) = = (3.23)
v+ B(u,v) v+ u?(—v) +1?
Na notagdo do Teorema 1.28, temos que v = f(u) = 0 é solugdo da equagdo v+ B(u,v) =0 em

uma vizinhanga da origem. Além disso,

g(u) = Au f () = —u’ + 0 (u)

Portanto, pelo Teorema 1.28 seque que g € uma sela topoldgica.
Em contrapartida, a expressdo da compactificagdo do campo associado ao sistema (3.26) na

carta local U, € dada por

u? +u—v?
Co(u,v) = : (3.24)

uy

Obtemos entdo dois pontos singulares, sendo eles g3 = (—1,0) e g4 = (0,0). Como DC>(q3)
possui um unico autovalor A = —1 de multiplicidade dois, e os autovetores associados sdo
Wy =(0,1)e V5 =(1,0), segue que g3 é um nd hiperbdlico estdvel. Ja g4 é uma singularidade
semi-hiperbdlica, visto que DC>(g4) tem como autovalores A; = 1 e A, = 0. Efetuando os
calculos de modo semelhante ao que ja foi mostrado, e aplicando o Teorema 1.28, concluimos

que g4 é um no topolégico repulsor.
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Note também que, se y = 0, temos (x,y) = (—1,0), portanto, a reta x é invariante pelo fluxo
para o campo (3.26). Os pontos singulares do sistema (3.26) estdo esquematizados na figura

3.6.

q4

9

Figura 3.6: Configuragdo dos pontos singulares infinitos para o sistema (3.26).

3.3 Solucoes periddicas e ciclos limite

Assim como foi feito no Capitulo 2, é necessario obter informacdes quanto a existéncia de

ciclos limites para que possamos estudar para quais parametros o modelo apresenta oscilagdes.

Lema 3.3. Assuma b = 1. O sistema diferencial (3.25) ndo possui solucoes periodicas para

_ 1 3125 369 </1 _
a=|-1+\5 -5+ 5(25+3\/@> —0.7548 ...

Prova. Observe que, se a > 0 temos

a > a onde

x2

y‘|y: :—;<O,y\y:0=1>Oe)'c\x:0=ay>Osey>0

1
a

Portanto, uma vez que o ciclo limite deve circundar o ponto singular (1,1/(a+ 1)), conclui-se
que, se ele existe, deve estar contido no conjunto R = {x > 0,y € (0, %)} Agora, calculando a

funcdo divergéncia do sistema (3.25), obtém-se que, na regido R & satisfeita
- 2 2, 2 =
div=—-l—-a—x"+2xy<—-l—a—x"+—:=pkx)<0<a>a
a

. , e A . ~ 1—a3 -2
pois, as duas raizes do polindmio p(x) Sao (1 + %) ,e 1—a>—a? < 0se, e somente se,
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a>a.
Uma vez que a funcao divergéncia do sistema (3.25) é negativa na regido R para a > a, e
2 . 1 2 . ~
para a = a € negativa exceto no ponto (5, ?> pelo Teorema de Bendixson, segue que ndo
podem existir solugdes periddicas em R. Isto conclui a prova do lema.

Note que, se a € (—oo, —1] e b =1, entdo a + b* < 0. Nestas condicdes, pelo que foi visto
na secdo 3.1 segue que o ponto singular finito do sistema associado ao modelo de Selkov é
do tipo sela hiperbélica se a € (—e,—1) e b = 1, e ndo estd definido paraa = —1 e b = 1.
Considerando este fato e o lema 3.3 mencionado anteriormente, prova-se, em suma, a seguinte

proposicao:

Proposicao 3.4. O sistema diferencial (3.25) ndo possui solucdes periodicas se b =1 e

a € (—eo,—1]U[a,o0).

O Teorema enunciado a seguir, conjecturado em [1] e provado em [7] nos garante a

existéncia de solugdes periddicas para determinados valores de a, assumindo b = 1.

Teorema 3.5. O sistema diferencial (3.25) tem uma tinica solugdo periédica quando a € (ay,0)
onde a; € (—0.037, —0.036). Além disso, esta solugdo periddica é um ciclo limite estdvel que
nasce em um grdfico com uma parte no infinito quando a = ay e termina em uma bifurcacdo de

Hopf no ponto singular (1,1/(1+a)).

3.4 Retratos de fase no Disco de Poincaré

Nesta secdo, serdo apresentados os possiveis retratos de fase globais para o modelo de
Selkov no disco de Poincaré, cuja configuracdo € determinada em funcdo dos valores dos
parametros a e b. Os argumentos utilizados aqui se assemelham aos do Capitulo 2.

Nas secOes anteriores, vimos que o modelo de Selkov dado pelo sistema de equagdes

diferenciais
X=—x+ay —I—xzy ’ (3.25)
y=b—ay—x’y
possui seis singularidades infinitas distribuidas ao longo do bordo do disco unitdrio dado por
{(x,y) e R%;x2 4+ y1 < 1}, independente dos valores atribuidos aos pardmetros a e b, conforme

mostra figura 3.7. A existéncia das singularidades ps e pg, da-se pelo fato dos pontos singulares



90

infinitos aparecerem aos pares na Compactificacdo de Poincaré, conforme mencionado no
Capitulo 1. Também sabemos que: o sistema (3.25) possui um tnico ponto singular finito
p se a # —b?; tem infinitos pontos singulares finitos distribuidos ao longo da reta x = 0 se
a = b = 0; e ndo possui singularidade finita se « = —b?, com b # 0. Abordaremos a construgio
do retrato de fase global do sistema Selkov na situagiio em que a < —b” e b € R, ou seja, p é
uma singularidade do tipo sela hiperbdlica. Os outros casos seguem de modo anélogo.

P4

P3 .

T

Ps

Figura 3.7: Pontos singulares do sistema (3.25) paraa < —b*> e b € R.

Queremos estudar as possiveis conexdes existentes entre as singularidades de (3.25).
Considere entdo o ponto singular finito p. Dentre as possibilidades dadas pelo Teorema
de Poincaré-Bendixson, temos que os conjuntos -limite das variedades estaveis de p s@o
singularidades infinitas. Suponhamos que sejam ps € p;. Prosseguindo de modo andlogo
para as variedades instdveis de p, suponhamos que o conjunto @-limite seja formado pelas
singularidades infinitas ps e ps. De modo geral, uma das situacdes que pode ocorrer
considerando as hipdteses anteriores, € de todas as trajetérias das singularidades infinitas

evoluirem para o ponto singular ps. Neste caso, obtemos o retrato de fase dado pela figura

3.8.
P4

Ps

Ps P>

P

Ps

Figura 3.8: Retrato de fase global do sistema (3.25) paraa < —b* e b > 0.
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E importante ressaltar que o retrato de fase mostrado na figura 3.8 ndo corresponde a
tinica configuracio possivel para o caso em que a < —b* e b € R, mas algumas caracteristicas
intrinsecas sdo mantidas para todos os tipos topoldgicos destes retratos de fase, por exemplo:
tanto as variedades estdveis, quanto as variedades instaveis do ponto de sela p estdo conectadas
a pontos singulares infinitos, além disso, mesmo mudando a configuragcdo das separatrizes, nao
¢ possivel delimitar alguma sub-regido no disco de Poincaré para a qual as 6rbitas ali contidas

tenham evolucdo final finita.

Por outro lado, para o caso em que a = 0 = b, obtemos a partir da andlise feita na secao
3.2 que o sistema (3.25) possui infinitos pontos singulares finitos, distribuidos ao longo da reta
x = 0 e quatro singularidades infinitas. No entanto, para possibilitar a andlise da dinamica
em torno das singularidades infinitas, foi necessdrio realizar um reescalonamento de tempo no
sistema (3.3) transformando-o em

X=—1+xy (3.26)

y=—xy

Este reescalonamento causa uma mudanga no sentido das setas das trajetérias contidas no
semiplano x < 0. Logo, para o caso em que a = 0 = b, obtém-se os seguintes retratos de fase

para os sistemas (3.26) e (3.3), respectivamente (figura 3.9):

Figura 3.9: Retrato de fase global dos sistemas (3.26) e (3.3), paraa = b = 0.

Agora, recorde dos conjuntos ();, com i € {1,2,3,4} definidos na sec¢do 3.1, e do fato de

que, dada a singularidade p do sistema (3.25), temos que p € do tipo:
(i) sela hiperbdlica se (a,b) € Qy;

(i1) no hiperbdlico se (a,b) € (). Atrator, se T < 0 e repulsor se 7 > 0;
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(iii) foco se (a,b) € ). Atrator, se T < 0 e repulsor se T > 0.

Considerando estas informacgdes e argumentando de modo andlogo ao que foi apresentado
nos casos anteriores, de modo geral, conclui-se que os possiveis tipos topolégicos para o retrato

de fase do modelo de Selkov no disco de Poincaré (veja figura 3.10) sdo dados por:

A,sea< —b*>ebcR,com (a,b) € Qy;

B,sea=0eb>0,com (a,b) € Q1 (ouy)e1>0;

C,sea=0eb>0,com (a,b) € A, e1<O0;
e D,seac (—bZ,O) eb>0,com (a,b) € Q) (oudy)et>0;

e E,seac (—bZ,O) eb>0,com (a,b) € Q) (ouN)e1<0;

F, se a = —b* e b > 0 - note que, para este caso, nio hd ponto singular finito definido;

G,sea>0eb e R, com (a,b) € Q) (ouD)e1>0;

H,sea>0ebc R, com (a,b) € (oup)e1<0;

I,sea=0=5b.

Vale observar que os retratos de fase foram representados considerando em alguns casos
apenas a condi¢do b > 0, visto que nestas situagdes especificas, para b < 0 as representagdes

sdo simétricas.



LR
W@

Figura 3.10: Retratos de fase do modelo de Selkov em fun¢do dos parametros a e b.

Note que, para os retratos de fase C, D, E, G e H, os parametros a e b assumem valores
para os quais o modelo de Selkov apresenta significado biologico, uma vez que nas regides
sombreadas, as trajetorias apresentam evolucdo final finita. Além do mais, sob a hipdtese de
b =1, o teorema 3.5 nos garante a existéncia de um ciclo limite estavel que nasce em um grafico
com uma parte no infinito quando a € (a1,0) onde a; € (—0.037,—0.036), e termina no ponto
singular (1,1/(1+a)), situagdo esta que satisfaz a condigéo —b* <a<0eb >0, representada
no retrato de fase cujo tipo topoldgico é dado pela figura 3.10(D).

Uma observacao importante € que para o retrato de fase mostrado na figura 3.10(G), por

exemplo, ha evidéncias da existéncia de ciclo limite ja que existem valores para os parametros
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a e b que atendem as condigdes a > 0 e b € R para os quais (a,b) € )y, isto é, p pode
assumir a configuracdo de foco repulsor. Uma vez que ndo ha a possibilidade das orbitas
terem evolucdo final infinita, pois a configuracdo das separatrizes ndo o permite, e aplicando
o Teorema de Poincaré-Bendixson, segue que o conjunto w-limite dessas trajetérias precisa
estar contido no finito, € como ndo pode ser o préprio ponto singular finito p que € tunico,
estima-se a existéncia de uma solu¢do periddica para a qual as trajetorias evoluem. Contudo,
nao temos dados numéricos extatos que explicitam isto. Mais detalhes sobre a andlise deste

modelo, podem ser consultados em [10].
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