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RESUMO

OLIVEIRA, Edinaldo Junior Teles de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto
de 2024. Métodos nao-variacionais aplicados ao estudo de uma equacao
logistica com difusdao nao-local. Orientadora: Lais Moreira Dos Santos.

Neste trabalho, tratamos de duas importante ferramentas no estudo de zeros de
aplicacoes entre espagos de Banach: o grau topolégico e a teoria de bifurcagéo.
Inicialmente, apresentamos a constru¢do do grau de Brouwer e de Leray-Schauder,
explorando suas principais propriedades e exibindo algumas de suas aplica¢cdées. Em
seguida, como aplicagdo do grau de Leray-Schauder, exibimos a prova do teorema
de bifurcacdo global de Rabinowitz. A prova do teorema de bifurcagéo local de
Crandall-Rabinowitz também ¢é discutida, e se trata de uma ferramenta util no estudo
do comportamento qualitativo de continuum de solugbes de equagdes diferenciais.
Finalmente, aplicamos os resultados de bifurcacdo para estudar um problema
logistico com difusdo nao-local, que surge do estudo de dindmica de populacoes.

Palavras-chave: teoria do grau; bifurcacdo; dindmica populacional; equacao
logistica.



ABSTRACT

OLIVEIRA, Edinaldo Junior Teles de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
August, 2024. Non-variational methods applied to the study of a logistics
equation with non-local diffusion. Adviser: Lais Moreira Dos Santos.

In this work, we deal with two important tools in the study of zero of maps between
Banach spaces: the topological degree and bifurcation theory. Initially, we present
the construction of the Brouwer and Leray-Schauder degrees, exploring their main
properties and showing some of their applications. Then, as an application of the
Leray-Schauder degree, we prove the Rabinowitz's global bifurcation theorem. The
proof of the Crandall-Rabinowitz local bifurcation theorem is also discussed and it is
a useful tool in studying the qualitative behavior of continuum solutions of partial
differential equations. Finally, we apply the bifurcation results to study a logistical
problem with non-local diffusion, which arises from the study of population dynamics.

Keywords: degree theory; bifurcation; population dynamics; logistic equation.



Notacoes

RY denota o espaco Euclidiano de dimensdo N.
Q c RY ¢ um dominio com fronteira suave.

00 é a fronteira de €, Q o fecho de €2, int(Q) o interior de Q e Q° o complementar
de €.

Zy={x €Q: Js(x) =0} denota o conjunto dos pontos criticos de ¢.

A CC Q significa que A C Q.

span{Q2) denota o subespago gerado por €.

|z]s denota a norma do méaximo, isto é, |x|s := max{|z;|; i € {1,2,...,N}}.
doo(z, A) := ;gl |7 — Y| oo

d(x) = dist(x,00) = yie%fg |7 — Yoo-

B(a,r) é abola aberta de centro a e raio 7 > 0, isto é, B(a,r) = {z € RY : |[z—a|, <

r}.

Bg(a,r) é a bola aberta de centro a e raio r > 0 no espago de Banach F, isto é,
Bg(a,r)={zx € E: |z —alg <r}.

Mpy s (R) denota o conjunto das matrizes N por M, definidas em R. Quando

N = M, denotaremos por My (R).

COORY)={¢:Q—=R": ¢ é continua}, dotado da norma || ¢ ||c:= sup [¢(z)|sc.

e

C(Q)={¢:Q—=R: ¢ écontinua}, dotado da norma || ¢ |lc:= sup [¢(z)].

€N

CHQ,RY) é o conjunto das fungdes ¢ € C(Q, RY) tais que ¢ admite uma extensio
continua ¢ em um aberto Q(¢) D Q e V¢ é continua em Q(e).

C1(Q) é o conjunto das fungoes ¢ € C(Q) tais que ¢ admite uma extensdo continua
é em um aberto Q(¢) D Qe V¢ é continua em Q(¢).

Dada ¢ € C1(Q,RY), definimos || ¢ ||c1:=]| ¢ || + || Vo |lc-

Cg(ﬁ) = {u € Ok(g) : U‘ag = O}

supp ¢ = {z € Q : ¢(x) # 0}.



CkQ) = {u e C*(Q) : supp u C Q é compacto}.
P={ueC}Q):ulx) >0, Vr € Q}.

ou
a—(x) denota a derivada normal exterior de v em um ponto = € 0f).
n

P= {u € CHQ) 1u(x)>0e 22(1’) <0, Vx € 09}.

LP(Q) = {u : Q@ — R mensurdvel : [ |u/Pde < oo} dotado da norma |jul|z, =

(forer)”

L>*(Q) = {u : @ — R mensurdvel : esssup,cqlu(z)] < oo} dotado da norma

[ulloc = esssup,eq|u(z)].

Ck(Q) é o espaco das funcdes cujas derivadas parciais até ordem k sdo a-Holder

continuas em (2.
Wy P (Q) é o espaco de Sobolev dotado com a norma ||V z».

A1 é o primeiro autovalor do operador laplaciano em €2 e ¢; é a autofungao positiva

associada a A\; com |[[¢1]|z2 = 1.
t(L) é o conjunto dos valores caracteristicos do operador linear L : £ — E.
Ker(L) é o nicleo do operador L : E — E, isto é, Ker(L) :={z € E : L(z) = 0}.

Rg(L) é o conjunto imagem do operador L : E — F, isto é, Rg(L) := {y € E :
L(z) =y, para algum x € E}.

— denota uma imersdo continua.

—< denota uma imersao compacta.



Sumario

Introducdo . . . . . . ... e e e e e 10
1 Grautopolégico . . . . . . . . . . o e e e e e 16
1.1 Graude Brouwer . . . . . . . .. ... 16
1.1.1  Grau topoldgico para funcoes de classe C* . . . . . . .. ... ... 16

1.1.2 Graude Brouwer . . . . . .. .. .. .. 31

1.1.3 Propriedades do grau topolégico de Brouwer . . . . . . .. .. ... 32

1.1.4 Aplicagbes do grau de Brouwer . . . . . ... ... ... 37

1.2 Generalizagdo do grau topolégico . . . . .. .. ... o oL 42
1.3 Grau de Leray-Schauder . . . . . .. .. ... ... ... ... ... ... 45
1.3.1 Propriedades do grau de Leray-Schauder . . . . ... ... ... .. 52

1.3.2 Oindice . . . . . . .. e 62

2 Bifurcacdo . . . . . . . e e e e e e e e e e 67
2.1 Teorema da bifurcacao global de Rabinowitz . . . . . . .. ... ... ... 69
2.2 Teorema de Crandall-Rabinowitz . . . . ... . ... ... ... ...... 7

3 Estudo de um problema logistico com difusao nao-local via teoria de bifurcacao 86
3.1 Modelo estacionério de dindmica populacional . . . . . ... .. ... ... 86
3.2 Preliminares . . . . . . . .. 87
3.2.1 Autovalor . . ... 87

3.2.2 Equacao logistica local . . . . . . .. ... ... ... 88

3.23 Subesupersolugdo . . . . . ... 88

3.2.4 Regularidade eliptica . . . . . .. ... L oo 89

3.3 Resultados de bifurcagao para uma equacgao logistica nao-local . . . . . . . 90
3.3.1 Diregao da bifurcacdo . . . . . . . ... 97

A Apéndice . . . . . .. e e e e e e e e e e e e e e e 113
A.1 Topologia e Analise Funcional . . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 113
A.2 Calculo diferencial em espagos de Banach . . . . . .. ... ... ... ... 116
A.3 Espagos de fungbes . . . . . . .. 117
A3.1 Espacgos LP . . . . . 117

A.3.2 Espagosde Holder . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 118

A.3.3 Espacosde Sobolev . . . . . ... ... ... 119

A.4 Equacgoes Diferenciais Parciais . . . . . . .. .. ... L. 120

Refer@ncias . . . . . . v i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 121



10

Introducao

Em Matematica, nao raramente nos deparamos com o problema de encontrar
zeros de aplicagoes e a importancia desse estudo sao intimeras: problemas de otimizacao,
resolucao de equagoes diferenciais, criptografia, etc. Neste trabalho, focamos em duas
importantes ferramentas no estudo de zeros de aplicagoes entre espacos de Banach: o grau

topologico e a teoria de bifurcacao.

O grau topolégico d(¢, €, p), para operadores ¢ definidos em espagos de dimenséao
finita, foi inicialmente descrito por Brouwer, em 1912, e posteriormente reformulado por
Nagumo, em 1951. Nagumo forneceu uma construgao do grau explorando ferramentas
analiticas, como Teorema da Funcao Inversa e Lema de Sard, e essa é a versao que
discutiremos neste trabalho. A generalizacao do grau para operadores definidos em espacos
de Banach de dimenséao infinita foi apresentada por Leray e Schauder, em 1934. Em ambos
0s casos, o grau se trata de uma aplicacao d : (¢, Q,p) — Z que associa para cada tripla
admissivel (¢, 2, p) um nimero inteiro d(¢, €2, p), que nos traz informagoes sobre existéncia,

unicidade ou multiplicidade das solugoes da equagao ¢(z) = p.

A teoria do grau é uma poderosa ferramenta em diversas areas da matematica. Em
Topologia, por exemplo, podemos construir uma prova alternativa do aclamado teorema
de Borsuk-Ulam, que assegura que toda funcao continua da esfera n-dimensional no espaco
R", mapeia algum par de pontos antipodais em uma mesma imagem. O teorema de
Perron-Frobenius e o lema de separacao de Jordan também sao resultados classicos, cuja

prova pode ser abordada via teoria do grau.

Nosso estudo sobre o grau topolédgico se divide em dois momentos: o grau de
Brouwer e o grau de Leray-Schauder. No primeiro caso, {0 é um aberto limitado do R¥
e ¢ : Q0 — RN é uma aplicacdao continua. Nesse caso, supondo inicialmente que ¢ ¢ de
classe C' e p ¢ ¢(00Q) é valor regular de ¢, podemos apresentar uma defini¢ao inicial
de d(¢,€), p) por meio do Teorema da Fungao Inversa, que posteriormente é estendida
para fungoes ¢ simplesmente continuas, onde nesse processo fazemos fortemente o uso
da compacidade de ¢(9€2). Por outro lado, no grau de Leray-Schauder assumimos que
¢ : Q — E é um operador definido em um espaco de Banach E de dimensdo infinita.
Através do exemplo apresentado por Leray (veja [14], pagina 172), a continuidade de ¢
nao é suficiente para garantir a consisténcia da defini¢do de d(¢, €2, p), é necessdrio mais,
¢ deve ser uma perturbacao compacta da identidade. Nesse caso, explorando a teoria do
grau de Brouwer junto com o fato de que todo operador compacto pode ser aproximado
por um operador de posto finito, podemos definir o grau de Leray-Schauder e provar que

ele goza das mesmas propriedades do grau de Brouwer.
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A teoria de bifurcagao, por outro lado, nos permite estudar o conjunto solucao de

uma equacao da forma

F(A u) =0,

que admite como solugoes triviais os pares (A, 0), isto é, F(A,0) = 0, para todo A € R.
Nessa equacao, A € R é um parametro real que detecta mudangas na estrutura das solugoes
ewu € E, onde E é um espago de Banach. Assim, a teoria da bifurcagao se encarrega de
buscar parametros \g para os quais emanam de (Ao, 0) ramos de solugdes nio triviais, além
de fornecer informagoes sobre a estrutura topologica de tais ramos. Aplicagdes dessa teoria
estao presentes no estudo de estruturas elasticas, equagoes de reacao-difusao, dinamica de

populagoes, dinamica de fluidos, etc.

A conexao entre o grau de Leray-Schauder e teoria de bifurcacio se da através do
aclamado teorema de bifurcacao global de Rabinowitz, que sob circunstancias apropriadas
garante a existéncia de um continuum de solugoes nao triviais de F (A, u) = 0 emanando
de (Ao, 0), que ¢é ilimitado ou intersecta o conjunto (R\{A¢}) x {0}. Com efeito, a prova
do teorema de Rabinowitz usa essencialmente a propriedade de invariancia homotépica do

grau e o teorema de Krasnoselski (veja Teorema 2.1).

O principal objetivo desse trabalho é apresentar uma discussao detalhada dos graus
de Brouwer e Leray-Schauder, bem como das teorias local e global de bifurcacao, e aplicar
os resultados de bifurcacao local e global para estudar a seguinte equacao logistica com

difusdo nao-local:

—a </ q(:v)up) Au = u — b(z)u?, x €
Q
u=0, x € 01,

—~
—_
~—

onde Q C RY, N > 1, 6 um dominio regular limitado, p > 0, A € R, b € C1(Q) e a € C(Q)

sao fungoes positivas e ¢ é uma fungao limitada, nao trivial e ndo negativa em 2.

A equagao estaciondria (1) surge no estudo de dindmica de populagdes, em que
Q C RY representa o habitdt da espécie, u(z) é a densidade populacional em z € Q, A
denota a taxa de natalidade/mortalidade. O termo a estd associado a taxa de difusdo da
espécie e a presenca do termo nao-local em a indica que a taxa de difusdo depende da
populacao total em Q. A existéncia de solugoes positivas para (1) nos traz informagoes

sobre a existéncia ou extingao da espécie a longo prazo.

Este trabalho estd organizado em 3 capitulos e um apéndice. No Capitulo 1,
embasados pelas referéncias [10] e [14], discutimos os graus de Brouwer e Leray-Schauder.
Inicialmente, apresentamos a construcao do grau de Brouwer, que se divide em trés etapas:
definimos o grau d(¢, 2, p) no caso em que ¢ : @ C RY — RY ¢ de classe C* e p é valor
regular de ¢. Em seguida, por meio do Lema de Sard, definimos o grau mesmo no caso
em que p nao é valor regular de ¢. Finalmente, explorando a densidade de C1(©2, RY)

em C(Q2,RY), podemos estender a defini¢do de grau assumindo apenas a continuidade
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de ¢. As propriedades do grau de Brouwer também sao discutidas, dentre as quais se
destacam normalizacao, existéncia de solugao, decomposicao e invariancia homotopica,

que sao descritas a seguir:

d1l) (Normalizagao) d(I,€2,p) = 1, para todo p € Q.
d2) (Existéncia) Se d(¢, 2, p) # 0, entao existe x € Q tal que ¢(z) = p.

d3) (Decomposigao) d(¢,Q,p) = d(¢,Q,p) + d(¢,Q,p), onde O C Q, Qy C Q,
Ql N QQ = (D ep ¢ ¢(§\Ql UQQ)

d4) (Invaridncia homotépica) d(H(t,-),€2,p) independe da escolha de t € [0, 1],
sempre que H : [0,1] x © — RY ¢ uma funcio continua com p ¢ H(t,01), para
todo t € [0,1].

A propriedade d1) é conhecida como normalizagdo do grau. A propriedade d2) evidencia a
relagdo entre o grau e a existéncia de solucao para a equagao ¢(x) = p. A propriedade d4),
denominada invariancia homotopica, garante que o grau ¢ invariante por homotopia em
qualquer estagio da deformagao, sendo assim uma ferramenta util que nos permite tirar
conclusoes sobre o grau de uma determinada fun¢do por meio do grau de fung¢des mais

simples que possam ser deformadas continuamente nesta.

Na verdade, pode-se mostrar que o grau ¢é a tnica aplicagao definida no conjunto

das triplas
{(¢,9,p) : ¢: Q@ — RY Q é um aberto limitado de RY,p ¢ ¢(99)}

que goza das propriedades d1), d2), d3) e d4) (veja [10]).

Ainda no Capitulo 1, apresentamos a construgao do grau de Leray-Schauder e ex-
ploramos suas principais propriedades, dentre as quais se destaca a invariancia homotopica
generalizada, que serd fortemente utilizada na prova do Teorema de Rabinowitz. O indice
de uma solugao isolada também sera descrito nesse capitulo, e sobre o indice provaremos
um resultado importante, que nos fornece um meio para calcular o indice i(¢,0,0) de
perturbagoes compactas da identidade que nao tenham A\ = 1 como valor caracteristico da

parte compacta de ¢.

No Capitulo 2, nosso principal objetivo é discutir as provas dos teoremas de
bifurcacao local de Crandall-Rabinowitz e de bifurcacao global de Rabinowitz. Ambos
os resultados nos fornecem informacoes sobre as solucoes de uma equacao da forma
F (A u) = 0, que ramificam de um ponto de bifurcagdo (Mg, 0). Mais precisamente, por
ponto de bifurcagao entendemos como um par (A, 0) € R x E tal que existe uma sequéncia
{( M\, un)} C R x (E\{0}) satisfazendo F(An, u,) =0 e (A, u,) — (Ao, 0).
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O teorema de Rabinowitz, publicado por J. Rabinowitz no ano de 1971 [24], garante
a existéncia de um continuum (isto é, um conjunto fechado, conexo e maximal em relagao
a inclusdao) de solugdes nao triviais da equacao F (A, u) = 0, emanando de um ponto
de bifurcagao. Além disso, o referido teorema nos fornece duas possibilidades para o

comportamento do continuum. Veja na integra o que afirma o teorema de Rabinowitz:

Teorema A (Rabinowitz). Sejam F um espago de Banach e F : R x E — E dada por
F(Au) =u—Tx(u), (2)

em que T\ : £ — FE é da forma

com L e h satisfazendo as seguintes hipdteses:

(Hy) L: E — FE ¢ linear e compacto.

(Hy) h:Rx E — E é compacto e h(\,u) = o(|| u ||g) em u = 0, uniformemente sobre

intervalos limitados de R.

Se Ao € R\{0} ¢é valor caracteristico de L de multiplicidade algébrica impar, entdao existe
uma componente conexa maximal C do fecho de S = {(\,u) € Rx (E\{0}) : F(\, u) =0}

emanando de (A, 0). Além disso, C cumpre uma, e somente uma, das seguintes condigoes:
(i) C é ilimitada,
(i1) €N (e(L)\{ro}) x {0} # 0.

Embora o resultado de Rabinowitz seja global, ele ndo nos permite tirar conclusoes
acerca do comportamento do continuum numa vizinhanga do ponto de bifurcacao (A, 0).
Ja o teorema de Crandall-Rabinowitz, publicado também em 1971 [9], embora seja mais
restritivo, por exigir mais condicoes do operador F, e nos fornega um resultado apenas
local, ele nos auxilia a obter informagoes qualitativas sobre o comportamento das solugoes

para pontos préximos de (Mg, 0). Veja o enunciado do teorema de Crandall-Rabinowitz:
Teorema B (Crandall-Rabinowitz). Seja F € C*(R x E, F) tal que F(),0) = 0 para
todo A € R e denotemos por

L[) = Duf(/\o, 0) € L1 = D)\Du]:(/\g, 0)

Suponhamos que Ker(Lg) = span{¢o), cod(Rg(Lgy)) =1 e Ligpg ¢ Rg(Ly), onde span{po)
é o espago gerado por ¢g. Considere ainda Z o complemento topologico de Ker(Lg) em E,

isto é, F = Ker(Ly) @ Z e as projecoes de E sobre Ker(Lg) e Z sao continuas. Entéo,
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a) (Ezisténcia) Ao é um ponto de bifurcagao para F desde a solucao trivial e o conjunto
de solugdes nao triviais de F(\, u) = 0 em uma vizinhanga de (X, 0) é uma tnica

curva de classe C!' com representacao paramétrica dada por

A= A(s)
u(s) = s(¢o + ¥(s)),

em que ¢ : (—€,6) — Z e X : (—€,¢) — R sdo aplicagoes de classe C', com
A(0) = X e 9(0) = 0.

b) (Unicidade) existe p > 0 tal que se (A\,u) € B((X,0),p) C R x E é solugdo nao
trivial de F(A,u) = 0, entdo (A, u) = (A(s),u(s)), para algum s € (—¢,€).

No Capitulo 3, baseados no trabalho de Figueiredo-Sousa, Rodrigo-Morales e Suarez
[12], fornecemos uma aplicacdo dos resultados de bifurcacao discutidos no Capitulo 2 ao
estudo da equagao logistica (1). Mais precisamente, gracas ao teorema de Rabinowitz, o

seguinte resultado de existéncia de solugdes positivas para (1) foi estabelecido:

Teorema C. Existe um continuum ilimitado C C R x C(Q) de solucdes positivas de (1)
emanando de (A, u) = (a(0)A,0).

O teorema de Crandall-Rabinowitz nos permitiu tirar conclusdes sobre o comporta-
mento subcritico e supercritico das solugoes emanando de (a(0)A1,0). Antes de apresentar

tal resultado, vamos descrever o que entendemos por bifurcacdo subcritica e supercritica.

Defini¢ao 0.1 (Diregao da bifurcagao). Sejam Ao um ponto de bifurcagao para F desde a
solucao trivial e S o conjunto das solugbes néao triviais da equagdo F (A, u) = 0. Dizemos

que em A = )\g a bifurcacao ¢ :

« subcritica (ou & esquerda), se existe uma vizinhanga V' de (A, 0) em R x E tal que
para todo par (A, u) € VNS vale A < Ag;

« supercritica (ou a direita), se existe uma vizinhanga V' de (A, 0) em R x E' tal que
para todo par (A\,u) € VNS vale A > A.

Agora, podemos enunciar o teorema que nos da informacoes sobre o comportamento

do continuum de solugdes positivas de (1) em uma vizinhanga de (a(0)A1,0).

Teorema D. Seja C o continuum de solugdes de (1) emanando de (a(0)A;,0). Assuma
que a € C*(R) e denote por ¢; a autofuncio positiva associada ao primeiro autovalor do

operador laplaciano que satisfaz || ¢ ||z2= 1. Entéo,

1. para p > 1 a direcao da bifurcacao é supercritica.
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2. para p =1 a dire¢do da bifurcagdo é supercritica (resp. subcritica) se

| bl
A1 /Q q(z)p1

resp. a’(0) < —

3. parap <1
(3.1) a direcao da bifurcagao é supercritica se a’(0) < 0

(3.2) a direcdo da bifurcagao é subcritica se a’(0) > 0.

Por fim, ainda no Capitulo 3 mostramos que para cada A > a(0)A;, o problema
(1) admite solugao positiva, desde que b(x) > by > 0, onde by é uma constante, além de

estabelecer um resultado de unicidade no caso em que a é crescente.

Teorema E. Se b(z) > by > 0 para todo x € €2, entdo para cada A > a(0)A; o problema
(1) admite solugao positiva. Além disso, se a é crescente e b é constante, entao a solucao

de (1) serd tnica.

Finalmente, o Apéndice fornecido ao final da dissertacdo contém os resultados
classicos de Analise Funcional, Topologia e Equagdes Diferenciais, que foram imprescindiveis

para a realizacao deste trabalho.
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1 Grau topologico

Neste capitulo fornecemos uma discussao detalhada sobre as teorias do grau de
Brouwer e Leray-Schauder e para sua elaboracao utilizamos as seguintes referéncias:
Fonseca e Gangbo [14], Deimling [10], Ambrosetti e Malchiodi [5], Lima [2].

1.1 Grau de Brouwer

Nesta secao, apresentaremos o grau topoldgico definido em espagos vetoriais de
dimensao finita, o grau de Brouwer. Nosso objetivo é fornecer a construcao do grau
conforme a abordagem proposta por [14], estudar as propriedades da fun¢ao grau d e
aplicar a teoria discutida para provar dois resultados classicos: o Teorema de Ponto Fixo

de Brouwer, que é um importante resultado de ponto fixo, e o Teorema de Borsuk.

1.1.1 Grau topolégico para funcdes de classe C'*

Ao longo desta secio, assumiremos que 2 C RY é um conjunto aberto e limitado
do RY e que ¢ : O C RY — RY ¢ uma aplicacio de classe C'. Denotaremos por Jy(x) o

determinante da matriz jacobiana de ¢ em x € (, isto é, Jy(z) = det ¢'(z).

Definig¢do 1.1. Diremos que = € 2 é um ponto critico de ¢ se Jy(x) = 0 e denotaremos
por Zy = {x € Q: Jy(x) = 0} o conjunto dos pontos criticos de ¢. Além disso, dado
p € RN se o7 ({p}) N Z4 # 0, diremos que p é um valor critico de ¢, caso contrério p sera

chamado de valor regular de ¢.

Lema 1.1. Assuma que p é um valor regular de ¢ e p ¢ ¢(99), entdao ¢~ ({p}) = {z €
Q: ¢(x) = p} ¢ finito.

Demonstragido. Caso contrario, existiria uma sequéncia (x,) C Q tal que ¢(z,) = p. Da
limitacdo de Q, segue que (z,,) é limitada e assim deve existir y € {0 e uma subsequéncia
(2, ) de (z,) tal que x,, — y. Assim, pela continuidade de ¢ concluimos que p = ¢(z,, ) —
o(y), isto é, ¢(y) = p. Como p ¢ #(0N), temos que y ¢ I e portanto y € 2. Por fim,
desde que ¢(y) = p e p ¢ ¢(Zy), podemos aplicar o Teorema da Fungdo Inversa para
garantir que existem vizinhancas V, e V,, de y e p, respectivamente, tais que, ¢ : V,, — V,
¢ um difeomorfismo, o que é impossivel pois ¢(z,,) = p e z,, € V,, para todo k € N

suficientemente grande. Portanto, ¢~ ({p}) é finito. O

O lema anterior torna consistente a primeira definicao de grau, que apresentaremos

a seguir.
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Definigao 1.2. Para ¢ € CY(Q,RY) e p & ¢(Z,) U ¢(99), definimos o grau de ¢ em p

com respeito a 2, e o representamos por d(¢, €2, p), como:

> sgn(Jy(@)), se o~ ({p}) #0
d(¢,Q,p) = { zeo1{p})
0, seo '({p}h) =0,

em que,

1, set >0
sgn(t) = , .
-1, set < 0.

A fim de estender a definigdo anterior para o caso em que p € ¢(Z,), apresentamos

as proximas proposigoes.

Proposigao 1.1. Sejam ¢ € CY(Q,RY) e p ¢ ¢(Zs) U ¢(992). Entdo existe § > 0 tal
que para ¢ € C*(Q,RY) satisfazendo || ¢ — ¢ ||c1< §, tem-se que p ¢ ¥(Z,) U (09Q) e
d(¢,9,p) = d(¥, €, p).

Demonstracao. Vamos dividir a prova nos seguintes casos:

Caso 1: ¢~ '({p}) = 0.
Como ¢(Q) é compacto e p ¢ ¢(Q2), temos que § := 2doo(p, 9(€2)) > 0. Considere
P € CHQ,RY) tal que || ¢ — 1 ||c1< 0 e suponha que exista zy € Q tal que ¥(zy) = p.
Assim,
el 6(0) = nf [6(2) — plo < 20 = dac(p, 6(2),

o que é um absurdo. Logo, ¥ '({p}) = 0 e portanto p ¢ (Zy) U ¥(9N0)
e d(y,Q,p) =0=d(¢,8p).

Caso 2: ¢~ '({p}) # 0.

Pelo Lema 1.1, devem existir aj, as, - - - , a5, € Q tais que ¢~ *({p}) = {a1,as, -+ , ar},
com k € N. No que segue, mostraremos que para d > 0 e r > 0 tomados suficientemente
pequenos, temos que para todo ¢ € C1(Q,RY) satisfazendo || ¢ — ¢ ||c1< §, vale que

¥ (x) = p admite uma, e somente uma, solugdo em B(a;,7), para i € {1,2,---  k}.

Como (2 é aberto e a; € €, deve existir o > 0 tal que B(a;, o) C €2, para cada
i=1,-++,k, e B(a;,1m0) N B(aj,r9) = 0, para i # j. Defina

V(ro) = B(ay,r9) U B(ag,m9) U -+ U B(ag, o)

c:=min{|Jy(a;)| 17 €{1,2,--- ,k}}.
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Desde que p nao é um valor critico de ¢, temos que ¢ > 0. Além disso, explorando a

continuidade de Jy, podemos garantir a existéncia de 0 < r; < g tal que

2 _
| Jp(2)] > 3¢ para todo x € B(a;,m) CQei=1,--- k. (1.1)

Da compacidade de K := V() UV (Q) em My(R) e da continuidade da funcio
determinante definida em My (R), concluimos que det ‘K : K — R, dada por X + det X,

¢é uniformemente continua. Portanto, dado € = %c, existe d; > 0 tal que para todo X,Y € K

satisfazendo | X — Y|, < 0; tem-se

1
|det X —detY] < 3¢ (1.2)

Desse modo, se 1) € C1(Q,RY) é tal que || ¢ — ||c1< 6y, entdo || Vo — Vo || o< b1,
isto é,
Vo(z) = Vi(2)| < b1, Vo €Q,

e assim segue de (1.2) que
1 _
[Jo(2) = Jy(2)| < g¢, Vo €,

donde .
sup {|J¢(x) — Jy(z)|x € ﬁ} < 3¢ (1.3)

Combinando (1.1) e (1.3), concluimos que para = € V(r;) vale a seguinte desigual-
dade

2 1 1
o)) = 1) = Jofa) + Jy(2)] > Ty(2)| — Lola) = Jufa)] > 2e— 2e =1
e portanto, para 1 € C1(Q,RY) tal que || ¢ — ¢ ||c1< 61, tem-se
1
|y ()| > 3G Vo e V(r). (1.4)

No que segue, vamos mostrar que a equagao ¢(x) = p admite uma tnica solugao

em B(a;,r1). A fim de simplificar a notagao, dado i € {1,2,-- -k}, denotaremos por
a=a; h=¢(a)—y(a); V=(Vi(a)) ™"
Defina ainda T, W : B(0,71) — R por

T(2) = la+2) — () — Vola)z e W(2) = V(h—T(2))

Observe que a equagao ¥(x) = p admite solugdo em B(a,r) se, e somente se,

Y(a+ z) = p, para algum z € B(0,r;). Além disso,

Y(a+z2)=pe W(z)==z2 z€ B(0,r).
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Afirmacao 1: Existem r € (0,71) e 6 € (0,0,) tais que a equacao W (z) = z admite uma
tnica solugdo em B(0,r), desde que || ¢ — ¢ || < 6.

Para mostrar a afirmacao, usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach (ver
Apéndice, Teorema A.4). Para tanto, note que W é continua em B(0, 7). Devemos entao

encontrar 0 < r < tal que W|p(, é uma contracao e W(B(0,r)) C B(0,r).

Para isso, tomemos y, z € B(0,r), onde r serd escolhido de maneira conveniente

posteriormente, e calculemos
(W(y) = W)l = V(R =T(y)) = V(h = T(2))|ec = [V(T(2) = T(y))loo-
Considere a k—ésima coordenada do vetor (T'(y) — T'(z)) € RY e observe que

(T'(y) = T(2)e = Wla+y) —d(a) = Vi(a)y — (a+ 2) + P(a) + Vi(a)2)
=¥rla+y) = Prla+2) = [Ve(a)(y — 2)k. (1.5)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

Ur(a+y) — Ypla+2) = /01 Cgiewk(a+9y+(1 —0)z)d6. (1.6)

Substituindo (1.6) em (1.5), obtemos

:Z:(y_Z)J/Ol (8;6 (a+0y+(1—0) )—a;fk( ))d@
=39 || 250 - 2400+ 20 - 20+ 2 0) - 2]

=15 l[ﬁﬁwf?w+ﬁ%»3f@*ﬁ%*i%4w
gz - |/ [8% ‘Z’j’v(gp)’qt ?(@)‘?(@‘Jr ?(a)—?(a)ﬂ do

< Nly =2l [ (10— 6 llos +2()+ 1| 6= 6 ] do

onde

swyzym{A

Ok

T

ok

xT;

—(a+0y+(1—-0)z) —

(a)‘d@ ;j,kzl,?,...Ney,zEB(O,T)}.

J J
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Dai,
T(y) = T(Y)loe < Nly = 2|oc(20 + (1)),

e disso decorre que
(W) = W(2)leo < [V]eNly = 2|oc(20 + £(r)). (1.7)

Observe que r — (1) é nao- decrescente e £(r) — 0 quando r» — 01, Assim, segue
de (1.7) que podemos escolher r > 0 e § > 0 tao pequenos quanto necessario de modo que
W seja uma contragao em B(0,r). No entanto, queremos escolher r > 0 e § > 0 de maneira
conveniente de modo que W (B(0,r)) esteja contido em B(0, r). Ora, considere § > 0er > 0
satisfazendo |V | N (26 +£(r)) < £ e |[V]w0 < 27. Entéo, |W(y) — W(2)|s < £y — 2|cos

concluindo assim que W é uma contracao. Além disso, note que

(W (H)loo = W (y) + W(0) = W(0)]o

< W (y) = W(0)|oo + W (0)]o0

< V6o Nyloo(20 + (1) + [V (R)]oo
< V6o Nyloo(20 4+ £(r) + [Vco|hloo-

Como || ¢ — ¢ |1 < d, temos |kl < § e assim
(W (H)loo < [Vl]eoNyloo(26 + (1)) 4 [V]od

1 4
< e +7°g =r, Yye B(0,r),

isto é, W(B(0,7)) C B(0,r).

Podemos assim aplicar o Teorema A.4 (ver Apéndice) para concluir que W(z) = z

admite apenas uma solugao em B(0, 7).

Precisamos agora descartar a possibilidade de que ¥ (x) = p admita solugao em
Q\V(r). De fato, suponha que exista zo € Q\V (r) satisfazendo ¥(xg) = p e tome § > 0

ainda menor, se necessario, de tal modo que

0 <20 <I(r) :=min{|¢(x) — ple : x ¢ V(r)}.

Entao,
6 > |é(w0) — Y(0)|oo = |P(0) — Ploc = 1(r) = 26,

o que é uma contradi¢do. Portanto, a equagao 1 (zr) = p admite uma unica solugdo
em cada bola B(a;,r), para r e § suficientemente pequenos, e nao admite solugdo em
r € Q\V(r). Logo, existem exatamente k solugdes para a equacido t(x) = p, isto é,
v Hp) = {b1,ba,--- , b}, em que b; € B(a;,r). Para concluir a prova do teorema, nos
resta verificar que b; ¢ ¥(09Q) U (Zy) e que sgn(Jy(b;)) = sgn(Jy(a;)), para todo
i=1,... k.
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Ora, como B(a;,r9) C Q2 e r < 1y, temos que B(a;,r) C €, e portanto, b; ¢ OS2,
pois b; € B(a;,r) e B(a;,r)NOQ =0, parai = 1,..., k. Por outro lado, segue de (1.4) que
|y (bi)| > %c, para i =1,...,k, e portanto b; ¢ Zy.

Para provar que d(¢, 2, p) = d(1,Q, p), recorde que

k k

d(¢,Q,p) =) sgn(Jy(a:) e (1,2, p) = 3 _ sgn(Jy(b))-

i=1 i=1

Primeiramente, observe que sgn(Jy(b;)) = sgn(Jy(a;)). Com efeito, sabemos que J, é
continuo em B(a;, ) e Jy(x) # 0 para todo x € B(a;,r). Suponha que sgn(Js(b;)) >0 e
sgn(Jys(a;)) < 0edefina g : [0,1] — R por g(t) = Ju(bit+a;(1—t)). Dai, g(0) = Jy(a;) <0
e g(1) = Jo(bi) < 0, donde existe t € [0,1] tal que g(t) = 0 = J,(t), o que é uma
contradicao. Logo, sgn(Jys(a;)) = sgn(Js(b;)).

No resta verificar que sgn(J,(b;)) = sgn(Jy(b;)). De fato, segue de (1.3) que
1
To(e) ~ Ju(@) < 3

para todo = € B(a;,r), dai
1

To(b) — Jy(b0)] < 3 (13)
Note que, se J,(b;) > 0 e Jy(b;) <0, temos por (1.4) e (1.8) que
1 1
S < 1albl < (b — Julb)] < 5.
o que é um absurdo. De modo andlogo, concluimos que é impossivel J,(b;) < 0 e Jy(b;) > 0.
Logo, sgn(Jy(a;)) = sgn(Js(b;)) = sgn(Jy(b;)) e portanto

k k

d(6,Q,p) = > sgn(Jy(a:)) =Y sgn(Jyp(b:)) = d(v,Q, p).

=1 =1

A proposicao a seguir nos fornece uma representacao integral para o grau.

Proposigao 1.2. Seja p um valor regular de ¢ e assuma que p ¢ ¢(9€2). Desse modo,
dada ¢, € CH(RY) tal que supp(p.) C B(0,¢) e /N @.(r)dr = 1, existe €y > 0 tal que
R

d(¢,82,p) = /Qsoe(cb(:r) —p)Jy(z)dz, V0 < € < €.

Demonstragio. Pelo Lema 1.1, ¢~ ({p}) = 0 ou ¢! ({p}) é finito. Se s~ ({p}) = 0, entdo

d(¢,Q,p) = 0. Nesse caso, escolhendo 0 < ¢y < d(p, ¢(£2)) temos que |p(z) — ploc > €9 > €
para todo x € 2 e portanto ¢.(é(z) — p) = 0, pois supp(p.) C B(0,¢€).

Logo,
| ec(0(@) = p)()de = 0= d(6.2.p).
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Assuma agora que ¢~ ({p}) = {a1, as,- - ,as}. Nesse caso, segue da regularidade
C' de ¢ e do fato de Jy(a;) # 0, para todo @ € {1,2,--- ,k}, que podemos escolher r > 0
de modo que B(a;,r) CC , B(a;,r) N Blaj,r) = 0 para i # j e Jy(z) # 0, para todo
x € B(a;,r). Pelo Teorema da Fungao Inversa, existe ¢; > 0 tal que B(p,¢;) C ¢(B(a;, 7))
e ¢ ¢ um difeomorfismo de ¢~'(B(p,¢€1)) N B(a;,r) sobre B(p, €;).

Como Q\UY_, B(a;,r) é compacto, existe e; > 0 tal que |¢(z) — ple > €2, para
todo » € Q\UY_, B(as, 7). Assim, se 7 € Q e |¢(x) — plos < €2, entdo

z € |J B(ar).

=1

Considere € = min{ey, 62} e W; = ¢~ (B(p,€)) N B(a;, ), entdo explorando a

propriedade de mudanca de variavel da integral obtemos:

Jyeot) =p)aaydn = [ odola) —p) o)
=3 [, 0t@) = plJa@lsgno(e)de

=Y sgnd(as) [ elolz) = p)lJp(w)de

i—1 Wi

= ;sgn%(ai) /B ec(y)dy

(0,€)

k
= Z SgnJ¢(ai) 1= d(¢, Qap)

i=1

]

Os préximos lemas nos permitem avancar na direcao de eliminar a restri¢ao

p & &(Zy) na definigdo do grau.

Lema 1.2. Seja ¢ : Q C RY — R¥~1 com ¢ € C?(Q, RY~1). Defina

A

-Di = det[al¢7 e 78i¢7 e 78N¢]7

onde 0;¢p = 0¢/0x; e 9;¢ indica a supressao da i-ésima coluna de ¢’ (x). Entao,

N

i=1
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Demonstracao. Pela regra de derivacao do determinante, temos
oD; 0 A
a$i - 8!E1 (det[al¢v e 581¢7 e aaN¢])
= det[D1i¢, Do, -+, 0id, -+, ONG| + -+ + det[am, 02, -+, 0i, -+, O]
i—1
= Zdet[al¢) T 7ajl¢) T 7ai¢7 aN¢ + Z det 81¢7" : )8i¢7'” )8j2¢7 : )8N¢]
j*l j=i+1
= Z J ldet ]Z¢7 al¢7 """ )8i$7"‘ 78N¢]+
N . A A
+ > (=17 det[0;i, O, -+, 0,y ONG)
j=it1

Denote por

D'U :det[azj¢781¢, 781(£7 78N¢] se i 7&]
Di; =0 se 1 =7},
entao,

aD i—1
9o = 2. (-1 Dy + Z 1)7~2Dj;.
(2

j=1 j=i+1

Além disso, definindo
1 se 1>
Q5 = 0 se 1=3
-1 se <y,

obtemos

Oz”DU-i- Z ' 1OéijD¢j

axl Jj=i+1

Ckz]

-5
i

=1

<.

N
Z ) ai; D

Jj=1

Logo, pela defini¢do de a;; e pelo teorema de Schwarz, temos

N
22(_ = _222 )+ aij Dij
=1

21]1

0D;
1)1

S ) a0y - Sy D,

11]1 11]1

— Z Z 1)+ ey Dy; Z Z 1)+ a:D;

1= 1] 1 1=17=1
:—ZZ D) (ai; + aji)Dyj = 0.
i=1j=1
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Lema 1.3. Seja ¢ € C?(Q,RY) e denote por A;; o cofator da entrada 9;¢; em ¢'(z).
Entao,

N

> 9 A; =0,

i=1
para todo 1 < j < N.

Demonstracao. Por definicao,
Ay = (=1 det (Db )isinzjs

em que det(0¢p )iz € O determinante da matriz obtida de ¢'(z) ao suprimirmos a
j-ésima linha e a i-ésima coluna de ¢/(z). Defina ¢ : Q@ C RY — R¥~! por

¢ = (¢17¢27"' 7¢jfla¢j+17"' 7¢N)7
onde 1 <j< N,e
D; = det[one, -+, b, -+, N,

em que ;¢ = OY/0x; e Oy indica a supressao da i-ésima coluna de ¢/ (x). Assim

o1 Oy - O 01 -+ Ondn

D, — det Ohpj—1 Oadj_1 -+ 0i—10j—1 Oip19j—1 -+ Ondj—1 _ det(Atn)isi s
hojy1 Oadjp1 -+ 0im10j41 Oi10j41 -+ ONDjpa
| 0oy Doy - Oiadn Oiadn - O

Desde que 1 é de classe C?, podemos usar o Lema 1.2 para concluir que

N N
Z(—l)zaiDi = Z(—l)lai det((‘)lqbk)l#,k#j =0
1=1 i=1

e pela definicao de A;; obtemos que

N

N
17D (1) det(Din )iy = D (—1)70; det(Drdn)izinsj = Za Ajj.
=1

=1

[]

Proposicao 1.3. Sejam ¢ € CHQ,RY), p ¢ ¢(0Q) e r = du(p, p(09Q)). Se p1,ps €
B(p,m)\¢(Zy), entdo d(¢, 2, p1) = d(, 2, pa2).

Demonstracao. Vamos dividir a prova em dois casos:

1° Caso: ¢ € C*(Q,RY).
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Por hipétese, p; ¢ ¢(0Q2) U ¢(Zy), desse modo d(¢, €2, p;) esta bem definido para

1 =1,2. Agora, considere
d = min{r — |p — piloo, i = 1, 2}.

Entdo, pela Proposigdo 1.2, existem € < § e ¢, € CL(RY), com supp(¢.) C B(0,¢), tais
que

A6, 2p) = [ ¢u(olw) = pi)Js(a)da,

e portanto

A6 p2) = (6,2 p1) = [ [pel6(x) = pa) = @ul6(x) = p)l Jy(a)da

Contudo, observe que pelo teorema fundamental do calculo temos que

oy = 1) — ey =) = [ oy =+ (o1 = g0

1

:/ Voe(pr)(p1 — po2)dt
/ Zaﬂpe pt pl pQ)Zdt

- Z [ dup0) o~ ),

onde (p; — p2); representa a i-ésima coordenada do vetor p; —pg e P :=y — p1 + (p1 — pa)t.

Queremos encontrar w(y) = (wi(y), -+ ,wn(y)) tal que

n N 1
div(w Z = Z/o 0i0c (D) (p1 — p2)sdt.
i=1 i=1

Ora, para isso basta que

8&.]1'
Oy

(y) = /01 0i0c(Pe) (p1 — p2)4dt,

1
isto &, w;(y) = /0 Pe(y — p1+ (1 — p2)t)(p1 — p2)idt.
Portanto, para w(y) = (w1(y), - ,wn(y)) definido como

wi(y) = /01 906(]515)(}91 - p2)idt7

temos

(Y —p2) — 0y — p1) = div(w(y)).
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Além disso, se y € ¢(012), entao

[y =1+ (p1 — p2)t|ee = [y — b+ b — pat + bt — bt + p1t — pifeo
=y —=b)+ (b—p1)(1 =) +1(b—p2)|eo
2 |y = bloo = [b = p1loo(1 — 1) — 1[0 — P2
>r—(r—0)(1—t)—tr—>9)
=r—r+4+0+(r—20)t—1t(r—>)

=0>e
Logo, para y € ¢(012), temos que w(y) = 0, pois supp(p.) C B(0,¢).

Finalmente, para i = 1,..., N defina

i) = zwj(¢<x>)Aij(x), sexeQ

0, se v € RV\Q,

onde A;; é o cofator da entrada 0,¢; em ¢'(x). Pela regra da cadeia, para x € 2, temos

Ov;(x 8% 3¢k 8
a% kzljzl 3yk Iz‘ )+ Z “il? 3% Bz, )
assim,
N N Ow. N o N N o
(@) = 33 0 (5(a) - P () Ay (0) + T (0() S A Ay ()
Yk i—1 Li j=1 i—1 9Ti

k=1j=1

Pelo Lema 1.3 e pela defini¢do de A;;, temos

difo(s)) = 3237 520(0)) 3 S Ay o)+ 2 ) 2040
_ ZV:I é g;j;(qﬁ(x)) > 32’“( ) Ay (@)
_ f; i L AT)
_ i G (0a)) o)

I
Q, <
-~

=
&
—~
=
=
&
8
\'\/

onde

1, sej=k
5jk:
0, sej#k.
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Assim, desde que v(z) = 0 para x € 02, segue do teorema do divergente que
(9,82, p1) — d(¢,Q,p2) = /Q[we(y —p1) = @y — p2)|Js(x)dx
= [ div((é(@))Jo(w)da

= /Qdiv(v(az))daz =0,

e portanto d(¢7 Qapl) = d((b? Qap?)'
2° Caso: ¢ € C*(Q,RY).
Tomemos p1,p2 € B(p,7)\¢(Zy), onde r = duoo(p, p(052)), € defina

[ = max{[p — pi|oo, [P — P2|oo}-

Da densidade de C?(Q,RY) em C'(©2,RY), podemos escolher ¢ € C?(Q,RY)

possuindo p; e ps como valores regulares e que satisfaz

Y =¢ller< (r—1(1+¢)),
onde € > 0 é escolhido de modo que r — (1 +¢€) > 0.
Afirmacao 1: B(p, (1 + €)l) Ny (9Q) = 0.

Se a afirmacao fosse falsa, existiria = € J tal que [(x) — Pl < (1 + €)l e assim

teriamos

(1+e)l > |(x) — ple
= [¢(x) = ¢(2) + ¢(x) — ploo
> |¢(z) = Ploc — [¢(2) — &(2)]o0
>r—(r—1I(1+¢)
=1(1+e),

o que é uma contradigao. Portanto, B(p, (1 + €)l) N (9Q2) = (), donde
oo (p; ¥(0R)) := 1y = (1 +€)L.
Em particular, p1,ps € B(p,ry)\¢¥(Zy) e assim podemos usar o Caso 1 para concluir que

d<¢7 Qﬂpl) = d(¢7 Q7p2).

Por outro lado, aumentando € > 0, se necessério, de tal modo que r — (1 + €)l < 4,

onde ¢ é dado pela Proposicao 1.1, podemos acionar tal proposi¢cao para concluir que

d(% Qapz) = d(¢7 Q>pi)7

com i = 1,2, donde obtemos que d(¢, 2, p1) = d(¢, 2, p2), como queriamos provar. ]
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Lema 1.4 (Lema de Sard). Seja ¢ uma aplicagao de classe C* e Z,; o conjunto dos pontos

criticos de ¢. Entao o conjunto de valores criticos de ¢ (isto é, ¢(Z4)) tem medida nula.
O Lema de Sard [14] aliado & proposi¢ao anterior nos possibilita estender a defini¢ao

do grau para o caso em que p ¢ ¢(Zy).

Definigdo 1.3. Sejam ¢ € C'(Q,RY) e p € ¢(Z,). Definimos d(¢, 2, p) por d(¢,Q, q), em

que g & ¢(Zy) U ¢(09) é tal que |p — gl < duos(p, $(0C2)).

Para garantir a consisténcia da Defini¢ao 1.3 note que pelo Lema de Sard (Lema 1.4)

fica assegurada a existéncia de ¢ ¢ ¢(Z,) tal que [p—¢|oo < doo(p, (0N2)). Além disso, sejam

q1,492 ¢ ¢<Z¢>U¢(ag) tais que |p_q1’oo < doo(p7 (b(aQ))? isto éu q1, G2 € B(p7 doo(p7 (b(aﬂ)))
Entao, pela Proposicao 1.3 vale

d(¢a Qa (]1) = d(¢a Qa 92>7

e portanto estd bem definido o conceito de grau apresentado na Definic¢ao 1.3.

A seguir veremos a definicao de homotopia, que serd de grande importéncia para a

generalizagdo do grau para aplicagoes continuas.

Definigao 1.4. Dadas ¢,v € C1(Q,RY), dizemos que e H : Q x [0,1] — RY é uma C*

homotopia entre ¢ e 9 se:
1. H; ;== H(-,t) é de classe C', para cada t € [0, 1].
2. lim | He — H ||cr= 0 para todo s € [0, 1].
3. Ho(x) = ¢(x), Hy(x) = 1(x) para todo z € Q.
A seguir, veremos as principais propriedades do grau de funcoes de classe C!.

Teorema 1.1. Sejam ¢ € CH(Q,RY) e p ¢ ¢(99Q). As seguintes afirmagoes sio validas:

—_

. A aplicagio p — d(¢,$,p) é invariante em cada componente conexa de RV\p(092).
2. Existe € > 0 tal que para ¢ € Bei(¢,€) C CHQ,RY), vale que
p ¢ ¥(0Q) e d(¢,Q,p) = d(¢, 2, p).

3. d(¢p+a,Qp+a)=d(¢,Q,p), para a € RV,

4. (Invaridncia Homotdépica) Se H é uma C'! homotopia entre ¢ e 1) e p & H;(99),
para todo t € [0, 1], entao d(¢, 2, p) = d(v, 2, p).

5. Se ¢, € C1(Q,RY) coincidem em 99, isto é, ¢(z) = 1 (z), para todo x € 9N, entdo
para p € R¥\p(09) tem-se d(6,, p) = d(t, 9, p).
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Demonstracao. A prova de cada item é dada a seguir.

1 Segue da Proposi¢ao 1.3 que d(¢, ©2, -) é continuo e localmente constante em R\ p(99).
De fato, sejam p ¢ ¢(052) e 0 < 4e < d(p, $(0N2)) :=1,. Para ¢ € B (p, irp) tem-se

= 9(2)|ec = lg—p+p— (7)o
> |p— ¢(@)]oo — g — Ploo

3
>y — 1=

para todo z € 0. Logo, dw(q, p(0)) := 1, > %rp e assim B(q,7,) D B(p, irp).
Portanto, se p € B(p,€)\¢(Z,) entao p € B(q,r,). Logo, segue da defini¢ao de grau

que
d(¢, 2, p) = d(¢, Q) e d(, €, q) = d(¢,Q, D),

isto é, d(¢, 2, p) = d(¢,€, q). Portanto, d(¢,€2,-) é continuo e localmente constante
em RM\¢(99).

2 Se p € ¢(Zy), pelo lema de Sard (Lema 1.4) existe ¢ ¢ ¢(Z,) tal que |p — qloo <
doo(p, 9(02)) /2. Consequentemente, p e ¢ pertencem a mesma componente conexa
de RN\ ¢(09) e dai, pelo item anterior, d(¢, Q, p) = d(¢,, q). Pela Proposicao 1.1,
existem 0 < § < duo(p, $(09Q))/2 e ¢ € C1(Q,RY) satisfazendo || ¢ — ¢ |1 < § tais

que

¢ & P(Zy) U(99) e d(1,Q, q) = d(6,€2, q).
Afirmamos que p ¢ ¥(09). Com efeito,

max |¢(x) — ¥(2)|e <|| ¢ — ¢ ||cr< 0 < Mp,f(@ﬁ))

z€Q

Assim, para x € 0f) vale que

V() = ploe = [¥(2) — ¢(x) + d(2) — Plss
2 [#(x) = ploe — [¢(2) = ¢(2) |

> d00<p7 (ﬁ(@ﬂ)) -
= doo

(p, $(09))
P

> [P — qoos

isto é, 0 < |p — ¢l < doo(p, (0K2)). Portanto, p ¢ ¥(952) e p e ¢ estdo na mesma
componente conexa de RV\(99Q). Logo, pelo item 1 deste teorema e pela defini¢do

de grau (Definigao 3.1), temos

d(¢,Q,p) = d(¢,Q,q) = d(¥,Q,q) = d(¥,Q,p),

o que conclui a demonstracao deste item.
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3

5

Pelo lema de Sard (Lema 1.4) existe ¢ ¢ ¢(Z,) satisfazendo |p — ¢|oc < doo(p, ¢(02)).
Sabemos que dy (p, p(02)) = doo(p + a, (¢ + a)(0N)) e g é valor regular de ¢ se, e

somente se, (¢ + a) é valor regular de ¢ + a.

Por outro lado, pela Proposigao 1.2, existe 0 < € e ¢, € C1(B(0,¢)) tal que

A6 +a,%q+a) = [ 06+a—(0+0)Jpale)de
- /Qwe(aﬁ— q)Jy(x)dx
= d(,9,q).

Logo, por defini¢ao e pela igualdade acima, concluimos que
d(¢+a,p+a)=dd+a,Qq+a)=d¢q) =de,Q2p).

Devemos mostrar que a aplicaggo ¢ : [0,1] — R, definida por
o(t) = d(H, §2, p), é continua.

Como p ¢ H,(09), para todo t € [0, 1], temos do item 2 do Teorema 1.1, que existe

e > 0 tal que
|| Ht - Hs ||01§ € = d(Ht7Q7p) = d(H&Qap)

Entretanto, segue da defini¢do de C'! homotopia que %1_1}1 | Hi— Hs ||c1= 0, dai existe
0 > 0 tal que
s <6 =] H— H|lo< ¢,

isto ¢, se |t — s| < d entdo |¢(t) — ¢(s)] = 0. Portanto ¢ ¢é continua e localmente

constante em [0, 1]. Como [0, 1] é conexo, segue que ¢ é constante em [0, 1].

Considere a aplicacio H : Q x [0,1] dada por Hy(z) = (1 — t)é(x) + tib(z), x €
Q et € [0,1]. Mostraremos que H; é uma C! homotopia entre ¢ e 1. De fato,
H; € CHQ,RY) ja que ¢, € CH(Q,RY). Além disso, Hy(z) = ¢(z) e Hi(z) = 9(x),

para todo x € Q, e vale a seguinte igualdade:
Hy—Hy=(1—-t)p+1p— (1 —s)p—s¢
=¢—1tp—Q+ s+t —sy
=(s =)o+ (t—s)
=(s=1)(0—1).
Dai,

| Hi(x) = Hy(2) [[er =] Hi(z) = Ho(z) |lo + | VH(2) = VH(z) [0

=l (s =) =) lle + 1 (s =)V(6—%) llc
= |(s = t)||l¢ — ¥]lcx = 0 quando t — s.
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Portanto H; é uma C' homotopia.
Suponha que existam tq € [0, 1] e zg € I tais que
p = H(xo, o) = (1 — to)p(x0) — toth(wo).

Como ¢(xg) = ¥(z0), temos

p=(1—1to)p(x0) — tod(z0) = d(20),

isto é, p € ¢p(09), o que é uma contradi¢ao. Portanto, p ¢ H;(0f2) e pela invaridncia

homotépica (Teorema 1.1, item 4), concluimos que

d(¢,€,p) = d(¥,Q,p).

1.1.2 Grau de Brouwer

Nesta secao apresentaremos o grau de Brouwer, o que conclui a construgao do grau

para fungoes continuas.

Definigao 1.5 (Grau de Brouwer). Sejam ¢ € C(,RY) e p ¢ ¢(99). Definimos o grau
d(¢,Q,p) como sendo d(v,Q,p), para qualquer ¥ € CYQ,RY) tal que
[ = ¢ llo< do(p, (09)).

Observe que CH(Q,RY) é denso em C(Q,RY) e portanto de fato existe
v e CYHQRY) tal que | ¥ — ¢ |lo< duo(p,#(09Q)). Por outro lado, se
| Y — @ |lc< doo(p, p(0R)) € Y(x) = p para algum x € I, entdo

1Y = ¢ lle= d(x) = d(2)loe = [P = (2)|oc = doo(p, $(99)),

o que é uma contradi¢do. Portanto, p ¢ ¢(0%2).

Para checar a consisténcia da definicdo anterior, nos resta verificar que dados
v, € CHQ,RY) satisfazendo || ¥ — ¢ [|o< doo(p, 9(092)), com i = 1,2, temos
d(1,Q,p) = d(¢9,Q,p). Ora, considere a homotopia entre 1, e 1o dada por
Hy(x) = tha(z) + (1 — )y (z), € Q e t € [0, 1]. Desde que

[Hi(2) — ¢(2)|oc =

O(7)|

(
)
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para z € 02, temos |Hy(z)—¢(z)| < doo(p, 9(0R2)) < |p—o(z)|, portanto p ¢ H (92 x[0, 1]).
Logo, pelo item 4 do Teorema 1.1, segue que d(1, 2, p) = d(v9, €2, p).

O préximo resultado garante que podemos escolher ¢ na Defini¢ao 1.5 de tal modo

que p seja valor regular de 1.

Proposigao 1.4. Sejam ¢ € C(Q,RY) e p ¢ ¢(09). Entdo, existe v € C*(Q,RY), com
19 =0 lle< doo(p, 9(0)) € p & P(Zy), tal que d(¢, 2, p) = d(1), €, p).

Demonstragio. Sejam ¢ € C'(Q,RY) tal que || ¢ — ¢ [|c< deo(p, #(00))/2 € ¢ & ©(Z,)
satisfazendo |p — ¢loo < doo(p, 9(02))/2 (0 lema de Sard assegura a existéncia de tal ¢).

Defina ¢(z) = ¢(x) + p — q e note que ¥(z) = p & p(z) = g. Como ¢ € C*(Q,RY)
e p e q sao constantes, temos ¢ € C*(Q,RY) e J,(x) = J,(x), para todo = € Q. Logo,
p ¢ ¥(Zy), caso contrario existiria x € €2 tal que 0 = Jy(z) = J,(2), isto é, ¢ € ¢(Z,), o

que contradiz nossa escolha de q.

Além disso,

() — ¢(7)|oo = () + P — ¢ — P(2)]o0
< lp(z) = o(2)]oo + P — qloo
<[¢—=0llc+lp—dlw
< ds(p, 9(09)), Vx e,

isto ¢, || — ¢llo < doo(p, P(09)).
Nos resta verificar que p ¢ ¥ (012). De fato, suponha que p € 1 (0€), entao g € ¢(0€)

e assim
doo (P, p(08)) = mint [p — () o

=min[p—q+q— ()|

< min{[p — gloo +[g = () oo}

= |p = gloe + min |g — ()]

=[P = qloo + doo(q, p(052))

_ Al (0) |

2

o que é impossivel. Assim, 1 atende as condi¢oes desejadas. n

1.1.3 Propriedades do grau topolégico de Brouwer

Apresentaremos nesta se¢ao as principais propriedades do grau de Brouwer. Para

tanto, vamos inicialmente definir homotopia para fungoes continuas.
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Defini¢ao 1.6 (Homotopia). Sejam ¢, € C(,RY) e H : Q x [0,1] — R. Dizemos que
H é uma homotopia entre ¢ e 1 se:

1. H é continua em Q x [0, 1];

2. Hy(z) = ¢(x), Hi(z) = ¢¥(x) para todo = € Q.

Teorema 1.2. Sejam ¢ € C(Q,RY) e p ¢ ¢(99). As seguintes propriedades sao validas:

1. (Existéncia) Se d(¢,€,p) # 0, entao existe z € 2 tal que ¢(x) = p.

2. (Continuidade) Se ¢ € C'(Q,RY) satisfaz || ¢ — ¢ ||c< doo(p, $(09)), entdo

d(y,Q,p) = d(¢,Q, p).

3. (Invariancia homotdpica) Assuma H é uma homotopia entre H(-,0) e H(-,1) e
p & H,(09), para todo t € [0, 1]. Entao, t — d(Hy, 2, p) é constante em |0, 1].

4. (Invaridncia sobre componente conexa) Sejam ¢ € C(Q,RY) e py,ps ¢ ¢(09).

Se p1 e py pertencem a mesma componente conexa de RV\$(99), entao
d(¢7 Q,p1) - d(¢, Q,pQ),

5. (Fronteira) Sejam ¢,1 € C(2,RY) tais que ¢(z) = (), para todo z € IQ. Entao
d(¢,2,p) = d(1),, p), para todo p ¢ $(09).

6. (Translagdo) Suponha que ¢ € C(,RY), p & ¢(99) e g € RY. Entdo

7. Sejam H : Q x [0,1] — RY uma homotopia e v : [0,1] — RY uma funcio
continua com 7(t) ¢ H;(0N2), para todo t € [0,1]. Entao d(Hy,$2,v(t)) ndo depende
de t € [0, 1].

8. (Decomposicao/Adic¢ao) Seja Q = | J €, onde €2; sdo abertos e dois a dois

i€N
disjuntos. Entao existem {aq, az, - ,ar} C N tais que

k

d(¢,Q,p) =>_d(¢, L, p)-

i=1

9. (Excisao) Sejam ¢ € C(Q,RY) e p ¢ ¢(99Q). Se K C Q é compacto e tal que
p ¢ 6(K), entiio
d(¢, €2 p) = d(¢,Q\K, p).

Demonstracao. A prova de cada item é dada a seguir.
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Suponha que p ¢ ¢(Q). Como p ¢ ¢(99Q), concluimos que p ¢ (). Dai, pela
compacidade de ¢(2), obtemos du (p, #(2)) > 0. Seja 1 € CH(Q, RY) tal que

1% = ¢ llo< doo(p, 9(Q)) < doc(p, $(09)).

Pela defini¢ao, temos
d(¢,9,p) = d(¥, €, p).

Além disso, note que p ¢ 1(Q), caso contrério existiria z € 2 tal que ¥ (z) = p. Dali,

|p - ¢<x)|oo SH V-9 ||C< doo (P ¢(§>>»

o que é uma contradi¢io. Logo, ¥~ ({p}) = 0 e assim

d(¢, € p) = d(, 2, p) =0,
o que contraria a hipdtese d(¢, (2, p) # 0. Portanto, existe € Q tal que ¢(z) = p.

Sejam 1) € C(,RY) e ¢ € CH(Q, RY) tais que
1Y = ¢ llo< du(p, ¢(09)) :=re [ —¢lle<r=I¢¥—¢lc-
Dal,
| o=@ o=l o—v+v—¢ [le<| ¥v=¢ llc + | b—¢ o<l =0 llc +r— | ¥=¢ [lc=r

Como ¢ € CHORM) e || ¢ — ¢ |lc< doo(p, #(0R)), pela Defini¢do 1.5 obtemos
d(¢,9,p) = d(¢, 2, p).
Provaremos que d(, 2, p) = d(p, 2, p). Com efeito, para todo = € 9 temos

() = ploe = [¥(2) — ¢(x) + d(2) — Plso

2 () = ploe — [¢(2) — ¢(7) |

> doo(p, 9(0Q)) = || ¢ = ¢ lle

=r=[¢Y—9¢llc

=Y —¢lc-
Dali, arc]rel(lrjrgl2 () —Ploo = doo(p, Y(0R)) >|| Y —¢ ||c . Assim, novamente pela defini¢ao
do grau de Brouwer, obtemos d(v, €2, p) = d(p, 2, p).
Portanto,

d(¢,€,p) = d(v,Q,p) = d(v, 9, p).

Considere v : [0, 1] — Z dada por y(t) = d(H;, 2, p), afirmamos que 7 é continua
em [0, 1]. De fato, fixando ty € [0, 1], segue da continuidade de ¢ — H; que para
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"

€ < duo(p, Hy, (092)) dado, existe § > 0 tal que para t € [0, 1] satisfazendo |t —to| < 0,
vale que

| He = Hiy [lo< € < doo(p, Hi (952)).

Pela propriedade de continuidade (Teorema 1.2, item 2), temos que
’y(t) = d(Ht7 Qap) = d(Htm va) = 7(t0)7 para |t - t0| < 6

Dai, concluimos que se |t — to| < J, entao |y(t) — v(to)| < €, isto é, v é continua e
localmente constante em [0, 1]. Portanto, desde que [0, 1] é conexo, segue que 7y é

constante em [0, 1], isto é, t — d(Hy, €2, p) é constante.

Sejam C uma componente conexa de RN\ ¢(99), py,ps € C e v : [0,1] — C um
caminho continuo em C tal que 7(0) = p; a (1) = p,. Note que, pela construcao de

7, temos

oo (7(10, 1]), 9(092)) < min{doo (p1, $(99)), doo (p2, $(9€2)) }-

Agora, considere ¢ € C1(Q, RY) tal que
| ¢ =¥ [[e< dos(7([0, 1]), #(0%2)).

Pela defini¢ao do grau de Brouwer, segue que d(¢, 2, p;) = d(v,Q,p;), com i = 1, 2.

Nos resta mostrar que p; e p, estdo na mesma componente conexa de RY \(09).

Com efeito,

oo (7([0, 1]), (9€2)) = doo (7([0,1]), ¢(092)) — doc(4(2), 1(052)) > O,
ja que
doo(0(09),4(09)) = min [¢(x) = Y (7)]oc <[l ¢ =¥ [lc,

o que implica em ([0, 1]) € RM\1(99), isto é, p; e ps estdo na mesma componente

conexa de RV\(09). Portanto, pelo item 1 do Teorema 1.1, segue que
d(¢7 Qapl) = d(wa Qapl) = d(’lﬁ, QapQ) = d(¢7 Qap2)‘

Seja Hy(x) = (1 — t)¢(z) + t1(z) uma homotopia entre ¢ e 1b. Dado p € RV \¢(99),
note que p ¢ H;(092). De fato, caso contrario, existiriam tq € [0,1] e o € 0 tais
que p = (1 — tg)d(x0) + totr(zo). Como (x) = ¢(x) para todo x € I, obtemos
da igualdade anterior que p = ¢(zp), 0 que é impossivel, pois p & ¢(09f2). Logo,
para todo t € [0, 1], temos p ¢ H,(0f2). Assim, segue do item 3 deste teorema que
d(¢, €2, p) = d(v, 2, p).

Pela Proposigao 1.4, existe ¢ € CHQ,RY) tal que || ¥ — ¢ [|c< duo(p, p(09)),
p ¢ U(Zy) e d(t),Q,p) = d($,Q p).

Dessa forma:
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i) (p—a) ¢ (¢ —q)(09), pois p € $(IQ) & p —q € (¢ — q)(0Y);
ii) p — ¢ é valor regular de (¢ — q), pois Jy_,(x) = Jy(z) e pela descricao de 9,
Jy(x) # 0 para todo « € =1 ({p}):

iii)
| (¥ =q) = (0= q) le=Il ¥ — ¢ [lc< dos(p, 9(0N)) = dos(p — ¢, $(02) — q).

Assim, por i) e iii)) e a definichko do grau de Brouwer, obtemos
dlo —q,2p—q) = d¥ — q,Q,p — q). Por outro lado, por ii) podemos aplicar

a Proposicao 1.2 para concluir que

AW =020 —0) = [ 0= 0) = (0= 0)Jo-g(a)da

= /Qsoe(w —p)Jy(x)dz

= d(¥,Q,p).
Logo, combinando as informagoes acima, concluimos que

d(¢—q,Q,p—q) =d¥ — ¢,Qp—q) = d(®,Q,p) = d(¢,Q,p).
Para cada t € [0, 1], defina
U, (z) = Hi(z) — (t), Vo e

Pela defini¢do de W;(z), temos ~(t) ¢ H(0N) se, e somente se, 0 ¢ W,(092).
Pela propriedade da translagao (item 6 deste teorema), temos

d(\I}ty Q7 0) = d(Ht - V(t% Q7 0) - d<Ht - ’V(t> + ’Y(t)v Qv 0+ V(t)) = d(Htv Q, V(t))‘

Como H é uma homotopia e v é continua, temos que ¥ é uma homotopia entre
Uy = Hy—7(0) e U3 = H; —~(1). Assim, pela invaridncia homotépica (item 3 deste
teorema), d(Wy, 2,0) nao depende de ¢, isto é, d(Hy, $2,7v(t)) ndo depende de t.

Observe que d(¢,€2;, p) estd bem definido para todo i € N. De fato, como os ;s
sao disjuntos, temos que 02 = U,;en0S2;, donde concluimos que 0€); C 052, logo
p & ¢(0S);) e portanto d(¢, €2, p) estd bem definido para todo i € N.

Pela Proposigaio 1.4, existe ¢ € CHQ,RY) tal que p ¢ ¥(Zy),
| ¥ = ¢ lle< doo(p, 9(09)) € d(0, 2, p) = d(1), €2, p). Para tal ¢ temos que

1Y = ¢ lle@)<Il ¥ = ¢ llo@ < doo(p, 9(02)) < doo(p, $(052:)),

donde, pela defini¢do do grau de Brouwer, temos d(¢, $2;, p) = d(¢, Q;, p), para todo
1€ N.
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Como p & ¥(Zy) U (99), segue do Lema 1.1 que ¥~ *({p}) é finito, digamos
v ({p}) = {z1, -+ , 2k, }- Desse modo, 1~ 1({p}) intersecta um nimero finito dos

k
€, digamos ¢! ({p}) C |J 9%,
=1

Segue da Definicao 3.1, que

k

A, Qp) = > sgn(Ju(@)=> > sgn(Ju(@)) =D d(v,Qu,,p).

261 ({p) i=1 seyT ({phnQ, i=1
Portanto,
k k
d(¢,Q,p) = d(,Q,p) =Y _d(¥), ;. p) = Y _d(¢, ;).
i=1 i=1
Como 092 C O(Q\K) C (K U0RQ), segue que p ¢ ¢(0(Q\K), ja que p ¢ ¢(K UIN),

€ 0 < dos(p. 6K UOR)) < doo(p S(A\K))) < oo (p, 6(0).
Pela Proposicao 1.4, existe ¢ € CH(Q,RY) tal que || ¢ — ¥ ||o< doo(p, (K U OR)),
d(¢,Q,p) = d(v), 2, p) e p & P(Zy).

Assim, pela definicao do grau de Brouwer, temos que
d(¢, N\K, p) = d(¢, \K, p).

Nos resta mostrar que d(¢,Q2,p) = d(v, Q\K,p). Suponha que p € ¥(K), entao
existe x € K tal que ¢(x) = p, assim

|0(z) = Ploc = [0(2) = ¥(2)|oo <[l ¢ = ¥ [[o< doo(p, (K U O)),

o que é um absurdo, portanto, ' ({p}) C Q\K e dai

A, Qp)= > sgn(Jy(z)) = > sgn(Jy(z)) = d(, QK p).
— e ({PHC(O\K)

Concluimos assim que

d(¢,,p) = d(¥,Q,p) = d(¥, Q\K, p) = d(¢, 0K, p).

1.1.4 Aplicacdes do grau de Brouwer

Nesta secao, fornecemos algumas aplicagoes da teoria do grau de Brouwer, dentre

as quais se destacam o Teorema de Ponto Fixo de Brouwer, Teorema de Borsuk e Teorema
de Borsuk-Ulam.
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Teorema 1.3 (Ponto Fixo de Brouwer). Sejam €2 C RY um conjunto nao- vazio, compacto
e convexo e ¢ : 2 — ) uma fung¢ao continua. Entao, ¢ possui um ponto fixo, isto é, existe
x € Q tal que ¢(x) = x. A conclusdo permanece valida se 2 é homeomorfo a um conjunto

compacto € convexo.

Demonstracao. Consideraremos trés casos:

Caso 1: Q = B(0,r).

Podemos assumir que ¢(x) # = em 02, caso contrario o teorema esté provado.

Defina a seguinte homotopia entre a fun¢ao identidade I e ¢:
Hi(z) =z —to(x), z€Q, te]0,1]

e note que 0 ¢ H(99Q), para todo t € [0,1]. De fato, suponha que exista x € 9Q e t € [0, 1]
tais que
H(t,x) =x —to(x) = 0.

Se t =1, entdo ¢(z) = x, o que contradiz ¢(z) # x em 0. Se t € [0,1), entao x = to(x).
Como z € 092, segue que r = |z| = |to(z)| = t|o(z)] < tr <7, 0 que é uma contradicao.
Logo, 0 ¢ H;(09) e assim pela invaridncia homotépica (Teorema 1.2, item 3), temos que

para todo t € [0, 1] vale a seguinte relagao
d(H, Q,0) =d(I,B(0,r),0) = 1.
Assim, pela propriedade de solu¢ao (Teorema 1.2, item 1), existe z € B(0,r) tal que
Hi(z)=0& 2 —¢(x) =0 ¢(z) =x.

Caso 2: () é um conjunto compacto e convexo.

Como € é fechado e ¢ é continua, segue do teorema de Dugundji (ver Apéndice,
Teorema A.2) que ¢ pode ser estendida a uma fungao é: RN — conv(¢p(2)). Portanto,
H(RN) € Q, pois ¢(Q) C Qe Q ¢é convexo.

Considere uma bola B(0,r) tal que Q ¢ B(0,r). Pelo Caso 1, ¢ : B(0,r) —»

2 possui um ponto fixo em B(0,r), isto é, (ZS(:U) = x, para algum z € (). Portanto
p(z) = d(x) = .

Caso 3: () é homeomorfo a um conjunto compacto e convexo.

Considere A ¢ RY compacto, convexo e h : A — Q um homeomorfismo. Por
hipétese, h~t¢h : A — A é continuo e pelo Caso 2 possui um ponto fixo, isto ¢, existe
z € A tal que h™'¢h(z) = x, donde ¢(h(x)) = h(z). Como h(A) C Q, concluimos que ¢
possui um ponto fixo em 2. n

Proposicao 1.5. Nao existe uma funcdo continua ¢ : B(0,1) — 0B(0,1) tal que
¢(z) = x, para todo x € 9B(0, 1).
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Demonstra¢io. Suponha por absurdo que exista ¢ : B(0,1) — 0B(0, 1) tal que ¢(x) = z,
para todo x € 0B(0,1). Defina ¢ : B(0,1) — 0B(0,1) por ¢ = —¢. Temos que ¥ é

continua e B(0,1) é compacto e convexo. Assim, pelo teorema do Ponto Fixo de Brouwer

(Teorema 1.3), ¢ possui um ponto fixo zg em B(0, 1), isto é, xg = ¥ (xg) = —¢(x(). Como
¢(x) = z para todo = € 0B(0, 1), segue que o = —¢(xry) = —xg € portanto zo = 0, 0 que
é um absurdo, visto que zg € 9B(0,1). ]

Vamos agora enunciar e provar o teorema de Borsuk, para tanto deixamos entendido
que um conjunto €2 é simétrico em relacao a origem se 0 € ) e dado = € €2, entao —x € Q).
Nesse caso, dizemos que a fungao ¢ : @ — RY é {fmpar se ¢(z) = —¢(—x), para todo
x € €.

Teorema 1.4 (Borsuk). Sejam Q C RY aberto, limitado e simétrico com respeito a origem,

¢ € C(Q,RYN) fmpar e 0 ¢ ¢(99Q). Entao d(¢,,0) é um inteiro fmpar.

Demonstracao. Segue a demonstracao do teorema.
Afirmagdo 1: ¢ pode ser tomada de modo que ¢ € C1(Q,RY) e J,4(0) # 0.

De fato, pelo Teorema A.3 (ver Apéndice), existe ¢ € C1(Q,RY) tal que
| Yo — & o< doo(0, p(092)) /2. Agora, tome 1); a parte impar de 1), isto é,

_ nle) — () 0,0 (0, 6(09))
tile) = ; DSOS T T

onde ¢ ¢ suficientemente pequeno de modo que nao seja autovalor de ¢/ (0).

Note que, v := v, — §1 é impar e v € C1(Q,RY). Além disso, J,(0) # 0, pois caso
contrario existiria « # 0 tal que 0 = v/(0)z = ¢, '(0)x — dz, isto é, 11 '(0)z = dx, donde
concluiriamos que § é autovalor de 11 ’(0), o que é impossivel pela escolha feita para d.

Por outro lado, para todo z € €, temos que

7(2) = ¢(2) |0 = [t1(x) = b2 — ¢()]o0

_ ’@/)o(f) _2%(_@ — ¢(x) — ox
_ ’%@) — (=) 20@) 5
2 2 o0
< [(@) —2¢(I)|oo L 1o(=2) —2¢o(—m)|°° + 6|1 (2)]o

<o = o lle +0- | I lle< doo(0, 9(052)),
desse modo || 7 — ¢ ||c< dso(0, p(02)). Assim, pela Definigao 1.5 e d(¢, 2,0) = d(~,2,0),

caso ¢ nao satisfaca as condi¢oes da afirmacao, podemos substitui-la por 7.

Afirmacao 2: Existe v € C'(Q,RY), com ¢ fmpar, 0 ¢ ¥(Z4()) e || ¥ — ¢ |[c< €, onde
0 < e <dx(0,9(00)).
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A construcgao de 9 é feita por indugao. Para tanto, considere o conjunto aberto e
limitado Q;, = {z € Q : x; # 0 para algum i < k} e ¢ € C*(R) fmpar tal que »’(0) =0 e
©(t) = 0 se, e somente se, t = 0. Como ¢ limitado, existe uma constante ¢ > 0 tal que
lo(z;)| < c,i€{l,--- N}, para todo x = (21, , 24, ,xNn) € Q.

Defina ¢ : 2, — RY por ¢(z) = ¢(x)/p(x;), onde Q; = {x € Q : x; # 0}. Pelo
Lema de Sard (Lema 1.4), existe y1 ¢ ¢(Z5) com |y1 — Ol < doo(0, 9(09))/(2¢).

Agora considere ¢, : @ — RY dada por ¢y (z) = ¢(x) — ¢(x1)y;. E claro que
Py € CHQ,RY) é fmpar. Além disso, 0 & 11 (Zy, (€1)), caso contrdrio existiria 2* € {; tal

que 1y (27) = ¢(z") — p(a)yr = 0, isto &, y1 = ¢(x7) /o(x]) = ¢(a7), e Jy, (z7) = 0. Ora,

()
p(1)

Oy (z) = 0 () — Opp(x1)

) e, o)
- Lo@cl)w“ Oie( ”mo]

— oz o(r1)0;9(x) — Opp(w1)9()
= 90( 1) [ (<,0(£E1))2 ]

= o(2)0b(x), Vi=1,--- N

o que implica em ] (z*) = @(x})d(x*), donde concluimos que y; ¢ ¢(Z5), contrariando
assim nossa escolha de y;. Portanto, 0 ¢ 11(Zy, (€1)). Também observe que pela defini¢ao

de 1, temos

4o (0.9(09) _ doe(0,6(99)

[91(2) = (@)oo = Il < Il Iyl < ¢ =20 re

para todo z € Q e portanto || ¥ — ¢ ||c< duo(0, H(IQ)).

Suponha, por hipétese de inducdo, que exista ¢, € C1(Q,RY), com v, impar,
0 ¢ Yi(Zy () e || Y — ¢ lo< (28 — 1)de (0, 9(99)) /2%, para k < N.

Definimos .1 : Q@ — RY por ¢pi(2) = ¥p(x) — ©(2ps1)yrs1, onde
Yri1 & O(Z3) satisfaz [y 1o < doo(0,9(0Q)) /(2" ¢) € é tal que 0 é valor regular de
em {z € Q: z341 # 0}. E claro que 54 € CH(Q,RY) é fmpar e além disso

| & — Vit lle = & — Yr(z) + ©(@Trs1)Yrt1 [|c
< ¢ — () llo +elyrsiloo
2% 1)do(0.6(09))  dou(0, (09
<( ) 216( ( ))+C <2k+l(c )
ok
< (2 D + L ] doo (0, 9(092))

ok 9k+1

N )

:2k:+1 -1

- W] doo (0, $(09)) < doo (0, $(OR)).
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Portanto, para concluir a indugao, nos resta verificar que 0 & ¥11(Zy,,, (1))
Para isso, tome & € Q41 e note que se xp41 = 0, entdo Yi41(x) = V() +0(0)ypr1 = Yr(x).
Como 0 & i (Zy, () e & € Q, segue que 0 ¢ Vpy1(Zy, ., (Qt1))-

Agora, considerando ¢y = 1, temos ¢ impar e 0 ¢ 1(Zy(Qn)), onde Qny = Q\{0}.
Além disso, como i (z) = ¥i(z) — @(Tks ke, Segue que

Oithes1(x) = Op(x) se i#k+1 e Opp1tnia(z) = Opp1tn() — @' (@ps1)Ypta-

Desde que ¢’(0) = 0, concluimos que
w;ﬁ-l(o) - %H(O) = 1"(0)

e daf ¢n'(0) = ¢17(0) = ¢7(0) + ¢"(0)y1 = ¢'(0) # 0. Portanto, 0 ¢ ¥(Z,(£2)), o que

conclui a prova da afirmacao 2.

Por fim, pela afirmacao 2, podemos acionar a Proposi¢ao 1.5 e a Definicao 3.1 e

assim obter
d(¢,Q,0) =d(¥,Q,0) = > sgn(Jp(x)) = sgn(Jy(0)) + > sgn(Jy(x)).
zeyp=1({0}) 0£zey~1({0})

Para concluir, observe que do fato de 1 ser impar, segue que se z € ¥~'({0}) entao

—x € ¥~ 1({0}), pois ¥(z) = 0 implica em 0 = —¢)(x) = ¢(—x). Portanto, 1»~1({0})\{0}
possui um nimero par de elementos e dai d(¢, 2,0) é um inteiro impar, ja que sgn(J,(0)) €

{-1,1} e > sgn(Jy(x)) é um inteiro par. O
OFzedp=1({0})

O teorema de Borsuk, além de ser um resultado que pode nos fornecer existéncia e
até mesmo multiplicidade de solugbes para a equagao ¢(x) = 0, caso d(¢,2,0) # 1 ou — 1,

ele tem diversas consequéncias interessantes.

Corolério 1.1. Sejam ©Q C RY aberto, limitado e simétrico com respeito & origem e
¢ € C(Q,RY) tal que 0 ¢ ¢(9N) e ¢(—z) # Ap(z) em IS, para todo A > 1. Entao

d(¢,€,0) é um inteiro impar.

Demonstragao. Considere H : [0,1]xQ — RY dada por H(t,z) = Hy(z) = ¢(z)—tp(—x),
que é uma homotopia entre ¢ e () = ¢(x) — ¢(—x). Afirmamos que 0 ¢ H,(0f)), para
x€detel0,1]. Com efeito,

e parat =0, Hy(z) = ¢(z) # 0, pois 0 ¢ ¢(09),
 para t = 1, Hy(z) = 6(z) — 6(—) £0, pois ¢(—z) £ 6(z) em OO,

e sete (0,1) e H(x) =0, entao 1/t > 1e

8(e) — t6(~2) = 0= §(~2) = - 9(a),
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o que é uma contradigao.

Logo, 0 ¢ H,(0R2) e portanto pela invaridncia homotépica (Teorema 1.2, item 3),

temos

d(¢,Q,0) =d(¢,Q,0).

Além disso, como 1 é fmpar e 1 € C(Q,RY), o teorema de Borsuk (Teorema 1.4) nos

garante que d(1,€2,0) é um inteiro impar. Portanto, d(¢,€2,0) é um inteiro impar. O

Corolério 1.2 (Borsuk- Ulam). Sejam Q C RY aberto, limitado e simétrico com respeito
A origem e ¢ : 9Q — RM continua, com M < N. Entdao ¢(z) = ¢(—x), para algum
x € 0N

Demonstrag¢io. Suponha, por absurdo, que ¢(x) —¢(—x) # 0 para todo z € I e considere
QAﬁ : 0 — RM uma extensdo continua de ¢, cuja existéncia é garantida pelo teorema de

Dugundji (ver Apéndice, Teorema A.2).

Identificando
RM:{fE:(ZEl,"' sy TMs T M+15 " ,ZL‘N)GRNZZL‘M+1:"':I‘N:0}
e definindo

¥ 92— RY, por ¢(z) = d(x) — §(—x),

temos que se = € AN entdo ¥ (z) = ¢(z) — ¢(—x) # 0. Dai, segue do teorema de Borsuk
(Teorema 1.4) que d(¢,Q,0) # 0, j4 que 0 ¢ ¥(0N) e 1 é impar.

Considere 7 < d(0,1(0€). Assim, acionando o item 4 do Teorema 1.2, concluimos
que para cada y € B(0,7) C RV\¢(99Q) vale d(¢, Q2,y) = d(¢,2,0) # 0. Por outro lado,
pela propriedade de solugao (Teorema 1.2, item 1), temos ainda que para todo y € B(0, )
existe z € Q tal que ¥(x) =y, ou seja, B(0,7) C ¥(Q) C R™, o0 que é uma contradicio ja
que M < N. O

Exemplo 1. Assuma que a superficie do planeta Terra seja esférica e que a temperatura
e pressao variem continuamente sobre a superficie. Entdao o teorema de Borsuk-Ulam

assegura que existe um par de pontos antipodais com a mesma temperatura e pressao.

1.2 Generalizacao do grau topoldgico

Para a construcao do grau de Brouwer, que apresentamos nas se¢oes anteriores, um
aspecto é essencial: a igualdade entre as dimensoes do dominio e do contradominio de ¢.
De fato, se essa condicao nao se cumprir, nao podemos provar o Lema 1.1 e portanto nao
podemos garantir a consisténcia da primeira defini¢do de grau. Nesta secao, apresentaremos

uma generalizacao do grau topoldgico para fungées com dominio e contradominio em
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espagos euclidianos de dimensoes diferentes. Neste caso, uma condicao adicional deve ser

exigida de ¢.
No que segue, assuma que € C RY ¢ um dominio aberto e limitado, T : Q C
RY — RM ¢ continua, com M < N, e p € RM\T(09). Faremos a seguinte identificacio:
RM ={x = (2,-- ,ap, - ,oy) ERY t 2y = - = oy = 0}
e definiremos
6:Q—RYporop=1-T,
ou seja, ¢(z) = (1 — Ty (), -+, 2nm — T (@), Taryr, 5 TN).

Teorema 1.5. Sejam T : Q C RY — RM continua, p € RM\T(0Q) e ¢ : Q@ C RN —
RM dada por ¢(z) = z — T(z). Entdo o grau de ¢ em p com respeito a 2 é dado por
d(¢,Q,p) = d(édn, QNRM p), onde ¢y é a restricio de ¢ a Q NRM.

Demonstragio. Afirmamos que ¢~ ({p}) = ¢/ ({p}). De fato, a inclusio ¢,; ({p}) C
#~1({p}) é imediata, assim, nos resta mostrar que ¢~*({p}) C ¢/ ({p}). Para isso, tome
x € Q tal que ¢(x) = p, entao

o) =2 —T(x)=p=1=p+T(x)c RM.

Logo, v € QNRY  isto &, ¢~ ({p}) C d3; ({p})-

Podemos supor, sem perda de generalidade, que 7' € C'(Q,RY) e p ¢ ¢(Z,). Além
disso, denotaremos por ¢, a restricao de ¢ a Q N RM ¢ [, a matriz identidade &k x k, para
ke N.

Suponha ¢(x) = p, para algum x € Q NRM. Entao,

1-01T1(z) —09T1(x) —Op Ty () —Op41T1(2) —ONT1(2)
—01Ta(z)  1-09Ta(x) - —0p Ta () =041 T2 () —ONTa(z)
J¢ ([E) = det 01Ty (w) =0Ty (x) - 1=0pTpp(x) —Oppp1Tpp(x) -+ —ONTpp(x) 5
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

que escrevendo na forma de matriz em blocos nos fornece

IM - VMT<1') —vaN_MT(.Z')

J¢(I) = det N [N y
~Mx _

em que
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e VuT(z) é a submatriz extraida da matriz jacobiana de T contendo as derivadas

parciais das coordenadas 7}, i = 1,--- , M, em relagao as varidveis x;,j5 = 1,--- , M;

e Vuxn_mT(x)éasubmatriz extraida da matriz jacobiana de T contendo as derivadas
parciais das coordenadas T;, ¢ = 1,---, M, em relacao as variaveis x;,i = M +
1,---,N,

e On_mxm € a matriz nula de ordem N — M x M.
Dai,

Jo(x) =det(Ipy — VT (x)) - det(Iny_n) = det(Ipyy — VuT(x)).

Por outro lado, como ¢, ¢ a restricio de ¢ a QNRM C RM | temos

1-— (91T1 (LL’) —(92T1 (J}) tee —aMTl (LL’)
Too (2) = det —81:T2(3c) 1— 82.T2<£L‘) : —8]\/[.7-'2(1')
—81TM(91:) —82TM($) cee —8MTM(3:)

= det(]M - VMT(JI))
donde Jy(x) = Jg,, (z). Sabendo que ¢~ ({p}) = ¢5; ({p}), segue da Definicio 3.1 que

]

Podemos ainda definir grau para operadores continuos definidos em espagos vetoriais

de dimensao finita, mas nao necessariamente espagos euclidianos.

Definigao 1.7. Sejam E um espago vetorial normado de dimensao finita, ¢ : Q C F — E
uma fungao continua e p ¢ ¢(9€). Definimos o grau de ¢ em p com respeito a € por
d(¢,Q, p) = d(h¢h™t, h(Q), h(p)), onde h : E — RY é o homeomorfismo linear definido

por h(x;) = ¢;, com {z;, -+ ,xn} e {€, - ,ex} bases de E e RN, respectivamente.
Primeiramente, note que de p ¢ ¢(952), segue que
h(p) ¢ h(¢(9Q)) = (hé h™'h)(9Q) = (hoh™")(R(99)) C (hoh™)(9h(R)),

onde a ultima inclusdo ocorre pelo fato de h ser homeomorfismo. Portanto, h(p) ¢
(hoh™1)(ON(Q)) e assim faz sentido calcular d(hg¢h™t, h(2), h(p)).
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Para garantir a consisténcia da defini¢ao, basta verificarmos que a definicao faz
sentido independente da base {x1,--- ,xy} escolhida. Para tanto, consideraremos apenas

o caso em que ¢ € C*(Q, E).

Sejam {z1,--- ,xn}e{y1, -+ ,yn} duas bases de E e considere a matriz de mudanca
de base A, dai det A # 0. Dado = € (), adotaremos as seguintes notagdes & = A(x),
Q=A(Q) e ¢(2) = Ap(x) = Ap(A ' Azx) = Ap(A'2). Assim, segue da regra da cadeia

que

= det(AV@(A™12)A™Y)
det(Vp(A™'2)) det(A™)

Logo, pela Defini¢do 3.1, segue a independéncia da base escolhida, j& que J4(2) = Jy(x), o
que implica em d(¢, €, p) = d(ngS, Q,p).

1.3 Grau de Leray-Schauder

Na Secao 1.1 tratamos do grau topoldgico para funcoes definidas em espagos vetoriais
de dimensao finita, porém muitos problemas matematicos, como equacoes diferenciais,
equacoes integrais e equagoes integro-diferenciais podem ser formulados em equagoes da
forma ¢(x) = p, com ¢ definida em espagos vetoriais de dimensao infinita. Este fato levou
Jean Leray e Juliusz Schauder a mostrarem, em 1934, que existe uma versao similar da
teoria do grau em dimensao finita (Grau de Brouwer) para espagos de dimensao infinita.
Nesta secdo, apresentaremos a construcao do grau de Leray-Schauder usando ferramentas
de Analise Funcional. Como aplicacao desse estudo, forneceremos dois resultados de ponto
fixo, que sdo ferramentas poderosas no estudo de existéncia de solugoes para equagoes
diferenciais. Finalmente, trataremos do conceito de indice de uma solugao isolada, que

sera amplamente utilizada no Capitulo 3.

Antes de iniciar o estudo do grau de Leray-Schauder, veremos através do exemplo a
seguir que para aplicagoes definidas em espagos de dimensao infinita, somente a continuidade
do operador nao é suficiente para garantir a consisténcia do grau topolégico. De acordo

com Fonseca e Gangbo [14], tal exemplo foi apresentado por Leray, em 1936.

Exemplo 2. Considere E o espago de Banach das fungoes continuas x : [0,1] — R,

munido da norma usual || z ||c= max |z(s)|. Sejam xo(s) = 1/2, para todo s € [0,1], e
€0,

Q={zeE:||x—x|c<1/2} = B(x,1/2). Afirmamos que nao existe uma funcao

d:{(¢,9,p): Q C E é aberto e limitado, ¢ : @ — E é continua e p ¢ ¢(9Q)} — Z,



1.3. GRAU DE LERAY-SCHAUDER 46

satisfazendo as seguintes condigoes.

i) d(I,Q,p) =1, sepe€Q, onde I é o operador identidade de §2;

ii) d(¢,Q,p) # 0 implica que p € ¢(Q);

iii) d(Hy, €2, p) é independente de t, se H; é uma homotopia tal que p ¢ H,(0f2), para
todo t € [0, 1].

Demonstragao. Suponha que exista tal fungao. Considere a fun¢ao continua v : [0,1] —
0, 1] dada por

s, 0<s<1/2,
Y(s)=41—s, 1/2 <s<5/8,
2(s—1)+1 5/8<s<1,

e defina ¢ : Q@ — E por ¢(x) = yox. Considere ainda a homotopia H;(z) = tx+(1—t)¢(z),
t€[0,1]ex € Q. Como Q é convexo e ¢(Q) C €, temos que Hy(z) € Q. De fato, dado z € €,

temos

I Hi(z) = 2o |lo = max |H;(z(s)) = zo(s)|

s€[0,1]
= s l(e) + (1= Do) - &
= max |£2(s) + (1= 1)p(a(s)) - ;t - ;“ - t)‘
— max |t [2(s) - 5|+ -0 ]eten -3
< max (t o(s) — ; +(1—1) ‘cb(x(S)) - ;D
<mpy (13 +0-05) =5

Afirmacao 1: H,(092) C 05, para todo t € [0, 1].

De fato, tome = € 052 e fixe t € [0, 1]. Pela definicao de €2 temos
| 2 — 20 llo= max [2(s) — wo(s)] = 1/2

s€[0,1]

e portanto existe so € [0, 1] tal que

2(s0) — aos0)] = [z(s0) = 5| = 5
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Logo, z(sg) € {0,1}, o que implica em Hy(z(sp)) € {0,1}. Assim,

—_

|Hy(x(50)) — 2o(s0)] = | Ha(2(50)) — 2| = 2.

217 2
Sabemos que || Hiy(x) — x¢ ||c> |Hi(x(s0)) — x0(s0)| = 1/2, por outro lado, ||
Hi(z) — zg ||c< 1/2. Portanto, || Hy(z) — 2o ||c= 1/2, concluindo assim que H;(z) € 0f2,
isto é, H,(0Q2) C 09, para todo t € [0,1].

Afirmacgao 2: Existe x € Q tal que ¢(x) = p, onde p(s) = s/2+ 1/4, para todo s € [0, 1],
ep ¢ ¢(0Q).

Seja p € E dada por p(s) = %s + i, entao

I o= 0 llo= max | =5+ — 5

s€[0,1]

11 1‘_1

portanto p ¢ 0f). Pela afirmagao 1, temos que p ¢ H,(0f2), para todo t € [0, 1], e assim

d(Hy, Q,p) estd bem definido. Como H é uma homotopia, pelos itens i) e iii) temos
d(¢,€,p) = d(I,Q,p) = 1.

Entéo, pelo item ii), existe z € Q tal que yox = ¢(z) = p.
Afirmagao 3: A equagdo z(s) = 1/2 possui uma tnica solucao.

De fato, . .
p(0) = 7 = voz(0) = ¢(2(0)) = p(0) = 7.

Como, v~ 1 ({i}) = {i}, temos z(0) = i. Além disso,

p(1) = 2 = (1) =
= 2@(1) ~ 1) +1=
17

= z(l) = 30"

3
1

Desde que z ¢ continua e (0) = ; < 1 < 5 = 2(1), a equacdo z(s) = 3 possui solugao

para s € (0,1). Além disso, como v o x = p, temos

o) = 5 = 2lals) =7 (3) = 5 =#(6)
IR
2 4 2
1
:>S—§.

Portanto, s = 1/2 é a unica solucao de z(s) = 1/2, o que prova a afirmagao 3.

Afirmacgao 4: x(s) > 1/2 para s € (1/2,1].
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Pela afirmagao 3 temos que x(s) > 1/2 ou z(s) < 1/2 para s € (1/2,1]. Entretanto,

1 _ 1 _ 17
152 <%
x(s) > 1/2, para s € (1/2,1], o que conclui a prova da afirmagao 4.

da continuidade de z e da desigualdade z(0) = = z(1), concluimos que

Para obter a contradigao desejada, observe que p é crescente, logo, p(s) > p(1/2) =

1/2, para todo s € (1/2,1]. Por outro lado, pela afirmagao 4 existe ¢ > 0 tal que
x(s) € [%, %}, para todo s € [%, 2+ 6}. Assim,

31

p(s) = 1(als) = L= a(s) = pls) € |5,

para todo s € [%, % + 6}, isto é,

p 9 S 9 =P 9"
o que é um absurdo, ja que p é crescente.

Portanto, alguma das propriedades i), ii) ou iii) ndo é satisfeita, concluindo assim que

nao é possivel definirmos o grau em dimensao infinita para aplicagdes apenas continuas. [

Veremos que podemos estender o grau para dimensao infinita se nos restringirmos
a perturbacoes compactas da identidade. Diante disso, apresentaremos algumas definig¢oes

que serao essenciais para o estudo do grau de Leray-Schauder.

Definicao 1.8. Sejam FE, F' dois espagos de Banach. Dizemos que T': M C E — F' é

um operador compacto se

(i) T é continuo;

(ii) T(A) é compacto, para todo A C M limitado.

Denotaremos por K (M) o conjunto dos operadores compactos de M C E em FE e

definiremos o conjunto das perturbagoes compactas da identidade em M por

KiM)={¢:MCE—FE:¢p=1-T,Tec K(M)}.

Para o céalculo do grau topologico em espagos vetoriais de dimensao infinita recor-
remos ao grau topologico em dimensao finita, para isso utilizaremos resultados vistos na

Secao 1.2 e também o conceito de operador de posto finito, que sera introduzido a seguir.

Definicao 1.9. Sejam E e F' espacos de Banach e M C E. DizemosqueT : M C E — F
é um operador de posto finito se T é continua e T'(M) esta contido em um subespago de

F' de dimensao finita.

O proximo resultado nos permite aproximar um operador compacto, definido em
em um conjunto limitado, por operadores de posto finito. Tal teorema sera fundamental

para a definicao do grau de Leray-Schauder.
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Teorema 1.6. Sejam E e I espagos de Banach munidos com as normas || - ||g e || - ||r,
respectivamente. Assuma que M C E é um conjunto limitado e seja T': M — F uma
aplicagdo compacta. Entao, para todo € > 0 existe T, : M — F tal que T.(M) tem
dimensao finita em F e || T(x) — T.(z) |r< €, para todo z € M.

Demonstragio. Como T é uma aplicagao compacta, segue que T'(M) é compacto. Tomemos

€ > 0 e considere uma cobertura de T'(M) dada por

T(M) C U B(p,€).

peT (M)

Pela compacidade de T'(M), existem py, pa, ..., pr € T(M) tais que

T(M) C | ) B(pi,e).

—-

=1

Para cada i € {1,...,k}, defina m; : M — F por m;(z,€) := max{0,e— || T'(z) — p; ||r}
e considere

mi(m7 6)
k

ij(xa 6)

=1

Oi(z,€) := , para x € M.

Note que 6; : M — R estd bem definida e é continua para todo i € {1,...,k},
pois m;(x,€) é continua e para cada x € M existe t € {1,...,k} tal que T(x) € B(py,€),
donde || T'(z) — pt ||p< €, isto é, my(x,€) > 0.

Defina
k

e observe que

Para Fy, := span{{p1,...,px}), temos que dim(F}) < oo e por construgao 7.(M) C
Fy.. Além disso,

k k

T(w) = Te(w) = 3 0i(w, )T (x) = 3 0;(x, €)p; = D> _0;(x,) [T(x) — pj],

o que implica em

k
| T(z) = To(z) ||r <D 0i(z,€) | T(x) — p; | <€ para todo z € M.

Jj=1
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Para a construcao do grau de Brouwer, um fato muito importante utilizado na
Definigao 1.5 é que duo(p, (02)) > 0. Tal propriedade nao é imediata quando ¢ : £ — F
é tal que E é um espago de Banach de dimensao infinita. O préximo resultado generaliza

esse fato para perturbagoes compactas da identidade.

Lema 1.5. Sejam £ um espaco métrico, ) C E aberto e limitado, T : @ — E compacto
e suponha que p ¢ ¢(90N), onde ¢ := I — T. Entdo r := duo(p, p(0Q)) > 0.

Demonstragio. Por contradigdo, assuma que 0 = r = dy(p, ¢(00Q)) = xie%fg | p—o(z) &
Assim, existe uma sequéncia {zx} em 99 tal que || p — ¢(xy) |p— 0. Da compacidade de
T e limitagao de {x} segue que T'(x;) — y, para algum y € E, a menos de subsequéncia.
Diante disso, obtemos

p = lim ¢(ay) = lim (2, —T(ay)) = lim zp —y,

k—o0

isto &, p+y = klim xk e assim da continuidade de T' concluimos que
—00
T(p+y)= lim T(x)) =y.
k—o00

Logo, ¢(p+y) =p+y—T(p+y) =p+y—y=p, o que implica em p € ¢(IN), o que é
um absurdo. Portanto, r = d(p, ¢(992)) > 0. O

A menos de menc¢ao contraria, consideraremos a partir de agora que E é um espaco
de Banach com a métrica induzida pela norma || - ||g, I é o operador identidade de E,
T : Q — E é um operador compacto e ¢ := I — T é uma perturbacdo compacta da

identidade. Também assumiremos que p ¢ ¢(J2), onde Q C E é aberto e limitado.

Para € > 0, seja T, o operador de posto finito dado pelo Teorema 1.6. Adotaremos
as seguintes notagoes: V. := span({T.(Q),p}), Qe = QN V., 00, é a fronteira de Q, em V,
e ¢. := I — T,.. Podemos agora definir o grau de Leray-Schauder.

Defini¢ao 1.10. Sejam T : Q@ — E compacto, ¢ ;=1 —T e p ¢ ¢(9Q). O grau de
Leray-Schauder de ¢ em p com respeito a 2 é definido pelo grau de Brouwer d(¢., €2, p),
em que 0 < € < doo(p, #(09)), ¢ := I —T. e T. : @ — E é um operador de posto finito
satisfazendo || T(z) — T.(z) ||g< €, para todo x € Q .

O Lema 1.5 garante que 0 < duoo(p, $(012)), desse modo podemos acionar o Teorema
1.6 para garantir a existéncia de um operador de posto finito 7, : & — FE tal que
| T(x) — T.(z) ||g< €, para todo z € 2, onde 0 < € < du(p, #(I9)). Assim, para justificar
a consisténcia da definigdo anterior, precisamos comprovar que p ¢ ¢.(9.) e que d(¢., ¢, p)
independe de € € (0, 7).

Para a primeira parte, observe inicialmente que 0.8, C 052, para € € (0,r). De fato,

sejam B(z,d) uma bola em E com centro em x € 0.2, e raio § > 0 e B(x, ) a restricao de
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B(z,0) a V.. Entdo, B(z,0)NQ # 0 e Be(x,0)N(VA\Q) # 0, donde Be(z,d)N(Q2NV,) # 0
e

Be(x,0) N (VeN (Q2)°) = Be(z,0) N Ve (Q°U (Ve)°) = Be(,0) N Ve N Q° # 0.
Como B.(z,0) C V., segue que B.(x,0) NQ # 0 e B(x,0) NQ° # 0, o que implica em

B(z,0)NQ # 0 e B(x,6) NQ° £

e portanto x € 02, o que nos leva a concluir que 0.2, C 0f). Diante disso, verificaremos

que p ¢ ¢ (02). Com efeito, pela defini¢ao de ¢ e ¢, temos

I o(x) = oc(2) le=Il v = T(x) =z + Te(2) [[p=[| T(x) = Te(2) l[p<e<r,  (1.9)

para todo z € . Assim, se supormos que p € ¢.(9.8.), entdo deverd existir 2o € 9.0, C 99

tal que ¢c(xo) = p e portanto de (1.9) concluimos que

| ¢(x0) — de(z0) [[e=I| ¢(x0) = p lo< € <7 = dws(p, p(99)),

o que é um absurdo. Portanto, p ¢ ¢.(0.8) e d(¢., Q¢, p) estd bem definido.

Agora, verificaremos que d(¢, 2, p) independe da escolha de € € (0, 7). Para isso,
considere €1, ¢y € (0,7) e defina Vo = span({Ve,, Ve, }) ¢ Qo = QN Vp. Da Definigao 1.7,
podemos calcular o grau em espacos vetoriais de dimensao finita e pelo Teorema 1.5
conseguimos calcular o grau de aplica¢oes continuas cuja dimensao do dominio é maior

que a dimensao do contradominio. Diante disso, temos

d(¢617Q07p) = d(¢€i7 (Q m ‘/0> m -‘/57,7p) = d((bEl?Q m -‘/67,7p) = d<¢57j7Qﬁi7p)7

para i € {1,2}, isto é,
d(¢617 QOap) = d(¢€1a Q617p) € d(¢€2a Q07p) = d(¢627 Qﬁzap)' (110)

Defina a homotopia H : [0,1] x Qy — E por

H(z,t) = t¢e, () + (1 = 1)Pe, (7).

Afirmamos que p ¢ Hy(0€), t € [0, 1]. De fato, note que

| H(t,2) = ¢(2) |5 = tde, () + (1 = t)de,(x) — ¢(x) ||
= 10, (x) + (1 = ), () — (1 = £)d(x) — t(x) ||
=[l t(¢e, (x) = @(x)) + (1 = 1) (¢e(2) — B(2)) |2
<t e (2) = 0(2) 2 +(1 = 1) |5 0y (z) — O(2) ||
< ter + (14 t)e

<tr+(l—t)r=
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Assim, para z € 0y C 02 e t € [0, 1], temos

I H(t,z) = plle =l H({t,2) — o) + o(x) —p l|e
2l o(x) =plle — [l HEt, 2) — ¢(2) ||e
> ¢(z) —plle —r >0,

o que implica em du(p, H(0Q0)) > 0, isto é, p ¢ H,(0)). Entdo, pela invariancia

homotépica (Teorema 1.7, item 3) e por (1.10) segue que

d(¢€17Q617p) = d(qbﬂa QOap) = d(qbega Q(bp) = d<¢62’ Q€27p)’

ou seja, o grau nao depende da escolha de € € (0,7). Com isso, concluimos a justificativa

da consisténcia da definicao do grau de Leray-Schauder.

1.3.1 Propriedades do grau de Leray-Schauder

Veremos nesta se¢ao que o grau de Leray-Schauder satisfaz propriedades semelhantes
ao grau de Brouwer. Antes de introduzi-las, vamos definir o conceito de homotopia entre

perturbagoes compactas da identidade e operadores compactos.

Definicao 1.11. Sejam M C F e H : M x [0,1] — E. Dizemos que H é uma homotopia
de perturbagoes compactas da identidade (operadores compactos) em M, se:
i) H = H(-,t) € K(M), para todo t € [0,1];

ii) dados L C M um conjunto limitado e ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
| H(x,s) — H(z,t) ||[g< €, sempre que z € L e |s —t| < 4.

Teorema 1.7. Sejam E um espaco de Banach, {2 C E um conjunto aberto e limitado,

TeKQ),p=1-T,p¢& p(00) e r = do(p, p(0N)). As seguintes propriedades sdo
validas.

1. (Normalizagao) Se p € Q, entdo d(I,Q,p) = 1. Se p ¢ Q, entdo d(I,Q,p) = 0.

2. (Solugao) Se d(¢, 2, p) # 0, entdo existe = € Q tal que ¢(z) = p.

3. (Invaridncia homotépica) Seja H : Q x [0,1] — E uma homotopia de operadores

compactos em . Defina
¢or=1—H(-t), t€][0,1]

e assuma que p ¢ ¢;(99), para todo t € [0,1]. Entao d(¢y, 2, p) é independente de ¢.

4. (Continuidade) Sejam ¢,v¢ € K;(12) tais que || ¢(z) — ¢(z) ||g< r, para todo
r € Q, e assuma que p & ¢(9). Entdo, p ¢ ¥(9Q) e d(¢,Q, p) = d(¢,Q, p).
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5. (Fronteira) Para ¢,¢ € K;(Q) satisfazendo ¢(z) = ¢(z), para todo = € 9%, e
p & 6(09), tem-se d(¢, 2, p) = d(¢, 2, p).

6. (Translagdo) Para g € F, vale a igualdade d(¢,Q,p) = d(¢ — q,Q2,p — q).

7. (Invaridncia sobre componente conexa) Seja C' uma componente conexa de
E\g(092). Entao d(¢,€,-) é constante em C.

8. (Decomposicao) Se Q2 = U,y §2;, onde §2; sdo abertos disjuntos, entao existem

ai,...,a; € N tais que
k

d(¢,Q,p) =>_d(¢, L, p)-

i=1

9. (Excisao) Sejam ¢ € K1(Q) e p ¢ ¢(99). Se K C Q ¢é fechado e tal que p ¢ ¢(K),

entao
d(¢,Q,p) = d(¢, Q\K, p).

Demonstracio. A prova de cada item é dada a seguir.

1. Para 0 < ¢ < 7, tome T.(z) := 0 para z € Q, V. = span{p) e Q. = QN
V.. Claramente T, é um operador de posto finito e pela Definicdo 1.10 temos
d(1,Q,p) =d(I —T.,Q,p). Se p € Q, entdo p € Q e desde que T.(x) = 0 segue da
propriedade de normalizagao do grau de Brouwer que d(1,€,p) = d(I,Q.,p) = 1.

Analogamente, se p ¢ ), entao p ¢ Q. e portanto d(I,Q,p) = d(I,Q,p) = 0.

2. Como Q C F é um conjunto aberto e limitado e T : D — E é compacto, o Teorema
1.6 nos diz que para todo n € N satisfazendo 1/n < d(p, p(912)), existe um operador
de posto finito T}, : Q@ — E tal que | T(z) — T,,(x) ||e< 1/n, para todo = € €.

Defina V,, = span{{T,(€2),p}) e Q, = QN V,,. Neste caso, segue da definigdo grau de
Leray-Schauder (Defini¢ao 1.10) que

Por hipétese, temos que d(¢, €2, p) # 0, logo segue da igualdade anterior que d(I —
T, €, p) # 0 e assim pela propriedade de solucao (Teorema 1.2, item 1) fica assegurada

a existéncia de x,, € 2, tal que (I —T},)(x,) = z, — T).(x,) = p.

Da limitacdo de Q e da compacidade de T': Q — E, concluimos que, a menos de
subsequéncia, T'(z,) — y, para algum y € E. Desse modo, segue da desigualdade

| T(z) — T.(x) ||p< 1/n que T, (x,) — y e portanto

z,=p+T(x,) = p+yec.
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Como ¢ é continua, concluimos que

¢y +p) = lim ¢(zy) = lim (I = T)(x,) = lim [z, — T(zn)] =y +p—y =p.

n—oo n—o0

Assim, da hipotese p ¢ ¢(0€2) segue que (p + y) € §2 e portanto a equagdo ¢(z) = p

possui solucao em €2, a saber, z =y + p.

3. Primeiramente, observemos que existe k£ > 0 tal que || p — ¢4(x) ||g> k, para todo
redNetel01]

De fato, caso contrério, para todo k = 1/n existiriam z,, € 0Q e t,, € [0, 1] tais que
I'p = 6, (x2) < 1/n, donde

lim || p— r, (22) | 5= 0.

n—oo

Da compacidade do intervalo [0, 1], deve existir s € [0, 1] tal que ¢,, — s, para alguma
subsequéncia. Desde que H(-,s) é compacto e {z,} C 00 é limitada, temos que

H(x,,s) — vy, para algum y € F, a menos de subsequéncia. Dai,

nlggo H p— ¢s($n) ||E = nlglgo || p— ¢tn(xn) + gbtn(xn) - ¢s(mn) “E
< lim (|| p = 6, (zn) [ + || D1, (@0) — @s(20) ||E)

n—oQ

= lim | p— 6, () I + lim || 6, (2) — Bula) Il

=0+ lim | 2 — H(xp, tn) — xp + H(xy, s) ||&
= lim || —H(zn,t,) + H(zy, s) ||g= 0,

n—oo

isto é, ¢s(x,) — p. Assim,

lim z, = lim (x, — H(zp,s) + H(zp,s)) = nh_{go(gbs(:z:n) + H(x,,s)) =p+y.

n—o0 n—o0

Como {x,} C 09, concluimos da relagdo anterior que p + y € 9. Desse modo,

explorando a continuidade de H (-, s), obtemos

p=p+y—y=@+y) - lim H(zn,s)=(p+y) - Hp+ys),
ou seja, p = ¢s(p +y) € ¢s(082), mas isso contradiz a hipdtese p ¢ ¢;(02). Assim,
deve existir £ > 0 tal que || p — ¢¢(x) ||g> k, para todo x € 0 e t € [0, 1].

Vamos agora definir a relagao de equivaléncia R sobre o intervalo [0, 1] por
SRt < d(¢s, 2, p) = d(é, 2, p).

Uma simples verificacdo nos permite concluir que a relagdo definida acima de fato é
uma relacao de equivaléncia. Mostraremos que cada classe de equivaléncia definida
em R é um aberto em [0, 1]. Para tanto, fixemos s € [0, 1] e consideremos C' a classe

de equivaléncia de s com relacao a R.
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Pelo Lema 1.5, sabemos que 7 := duoo(p, ¢5(092)) > 0. Desse modo, tomando 0 < € <
r/4, segue do Teorema 1.6 que existe um operador compacto T, : Q@ — E de posto

finito tal que || T.(z) — H(z,s) ||g< ¢, para todo z € Q.

Por outro lado, pela definicao de homotopia, existe 6 > 0 tal que

[t —s| <= H(z,t) — H(x,s) ||[g<e, Yz €Q, t€[0,1].

Seja V. = span{{p, T.(Q2)}) e defina Q. := QU V.. Pela Defini¢ao 1.10, segue que
Além disso,

s)+ H(x,s) — H(z,t) ||g

| Te(x) = H(z,t) || = Te(x) — H(z,
)_ (xﬂS) ||+|| H(JZ,S)—H(ZE,t) HE

<|T(z)— H

r 3r
<2< = < —. 1.12
<2e<l<? (1.12)

para todo |t — s| < 0. Como,

1P —0u@) e <l p—¢s(z) 2+ || ¢s(z) — du(2) ||
=llp—os(@) e+l 2 - H(z,s) =2+ H(z,1) ||
=llp—¢s(@) 2+l —H(z,s) + H(z,1) [|le
<|[p—¢s(2) & e, Vz €09,

temos

inf (I p = (@) |lp) < inf ([ p = 6s(2) |l& +€)

= da(p, 9u(x)) < dolp, B4(2) + € < 7+ < 32”

Dessa forma, combinando a desigualdade anterior com (1.12), segue da defini¢do de
grau que
d([ - H(7 t)a Qap) = d(I - T€7 va)a

e portanto por (1.11) concluimos que
d(I - H(at)a Q7p) = d(I - H(a 3)7 Qap)a

isto é tRs. Portanto, como as classes de equivaléncia de R sao conjuntos abertos
e disjuntos, segue da conexidade de [0,1] que R possui somente uma classe de

equivaléncia, isto é, d(¢y, 2,p) é independente de ¢.

4. Suponha que exista x € 09 tal que p = ¥(z), entao

I o(x) = ¢ (@) [le=[l 6(2) = p | 2< doo(p, (092)),
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Ut

o que é um absurdo, portanto, p ¢ 1(052).
Mostraremos que d(¢,$2,p) = d(v,,p). Seja Hi(x) = to(z) + (1 — t)y(x), com

t € [0,1] e x € , uma homotopia de perturbacoes compactas da identidade. Note

que para todo x € 02,

I p— Hi(z) &=l p—to(x) + (1 = t)i(z) ||
=l p = o(x) + o(z) — té(x) + (1 = t)ip(x) ||
=l p—o(x) + (1 =t)p(x) + (1 = )v(x) [
> p=¢@@) |l =(1=1) | o(2) + () ||
>r—(1—t)r

=tr > 0,

pois || ¢(x) —(z) [[g< 7 el p— ¢(x) ||[g>r, para todo z € Q. Logo, p ¢ H;(09)

para todo t € [0, 1] e assim, pela invaridncia homotoépica (item 3 deste teorema),

segue que d(¢,Q2,p) = d(¢,Q, p).

Considere H(z,t) = I(x) — to(z) + (t — 1)3(z). Como ¢, € K1(9), segue que H ¢

uma homotopia de operadores compactos em (.
Desde que ¢(x) = ¥(z) em 0f2, temos que
H(z,t) = I(z) —tg(x) + (t — 1)o(x) = I(x) — ¢(x)

para todo = € 9 e t € [0,1], isto é, ¢ = [ — H(-,t) em 0L, o que implica em
p& (I —H(1)), jd que p & ¢(00).

Portanto, pela invaridncia homotoépica (item 3 deste teorema), concluimos que
d(¢, €2, p) = d(v, 2, p).

Seja T. : & — E um operador de posto finito tal que || T(z) — T.(x) ||p<
doo (p, (0R)), para todo x € Q, e denote por V, := span{{p,q, T.(1)}). Assim, pela
Defini¢ao 1.10, temos d(¢, 2, p) = d(pe, e, p), onde ¢ =1 —T. e Q. = QN V..

Note que, span{{p,p — ¢, T.(Q) + q}) C V., pois p,q € V. e T.(Q) C V,, e
| (T+q)(z)—(Te+q)(z) ||p=| T(2)—T(z) |5< doo(p, 9(02)) = doo(p—4q, (9—q)(02)).

Pela Definicao 1.10, temos que d(¢ — q,2,p — q) = d(de — ¢,Q,p — q) e pela
propriedade de translacdo do grau de Brouwer (Teorema 1.2, item 6) segue que
d(¢6 —4q, Qap - Q> = d(gbﬁ Qmp)' Portanto,
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7. Para mostrar este item, precisamos apenas verificar que f : C' C E — Z, definida

por f(p) = d(¢, 2, p), é continua.

Para tanto, vamos fixar p € C arbitrario e mostrar que f(q) — f(p) quando
| ¢ —p ||[g— 0. Com efeito, seja € > 0 dado e tomemos 0 = du(p, p(0N2)) e ¢
satisfazendo || ¢ — p ||[g< 0, entao ¢ € C. Além disso, pela propriedades de translagao
(item 6 deste teorema), temos d(¢,€2,q) = d(¢p +p — ¢,Q,p) = d(¢,,p), onde
Y(x) = ¢(x) +p — q, para x € Q. Note que 1 € K;(Q), ja que ¢ € K1(Q), e

| ¢(z) —¥(2) =]l 6(x) = d(x) — (0 — @) le=Il ¢ — P [[E< do(p, $(02)).

Assim, pelo item 4 deste teorema obtemos d(¢,,p) = d(¢,Q,p) = d(¢,,q) e
portanto |f(q) — f(p)| <e.

Por fim, desde que C' é aberto e f é continua em C' e assume apenas valores inteiros,

segue que f é constante.

8. Seja T, : Q — F o operador de posto finito tal que || T'(x) —T.(z) ||p< doo(p, $(0L2)),
para todo z € Q, e denote por V. := span{{p, T.(Q)}). Logo, pela Defini¢ao 1.10,
d(¢,9Q,p) = d(¢c, L, p), onde Qe = QN VL.

Por outro lado, 2. = QN V. = (Ujen ) N Ve = Uien (4 N V) = Usen (§2), . Logo,

pela propriedade de decomposi¢ao do grau de Brouwer (Teorema 1.2, item 8), temos

k

d(¢,Q,p) = d(¢e, 2, p) = d(de, | (%), ,p) = 3 d(¢c, (Qa,)es D),

‘€N i=1
para alguns aq, - ,a, € N.

Portanto, para concluir a prova, basta mostrarmos que d(¢, Qq,,p) = d(¢de, (Qa,)e, D),
para todo i € {1,---, k}. Para tanto, observe que 09, C 00 = U 0Q; e
iEN
| T(2) = Te(2) [[< doo(p, $(09)), donde obtemos que du (p, $(IQ)) < doo (p, P(0,))
e || T(x) — T(x) ||[g< deo(p,@(0,)). Entdao, segue da Definigao 1.10 que
d(¢,Qa;,p) = d(¢e, (24,)e, p), para todo i € {1,--- , k}, concluindo assim que
k

d(¢,Q,p) =>_d(¢, L, p)-

=1

9. Sejam
0 < € < min{duw(p, 9(K)), doo(p, p(02)) }

e T, :  — E um operador de posto finito tal que || T'(z) — T.(z) ||g< €, para todo
x € Q. Assim, considerando V, = span{({T.(Q), p}) e Q. = 2NV, segue da Defini¢ao
1.10 que

d(I —T,Q,p)=d(I — T, p). (1.13)
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Como p ¢ ¢(0Q2) U ¢(K), temos que p ¢ ¢(9(\K)), pois I(Q\K) C 02U K. Logo,
d(¢, Q\ K, p) esta bem definido e tomando

Q= (O\K)NV, = (QNVNENV) = Q\ENV) = Q\(KNQ), (1.14)

pela Definicao 1.10 segue que

d(¢, O\K,p) = d(I —T.,Qx, p). (1.15)

Desde que p ¢ (I — T)(K) e pela escolha de €, temos que p ¢ (I — T,)(K). Além
disso, como K é fechado e dim(K NV,) < oo, segue que (K NS,) é compacto em €.
Entéao, pela propriedade de excisao do grau de Brouwer (Teorema 1.2, item 9) e por
(1.14) e (1.15), temos que

d(l =T, Q,p)=dI — T, Q\(KNQ),p) =dI —T.,,p) =d(I — T,Q\K,p).
(1.16)

Portanto, por (1.13) e (1.16), segue que
d(¢7 Qup) = d(I - Tey Qeap) = d(I - Tev QKap) = d(I - T7 Q\K7p) = d((b7 Q\K7p)7

como queriamos mostrar.
[

O préximo resultado é uma versao mais geral da propriedade de invariancia homo-
topica, por permitir que o dominio da homotopia seja um aberto qualquer de R x E e nao

necessariamente uma regiao retangular.

Teorema 1.8 (Invaridncia homotépica generalizada). Sejam O C [a,b] X E um aberto
limitado e ¢y (u) = ¢p(A\,u) = u— H (A u), onde H : Rx E — E é um operador compacto.
Denotando por Oy = {u € E : (\,u) € O}, se para cada \ € [a, b] temos que 0 ¢ ¢,(90,),

entao d(¢y, Oy, 0) é constante.

Demonstragio. Inicialmente, observe que Uy := {u € Oy : ¢(\,u) = 0} C E é compacto.
De fato, seja (u,) C U, isto é, Hy(u,) = 0. Da limitagao de O, segue que (u,,) é limitado

e da compacidade de H concluimos que
H(\u,) =@ (1.17)
para algum w € E, a menos de subsequéncia. Assim, desde que
Ox(uy) =0 u, — HA\ uyp) =0 u, = HA\ uy),

segue de (1.17) que
U, = H\ u,) — 1 € O,
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e portanto, pela continuidade de H, concluimos que
O=u,—HNu,) =0 —H\u)=0=¢\(u) =u— H\1u) =0=1u € U,.
Logo, Uy é compacto.
Agora, note que Uy N 9(0,) = 0. Com efeito, como ¢,(Uy) = {0}, se houvesse

u € Uy N OO, entao ¢y(u) =0, isto é, 0 € ¢,(00,), o que contraria a hipétese do presente

teorema.
Afirmacao 1: Existe uma vizinhanca aberta O, de U e € > 0 tal que [A—e¢, \+¢]x O, C O.

Desde que {A\} x Uy C O, para cada vy € U, existem e, > 0 e O., aberto em E tais
que (A — e, A+ 6,)x O, CO.Dal |JA—¢€,A+e)x0,CO.

YEUN

Como U (A — €, A +€,) x O, é uma cobertura aberta de Uy e U, é compacto,
YEUN
podemos encontrar {vx, k =1,...,n} tal que

AN xUyCc A =€y, A +ey,) x O, CO.
k=1

Sejam € = min{e,, : k=1,...,n} e O\ = [ J O,,. Entéo,
k=1

Uy C A=, +¢€) x9O,CO,
0 que prova a afirmagao.
Afirmagdo 2: Existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que {(A\,u) € O : ¢p(\,u) =
Ded—e<A<A+ef CA—6A+¢ x Oy
Caso contrario, existiriam sequéncias €, | 07 e (A, u,) C [A — €, A + €] x Of tais
que
O A, upn) =0 u, — H(A\p,u,) =0 (1.18)

Desde que A\, € [A — €, A+ €,] e (\y,u,) C O, segue que \,, — A e (uy,,) é limitada em F.
Dai, pela compacidade de H, temos que H(\,,u,) = T € E, para algum T € E, a menos

de subsequéncia.

Da relac¢ao (1.18) concluimos que u,, = H(\,, u,) — T e pela continuidade de H

obtemos ainda que

Up = HAp,up) =T =H\NT)=T—H\T)=0= ¢(\,T) =0.
Assim, por um lado temos que (u,) C Of, donde u, — T € Of. Por outro lado, pela
defini¢do de Uy temos que T € Uy C D, o que é uma contradigao.

Segue da afirmagao 2 que ¢ é uma homotopia admissivel em [\ — €, A + €] x O,
e portanto pela invaridncia homotdpica temos que d(¢y, Oy,0) é independente de X €
A — e, A+ €.



1.3. GRAU DE LERAY-SCHAUDER 60

Tomando K = O,\9, C O, na propriedade de excisao (Teorema 1.7, item 9),
desde que 0 ¢ ¢x(K) temos que

d((ﬁxv OX? O) = d(¢X7 OX\Kv O) = d(%v Ox, 0)

¢ constante para todo A € [\ — €, \ +¢].

Repetindo o argumento anterior, também podemos mostrar que d(¢y, Oy, 0) é
constante em [a, a+¢€| e [b—¢, b], para € > 0 suficientemente pequeno. Dai, A — d(¢x, Ox, 0)
¢ localmente constante em [a,b]. Como o grau assume valores em Z, segue que A\ >
d(¢y, Ox,0) é constante em [a, b]. O

O grau de Leray-Schauder é uma poderosa ferramenta no estudo de Equagoes
Diferenciais Parciais, dentre outras areas. Os resultados que apresentaremos a seguir, Sao
teoremas de ponto fixo, amplamente utilizados na prova de resultados de existéncia de

solugoes para equacgoes diferenciais.

Teorema 1.9 (Ponto Fixo de Schauder). Sejam E espago de Banach e Q C E um
subconjunto aberto, limitado e convexo tal que 0 € Q. Assuma que 7' : Q — E é um
operador compacto, com T'(Q) C €. Entdao T possui um ponto fixo em Q, isto é, existe

r € Q tal que T'(x) = z.

Demonstragio. Se T(x) = x para algum = € 0f), entdo o teorema esta provado. Caso
contrario, isto é, se T'(z) # x para todo x € 052, entdo 0 ¢ (I — T')(02) e portanto o grau
d(I —T,4,0) estd bem definido. Vamos usar invaridncia homotépica para mostrar que
d(I —T,Q,0) # 0. Para isso, considere H : [0,1] x Q — E a homotopia de pertubacdes

compactas da identidade dada por

Hy(z) = (I —T)(2).

Afirmacao: 0 ¢ H,(092), para todo t € [0, 1].

Para provar a afirmagao, suponha por absurdo que existam t € [0,1] e x € 99
tais que x — tT'(z) = 0. Como T'(x) # z, para todo x € 02, segue que t # 1. Observe
também que t # 0, caso contrario x = 07 (x) = 0 e x € 01, o que é impossivel. Por fim,
set € (0,1), desde que 0 € Q e T'(z) € Q (isso decorre da hipétese T'(2) C Q), podemos

explorar a convexidade de €2 para concluir que
(1 =)0 —tT(z) =1tT(x) € Q.

Ora, mas isto é impossivel, pois * = tT'(x) e x € 92, com isso concluimos a prova da

afirmacao.
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Segue da afirmacgao anterior que podemos usar a propriedade de invariancia homo-

topica para concluir que

d(I - T,Q,0) = d(I,Q,0) =1,

onde na ultima igualdade usamos a propriedade de normalizagdo e o fato de 0 € 2. Por fim,
pela propriedade de solu¢ao (Teorema 1.7, item 2), existe x € ) tal que (I — T)(x) =0,
isto é, T'(z) = x. O

Exemplo 3. Seja f: R — R continua e limitada. Entao

—Au = f(u), em )

(1.19)
u =0, em 02
admite solucao fraca.
Demonstragio. Seja E =C(Q) e K=A"1:C(Q) — C(Q), em que K(g) = u se
—Au=g(x), em ()
9(@) (1.20)

u =0, em 0f2.

Entao, podemos reescrever (1.19) como K(f(u)) = u. Defina T : C(Q2) — C(Q2) por
T(u) = K(f(u)). Logo, T' é compacto e u € C(2) N H}(Q) é solugdo fraca de (1.19) se, e

somente se, u = T'(u).

Para mostrar que 7" admite ponto fixo em C(£2), vamos usar o teorema do Ponto
Fixo de Schauder. Para tanto, precisamos encontrar um aberto limitado e convexo A tal
que T'(A) C A.

Ora, desde que existe M > 0 tal que |f(t)] < M, para todo t € R, segue que
|f(u(z))| < M, para todo u € C(Q) e x € , isto ¢,

| f(u) le< M, VuelQ)

Contudo, segue da teoria de regularidade que se g € C'(Q) e u é a tinica solucao

fraca de (1.20), entao u € C1(Q) e
|ulle<||uller< ] gllc, paraalgum ¢ > 0.
isto é,
1 K(9) lle<ellgllc- (1.21)
Assim, tomando em (1.21) g = f(u), temos que
I K(f (W) lle< el f(u) le< eM,

para todo u € C(Q). Desse modo, para A = B(0,cM) concluimos que T(A) C A.

Portanto, segue do teorema do Ponto Fixo de Schauder que T" admite um ponto

fixo em A, ou seja, (1.19) admite solugao fraca. ]
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Teorema 1.10 (Ponto Fixo de Schaefer). Sejam FE um espago de Banach e
H : [0,1] x E — E uma homotopia de operadores compactos tal que H(0,z) = 0,
para todo « € E. Se o conjunto S = {x € £ : 3t € [0,1] tal que x = H(¢,x)} é limitado,

entdo H(1,-) tem um ponto fixo.

Demonstragio. Como S é limitado, existe » > 0 tal que S € B(0,7). Defina
¢(x) = — H(t,x), para x € B(0,7) e t € [0, 1].

A fim de usar a propriedade de invaridncia homotdpica, precisamos mostrar que
0 ¢ ¢:(0B(0,7)). Com efeito, caso contrario existiriam = € 9B(0,7) e t € [0, 1] tais que
x—H(t,z) =0,isto é, x = H(t,z). Como x € 0B(0,r), segue que || x ||g= r, contudo pela
definigao de S temos que = € S C B(0,r), o que é impossivel. Portanto, 0 ¢ ¢,(0B(0,7))

e assim segue da propriedade de invariancia homotépica que
d(I —H(1,-),B(0,7),0) =d( — H(0,-),B(0,r),0) =d(I,B(0,7r),0) =1

e pela propriedade de solugao (Teorema 1.7, item 2) concluimos que existe x € B(0,r) tal

que x — H(xz,1) =0, isto é, H(-,1) tem um ponto fixo.
]

1.3.2 O indice

Agora, estudaremos o indice de uma solugao isolada via lineariza¢ao. Os resultados

aqui apresentados serdao de grande utilidade para o estudo da teoria de bifurcacao global.

Defini¢ao 1.12. Dizemos que xy € E é uma solucao isolada da equagao (I —T)(z) = p,

se existe 1o > 0 tal que z( ¢ a tnica solugdo da equacao (I —T')(z) = p em B(z, 7).

Como consequéncia da propriedade de excisdo (Teorema 1.7, item 9), pode-se

verificar que se 7y é uma solucao isolada de (I —T')(z) =p e 0 < r < ry, entdo

d<¢7 B(xg,r),p) = d<¢7 B(Jfo,?”o),p), para todo r € (Ou T0)7

em que ¢ = I — T. Em outras palavras, r — d(¢, B(zg,7),p) é constante para r > 0

suficientemente pequeno, esse valor comum ¢ conhecido como indice da solucao isolada xg.

Definicao 1.13. Sejam T : Q2 C E — E um operador compacto, ¢ = I — T e zy uma
solugdo isolada da equagao ¢(z) = p. O indice de T relativo a xy, denotado por i(¢, zg, p),
¢é definido por

i(¢, o, p) = lim d(¢, B(xo, 7),p)-

No que segue, veremos como computar o indice para uma classe especial de

operadores compactos.
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Definicao 1.14. Seja T': E — E uma aplicacao linear continua, definida no espaco de
Banach E. Dizemos que A # 0 é um valor caracteristico de T se ker(I — AT') # {0}, isto é,
se existe u # 0 tal que u = A\T'(u).

Pela defini¢do apresentada, concluimos que se A é um valor caracteristico de T,

entdo 1/\ é um autovalor de T.

Proposigao 1.6. Seja T': RY — R a aplicacio linear definida por T'(z) = Az, em que
A € My (R). Assuma que 1 nao é valor caracteristico de T', isto é, ¢ = I — T é inversivel.
Entao

i(6,0,0) = i(I — T,0,0) = (—1)°,

onde [ é a soma das multiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de T" em
(0,1).

Demonstragio. Como I —T é inversivel e (I —T)(0) = 0, segue que (I —T)~*({0}) = {0},
isto é, 0 é uma solugao isolada de (I — T')(x) = 0 (na verdade é a tnica). Assim, para
todo r > 0 temos que 0 ¢ (I — T)(0B(0,r)). Além disso, 0 ¢ (I — T')(Z(-1)), pois
det((I —T)'(0)) = det(I — A) # 0, ja que 1 nao ¢é valor caracteristico de T" (e portanto de
A). Logo, pelas definigoes 3.1 e 1.13, temos

i(I —T,0,0) = lig{l)d(] —T,B(0,7),0) = sgn(det(I — A)).

Por outro lado, o polinémio caracteristico de T é

POV = det(AL — A) = [T = M) = (A= A)™ (A= Ag)™ - - (A = )™,

i=1

onde cada \; ¢ um autovalor de T" e m; ¢ a multiplicidade algébrica de )\;. Em particular,

det(I — A) = p(1) = (1 — A\)™ (1 — Ag)™2 -+ (1 — \)™

Vamos analisar o sinal de p(1). Note que se \; < 1, entao (1 — ;) > 0 e assim
o fator (1 — \;)™ nao ird interferir no sinal de p(1). Se \; € C, entdo o seu conjugado
complexo \; também sera autovalor de T, neste caso, digamos que \; = a+bi e \; = a — bi,

entao
1=X)A=X)=0-a—-bi)(1—a+b)=(1-a)?—(bi)*=(1-a)+b>0

e portanto os fatores complexos em p(1) também néo irao interferir no sinal de p(1). Logo,

os autovalores reais tais que \; > 1 sdo os unicos que determinam o sinal de p(1) e assim

sgn p(1) = sgn (H (1- Ai)m’) = sgn ( IT (- 1>mi> )

Ai>1 1i€(0,1)
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em que p; ;= 1/); é valor caracteristico de T'. Portanto, da tltima igualdade concluimos
que

i(I —T,0,0) = sgn(det(I — A)) = sgn(p(1)) = (=1)7,

onde (3 é a soma das multiplicidades dos valores caracteristicos de T" em (0, 1). O

Nosso objetivo agora é generalizar o resultado anterior para operadores definidos

em espacos vetoriais de dimensao infinita.

Proposicao 1.7. Sejam E um espaco de Banach e T': E — E um operador linear

compacto. Se 1 nao é valor caracteristico de T', entao

i(¢,0,0) = (-1)",

onde ¢ =1 —T e [ é a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de
T em (0,1).

Demonstrag¢io. Pelo Teorema A.11 (ver Apéndice), hd um nimero finito de valores ca-
racteristicos de T" em (0, 1). Denote por puy, o, . . ., i1, 0s valores caracteristicos de 7" em
(0,1) e seja N; = Ker(I — p;T)* o autoespaco generalizado associado a ju; (ver Apéndice,

Teorema A.12), isto é,

Ker(I — uT) C Ker(I — T C -+ C Ker(I — 1) = Ker(I — ,T)5 " = ...

Considere )
N:Nl@]\@@---@Np:@Ni.
i=1

Pelo item 1 do Teorema A.15 (ver Apéndice), temos que dim(V;) < oo, o que implica
que N é um subespaco vetorial de E de dimensao finita e portanto admite complemento
topologico, digamos F. Assim, E = N@ F.

p
Afirmagdo: F = (| Rg(I — y;T)".
i=1
Para mostrar a afirmagio, devemos verificar que NN F = {0} e que E = N@ F.

Para a primeira parte, tomemos z € N N F, entao x € N e assim v = x7 + 72 +

p
-+ xp, com z; € N;. Por outro lado, z € F = (| Rg(I — 1 T)* . o que implica que
i=1
p
v=mx1+ Y x; € Rg(I — uT)*". Pelo item 3 do Teorema A.15 (ver Apéndice), temos que
=2
’ p
xz; € N; C Rg(I — i T)*, para j = 2,3,...,p. Desse modo, como z e Zl‘j pertencem
j=2

p

a Rg(I — mT)*, segue que z; € Rg(I — 1y T)*, pois 2, = o — le € N;. Portanto,
=2

x1 € NiNRgy = {0}, isto é, 21 = 0. De modo andlogo, obtemos que z9 = x5 = --- = x, = 0,

isto é, NN F = {0}.
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Agora, mostraremos que £ = N @ F. Pelo item 1 do Teorema A.15 (ver Apéndice),
temos que para cada i = 1,--- ,p vale a decomposicao E = N; @ Rg(I — pu;T)*, de modo
que para cada z € E devem existir x; € N; e y; € Rg(I — ,uiT)ki tais que z = x; + ;. Tome

i€ {l,---,p} arbitrario e denote por z := x; + x2 + - - - + x,. Entdo, temos que

p P p
P =) j=Aox— YT =Yi— > T, (1.22)

Jj=1 J=1, Jj=1,

J#i J#i
em que y; = z — x;. Usando novamente o item 3 do Teorema A.15 (ver Apéndice), obtemos
de (1.22) que z —x € Rg(I — u;T)*. Como i foi tomado arbitrariamente, segue que
z—x € Rg(I — p;T)*, paratodoi=1,---,p, e portanto (z —z) € F. Diante disso, temos

p P
z= x;+ (z—ij) =z+ (2 —x),
j=1 j=1

comzx € Ne(z—x) € F,oqueimplica que E = N@ F, concluindo a prova da afirmagao.

Considere agora P e () as projecoes continuas de E sobre N e F', respectivamente,
e defina a homotopia H : E x [0,1] — E por

H(z,t) =2 —T(Px) —tT(Qx).

Note que, para todo t € [0,1], H é uma pertubagao compacta da identidade, ja que T" é
compacto e P e () sdo aplica¢oes continuas. Além disso, se existirem r > 0, z € 9B(0,r) C
E et €|0,1] tais que H(x,t) = 0 entdo

x—T(Pz) —tT(Qz) =0« Px+ Qx — T(Pz) —tT(Qz) =0,
isto é,
Pz —T(Px) = —Qx + tT(Qx).
Pelo item 2 do Teorema A.15 (ver Apéndice), temos que N e F sdo T-invariantes e assim
Pz —T(Px) € N e —Qx +tT(Qz) € F. Diante disso e do fato que N N F = {0}, segue
que
Pr —T(Px)=0=—Qx+tT(Qx),

isto é, Px = T(Px) e Qr = tT(Qx).

Por hipétese temos que 1 nao é valor caracteristico de 7', logo Px = 0, donde
obtemos que x = 0+ Qx = tT(Qx), isto é, x = tT(x). Note que ¢t € (0,1), pois se t =1 ou

t =0, entao Tx = x ou x = 0, respectivamente, o que nao pode ocorrer pois 1 nao é valor
caracteristico de T' e z € 0B(0,r). Portanto, t € (0,1) e

r=tT(x)= (I —tT)x =0.
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Da relagdo anterior, concluimos que 1/t = p;, para algum i = 1,---,p, e portanto
x € Ker(I — uT) C N, o que contradiz a igualdade x = Qx € F\{0}. Logo,
0¢ H,(0B(0,r)).

Pela invaridncia homotépica (Teorema 1.7, item 3), temos

d(I — T, B(0,r),0) = d(I — H(1,-), B(0,r),0)
d(I — H(0,-), B(0,7),0)
d

(I —TP,B(0,r),0).

Por fim, desde que T'(P(E)) = T(N) C N, dim(N) < oo e pelo fato da multipli-
cidade algébrica de 1/u; com respeito ao operador T'(P) ser k; (ver Apéndice, Defini¢ao

A.4), podemos acionar a Proposigao 1.6 para concluir que
i(¢,0,0) = d(I — T, B(0,7),0) = d(I — TP, B(0,7),0) = (—1)°,

onde 8 = ky + kg + --- + k,, isto é, a soma das multiplicidades algébricas dos valores

caracteristicos de 7" em (0, 1).

]
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2 Bifurcacao

Nesse capitulo, trataremos de equagoes da forma F(\, u) = 0, em que F(A,0) =0,
para todo A € R. Duas questoes sdo centrais na teoria de bifurcagdo: conhecer valores de A
de onde bifurcam novos ramos de solugoes e descrever o comportamento global desses ramos
de solugoes. O teorema de Crandall-Rabinowitz nos auxilia na primeira tarefa e o teorema
de Rabinowitz nos traz resposta sobre a segunda questao. A teoria que abordaremos aqui
é uma ferramenta importante no estudo de problemas de autovalor, dentre outros. A
discussdo apresentada aqui, se baseia essencialmente nas seguintes referéncias: [4], [5] e
[10].

Ao longo desta segio, assumiremos que E e F' sdo espagos de Banache F : Rx E —
F' é uma aplicagao satisfazendo F(\,0) = 0, para todo A € R. Nosso objetivo é discutir

sobre existéncia e comportamento qualitativo das solugoes da equagao

F(Mu) = 0. (2.1)

Primeiramente, observe que para todo A € R, o par (A,0) é solugao da equagao
F (A u) = 0, tais solugoes sao chamadas de solugoes triviais. Estamos interessados em
encontrar solugoes nao triviais para a equagao (2.1). Vamos denotar o conjunto das solugdes

nao triviais de (2.1) por
S :={(\u) € Rx (E\{0}) : F(\,u) = 0}. (2.2)

Definicao 2.1. Dizemos que \g é um ponto de bifurcagdo para F desde a solucao trivial,
se existe uma sequéncia {(An,u,)} C R x E, com u, # 0 e F(A\,,u,) = 0, tal que
(An, up) = (X9,0) em R x E.

Dizer que (), 0) é ponto de bifurcacdo, significa que (\g,0) € S. Se (A\g, 0) ndo é
ponto de bifurcagio, entdo existe uma vizinhanga aberta V' C R x E do ponto (\g, 0) tal
que VNS = 0. Assim, dado (\,u) € V com F(A, u) =0, temos que u = 0.

Observe que a defini¢do de ponto de bifurcacao apresentada nao implica que haja
uma curva de solugoes bifurcando de (Ao, 0), apenas assegura a existéncia de uma sequéncia
de solugoes nao triviais de (2.1) convergindo para (Ao, 0). Caso F satisfaca determinadas
condigoes, pode-se garantir a existéncia de uma curva de solugdes bifurcando de (A, 0),

nessa situacao é interessante conhecer a direcdo de bifurcacao.

Defini¢ao 2.2 (Direcao da bifurcagao). Seja Ay um ponto de bifurcacao para F desde a

solugao trivial. Dizemos que a bifurcacao ¢ :
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« subcritica (ou a esquerda) se existe uma vizinhanga V' de (Ap,0) em R x E tal que
para todo par (A, u) € VNS vale A < Ag;

« supercritica (ou a direita) se existe uma vizinhanca V' de (Ag,0) em R x E tal que
para todo par (A\,u) € VNS vale A > A.

| .
Lal
B
>

I -

)\0 /\0 ')\

>~V

Figura 1 — Bifurcacao subcritica. Figura 2 — Bifurcacao supercritica.

O préximo resultado nos dé condigoes necessarias para que (Ao, 0) seja ponto de

bifurcacao para F (A, u) = 0.

Proposigao 2.1. Assuma que F € C'(R x E, F) e F(\,0) =0, VA € R. Se (\g,0) é um

ponto de bifurcacao para F, entdo D,F (A, 0) ndo é invertivel.

Demonstrag¢io. Suponha por absurdo que D, JF (g, 0) seja invertivel, isto é, D, F (A, 0) é
continua e bijetiva. Como F é de classe C' e F()\g,0) = 0, o Teorema da Funcio Implicita
nos garante que existe uma vizinhanga (Ao — €, A\g + €) x U do ponto (A\g,0) em R x E tal
que para cada A € (Mg — €, \g + €) existe um tnico u = u(A) € U tal que F(A\,u) = 0. No
entanto, para A € (Ag — €, A\g + ¢€) temos que (X,0) € (Mg — €, o +¢€) x U) N F1({0}),
ja que F(X,0) = 0 para todo A € R. Assim, da unicidade assegurada pelo Teorema da
Funcao Implicita, concluimos que v = u(A) =0, VA €(Ag — €, Ao + €), contrariando assim
o fato de (Ao, 0) ser ponto de bifurcacao de F. Portanto, D,F (Ao, 0) ndo é invertivel. [

A reciproca desse resultado nao é verdadeira, isto é, se D, F (Ao, 0) é invertivel, ndo
é garantido que )y é um ponto de bifurcacao para F. Tal fato pode ser visto no exemplo

abaixo.

Exemplo 4. Seja £ = F = R? e defina F : R x R? — R? por

F\z,y) =Mz, y) — (z+y°,y — 2°).
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Temos que F ¢ de classe C! e F(A,0,0) = (0,0), para todo A € R. Além disso,

podemos facilmente concluir que

10 1 3y
D(%y)f(/\,l’,y) = /\ [ ] — [ B ] .

0 1
10
011"

Para que D(,,)F (A, 0,0) seja ndo invertivel, deve existir v € R*\{(0,0)} tal que

Assim,

10
D(w»y)F(A70>O):(>\—1)[:)\[0 1]_

Dy F(X,0,0)0 = (0,0) & (A= 1)v = (0,0) & A = 1.

Por outro lado,

FAz,y) = AMz,y) — (z+9°,y —2°) = (0,0)
T4y} =z
y—a’ =Xy

4 _
Y+ Y= Ay =2t +yt=0.
ry — 2t = \ry

Portanto, a equacao F(A,0,0) = 0 tem apenas solugoes triviais, independente do valor de
A. Desse modo, concluimos que, embora D(,,)F(1,0,0) seja nao inversivel, A = 1 néo é

ponto de bifurcagdo de F desde a solugao trivial.

2.1 Teorema da bifurcacao global de Rabinowitz

Nesta se¢ao, exibiremos a prova do notavel Teorema de Rabinowitz, para tanto

assumiremos que F : R x ' — E ¢é dada por
Fhu) = u— Ty(w), (2.3)

em que T\ : £ — FE é da forma

com L e h satisfazendo as seguintes hipdteses:

(Hy) L: E — FE ¢ linear e compacto.

(Hy) h:Rx E — E é compacto e h(\,u) = o(|| u ||g) em u = 0, uniformemente sobre

intervalos limitados de R.
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O proximo resultado nos fornece um caminho para buscar pontos de bifurcacao de

F.

Proposicao 2.2. Se Ay € R\{0} é um ponto de bifurcacdo de F, entdo 1/Xy é um

autovalor de L.

Demonstragao. Desde que Ay é ponto de bifurcagao de F, segue que existe uma sequéncia
{An,un)} em R x E, com u,, # 0, \, = X e || u, ||g— 0 tal que F(\,,u,) = 0. Assim,

Up — A L(up) — h(Ap, up,) = 0. (2.4)

Dividindo ambos os lados da equagao (2.4) por || w, ||g e denotando por

Up, = Uy /||tn|| £, Obtemos

hAnstn) _ (2.5)

U — A L(vy) — I s —

Por outro lado, como {v,} é limitada em E, segue da compacidade de L e do

Teorema A.10 (ver Apéndice) que existe w € E tal que
L (v,) = w, para alguma subsequéncia de {v,} .

Assim, considerando a igualdade (2.5) para tal subsequéncia e passando o limite n — oo,

concluimos que

n—oo

lim v, = nlgngo [)\nL (v) + ] = A\w,

onde na tltima igualdade usamos que h(M\,,u,)/ || un ||[p— 0 desde que ||u,||z — O.
Denotando por v := Agw e usando a continuidade de L e (2.5), obtemos

v — XL(v) = lim lvn — AL (v,) — h(>\n,un)1 =0,

novoe | ||

isto é, L(v) = /\iov, onde v # 0 pois lim v, =v e llon|| 5 = 1. O

O proximo resultado nos fornece uma condigao suficiente para que um valor
caracteristico de L seja ponto de bifurcacao de F e sua prova faz uso das propriedades do

grau de Leray-Schauder.

Teorema 2.1 (Krasnoselski). Seja Ay € R\{0} um valor caracteristico de L (ou equiva-
lentemente, 1/X¢ é um autovalor de L) de multiplicidade algébrica impar. Entdao, A\ é um

ponto de bifurcacao de F.

Demonstracao. Suponha que Ay nao seja um ponto de bifurcacao de F. Entao existem

€0 > 0 er > 0 de tal modo que para (A, u) € [Ag — €o, Ao + €] x B(0,7) satisfazendo

F(A\ u) =0 tem-se u = 0, onde B(0,r) representa a bola em E de centro em u = 0 e raio
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r. Assim, para A € [A\g — €9, Ag + €g] temos que 0 ¢ (I —T))(0B), isto é, nao existe u € OB
tal que (I —Ty)(u) = F(A,u) = 0. Desse modo, d(I — T}, B,0) esta bem definido e, pela
propriedade de invaridncia homotépica (Teorema 1.7, item 3), independe da escolha de A.
Dai,

d(I —T\,,B,0) =d(I —Ty,, B,0), (2.6)

para todos A\g — €9 < A1 < Ag < A9 < Ag + €.

Agora, para A # )¢ defina a homotopia H : [0,1] x B(0,r7) — E por

Hi(u) = H(t,u) = A\L(u) + th(\, u).

Desde que A # g e 1/)\g é um ponto isolado de L (ver Apéndice, Teorema
A.11), podemos tomar ¢, > 0 suficientemente pequeno de tal modo que para \ €
(Ao — €0, Ao + €0) \{ Ao} 0 operador I — AL é inversivel, isto é, Ay é 0 tinico valor caracteris-
tico de L em (A\g — €9, Ao + €9). Desse modo, suponha por absurdo que 0 € (I — H,)(9B),
para algum ¢ € [0, 1]. Entao existird u € 0B tal que

u—H(t,u) =0< u— AL(u) — th(\u) =0
& (I — AL)(u) = th(\ u)
S u=(I—AL)""th(\ u).

Aplicando a norma, obtemos
I lle=] (I = AL) " th(Aw) g < | (1 = AL) " [lell th(A\,w) & - (2.7)
h(A, w)

lim
lulls=0 || w ||
reduzindo o valor de r, se necessario, temos que

Como u # 0 e

= 0 uniformemente para A em intervalos compactos,

1
p 2T D) s

H Xt ||E
que substituindo em (2.7) nos fornece

L= AL~ |lell th(A, w) e

|| u ||E

<=L s '“H

1 1
-1
<=L s 2 (I=AL) g 2

o que ¢ um absurdo. Logo, 0 ¢ (I — H;)(0B) e assim segue da invaridncia homotépica

(Teorema 1.7, item 3) que

d(I =T\, B,0)=d(I — H(1,-),B,0) = d(I — H(0,-), B,0) = d(I — AL, B,0),  (2.8)
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para todo A € (Ao — €, \g + €)\{ Ao}
De (2.6) e (2.8), obtemos

d(l — \L,B,0)=d(I —T)\,,B2,0)=d(I —T)\,,B2,0) =d(I — AL, Bs,0), (2.9)

para todos A\g — €p < A1 < Ag < Ag < Ag + €.

Por outro lado, para r > 0 suficientemente pequeno, d(I —\L, B,0) = i(I—\L,0,0),
onde tal indice pode ser calculado pela Proposicao 1.7. Mais precisamente, sejam (31 e o
a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos de L em (0, A1) e (0, \2),

respectivamente. Entao, pela Proposicao 1.7 segue que
d(I — XL, By,0) = (=1) e  d(I — A\ L, By,0) = (—1)".

Desde que A\ é o tinico valor caracteristico de L em (Ag — €9, Ao + €9) € Ag — €9 < A1 <
Ao < A2 < Ao + €, concluimos que Sy = [+ (31, onde [ é a multiplicidade algébrica do

valor caracteristico \g. Como, por hipétese, 8 é impar, segue que
d(I — XL, By,0) = (1) = (=1)°(=1)" = (=1)Pd(I — \|L, B5,0) = —d(I — M\ L, B,,0),
o que contraria (2.9). Portanto, Ay deve ser um ponto de bifurcagao de F. O

O resultado de Krasnoselski, embora nos dé condicao suficiente para que um valor
caracteristico da parte linear de F seja ponto de bifurcacdo de F, ele nao garante a
existéncia de componentes conexas de S emanando de (g, 0). O teorema de Rabinowitz,
que sera apresentado a seguir, estende o resultado de Krasnoselski por garantir a existéncia
de uma componente conexa maximal de S emanando de ()\g,0), além de assegurar que
tal continuum de solugoes nao triviais necessariamente sera ilimitado ou encontrara o
eixo das solugoes triviais em um outro valor caracteristico de L diferente de \g. Antes de
apresentar a prova do notavel teorema de Rabinowitz, forneceremos dois lemas essenciais

em sua demonstracao.

Lema 2.1. Seja K um espaco métrico compacto, K; uma componente conexa de K e K,
um subconjunto fechado de K tal que K; N K, = (). Entao, existem conjuntos compactos

M e M, tais que

(2) K, C M, e K9 C M,.

(ZZ) K:M1UM2€M1QM2:®.
Demonstragio. Veja Lema 4.3.1 em [4]. O

No que segue, denotaremos por t(L) o conjunto dos valores caracteristicos de L.
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Lema 2.2. Seja C uma componente conexa maximal de S contendo (Ag,0) e suponha
que C é limitada e ndo contém nenhum ponto da forma (\,0), com A € v(L)\{\o}. Entao,

existe uma conjunto aberto e limitado O C R x E (veja Figura 3) tal que
(1) CCcO
(i) 00NS =10
(1) ON(R x {0}) = (Ao —€, Ao+ ¢€) x {0}, onde 0 < e <& =:do(C, (t(L)\{No}) x {0})

(iv) Existe a > 0 tal que se (A, u) € O com |A — X\g| > €, entdo || u ||g > «a.

-4

b2 J

>\0 — € )\0 )\0 —|-€
h ‘. \/'r

Figura 3 — Aberto O.

Demonstragio. Seja 0 < € < §:=d(C,t(L)\{ Ao} x {0}) e defina
U={peRXE:dy(p,C) < e}

Claramente C C U, e U. N (R x {0}) = (Ao — €, A\g + €), donde U, satisfaz as condicoes (7)

e (i71), entretanto, U, ndo necessariamente satisfaz (ii) e (iv).

Para contornar esse fato, considere entdo K; =C, K, = 0U. NS e K =U.NS.
Note que K7 é um conjunto conexo e fechado de K e maximal com respeito a inclusao.
Além disso, K, é fechado em K por ser a intersecao de K com o conjunto fechado
OU,. Por fim, a compacidade de K segue da compacidade de L e h. De fato, tomemos
{(Mn,u,)} € SNU. = K uma sequéncia. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que {(An,un)} C S, caso contrario, poderfamos considerar no argumento abaixo uma
sequéncia {(A,, Gn)} € S tal que || (Ans un) — (A, @) |[rxe< 1/n.
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Pela compacidade de L e h, temos que existem vy,v, € ' e A* € R tais que
L(u,) = vy, h(Ap, up) = v2 € Ay = A7, (2.10)
para alguma subsequéncia. Assim, desde que (\,,u,) € S, segue que
Up — AnL(uyn) — h(An, upn) =0

e por (2.10) obtemos
Uy — A1 + 09 = 2. (2.11)

Pela continuidade de L e h, concluimos de (2.10) e (2.11) que
z—=XNL(z) — h(\", 2) =0,

isto é, (A\*,2) € SNU, = K e assim fica provado a compacidade de K.

Desse modo, podemos acionar o Lema 2.1 para concluir que existem compactos

disjuntos My D Ky e My D K, tais que K = M; U M.

Denote por d = min{d. (M, M), doo(K1,0U)} e tome € < min{d/2,¢}. Entao,
considerando U! = {p € R x E : dw(p, M1) < €}, concluimos que U/ satisfaz (i), pois
C C M; C U!. Reduzindo o €, se necessario, U! também satisfaz (iii). Além disso, como
U! D My, segue que OU! N M; = (). Por outro lado, U/ N My = (0, caso contrario existiria
(A1, u1) € My tal que

2¢ < d < doo(My, M) < doo (M, 1), My) =€,

o que ¢é um absurdo. Portanto, U/ também satisfaz (ii).

Para construir um aberto que também satisfaga (iv), basta considerar

O =U\[(Ao — €, A +€)° x B(0,a)],

onde B(0,a) ={u € E: ||ullp < o}, em que a = 3do (K, (Ao — €, Ao + €)¢ x {0}).

Note que de fato a > 0, pois K é compacto, (Ag — €, A\g + €)¢ x {0} é fechado e
KNR x {0} ={ Ao}, portanto K N (Ag — €, \g + €)¢ x {0} = (. Logo, O satisfaz (i), (ii),
(i1) e (1v). O

Podemos agora enunciar e provar o teorema de Rabinowitz.

Teorema A (Rabinowitz). Considere F como em (2.3) satisfazendo as hipdteses (H;) e
(Hsy). Se \g € R\{0} é valor caracteristico de L de multiplicidade algébrica impar, entao
existe uma componente conexa maximal C de S emanando de (), 0). Além disso, C cumpre

uma, e somente uma, das seguintes condigoes:

(7) C é ilimitada,
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(i1) € [(=(L)\[Ao}) x {0}] # 0.
Demonstracdo. Suponha que a afirmagao do teorema seja falsa. Nesse caso, a componente
maximal C de S que contém (Ag, 0) deve ser limitada e satisfazer CN (v(L)\{\o}) x {0} = 0.

Assim, acionando o Lema 2.2, concluimos que existe um aberto limitado O C Rx E

tal que:

(1) C C O
(ii) 00NS = 0;
(7i1) ON(R x{0}) = (Ao — €, o+ €) x {0}, onde 0 < € < 0 =: do(C, (v(L)\{No}) x {0});

(1v) existe v > 0 tal que se (\,u) € O com |[A — \g| > €, entdo || u ||g > «.
Defina,

Sa={ueFE:(\u)eS}teOy={ueE:(\u) €O}

Pela escolha de € no item (iii), temos que (Mg — €, Ao + €) N (v(L)\{Xo}) = 0,
dai se X € (Mg — €, A\g + €), entdao do(0,S,) > 0. De fato, caso contrario existiria uma
sequéncia (u,) C Sy tal que do(0,8,) = lim | u, — 0 ||g= 0. Nesse caso, (A,0) seria
um ponto de bifurcagdo de F (A, u) = 0 e portanto, pela Proposigao 2.2, teriamos que
A€ (Xo— €, 0+ €)N(e(L)\{N\o}) =0, 0 que é um absurdo.

Desse modo, podemos definir

de(0,8y), se0<|\— X <e

a, se [\ — Ao| > €.

Afirmacao 1: Para A # Ao, o grau d(I — Ty, O\\B(0,7(\)),0) estd bem definido, isto é,
nao existe u € 9(O,\B(0,7(X)) tal que F(\, u) = 0.

Observe que O\\B(0,7(\)) = O, N (B(0,7(A))°. Assim, se u € A(O\\B(0,7(N))) e
F(\u) =0, entao (A, u) € S, pois u # 0. Logo,
(A u) € SN ({A} x (A(O\\B(0,7())))))
C SN {A} x [00,U (0xnaB(0,r(V)")]
C SN [({A} x 005) U ({A} x (05N B0, 7(N))))]
= SN ({A} x 00,)]U [Sn ({A} x (05N 0B(0,7(N))))]
C[SNAOJU[SNON ({A} x dB(0,7(N\)))]
— 0,
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pois pelo item (i) do Lema 2.2 temos S N 9O = () e pela escolha de 7()\) segue que
SNON({A} x dB(0,7()\))) = 0. Portanto, o grau d(I — Ty, Ox\B(0,7())),0) estd bem
definido.

Afirmacao 2: d(I — Ty, O \B(0,7())),0) = 0, para todo A # X,.

Inicialmente, considere A > )g. Desde que O é limitado, existe A* > 0 tal que

Oy = . Note que para esse \* a afirmacao 2 é imediata. Defina
r=inf{r(A): A < XA < X'}

Se |X — Xo| > ¢, entdo r(\) = & para todo A € [\, A*], 0 que implica em 7 = $a > 0. Por
outro lado, se |[X — X\g| < ¢, entdo também teremos r > 0, caso contrario existiria uma
sequéncia {\,} C [A\,A*] C R tal que r(\,) — 0, quando n — oo. Da compacidade de
[\, \*] resultaria que A\, — )€ [\, \*], para alguma subsequéncia de {),}. Nesse caso,
r(An) = dos(0,8y,) — r(A) = dx(0,S5) = 0, o que novamente contraria o item (i) do
Lema 2.2. Portanto, » > 0.

Pela propriedade de decomposigao (Teorema 1.7, item &), temos que

d(I — Ty, O\B(0,7),0) = d(I — Ty, O\\B(0,7(\), 0) + d(I — Ty, B(0, 7(\)\B(0, 1), 0).

Desde que 0 ¢ B(0,7(A\)\B(0,7) e ({A\} x B(0,7(\))) NS = 0, segue que

d(I — Ty, B(0,7(A\)\B(0,7),0) = 0.

Portanto,

d(I — Ty, O\B(0,7),0) = d(I — Ty, O\\B(0,7(\)),0), YA € [L, M. (2.12)

Considere o aberto limitado 2 = O\([A\, \*] x B(0,7)) e 2y, = AN ({\} x E),
para A € [A\, A\*]. Observe que em 92 nio existe solugao de F(A,u) = 0. De fato, se
u€ Uy C(0A)y ={ue E:(\u) €U} e F(A\u) =0, entdo u # 0, o que implica em
(A, u) € S. Logo, pelo item (i) do Lema 2.2 e pela escolha de r temos

(A u) € SNoA =S NIO\[\ ] x B(0,r))
cSn(oou[0na (XA x B(0,1))])
C(SNAO)YU(ENONI(AN] x B(0,r)))

I
=

Y

o que é um absurdo. Dai, d(I — T}, 2y, 0) estd bem definido e assim pela propriedade de

homotopia generalizada (Teorema 1.8) temos
d(I —T,%,,0) =d(I — T\, 2A\,0) =0,

onde a tltima igualdade decorre do fato que - =2AN ({A\*} x E) C ON ({N\*} x E) = 0.
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Por fim, desde que d(I —Tx,25,0) = d(I — Ty, O;\B(0,r),0), por (2.12) segue que

d(I — T5, 05\ B(0,7),0) = d(I — T, O\ B(0,7(X)), 0) = 0. (2.13)

Analogamente, podemos mostrar que se A < )\ entdo (2.13) também valeré.

Sejam )\ e \ tais que A\g — € < A < \g < A < Ao + €. Pelas propriedades de excisdo
(Teorema 1.7, item 9) e decomposigao (Teorema 1.7, item 8), segue de (2.13) e da defini¢ao

de indice que
d([—TA, OA? 0) = d([—TA, 04\83(0,7%&)),0) (214)

= d(I — Ty, Ox\\B(0,7(A)),0) +d(I — Ty, B(0,7(})),0)
=0+i(I —T),0,0),

pois 0 é solucao isolada de I — Ty = 0 em B(0,r(A)).

Analogamente,

d(I — Ty, O5,0) = d(I — Tx, O5\B(0,7()),0) + i(I — Tx,0,0) = i(I — Tx,0,0). (2.15)

Por fim, segue do item (7i7) do Lema 2.2 que o grau d(I—T), O,, 0) estd bem definido
para A € (A\g — €, A\g + €). Assim, novamente pela propriedade de invariancia homotépica
generalizada (Teorema 1.8), segue que d(I — Ty, 0,,0) é constante em (Ag — €, \g + €).

Explorando esse fato junto com (2.14) e (2.15) concluimos que
i(I —T3,0,0) =4(I —Tx,0,0).
Entretanto, pelo teorema de Krasnoselski (Teorema 2.1) temos que
i(I —T%,0,0) = (=1)%i(1 — Ty,0,0) # 0, (2.16)

onde 3 e a multiplicidade algébrica de \g, que é o tnico valor caracteristico de L em [\, A].
Desde que /5 é impar e i(I — T}, 0,0) é nao nulo, pois 0 é solucao isolada de I — Ty =0, a
relagdo (2.16) nos conduz a uma contradi¢do. Portanto, o continuum C deve satisfazer a

condigdo (7) ou (iz) deste teorema.

O

2.2 Teorema de Crandall-Rabinowitz

Nesta secao, apresentaremos a prova do teorema de Crandall-Rabinowitz, que nos
fornece condigoes suficientes para que um parametro Ay € R seja um ponto de bifurcacao
de F, além de assegurar a existéncia de uma curva de solugdes nao triviais emanando de
(Ao, 0). Gragas ao teorema de Crandall-Rabinowitz, podemos em muitas situagoes descrever

localmente a estrutura das solugdes bifurcadas.



2.2. TEOREMA DE CRANDALL-RABINOWITZ 78

Teorema B (Crandall-Rabinowitz). Seja F € C*(R x E, F) tal que F(),0) = 0, para
todo A € R, e denotemos por

LO = DU.F(A(), O) [§] L1 = D)\Duf()\o, 0)

Suponhamos que Ker(Lg) = span{¢g), cod(Rg(Lo)) =1 e Li¢y ¢ Rg(Lo), onde span{epg)
é 0 espago gerado por ¢g. Considere ainda Z o complemento topoldgico de Ker(Lg) em E,

isto é, E = Ker(Ly) @ Z e as projecoes de E sobre Ker(Lg) e Z sao continuas. Entao,

a) (Ezisténcia) \p é um ponto de bifurcacdo para F desde a solucao trivial e o conjunto
de solugoes néo triviais de F (A, u) = 0 em uma vizinhanca de (A, 0) é uma tnica

curva de classe C'!' com representacdo paramétrica dada por

{/\ — A(s)
u(s) = s(¢o +1(s)),

em que ¢ : (—€,6) — Z e X : (—¢,¢) — R sdo aplicagoes de classe C', com
A(0) =X e ¢(0) = 0.

b) (Unicidade) existe p > 0 tal que se (A\,u) € B((\,0),p) C R x E é solugdo nao
trivial de F(A,u) = 0, entdo (A, u) = (A(s),u(s)), para algum s € (—¢,€).

Demonstracio. A fim de evitar a singularidade, defina o operador G : R? x E — F dado
por
F (A, s(do +u))

G(s,\,u) = S ’ 570
Duf(/\70)(¢0 +u>7 s = 07

para (s, A, u) = (0, Ao, 0).
Afirmagdo 1: G € C'(Rx E, F).

Mostraremos que as derivadas de G em relacao a u, A e s sao continuas. Vamos

comecar calculando a derivada de G em relacdo a u na direcdo h € E:

G(s, \,u+th) —G(s, A\, u)

D,G(s,\,u)h = Iltl_{rol

t
F(A s(gotu+th))  F(A s(¢o+u))
= lim S S
t—0 t
~ lim F (N, s(¢o +u+th)) — F(N s(¢do + u))
t—0 st
_ llim F (N s(po +u) + ths) — F(A s(pg + u))
S t—0 t
1

= gDu]:(/\vS(ﬁbo +u))hs
- Du‘F()‘7 S(Qbo + U,))h,
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para s # 0. Para s = 0, temos

D.G(0, A, u)h = Jim 20U+ ) = G0, A )

t—0 t
iy DPuF O, 0) (0 + u+ th) — DuF(,0)(¢o + 1)

t—0 t
iy DoF O, 0) (@0 + 1) + DuF(A,0)th — DuF (), 0) (o + u)
o t—0 t

= lim D, F(\,0)h
t—0
= D,F(\,0)h.
Portanto, desde que F € C*(R x E, F) e hg(l) D,G(s,\,u)h = D,G(0, A\, u)h, segue que
D,G é continua.

Agora, derivando com respeito a A, para s # 0 temos

G(s, A+ t,u) +G(s, A\ u)

Dy\G(s, A\, u) = %1_{%

t
— lim f()‘ + t? 5(¢0 + U)) B ‘F()‘a 5(¢0 + U))
t—0 st
1

- ED)\J__'(/\v S(¢O + u))

Por outro lado, para s = 0 vale

GO, A+ t,u) — G0, A\, u)
t

t—0 t

D)\g(oa )\7 U) = 11_2%

Como F € C%*(R x E, F), temos
D/\f<)‘78(¢0+u>)

151—I>I(1) Dy\G(s, A\, u) = lim

s—0 S
s—0 S

= Dy D \F (A, 0)(¢o + u)

Assim, do limite acima e da regularidade C? de F, segue que D»G é continua.
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Nos resta verificar que DsG é continua. Para s # 0, temos

G(s+1t,Au) —G(s, A\ u)

D.G(s,\,u) = lim

t—0 t
= lim [I(Aa (8+t)<¢0+u)) o ‘/—:<)‘78(¢0+u))]
t=0 (s + 1)t st
— lim FA, (s +1)(do +u))s — F(X\, s(po +u))(s +t)
50 (s+1t)st
— lim [S[}_O" $(¢o +u) + (o +u)) — F(\, s(go +u)]  F(A s(do +u))t
0 s(s +1)t (82 4 st)t
= lim [H% s(dho + u) + t(do + 1)) — F(X, s(¢o + u)] _ F(\s(do +u))
=0 (s+ 1)t 2

= iDu}"()\, s(¢o + u))(¢o +u) — F, S(;zo +u)

_ Dy F (X, s(¢o +u))(po +u)s — F (X, s(¢o + u))

52

Para s = 0, temos

D.G(0, A, ) = lim 2w =G0 A w)

t—0 t
i T FN t(do + 1)) — Dy F (N, 0) (o + u)
=) t ’

que resulta em uma indeterminagao do tipo 0/0. Desse modo, podemos usar a Regra de

L’Hospital para concluir que

i [f(A, (t+s)(do+u)  F(A o+ u))] 1,
DSQ(O,)\,U) — %1_15% 5—0 s+t : t S
= lim |lim <F(A’ (t+5)(¢0 +u))  F(A t(do +u))>]
t—0 _s%O (t + 8)8 ts
i [t T+ 5)(B0 + )t — F(A (o + w)) (¢ + s>]
t—0 _s—>0 (t + S)ts
i [ PuF O (o + ) (60 + u)t — F(A t(eo + u))]
t—0 t2

= lim D,G(t, A\, u),
t—0

o que conclui a prova da continuidade de D,G. Portanto, G € C'(R? x E, F).

Agora, observe que do fato que ¢y € Ker(Ly), segue que

G(0,X0,0) = Dy F(Ao,0)p9 = Loy = 0.
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Derivando G em relacao a (A, u) no ponto (0, Ao, 0), obtemos

g(07 A0 + t)\7 tU) — g(07 >‘07 0)

D(A,U)Q(O, /\0, 0)()\, u) = lim

t—0 t
i Dy F (X +tA, 0) (o + tu) — Dy F (Ao, 0)edg
=150 t
g Dy F (N +1tX,0)po — DuF (Mo, 0)po | Dy F (Ao +tA, 0)tu
=Y / * /
= D)\Duf()\o, 0))\9250 + Duf(/\o, O)U
= AL1¢ + Lou.

Além disso, observe que o operador (A, u) € R x Z — Lou + AL1¢p € linear e continuo.

Agora, mostraremos que D(».,)G(0, Ao, 0) é um isomorfismo, ou seja, é bijetivo e possui

RxZ

inversa continua.

Para a injetividade, mostraremos que Ker [ D )G (0, Ao, 0)

) = {0}, isto ¢,
RxZ

dado (A, u) € R x Z tais que Lou + AL1¢g = 0, entdo u = 0 e A = 0. Com efeito, se
(N u) € R x Z satisfaz Lou + AL1¢pg = 0 e A # 0, entdo

1
Lou+ ALi¢pg =0 = Ligpg = _XLOU = Li¢o € Ry(Ly),

o que contradiz a hipdtese de transversalidade Li¢g ¢ Rg(Lg), logo A = 0, o que implica
em Lou = 0. Se u # 0, segue que u € Ker(Ly)\{0}, mas isso contraria o fato de u € Z.

Portanto, (A, u) = (0,0), o que conclui a prova da injetividade de D) .,yG(0, Ao, 0)
RxZ

Para a sobrejetividade, recorde inicialmente que cod(Rg(Lg)) =1 e Li¢gg ¢ Rg(Ly),

logo podemos escrever
F = Rg(Lo) @ span{Li¢y),

o que implica em Rg(Ly) # F, ja que Rg(Lg) é fechado. Assim, como consequéncia do
teorema de Hahn-Banach (ver Apéndice, Teorema A.5), existe ¢ € F* nao nulo tal que
¢(z) = 0, para todo x € Rg(Lg). Mais ainda, ¢(x) = 0 se, e somente se, © € Rg(Lg). De
fato, suponha que exista x € span({Lide)\{0} tal que ¢(z) = 0, entdo = = ALy e

d(AL1¢o) = 0 = Ap(L1¢p) = 0 = ¢(L1¢g) = O,

logo ¢(span{Li¢y)) = {0}. Ora, nesse caso teriamos ¢ = 0, pois ¢(Rg(Ly)) = {0},
o(span(Ligg)) = {0} e F' = Rg(Lo) @ span{Li¢y), contrariando assim o fato de ¢ ser nao
nula. Disso, segue que ¢(x) # 0, para = ¢ Rg(Ly).

Diante disso, mostraremos agora que Dy )G (0, Ao, 0) é sobrejetiva, isto é, dado
RxZ

x € F existe (A, u) € R x Z tal que Lou + AL ¢y = x. Para tanto, note que

Lou + /\ngb(] =r< Lpgu=1x— )\ngbo =T — )\ngbo € Rg(Lo)
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Sabendo que Ligg ¢ Rg(Lo), e portanto ¢(Li¢g) # 0, temos que

¢(x)
P(L1¢o)

Logo, para A tomado como acima, temos que x — AL1¢y € Rg(Lg). Assim, esco-
lhendo u € Z de modo que Lou = x — AL ¢y € Rg(Ly), temos que o par (A, u) satisfaz
Lou+AL1¢o = x, 0 que conclui a prova da sobrejetividade, e portanto Dy )G (0, Ao, 0)

RxZ
¢é bijetiva.

Como consequéncia do teorema da Aplicacao Aberta (ver Apéndice, Teorema A.7),
segue que a inversa de D(»,)G(0, Ao, 0) ¢ continua, e assim concluimos que tal aplicacao

RxZ
linear é um isomorfismo. Desse modo, podemos acionar o Teorema da Funcao Implicita

para obter a existéncia de € > 0 e aplicacoes de classe C!
Ai(—€,6) >R e v (—€€) = Z

tais que A(0) = Ag, ¥(0) =0 e G(s,A(s),¥(s)) = 0, para todo s € (—¢,€).

Pela definicao de G, temos que

0=3G(s,\(s),1¥(s)) & F(A(s),s(¢do+1(s)) =0, paratodo s € (—¢e).

Observe que para s # 0, temos que s(¢pg+1(s)) # 0, pois ¢pg € Ker(Lg) e ¥(s) € Z,
para todo s € (—¢, €). Portanto s — (A(s), s(¢o + (s))) é de fato uma curva de solucoes

nao triviais de F(A,u) = 0, o que conclui a prova da existéncia.

Agora, mostraremos que em uma vizinhanga de (g, 0) ndo hé solu¢ao nao trivial
da equacao F (A, u) = 0 que ndo seja aquelas contidas na curva s — (A(s), s(¢o + ¥(s))).

Para isso, ¢ suficiente mostrar a seguinte afirmacao.

Afirmagao 2: Existe p > 0 e g : RT — R" continua, com ¢(0) = 0, tal que se
(N, 8¢9 + 2) € B((M,0),p) CR x E e F(\, s¢g+ 2z) =0, entao

|2 Lz +lsl|A = Aol < slg(|s])-

Vejamos primeiramente que de fato a afirmacao acima é suficiente para garantir a
unicidade afirmada no teorema. Para tanto, suponha que a afirmacao seja valida e tome
(A, u) € B((X,0),p), com u # 0, e tal que F(A\,u) = 0. Como u € E = span{py) B Z,

segue que u = S¢g + z, para algum s € Re z € Z.

Pela afirmagao 2, temos que || 2z ||z +|s||A — Ao| < |s]g(]s|). Desde que u # 0, segue
que s # 0, pois caso contrario terfamos || z ||z +|0||A — Ao| < 0, 0 que implicaria em z =0
e consequentemente u = 0. Portanto, s # 0 e assim

z

LTI =2l = g(lsl). (2.17)
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Dai, se p > 0 for tomado suficientemente pequeno, desde que (A, s¢g + 2) € B((Xo,0), p),
segue que s &~ 0 e portanto da continuidade de g e do fato que g(0) = 0, teremos por (2.17)

que
z
El +n-xl~0
SIE

e além disso
G(s, A\, s712) = s H(F (N, s(dg + s712)) = s F(N, s + 2) = 0.

Logo, pela unicidade garantida pelo teorema da Funcao Implicita, temos
(N, s712) = (A(s),%(s)), isto é, A = A(s) e z = s9(s). Portanto,

{A — A(s)
u = s(¢o + ¥(s)),
como querfamos mostrar.
Agora, nos resta provar a afirmagao 2. Para isso, tomemos (A, u) = (X, s¢g + 2) €
B((Xo,0), p) tal que F(A, s¢p + z) = 0. Assim,
0 =F(X, sp0+ 2) — F(A, s¢0) — DuF (A, s¢0)2
+ F (A, s¢0) — F(A,0) — D, F (A 0)sep
+ D F(X, 0)p — s(A — Xo) DaDuF (Ao, 0) o (2.18)
+ Dy, F (A, s¢g)z — Dy F (Ao, 0)2
+ Dy F (Ao, 0)z + s(A — Ng) DrDyF (Ao, 0)ho.

Como F é de classe C?, temos que

‘F()‘> 5¢0 + Z) = ‘F()‘a S¢0) + DU'F<>‘7 5¢0)Z + 01(“ < HE)

=>F (A sdo +2) = F(X,560) = DuF (A s60)z = on(] 2 l|) H i ”ﬁ
=17 (A 5o +2) = F(A, 560) = DuF (%, s60)zl | = ||on(] = HE)H i HE
F

= || F(A 800 + 2) = F(A sdo) = DuF (X, s¢0)z [[r< ha(l| 2 |[2)]l 2 [, (2.19)

o1(ll 2 [lg)
Iz 1

onde, hy(]| z ||g) := e lim ~(| z|[g)=0.

2llz—0

F
Além disso,

F (A, s¢p0+0) =F(A0)+ Dy F(A 0)spg + 0x(|| s¢o ||)

= F(\, s¢o) — F(A,0) — DyF (X, 0)s60 = 0a(|| 500 || 5) H ZZE Hi
= [|F(A, s¢0) — F(X,0) — sD,F (A, 0)ol | = ||0a(]] 50 "E)m
F

= || F(A sd0) = F(A, 0) = sDuF (X, 0)¢o || < [s]ha(]s]), (2.20)



2.2. TEOREMA DE CRANDALL-RABINOWITZ 84

02(Il 5¢0 [l ) || do |l
I's¢0 [l

Por ultimo, usando que D, F(\g,0)¢g = 0, temos

onde hy(]s|) := e £1_r>% ha(]s|) = 0.

F

Dy F (X, 0)¢p0 = Dy F (Ao, 0)g + DaDyF (Ao, 0) (A — Ao)do + 03(|A — Xo|)

A—A
= DN 0)6 — DaD.F s A = M) = oa(1A = Xl) 3 =3
A—2A
= [IDWF (A 0)ds — DaDuF (Ao, 0)(A — Ao)ol i = ||os(1A — Ao]) IA - AZ:
F
= || DuF (A, 0)p0 — DryDyF (Ao, 0) (A — Xo)do [|[F< [N — Xolhs(JA — Xol), (2.21)

03(]A = Ao) - _
T . e )\1;11}\10 h3(|A — Aol) = 0.

Como Ly = D,F(X,0) e L1 = DyD,F()\g,0), usando as relagoes (2.19), (2.20) e
(2.21) em (2.18), obtemos

onde h3(|]A — Ao|) ==

| Loz + (A = Xo) L1 [[r= || DuF (Ao, 0)z + s(A = Ao) DrDuF (Ao, 0)¢0 ||
< || F(A, 8¢9 + 2) — F (A, s¢0) — Dy F (N, s¢0)z || 7
+ || F(A, s¢0) — F(A,0) — Dy F (X 0)soy || p
+ s | DuF (A, 0)¢0 — (A = Ao) DraDuF (Ao, 0)¢o ||
+ || DuF (A, s¢0)z — Loz || p
< ha(ll 2 [[e) [ 2 | +lslha(]s]) + |s[[A = Ao[hs(]A = Ao])
+ || DuF (A, 8¢0)z — Loz || -

Como o operador (A, z) € R x Z — Loz + AL1¢y € F' é um isomorfismo, segue do

Teorema A.8 que existe ¢ > 0 tal que
| Loz + s(A = Ao) Lago [|r= (| 2 [[2 +Is[|A = Aol),
para todo s,A € R e z € Z, o que implica em

c(ll 2 Iz +[sl[A = Aol) < Iulll 2 &) | 2 |12 +slha(ls]) + [s[[A = Aolhs(]A = Aol)
+ [ DuF (A sdo) = Lo [l 2 [ -

Agora, escolhendo p > 0 de modo que para (A, s¢g + 2) € B((Xo,0), p) tenhamos

c
e || DuF (A s¢0) — Lo |r< -

hs(|A = Xo|) < 1

ha(ll 2 [|g) <

N O

c
4 Y
obtemos,

C C
c(l 2 Mz +lsllA = Aol) = 1 2 | +slhz(ls]) + [s[]A = dol5 + 1 2 I

(I 2 |z +[sl[A = Aol) 4 [s[ha(]s]),

N OO
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isto é, )
Iz e +slIA = Ao < “[s|ha(]s]).

2
Logo, basta tomar g(|s|) = —hs(|s|) para concluir a prova da afirmacao 2 e, portanto,
c

do teorema. O

Observagao 2.1. Segundo Crandall-Rabinowitz [9], a hipétese F € C%*(R x E, F) pode

ser substituida pela seguinte condicao
e« D\F, D,F e D,D,F existem e sao continuas.

No entanto, nesse caso sé podemos garantir a continuidade das aplicagoes s +— A(s) e

s+ u(s).
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3 Estudo de um problema logistico com difu-

sao nao-local via teoria de bifurcacao

Neste Capitulo, baseados no trabalho de Figueiredo-Sousa, Rodrigo-Morales e
Suérez [12], forneceremos uma aplicagido da teoria de bifurcagao ao estudo de uma equagao
logistica com termo de difusdo nao-local, que modela problemas estacionarios de dinamica
de populagoes. Com esse estudo, perceberemos que uma combinacao dos teoremas de
bifurcacao local e global nos fornece mais do que a existéncia de solu¢des para o problema
em questao, mas nos permite compreender o comportamento da dinamica da populacao

em termos da taxa de crescimento.

Esse capitulo estéd organizado do seguinte modo: na primeira se¢ao apresentamos o
problema estudado, na segunda sec¢ao fornecemos resultados preliminares para a discussao

que virda em seguida, na terceira secao apresentamos o resultado principal desse capitulo.

3.1 Modelo estacionario de dinamica populacional

Em Ecologia, a Dinamica de Populagoes é uma importante area que estuda uma ou
mais espécies vivendo em uma determinada regiao, buscando entender como a(s) espécie(s)
interagem entre si e com o ambiente e como as populagoes se distribuem através do espaco.
No estudo de dinamica de populagoes, um modelo estacionario que retrata as solugoes em

um tempo infinitamente grande ¢é

{ — div(d(z, u)Vu) + div(i(e, u, fy e(e)ude)u) = (A — b(z)u)u  em Q. (3.1)

u(z) =0 sobre 02,

em que Q C RY representa o habitat da espécie, u é a densidade populacional em Q, A
denota a taxa de crescimento da espécie e b representa o efeito limitante da aglomeragao
na populagao u. O termo d retrata a taxa de difusao, que representa movimento espacial
da espécie, e podera depender da localizagao geografica z, do nimero de individuos u(x) e
também da populagao total em 2, dada por [, c(x)uPdz. No ultimo caso, a presenga do
termo integral ird caracterizar a equagao (3.1) como nao local. A presenga do termo nao
local pode acarretar algumas dificuldades técnicas no estudo de (3.1): método variacionais,

por exemplo, nem sempre podem ser empregados nessa situacao.

O estudo do modelo estacionério (3.1) nos permite, por exemplo, entender se uma
dada espécie tende a sobreviver ou se extinguir a longo prazo. Mais precisamente, se
(3.1) admite solugao positiva, entdo a populagdo sobrevivera, caso contrario a espécie sera

extinta em um tempo suficientemente grande. Na literatura, a abordagem mais usual
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de (3.1) é através de métodos nao-variacionais, transformando o problema de encontrar

solugoes para (3.1) em uma equagao equivalente da forma

F(A u) =0.

O objetivo do presente capitulo é estudar o seguinte problema logistico

—a </ q(:v)up) Au = u—b(z)u?, x €
Q
u =0, x € 0L,

(3.2)

onde N > 1, Q c RN é um dominio regular limitado, p > 0, A € R, b € C*(Q) é uma
fungao positiva, a € C(R) é uma fungéo positiva e ¢ é uma fungao limitada, nao trivial e
nao negativa definida em €2. Para tanto, vamos esclarecer o que entendemos por solucao
de (3.2).

Definicao 3.1. Dizemos que:

i) u € C(2) N C?(NQ) é solugdo classica de (3.2) se u satisfaz pontualmente a equacio

diferencial em (3.2) e a condi¢ao de fronteira de Dirichlet.

i) u € H} () N C(Q) é solugdo fraca de (3.2) se

a (/Q q(x)up) /QVquo = /Q ()\u — b(x)uQ) ©,

para todo ¢ € H} ().

3.2 Preliminares

Para auxiliar o leitor, fornecemos nesta se¢ao alguns resultados preliminares que

serao utilizados ao longo deste capitulo.

3.2.1 Autovalor

Considere o problema de autovalor

—dAu+bu = Au, em ()
u =0, em 02,

onde b € L>*(Q2) e d é uma constante positiva.

Denotaremos por Aj[—dA+b] o primeiro autovalor de (3.3), que é o tnico autovalor
que admite autofuncao positiva associada. No caso em que d =1 e b = 0, denotaremos o

primeiro autovalor de (3.3) simplesmente por A\; = A;[—A].
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Proposicao 3.1. O autovalor principal A;[—dA + b] satisfaz as seguintes afirmacoes:

1. A aplicacao d € (0,00) — A\ [—dA + b] € R é continua e crescente.

2. A aplicagio b € C(Q) — M\ [—dA + b] € R ¢ continua e crescente.

Demonstragdo. Veja [19]. O

3.2.2 Equacao logistica local

Considere o problema logistico local

—Au = pu — b(z)u?, em
u =0, em Of).

(3.4)

Uma descricdo detalhada do comportamento de (3.4) é fornecida no préximo

teorema.

Teorema 3.1. Se b(z) > by > 0 para todo x € 2, entdo (3.4) admite solugdo positiva se,

e somente se, 4 > A;. Além disso, tal solucao ¢ tinica e serd denotada por 0, .

Demonstracio. Veja [15], [16] ou [23]. O

3.2.3 Sub e supersolucao

Nesta secao, introduziremos o método de sub-supersolucao para o seguinte problema

eliptico nao local

—a (/Q q(x)up> Au = f(z,u), em )
u =0, em OS2,

(3.5)

onde f € C(2 x R). A seguir, definiremos sub-supersolucao de (3.5) e posteriormente

enunciaremos um resultado que sera muito 1util no decorrer do trabalho.

Defini¢ao 3.2. Dizemos que o par (u,u), com u,u € H'(2) N L*°(Q), é um par de

sub-supersolucao de (3.5) se
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o [ane) [ vave = [ e,

para todo ¢ € H}(Q), ¢ > 0 em Q e para todo u € [u, 1], onde [u,u] = {u € L>(Q) :
u < wu < u}.

Teorema 3.2. Assuma que exista um par de sub-supersolucao de (3.5), digamos u,u €

H'(Q) N L>(Q). Entao, existe uma solugio u € Hy(Q) N L>*(Q) de (3.5) tal que u € [u,ul.

Demonstragio. Veja Teorema 3.2 de [8]. O

3.2.4 Regularidade eliptica

Considere o operador K : CL(Q) — CL(Q), definido por K(f) = u, onde u é a
unica solugao fraca (e classica) da equagao linear eliptica
—Au=f, emQ
u =0, em Of).

(3.6)

O operador K é o operador solugdo do problema (3.6). E um fato conhecido na literatura

que K é linear, sua compacidade segue da discussao feita na Observacao 3.1 abaixo.

Teorema 3.3. Seja Q@ C RY um dominio limitado.

1. Se f € LP(Q2), com 1 < p < 400, entdo (3.6) tem uma tunica solugao fraca u €
Hi () N W2P(Q) tal que

I llwze< el £z (3.7)

2. (Estimativa de Schauder) Se Q é de classe C*° e f € C%%(Q), entdo u € C**(Q) ¢

uma solucao classica de (3.6) e
| ullcza< c|| flcoa -

Demonstragio. Veja [5]. O

Observacao 3.1. Segue da desigualdade (3.7) que se {f,} C C(Q) é uma sequéncia
limitada e {u,} C Hg(Q) é tal que

—Au, = fo(z), em Q
u, =0, em 0f),
entdao {u,} C W?P(Q) para todo p > N e || up |lw2r< ¢ || fu |L»< M, onde M independe

de n € N. Desse modo, usando a compacidade da imersao dada no item 3 do Teorema

A.21 (ver Apéndice), concluimos que a sequéncia {u,} admite subsequéncia convergente
em C}(Q).
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3.3 Resultados de bifurcacao para uma equacao logistica ndo-local

Nesta secao, discutiremos a prova do Teorema C. O primeiro resultado que apre-
sentaremos é uma aplicagao do teorema de bifurcacao global de Rabinowitz (Teorema A) e

estabelece a existéncia de um continuum de solugoes, nao necessariamente positivas, para

—a (/ q(x)\u]p) Au = u — b(z)u?, = €Q
Q
u=0, x € 0f).

(Pouz) -

Note que u € C}(€) é solugao fraca positiva de (3.2) se, e somente se, u é solugao de (Pyyz)-
Desse modo, vamos nos concentrar em provar a existéncia de um continuum ilimitado de

solugdes positivas para (P, )-

No que segue, denotaremos por S o fecho do conjunto das solugoes nao triviais de

(Pauz)-

Teorema 3.4. Existe um continuum C C R x CL(Q) de solugoes de (P,,,) emanando de
(A, ) = (a(0)r,0).

Demonstragdo. Primeiramente, note que u € C3(2) é solugdo fraca positiva de (Pyy.) se,

e somente se, u ¢ solugao de

A b(z) A A

—Au = U — u? + u— u, =€
P P a(0) " a(0)”
o [a@hr) ol [ a@ler)
u =20, x € 0f.
Assim, pela definicdo do operador solucao, temos
A b(x) 9 A A
u=K u— u® + u— u
p P a (0) a (0)
o [a@hr) ol [ a@ler)
A 1 1 b(x) 9

Ku + \C

a(0) o ([ atwlulr) O o(fatr)”

Logo, encontrar solugao positiva para (P,,,) é equivalente a resolver a equacao
Ku
u="T\(u) = A—= + h(\ u),

onde h: R x C}(Q2) — C}(Q2) é definido por

ul =K =0.

h(\ ) = AK ! S DY) S oz) 2

o [La@lar) O
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Desde que K : C}(Q) — C¢(Q2) é um operador linear e compacto, para aplicar o teorema

de bifurcacao de Rabinowitz (Teorema A) nos resta checar que h satisfaz (Hz).

Para tanto, observe inicialmente que se u € C¢()), entdo

b(x) U2 ol
a( [ awlar) o

Assim, usando a relagio (3.7) fornecida no Teorema 3.3, e as imersoes W2P(Q) — C1(9Q),

para p > N e C1(Q) — LP(Q), para todo p > 1, temos as seguintes relacdes:

1 1 N b(x) .2
ot | e (Larr) @) ) (L))
Tuller [ [l
s ! R R S bz)
ey~ )T (o))
= e
1 1 " b(x) 2
. “IM a(/QQ(I)Mp) a(|0) | " a(/QQ(x)|U|p> o
U ||t

Além disso,

1 1 1
- u| < - [KIgires

o [at@)ur) O o [a@ar) O

(§]
b b ||
wl < Ilety e,
o [ a@lur) &
Q 1
onde a;, = inf a(s). Dali,
s€[0,00)]
1 1 15 flen
< < = | Hder 2  u,
| b\ flen o at@lur)
luflen = T flen
1 L] b
=C ||\l — + . | wller |- (3.8)
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Além disso,

| @)l @)de

< [ la@lu(a)Pds

< | la(@)l(max|u(a))de

zeQ
= [la@) Il ul? do
= u|% /Q lg(z)|de = 0 quando || u |c1— 0

e assim, pela continuidade de a, segue que

a (/ q(x)|u]p(x)da:> —a(0) quando || u ||cx— 0.
Q
Portanto, de (3.8) concluimos que

[ h(A,w) lle

— 0, quando || u||c1— 0,
[ flen

uniformemente para A em intervalos compactos de R.

Agora, mostraremos a compacidade de h. Seja {(A\,,u,)} C R x C}(Q) uma
sequéncia limitada, isto é, |\, |+ || u, ||c1< M, para algum M > 0. Entao,

0w =3 (s ~ ) ™)~ (i)

Para o termo integral, vale a seguinte estimativa

[ a@anl| <l W [ lata)] < 07 [ Jq)

e portanto
1 1 1
a(/ q(x)]un]p> € | min a, max a| = € ,
Q [~ALNI) [~ N,M] a (Jo q(z)|ual?) max a min a
(NN [—M,M

donde {( I ‘u D a(l())) un)\n} é limitada em C1(Q).
Q n

Analogamente,
b(x)uy Il [l un llEn _ lloller M2
a(Joq(x)|unlP) ||~ min ¢ ~ min a
[—N1,07] [~ 31,1]

Logo, observado isso, a compacidade de h segue porque cada uma de suas parcelas é a

composi¢ao do operador compacto K com um operador continuo localmente limitado.

Para aplicar o teorema de Rabinowitz (Teorema A), devemos encontrar um valor
caracteristico de K/a(0) com multiplicidade algébrica impar. Note que A # 0 é valor
caracterfstico de K/a(0) se, e somente se, existe u € C3(Q)\{0} tal que

K@ _ 1= Dy A (@0 e au=
a(o)—)\@lC() ) @A<A> & —A 20"
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Tomando A = a(0)A; na relagdo anterior, onde A\; é o primeiro autovalor do laplaciano,

l;((g)) — a(Ol) U é equivalente a

concluimos que a equacgao

—Au = agzzglu = \u, em

u =0, em Of).

Desde que \; é autovalor simples do operador laplaciano, segue que A = Aja(0) é
valor caracteristico de K/a(0) com multiplicidade algébrica impar. Portanto, do teorema

de Rabinowitz (Teorema A) concluimos que existe uma componente conexa maximal C de
S emanando de (a(0)A,0).

]

O teorema de Rabinowitz, apesar de nos fornecer a existéncia de um continuum
global de solugoes para (P, ), ele nada nos diz sobre o sinal das solugoes. No que segue,
aplicaremos a estratégia adotada por Lépez Gomez em [20] para mostrar que C admite um
subcontinuum ilimitado de solugoes positivas de (P, ). Para tanto, observemos inicialmente
que, denotando por Ay = a(0)\; e L(A) : CH(Q) — CL(R2) o operador definido por

temos que Ker(Ly,) = span{¢1), em que ¢; é a autofungao do laplaciano associada ao
autovalor A\; e que satisfaz ||¢1]|ct = 1. Pelo Teorema A.15 (ver Apéndice), podemos

decompor o espaco C;(£2) como segue
Co(Q) = Ker(Ly,) & Rg(Ly,). (3.9)

Novamente do teorema de Hahn-Banach (ver Apéndice, Teorema A.5), concluimos que
existe ¢} € (C% (ﬁ))* nao nulo tal que

Rg(Lx) = {u € Co(Q) : (¢1,u) =0} e (¢7,61) =1,

em que (-, -) representa a dualidade entre C}(€) e (C’& (Q))*

Da decomposicio dada em (3.9), temos que para cada u € C}(f2), existem tinicos

s€Rew € Rg(L),) tais que u = s¢; +w. Além disso, segue da caracterizacdo de Rg(Ly,)

que
(91, u) = (01, 5¢1) = 5(d1, 1) = 5. (3.10)
Vamos agora definir os seguintes conjuntos abertos:
A%y = {0 ) ER X CY@) + A= o] < e e (6}, u) > ofuflen}
e

As = {A\u) ERxCH(Q) : [A—=Xo| <ee (@, u) < —d|ullc}
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Proposicao 3.2. O conjunto S admite dois subcontinuums C* e C~ emanando de (Ao, 0),
em que C* C S\AZ; e C~ C S\A;. Além disso, dado § > 0, existe rg = r(d) > 0 tal que

para r € (0,79) tem-se
S\{(X0,0)} N B, (X0,0) C Acs :=AT5UAZs e CN B X, 0) = (CTUCT) N Br(Ao,0)

e para cada (A, u) € (S\{(Xo,0)}) N B,.(Ao,0) existem tnicos s € R e w € Rg(L,,) tais
u = s¢1 + w, onde |s| > §|lullc1, A = Ao+ 0(1) e w = so(1) quando s — 0. Finalmente,
cada uma das componentes C* e C~ satisfazem uma das alternativas do Teorema A ou
contém um ponto (A, u) € R x (Rg(Ly,)\{0}).

Demonstragio. Veja Proposi¢ao 6.4.2 e Teorema 6.4.3 em [20]. O]

Denotando por P o cone positivo de C1(Q) e P o interior de P, é um fato conhecido

na literatura que P = {u € CLQ) 1u(x)>0e gu(x) <0, Vx € 89} # (). Para concluir
n

a prova do Teorema C devemos mostrar que C* satisfaz o item (i) do teorema de Rabinowitz

(Teorema A) e que CT C R x P. As proposicdes que seguem nos auxiliariio nessa tarefa.

Proposicao 3.3. Ay é um valor de bifurcagao de solugoes positivas de (P,y,;) € é o tnico

com esta propriedade.

Demonstragio. Ora, primeiramente observe que se (A, u) € Ct N B,()\g,0), entdao segue
da Proposigao 3.2 que u = s¢; + w, para algum s > d||lullc: > 0 e w = so(1). Como
$1 € P, temos que se s > 0 é suficientemente pequeno, entdo ¢, + o(1) € P e portanto
u = s(¢1 + o(1)) € P. Com isso, concluimos que (\g,0) é um ponto de bifurcacio de

solugdes positivas de (Puyy).

Para provar que (A, 0) é o tnico ponto de bifurcagao de solugbes positivas de
(Pauz), suponha por contradigdo que existe um valor caracteristico A, de IC/a(0) tal que
(A, 0) € S, com A, # a(0)Aq, e considere (A, u,) — (A, 0) em R x C}(Q) com u,, > 0,
onde {(A\n,u,)} C S. Entao,

An ,
—Au, = D) (up — b(z)uz), =€

up(z) >0, reN (3.11)
Uy (z) =0, x € 0N,

Dividindo ambos os lados da equacao em (3.11) por || u, ||c1, obtemos

AU 1 < Anln b() un>

= — U
Funller a(Joa(@)un) \[ un flcr "l flen
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Desse modo, denotando por z, = u,/ || u, ||cr, concluimos que z, satisfaz

_ - _ 1 _
Az, (T a@) (Anzn — b(2)upz,), em Q (3.12)

Zn =0, em Of).

Aplicando o operador solugao em (3.12), obtemos

1
K|———5 (A\nzn — b(x)unzn)> = 2.
(a (Jo a(x)un)
Como {u,} ¢é limitada em CZ(), segue que existem constantes positivas ¢; e ¢y

tais que
aq<a </ q(x)uﬁ) < ¢y, VneN. (3.13)
Q

Explorando que || z, ||c1=1 e (3.13), temos

1

m (Anzn — b(x)upzy)

< M, para algum M > 0.
c

Logo, pela Observacao 3.1 segue que z, — z em C*(Q), a menos de subsequéncia,
para algum 0 < z € C}(2). Assim, testando (3.12) por ¢ € HE(Q), obtemos

b
@ a(Joq(x)un)

Desse modo, fazendo n — oo em (3.14) concluimos que

/QVngzJ:/QGSO)()\*z—O)w:/Qa(S)z%

isto é, z > 0 é solucao fraca de

/Q V2,V = (Anzn — b(2)tnzn) 0. (3.14)

—Az = ;(‘a)z, em ()

z =0, em 0f2.
Desde que || z, ||cr= 1, segue que || z ||cx= 1, donde z # 0. Logo, A\./a(0) = Ay, o que
implica em A\, = a(0)A;, que é uma contradigao.
O

Proposigao 3.4. Seja C} o subcontinuum maximal de C* que estd contido em R x P.
Entdo C5 =C*.

Demonstracio. Temos até agora a garantia de que os pontos de C™ em uma vizinhanca
B,(Xo,0) de (A, 0) estdo em R x P. Vamos agora provar que Cj = C*. De fato, caso

contréario existiria (., u,) satisfazendo:
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i) (A ue) & Br(Xo,0)

ii) (A, uy) € CT N (R x OP)NACE.
Desse modo, para alguma sequéncia (\,,u,) € CT NR x P terfamos

Ay tn) = (A, u,) em R x C3(9),

em que
—Au, = An (up, — b(x)u?), =€
a(fo q(@)|unl?)
up(x) >0, re (3.15)
up(x) =0, x € 0N.

Portanto, usando a formulagao fraca de (3.15) e aplicando o limite n — oo, concluimos

que (A4, uy) é solugdo de (P,yy) € uy > 0 em €, isto é,

A
—Au, + <bu*) Uy = . Uy, T €
a( [, a(@)lux|?) a(Jo q(z)|uP)
u(z) > 0, x €}
us(z) =0, x € oS

Observe que da relagao acima, devemos ter u, = 0 em 2, caso contrario, como o

operador —A - + (b)u* - satisfaz o principio do maximo forte (veja Teorema

a( [, a(@)lux|P
A.23), terfamos u, € P, o que é impossivel. Portanto, u, = 0, e como consequéncia da

Proposigao 3.3 temos que A, = Ay, mas isto contraria o item 7). O

A seguir, fornecemos um resultado de existéncia, que é uma consequéncia do

Teorema de Krein-Rutman.

Proposicao 3.5. Para cada f € P, a equagao

A

u—= @’C(U) =Y,

admite exatamente uma solucio positiva em P se A < )\ e nao tem solucdo em P se
A > Ao

Demonstragio. Veja Teorema 3.1 em [3]. O

Prova do Teorema C: Segue da Proposicio 3.4 que Ct € R x P, dai C* trata-se de
um continuum de solugdes positivas de (P, ), € portanto de (3.2). Por outro lado, segue
da Proposigao 3.3 que CT NR x {0} = {(X,0)}. Assim, a prova do Teorema C fica
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estabelecida se concluirmos que o continuum C* satisfaz a condigao (i) do Teorema A,

para isto devemos excluir a terceira possibilidade dada na Proposi¢ao 3.2.
Suponha por contradi¢ao que exista um par (A, y) € C* N (R x Rg(Ly,)\{0}) .
Entdo, y € P e
A
u— > Ku =y,

a(0)

para algum u € C}(9).
Tomando M > 0 suficientemente grande, temos que u + M, € P, e mais,

Ao = u—ﬁ u — = u—i u) | =
U+M¢1—Q(O)IC(U+M¢1)—< a(O)IC( )>+M(¢1 A1) ( a(O)lC( ))(3116/7)

isto é,

u+M¢1—a)(\8)IC(u+M¢1):y€P.

Ora, mas pela Proposicao 3.5 isto é impossivel. Com esta contradi¢ao, descartamos a
possibilidade do continuum C* satisfazer a terceira alternativa fornecida na Proposicao

3.2, portanto CT é um continuum ilimitado de solugdes positivas de (3.2).

3.3.1 Direcao da bifurcacao

Nesta secao, nosso principal objetivo é estudar o comportamento qualitativo das
solucoes positivas de (3.2). Para tanto, relembre que pela Definigao 2.2 a direcao da
bifurcacao é dita supercritica se para qualquer sequéncia de solugdes positivas { (A, u,)}
de (3.2) tal que A\, — a(0)A; e || u, [c— 0, temos A, > a(0)A;. Analogamente, se

An < a(0)Aq, entdo a direcao da bifurcagao é dita subcritica.
Proposigao 3.6. Seja (A, u) € C* uma solugao positiva de (3.2) e denote por

d= a(/gq(x)up).

Entdo, u/d é a tnica solugao positiva do problema (3.4) e A > d\; > ap)A;, em que

ar = Inf a(s).
L $€[0,00)] ( )

Demonstracao. Para a primeira parte, observe que ao denotarmos por d = a ( / q(:c)up),
Q

—Au:cli()\u—b() )@—fAu— (;)\u—b ))

-a(3)=3(0) -0 (3)

segue do fato de (A, u) ser solugao de (3.2) que

SH \
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Portanto, concluimos das equivaléncias acima que u/d é solugao positiva de (3.4) com

i = A/d. Desse modo, segue da unicidade afirmada no Teorema 3.1 que

Para a segunda parte, note que de u ser solugao positiva de (3.2) segue que u

satisfaz

—dAu + (b(x)u)u = Au, em {2

u =0, em OS2,
isto é, u é autofuncao positiva do operador (—dA - +bu-). Contudo, sabemos que o primeiro
autovalor de (—dA - +bu-) é o inico autovalor que admite autofungao positiva associada,

portanto temos necessariamente que A = A\;[—dA+b(x)u|. Assim, pelo item 2 da Proposicao

3.1 concluimos que
A = M[—dA + b(x)u] > \[—dA 4 0] = A\ [—dA]. (3.17)
No entanto, note que \;[—dA] é o tnico autovalor do problema

—dAu = Mu, em ) —Au = %u, em )
& (3.18)
u =0, em 02 u =0, em 02,

para o qual (3.18) admite solugao positiva. Por outro lado, o problema
—Au=Au, em ()
u =0, em 02

sO admite solugao positiva para A = A;. Portanto, devemos ter

Ai[—dA]

d = /\1 == Al[—dA] = d)\l

e assim segue de (3.17) que
arh < a (/Q q($)up> AL < A
[

A seguir, demonstraremos o Teorema D, que nos fornece resultados sobre a dire¢ao

da bifurcacao do continuum C* de solugoes positivas de (3.2) que emana de (a(0)A1,0).

Teorema D. Seja C* o continuum de solugoes de (3.2) emanando de (a(0)A;,0). Assuma
que a € C*(R) e denote por ¢, a autofuncio positiva associada ao primeiro autovalor Ay,

com norma || ¢ ||z2z= 1. Entao,
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1. para p > 1 a direcdo da bifurcacao é supercritica.

2. para p =1 a dire¢ao da bifurcagio é supercritica (resp. subcritica) se

JRCE: JRCE

a'(0) > — resp. a'(0) < —
Al/Qq(x)sm ’ Al/Q(J(m)le

3. parap <1
(3.1) a dire¢ao da bifurcagao é supercritica se a’(0) > 0

(3.2) a direcao da bifurcagao é subcritica se a’(0) < 0.

Demonstragio. Assuma que p > 1 e defina F : R x C2(Q2) — C(Q) por
F(A\u)=a </ q(x)up) Au + \u — b(x)u?.
Q

Se (\,u) € R x C3(Q) é tal que F(\,u) =0, entdao u ¢ solugdo cléssica (e, portanto fraca)
de (3.2). Vamos aplicar o teorema de Crandall-Rabinowitz (Teorema B) para a equagao
F (A u) = 0. Para tanto, segue da Observacao 2.1 que devemos checar se Dy F, D, F e
D,D,F existem e sao continuas. De fato,
FA u+tv) — F(\ u)
t

a (/Q q(x)(u+ tv)p> Alu+tv) + AMu + tv) — b(z)(u + tv)?

= lim

t—0 t

Dy, F (A, u)v = lim
t—0

t

= [a’ </Q q(m)u”) /Qq(x)pup_lv} Au — 2b(x)uv + a </Q q(x)up> Av + v,

para todo v € CZ(f2), onde a tltima igualdade decorre dos seguintes limites:

lim ’ </Q ot tv)p> - (/Q Q(x)up) = lim o’ < /Q q(z)(u+ tv)p> /Q q(x)p(u + tv)P v

t—0 t t—0

— ([t [ at)prto
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fim b(z)[u? — (u + tv)?] — lim b(z)(u? — u? — 2utv — t?v?) — ob(w)un,

t—0 t t—0 t

onde no calculo do primeiro limite usamos o Teorema do Valor Médio. Logo, segue do fato

de p > 1 e da regularidade C* de a que D,F é continua. Analogamente,
FA+ h,u) — F(\ u)

DAF(A,u) = lim

h
[a (/ q(x)up> Au+ A+ h)u —b(z)u? —a (/ q(x)up> Au — A+ b(x)u?
= lim {2 {2
h—0 h
. hu
= h
= u’

o que implica que D)F é continua. Por fim,

Dy F (A u+ tv) — DyF(A u)
t

DD, F(\ u)v = lim
t—0
(u+tv) —u

=lim— =,
t—0 t

para todo v € CZ(Q), donde segue a continuidade de D, D, F.

Para aplicar o teorema de Crandall-Rabinowitz (Teorema B), nos resta agora
encontrar \g tal que Ly := D, F (Ao, 0) satisfaca Ker(Ly) = span{p1) e cod(Rg(Lg)) =1e
L1 := D D,F (Ao, 0) cumpra a condi¢ao Lipy ¢ Rg(Ly).

Ora, Lov = D,F (Ao, 0)v = a(0)Av + A\gv = 0 para v € C3(Q) se, e somente se,

—Av = ﬂv, em {2
a(0) 6
v =0, em 0f2.

Assim, tomando ’\0) = A1, temos que v € Ker(Lg) se, e somente se, v € span{pr), em

a(0
que 1 é a autofungao positiva do laplaciano associada ao primeiro autovalor \;. Portanto,

tomando Ao = A\a(0), a condigdo Ker(Lg) = span(p;) se cumpre.

Vamos determinar cod(Rg(Ly)). Ora, f € Rg(Lgy) € C(£2) se, e somente se, f = Lgv,

para algum v € C2(Q), o que é equivalente a v ser solugao cldssica, e portanto fraca, de

— — _
Av = Mo Zop em Q (3.19)
v =0, em Of).
Considere S : L*(Q2) — L*(Q) o operador solugao de
—Au=f, emQ
u =0, em 02,

(3.20)
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isto &, S(f) = u, onde u € H} () ¢ a tinica solugao fraca de (3.20). Desse modo, voltando

em (3.19), temos que

feRg(Lo) & v=MSw)—S ((I(fo)> & (I—MSw=-S (a{())) (3.21)
e f € C(Q). Denotando por T := A\ S, podemos ainda reescrever (3.21) como
(I-Tw=-— <a(f0)> . (3.22)

Desde que T : L*(Q) — L*(Q) é um operador compacto, segue da Alternativa de
Fredholm (ver Apéndice, Teorema A.16) que

Rg(I —T) = Ker(I —T*)*. (3.23)

Por outro lado, T' é um operador compacto e simétrico definido no espaco de Hilbert

L*(€2), munido do produto interno

(6,012 = | ovda.
Desse modo, T* =T e
Ker(I = T*)* = Ker(I = T)* (3.24)
={w e L*Q): (w,v)2 =0, Vv e Ker(I -T)}.
No entanto,
veKer(I-T) < v=Tv=X\Sv=_5(\v)
—Av=XMv em{
=
v =0, em 02
& v € span{py).

Assim, unindo as informagoes dadas em (3.22), (3.23) e (3.24), concluimos que

f € Rg(Ly) se, e somente se,

-S <f> € Rg(I —T)= Ker(I —T)*

a(0)

[5() ) =0 ot [-5() mte—o

Por outro lado, desde que

—Ap; = Ay em Q
p1 =0, em 0f),

e portanto
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segue que
/levu _ Al/(zgolu, Vue HY(Q).
Em particular, para uy := —S (ﬁ) =5 (—ﬁ) temos
/ngVuo = )\1/ ©1UQ. (325)
Q Q

Finalmente, desde que

o(0) (3.26)

—Aug=—-L  emQ
ug = 0, em 02,

usando a formulagao fraca de (3.26) e tomando como fungao teste ¢ = ¢, obtemos

/Q VoV, = /Q o1 (-a<fo)> (3.27)

Portanto, combinando (3.25) e (3.27), concluimos que f € Rg(Lg) & f € C(Q) e

f _

— - = = Q

/Q 5<a<0> orda O<:>/Qu0901 0, feo®)

oL / VueVg, =0, feC@)
N Jo U V1 =Y,

1 _
= Q

@/ﬂ(plfzo, fec@)

< (fip1)2 =0, feC()
& f € span{p)t N C(Q).

Como L*(Q) = span{p1) @ span{p;)* e C(Q) C L3(), segue que

C(Q) = (C() N span{p1)) P(C(Q) N span{er)™) = span(er) P Ryg(Lo). (3.28)
Portanto, cod(Rg(Ly)) = 1, como querfamos provar.

Por fim, segue de Li(y1) = Dy D \F(a(0)A1,0)(p1) = ¢1 € (3.28) que

Lipy & Rg(Lo).

Checadas as hipéteses do Teorema de Crandall-Rabinowitz (Teorema B), concluimos

que existe € > 0 e aplicagdes continuas
w:(—€,e) — R et:(—€€) — Z,
onde Z é o complemento topolégico de Ker(Lg), tais que a curva parametrizada

{)\(s) = a(0)A; + u(s)
u(s) = s(pr +1(s))
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contém toda e qualquer solucao nao trivial de F(A, u) = 0 em uma vizinhanga de (a(0)A;,0)
em R x CZ(9).

Expandindo a(t) em séries de Taylor, obtemos

a(t) = a(0) + ta’(0) + 6(t), onde lim H(tt) = 0. (3.29)

t—0

Assim, usando (3.29) e explorando o fato de que para cada s € (—¢,€) o par ordenado

(A(s),u(s)) € solugao da equacao diferencial (3.2), obtemos

- (a(O) +d(0) /Q g(2)u (s)dw + 6 ( /Q q(x)up(s)dx>) Au(s) = Ms)u(s) — ba)u(s)
& = (a(0)+ /)" [ a(@)or+ v()Pda+0 (& [ a@)or +v(s)de) ) Alstior + ()
= (a(0)A1 + p(s))s(e1 + ¥(s)) — b(x)s* (01 + ¥(s))*.

Para simplificar a notagao, denotaremos por J = / q(z)(p1 + ¥(s))Pdz. Desse modo,
Q
voltando na equacgao acima, dividindo ambos os lados por s e testando a equacao com ¢y,

obtemos

| (@(0) + d/ ()77 +0.(°7)) V(1 + ¥(5)) Vipr
= [ [@(O) + u()) (01 +(5) = b(x)s(i1 + 1(s))?] rd
& [ aOVave + [ aOVevis) + [ d0sIVe Ve + [ d0)8TV6T0()
+ /Q (s".]) Vi1 Vo + / 0 (sPJ) Vi1 Vib(s) = /Q a(0)A1 2 (3.30)

+/Qa( )AL ()1 +/ )1 +0(8))e1 —S/Qb(x)(gol +1h(s)) %0

Como /V¢1Vg0 =)\ / ©1¢, para todo ¢ € H}(2), temos em particular que

a(0)Vp1 Vo = a(o))\l/QSO%

S~ 5~ 5~ 5~ 5 5

a(0)VeiVii(s) = alO)h [ ore(s)

a'(0)s? JV 1V, = a’(O))\lspJ/Qgpf
a'(0)s? IV Vi)(s) = a'(O))\lspJ/Qgpllp(s)

0" ))\VerVier = 0" TN | &

B(sPJ)V o Vi (s) = (s T\ /Q o1 (s)
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Assim, substituindo as relacdes anteriores em (3.30), obtemos
M [ @+ a0 [ ori(s) +aONsT [ G+ d OhsT [ ool
F0( ) [ @+ 0" [ pr(s) = alO)A [ G+ alOh [ v(s)en
+1us) [ o1+ () — s [ bl +6() e
a' (0)Ays” /Q 02 1 ' (0)A\s”] /Q o1(s) + B(s" )\ /Q o (3.31)
F0( I [ @r(s) = u(s) [ (o1 +0()er = s [ @)1+ ()%

Agora, isolando p(s) na relagdo (3.31) e dividindo cada parcela por s”, obtemos

W) CON { /Q o+ /Q golw(s)] +0(sP )\ [ /Q o /Q golw(s)}

¥ 5 [ (o1 + v()en
s [ b@) (1 +¥()
5 [ (o1 + 0()n
M | [+ [ o]+ [ b+ )%
e+

O(s"J) M [/Q 90%‘1‘/&)@11?(5)}

[ (o1 + ()

+

_|_

(3.32)

Queremos agora fazer s — 07 e analisar o que ocorre com y(s)/s”. Vamos usar o

teorema da Convergéncia Dominada (ver Apéndice, Teorema A.19) para mostrar que

[ (or+u()rde =5 [ (o1 +w(0)rds.

Com efeito, denotando ¥ (s) por 1, sabemos que s +— 15 é continua, donde
li s = Oa
Jim | s = o [l

portanto, usando que 1(0) = 0, concluimos
lim [max{ws( )|}] =0 (3.33)
s—0+ xe

= lim+ [s(z)| =0, VzeQ

= lim ¢,(x) =0, Vzel

s—0t
Além disso, de (3.33) segue que, dado M > 0, existe 0 < ¢ < € tal que para todo s € (0, 6)

vale que

max [1),(z)| < M = |[¢,(z)| < M, V€.

e
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Assim, segue do teorema da Convergéncia Dominada que
li / P — li P = / 3
Jim [ (o1 + ()" = | lm (o1 +40)" = |

Analogamente,

Por fim, explorando que
. 0(sPJ)
lim ——= =

s—0+  SsP

eJ= / )(p1 + ¥(s))Pdx, podemos fazer s — 01 em (3.32) para concluir que

we) CON [a@e v yde| [ e+ [ o)+ [ b+ )

o o1+ v()en

O(sP.J)\ { /Q o1+ /Q smb(s)}

5 [ (o1 + 0()en

a'(0)A / 901/ v+ <sli>m 5! p) /Qb(@@?
/9901 |

Finalmente, afirmamos que o continuum C* de solugoes positivas de (3.2) obtido

+

N (3.34)

quando s — 0.

no Teorema C estd contido em R x C2(Q). Com efeito, se (\,u) € CT, entao

—Au = ] (Au —bu?), em 0

1
o J au?
u =0, em 02,

onde a expressdo do lado direito da equacio acima pertence a C(£2). Desse modo, segue
da regularidade eliptica dada no item 1 do Teorema 3.3 que v € W?P(Q), para p > N.
Portanto, usando a imersao de Sobolev (ver Apéndice, Teorema A.21) concluimos que
u € CY(Q), para v = 1 — N/p. Assim, explorando que b € C1(Q) c C%7(Q) e usando
regularidade dada no item 2 do Teorema 3.3, concluimos que u € CZ(£2), provando assim
a afirmagdo. Assim, desde que para s > 0 temos u(s) > 0, podemos explorar a unicidade

garantida pelo teorema de Crandall-Rabinowitz (Teorema B) para garantir que o continuum
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obtido no Teorema C coincide com a curva s — (A(s),u(s)), para s > 0 suficientemente
pequeno. Portanto, para saber se (a(0)A1,0) é um ponto de bifurcagao subcritico ou
supercritico, basta analisarmos o sinal de u(s) (ou p(s)/s?) quando s — 0. Vamos agora

provar cada um dos itens do teorema.

Item 1: p > 1.
Nesse caso, desde que lirél+ s'P = o0, segue de (3.34) que
s—
tim M5~ g,
s—0t SP

independente do valor de a/(0), donde a dire¢ao da bifurcagao serd supercritica.

Item 2: p=1.
Note que,
1 2 3
oos) a(O)Al/QQ(I)sol/Qsol +/Qb(l’)901‘
s—0t S / 90%
Q
Dai, se
/ b(z)pt / b(x)ey
a(0)> -2 lresp. d'(0) < —2—

M !

1 QQ(@% 1 99(95)901

entao (a(0)A1,0) serd um ponto de bifurcacdo supercritica (resp. subcritica).
Item 3: p < 1.

Nesse caso, nao podemos acionar o teorema de Crandall- Rabinowitz para estudar
a direcao da bifurcacdo, uma vez que a regularidade C! do funcional ndo é garantida. Para
determinar a dire¢ao da bifurcagio, consideremos {(\,, u,)} uma sequéncia de solugoes
positivas de (3.2) tal que
>\n — CL(O))\l

| wn [[c— 0.

Vamos separar a nossa analise em dois subcasos: a/(0) > 0 e a’(0) < 0.

Item 3.1: a’(0) > 0.
Como . 0
0<d(0) = lim “H =20
t—0t+ t—20

entdo, para € > ( suficientemente pequeno temos que a(t) — a(0) > 0, para todo ¢ € (0, €).

Por outro lado,

0< [atytdr < [ aw) | 1 de =l 1 [ alx)de =0
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Desse modo, existe ng € N tal que para todo n > ng vale que
0< /Qq(x)ufldx < €,
donde
a (/Q q(:r:)uﬁd:v) > a(0).
Agora, uma vez que (\,, u,) satisfaz
a (/Q q(m)uﬁ) Auy, + b(2)ugu, = Ay,  em )

Uy = 0, em 02,

temos que
A=\ {—a < q(x)uﬁ) A+ b(:v)un] ,

e assim segue da Proposicao 3.1 que

b= o ftene) ]

SURIVREDE
> A [—a (0) A
=a(0) A\ [-A] = a(0)\;.

fe}

Portanto, no caso em que a/(0) > 0 e p < 1, a diregdo da bifurcagao serd supercritica.

Item 3.2: d/(0) < 0.

Suponha por contradigdo que em a(0)A; a bifurcagdo é supercritica. Nesse caso,

existe uma sequéncia {(\,, u,)} de solugoes positivas de (3.2) tal que

)\n — a(O)/\1
| wn [[c— 0 (3.35)
)\n > (I(O)/\l

Seja ¢ > 0 suficientemente grande de tal modo que

b(x)p?
a'(0) < —W (3.36)

e considere o problema

—a (c/ q(x)u) Au = Mu — b(z)u?, em Q
Q
u =0, em Of).

(3.37)
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Observe que (3.37) é andlogo a (3.2) no caso em que p = 1 e ¢(x) é substituido por cg(x).
Assim, explorando a desigualdade (3.36), podemos aplicar o item—2) deste teorema para

concluir que a dire¢do da bifurcagao de (3.37) em a(0)\; é subcritica.

Vamos usar o método de sub-supersolugao para construir uma sequéncia { (i, w,)}
de solugdes de (3.37) de modo que u,, > a(0)A1, o que contradiz o fato de (a(0)A1,0) ser
um ponto de bifurcacao subcritico para (3.37). Para tanto, considere a sequéncia { (A, u,)}
de solugoes positivas de (3.2) dada em (3.35) e tomemos p,, = \,. Desde que a € C'(R)
e a’(0) < 0, segue que existe € > 0 tal que d/(t) < 0, para todo t € (0,€), e portanto a é

decrescente em (0, €). Além disso, por hipitese p < 1 e

| tin [lc— 0

up(x) >0, em .

Dai, temos que
Il [l 0,

ou seja, para ¢ dado em (3.36), existe ng > 0 tal que para todo n > ng temos

U _ 1— 1
ol < <

Desse modo, para n suficientemente grande temos que
cu, < ub = q(z)cu, < g(x)ul em Q
e portanto

0< /ch(x)un < /Qq(:p)uﬁ < €.

Logo, desde que a é decrescente em (0, €), tem-se

a (/Q q(m)uﬁ) <a </Q cq(m)un> :

para n suficientemente grande.

Vamos agora construir a subsolugdo e a supersolucgao de (3.37) com A = p,,. Para
a supersolucdo, considere T = u,, e tome u € [u,u| arbitrario. Desde que || u, |[c— 0 e
An — Aa(0) > 0, segue que A\, — b(x)u,(z) > 0 para todo z € § e n suficientemente
grande. Dal,

/Q (A — b(@)un)p > 0, (3.38)

para n suficientemente grande e 0 < ¢ em H} ().

Por outro lado, vimos que a é decrescente em (0, €). Desse modo, como

0 </ P <
Qq(x)un €
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para todo n suficientemente grande, para u € [u, ] temos

0< /Qq(x)up < /Qq(x)uﬁ < €.
o [ atwer) <a( [ aw)

e portanto explorando que (A, u,) é solugao de (3.2) e a desigualdade (3.38), temos que

Logo,

o ([ catwy) [ Vu.ve = /<>§ O = b))
)
)

AV
Q
N/~ /

Finalmente, desde que u = 0, temos que ¢(z)u? > cq(z)u, donde

a (/Q q(a:)up) <a (/Q cq(a:)u) .

Assim, voltando em (3.39), concluimos que

a (/Q cq(x)u) /QVUVgo > /Qﬂ()\n — b(z)u)p

para todo ¢ > 0 em HJ}(Q) e u € [u,u]. Logo, u = u, é supersolucao de (3.37).

Queremos agora construir uma subsolugao u para (3.37) tal que u < @ em (2. Para
isso, tomemos u = €y, onde € > 0 sera escolhido apropriadamente. Para que u = €p; seja

subsolugao de (3.37), devemos ter

(/ )/ Vuve </ w = b(x)u’) . (3.40)

para todo 0 < ¢ € H}(Q) e u € [u, 1], isto &,

a (/Q cq(x)u) /\16/Qg01<p < /Q ()\negol — b(a:)ezgof) ©. (3.41)

Explorando mais uma vez o fato de a ser decrescente em (0, €) e que [, cq(x)u, €
(0, €) para todo n suficientemente grande, se supormos por um momento que u < U = Uy,

entdo para todo u € [u, ] teremos

a(0) >a (/Q cq(x)u) .

Desse modo, para que (3.41) ocorra, basta que

a</Q cq(x)u) e)\l/ﬂgolgo—/ﬂ)\negolgojtfﬂbe%fgo

0x [ oo = e [ero+e b lell gl [ oo
Q Q Q

(@M = A+l bl o1 llo) | ere < 0.
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Assim, tomando

)\n — (1(0))\1
1o llell @1 llo
temos a garantia de que u = e satisfaz (3.40), para todo ¢ > 0 em H}(Q) e u € [u,u].

D<ex<

Agora, nos resta verificar que u(z) < u(x), para todo = € 2. Desde que ; pertence
ao interior do cone positivo P de C& (ﬁ), entao existem constantes positivas c; e co tais

que c1d(x) < ¢1(x) < cod(x), para todo x € 2. Logo,
ecrd(z) < u = ep; < ecad(x),
para x € ().

Por outro lado, como @ = u,, e

1
—Auy, = ————— (Nt — b(x)u2), em Q
o Ul calryuy) 1~ )
up =0, em 010,
Anty — b(2)u? _
onde h,(x) := nttn — bl@)us, € C(Q), segue da teoria de regularidade eliptica que

a(Jqcq(w)uy)
u, € W?P(Q) para p > N. Assim, podemos acionar o principio do méximo forte (ver

Apéndice, Teorema A.23), para garantir que u = u,, também pertence a P. Assim, devem

existir constantes positivas by e by tais que

bid(z) <1 = u, < byd(z).

Reduzindo €, se necessario, de tal modo que ecy, < by, entao teremos que

u < ecod(z) < byd(z) < .

Logo, u = €p; e U = u, é um par de sub-supersolucao para (3.37) e portanto segue
do Teorema 3.2 que existe uma solugdo de (3.37) em [u, @, com A = A, > a(0)A;. Ora, mas
isso contraria o fato de (A1a(0),0) ser um ponto de bifurcacdo subcritico para (3.37) e esta
contradigao decorre de supormos que (a(0)A;,0) é um ponto de bifurcagao supercritica de
(3.2). O

Vimos na Proposicao 3.6 que se (3.2) tem solugao positiva, entdo A > apA;. Além
disso, gracas aos Teoremas C e D, temos a garantia da existéncia de um continuum de
solugbes positivas de (3.2) emanando de (a(0)A1,0), além de conhecermos a diregao da
bifurcagao desse continuum. O Teorema E, que provaremos a seguir, assegura a existéncia
de solugbes positivas de (3.2) para qualquer A > a(0)A; e nos fornece um resultado de

unicidade, caso condi¢oes adicionais de a e b sejam requeridas.

Teorema E. Se b(z) > by > 0 para todo x € €2, entdo para cada A > a(0)A; o problema
(3.2) admite solugao positiva. Além disso, se a é crescente e b é constante, entao a solugao

de (3.2) serd unica.
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Demonstragio. Por hipétese, b(z) > by > 0, para todo z € 2. Suponha que para algum
A* > a(0)A\; o problema (3.2) nao admita solucdo. Nesse caso, a projecao de C em R
(Projg C) estd contida em [azA;, \*], onde C C R x C(Q) é o continuum de solucdes

positivas de (3.2) fornecido no Teorema C.

Seja (A, u) € C e defina

Qoz{xEQ:u(:U)>b)\}.

Entao, u| = A/bg e

2191}

T

a ( / q(x)u(x)p) Au(z) = Mu(x) — bz)u?(z)
)

u(z)(A = b(x)u(z))
(bou(z) — ($)U($))
)(bg — b(z)) < em €.

()
u(z)

u?(x

VAN

Resumidamente, temos

—a </ q(x)up) Au <0, em
Q
A

(201} 890

u=—,
bo
Nesse caso, segue do principio do maximo (ver Apéndice, Teorema A.23) que u < A\/by em
Qp, 0 que é um absurdo. Portanto, 0y = 0 e assim temos que

)\*

0 <u(x) < b

donde || u [[c< A*/by. Ora, mas isso é uma contradi¢ao, pois por um lado temos que C é
ilimitado, por outro lado acabamos de provar que se (A, u) C C, entao

2\
AE [CLL)\l,)\*] e H (7 Hcg bf
0

Portanto,
[apA1,00) D Projr C D [a(0)A1, 00).

Assuma agora que a é crescente e b é constante e tome u; e us solugoes positivas

de (3.2). Temos 3 casos a considerar:

Caso 1: /Qq(a:)qu:/Qq(:E)ug.

Nesse caso, temos

—a (/ q(:c)uf) Au; = Au; — b(z)u?, em Q
Q
u; = 0, em 02,
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com % = 1,2. Denotando por d = a (/ q(ac)uﬁ’) =a (/ q(x)ug), temos entao que u; € us
Q Q
sao solugoes positivas de
—Au = A —b(z)u?], em Q
u =20, em Of).

(3.42)

Pela unicidade de solugoes para (3.42) afirmado no Teorema 3.1, temos que u; = up em ).

Caso 2: /Qq(yc)uﬁ’ </Qq(:1:)u’2’.

Desde que a é crescente, temos que

a (/Q q(x)u’f) <a (/Q q(x)u§> :

Logo, usando que uy < A/b temos
1

—Augy = W[M@ — bu?]
R N
a( [ atwys) o
< L Ug[A — bus).

a (/Q q(ﬂi)U’f)

Desse modo, denotando por d = a (/ q(a:)uzf), segue que
Q

—Auy = 2Auy — b(z)uf], em Q —Auy < 2Aug — b(z)uj], em Q
e
up =0, em 02 uy = 0, em 02,

isto é, uy e uy sdo supersolucao e subsolugao de (3.42), respectivamente. Desde que

N 1 [Au — b(z)u?] _A- b(x)u

d U d

¢ decrescente em (0, 00), segue do teorema de Brezis-Oswald (Teorema A.22) que up < uy

em §). Disso, concluimos que
x)ub < / x)ul,
/Q q(x)uy < 0 q(x)uy
o que contradiz a hipotese

| at@nd < [ qtyus.

Caso 3: /Qq(x)ulf >/Qq(x)u§.

E andlogo ao Caso 2.

Portanto, os Casos 2 e 3 sdo impossiveis, donde o Caso 1 necessariamente deve

ocorrer e dai segue a unicidade afirmada.
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A Apéndice

A.1 Topologia e Analise Funcional

Teorema A.l. Se K C RY é compacto e F C R ¢ fechado, entdo existem zy € K e
yo € F tais que d(F, K) = |xg — yo|- Em particular, se K N F = () entdo d(K, F) > 0.

Demonstragio. [18, p. 40]. ]

Teorema A.2 (Dugundji). Sejam E, F espagos normados, 2 C F fechado e ¢ : Q — F
continua. Entdo existe ¢ : E —s F tal que ¢(E) C conv(¢(2)) e ¢(E) = ¢(x), para todo
x € Q.

Demonstragao. [10, p. 44]. ]

Teorema A.3. Sejam Q € RY um conjunto aberto e limitado e¢ ¢ : § — RY uma

aplicacdo continua. Entdo, para todo € > 0 existe ¢ : RY — R de classe C* tal que
[(z) — ¢(z)] <€, Voel

Demonstragao. [10, p. 6]. ]

Teorema A.4 (Ponto Fixo de Banach). Sejam E um espago de Banach, 2 C FE fechado e
¢ : 2 — ) uma contragao, isto é, || ¢(z) — ¢(y) [|[e< k || * — y || para algum k € (0,1)

e para todo z,y € ). Entao ¢ tem um tnico ponto fixo zy € €.

Demonstragao. [22]. O

Definicao A.1l. Seja E um espaco de Banach e G C E um subespago fechado. Um

subespago L C E ¢ dito um complemento topoldgico, ou simplesmente, complemento de
G se

(i) L é fechado;
(i) GNL={0} e GO L=E.
Dado um espaco de Banach, todo subespago vetorial G C E de dimensao finita

admite um complemento topoldgico, o mesmo ocorre se G é fechado e tem codimensao

finita (veja Brezis, p.38), .

No que segue, dados E e F espagos de Banach, representaremos por L(E, F) o

espago vetorial dos operadores lineares limitados (continuos) 7' : £ — F com norma
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|| = sup{||Tz||F : ||z||z = 1}. O dual de E, representado por E*, é o espago de todos os

funcionais lineares continuos de F, isto é,
E* ={T: E — R, transformagoes lineares continuas} .
Além disso, denotaremos por
Ker(T)={2ze€ D(T):T(z) =0} e Rg(T) ={T(x) € F:x € D(T)}
o nucleo e a imagem de 7', respectivamente.

Teorema A.5. Seja F' C E um subespaco vetorial tal que F # E. Entdo existe f € E*,
com f # 0, tal que f(x) =0, para todo = € F.

Demonstragio. [6]. O

Teorema A.6 (Teorema da Aplicacdo Aberta). Sejam F e F dois espagos de Banach e
T : E — F um operador linear continuo e sobrejetivo. Entao existe uma constante ¢>0
tal que B(0p,c) C T(B(0g,1)).

Demonstragao. [6, p. 35] O

Teorema A.7. Sejam E e F' dois espagos de Banach e T': E — F um operador linear

continuo e bijetivo, isto é, injetivo e sobrejetivo. Entao 7! : I — E é continuo.

Demonstragao. [6, p. 35] O

Teorema A.8. Sejam E e F' dois espagos de Banach e T': E — F um operador linear

continuo e bijetivo. Entao existem constantes ¢y e ¢y tais que, para todo x € F, obtemos
|z llper <|| T |[p<|| 2 [ c2.

Demonstragao. [6] O

Teorema A.9. Sejam E e F espagos de Banach e T' € L(E, F'). Se cod(T) é finita, entao
Rg(T) é fechada.

Demonstragao. [10, p. 52]. O]

Definicao A.2. Seja E um espago vetorial munido do produto interno. O operador linear

T : E — E é dito simétrico se, para todo u,v € E, vale que (Tu,v) = (u, Tv).

Teorema A.10 (Critério de compacidade). Sejam E, F' espagos normados e T': E — F
um operador linear. Entao T é compacto se, e somente se, para cada sequéncia limitada

(z,) em E, a sequéncia (T(z,)) em F admite uma subsequéncia convergente.
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Demonstragao. [17, p. 407]. ]

Definigao A.3. Dado T' € L(E, E), o conjunto resolvente de 7', denotado por p(T), é
definido por
p(T)={XeR;(T"— M) : E— E é uma bijecao}.

O espectro, denotado por ¢(T"), é o complementar do resolvente, isto é, o(7') = R\p(T).

Dado X € p(T), pelo Teorema A.7 temos que (7' — AI)~! é continua. De modo
analogo, se A € o(T'), entao (T — AI) nao ¢é invertivel. Além disso, observe que A é um
autovalor de T se Ker(T — M) # {0}. Logo, o conjunto dos autovalores de T, denotado
por EV(T), esta contido no espectro de T'.

Teorema A.11. Sejam E um espago vetorial de dimensao infinita e T € L(E, ) compacto.

Entao
(1) 0€a(T),
(2) o(T)\{0} = EV(T)\{0},
(3) vale apenas uma das seguintes afirmagoes:

(i) o(T) = {0};
(i) o(T)\{0} é finito;
(iii) o(T)\{0} é uma sequéncia convergindo para zero.
Demonstragio. [6, p.164] ]

Teorema A.12. Sejam F um espac¢o normado e T : ' — E um operador linear compacto.
Entao, para todo A € R\{0} e n = 0,1,---, temos que o nicleo de (T"— \I)", isto é,

Ker(T — A)™, possui dimensao finita e existe m > 0 tal que
{0} € Ker(T— M) C Ker(T —A)? S --- C Ker(T — MN)" = Ker(T — M) = ...

Nesse caso, chamamos Ker(T — AI)™ de autoespago generalizado associado a A e m

multiplicidade algébrica de .

Demonstragao. [17, p.423]. O

Teorema A.13. Sejam E um espaco normado e T : F — E um operador linear compacto.
Entao, para todo A € R\{0} e n = 0,1,---, temos que a imagem de (T"— AI)", isto é,
Rg(T — MI)™, é fechada. Além disso, existe m > 0 tal que

E=Rg(T—M)"2Rg(T—AX)' D2 Rg(T —\I)™ = Rg(T —AX[)"" = ...
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Demonstragao. [17, p. 427] ]

Teorema A.14. Sejam F um espago normado, 7' : ' — E um operador linear compacto

e A € R\{0}. Entéo, existe um menor inteiro k£ > 0, dependendo de A, tal que

Ker(T — \)* = Ker(T — AXI)*™' = Ker(T — M) = - ..

Rg(T—)\I)k _ RQ(T_)\[)kJrl _ Rg(T—)\[)k+2 ——

Demonstragao. [17, p. 431] O]

Teorema A.15. Sejam E um espago de Banach, T' € L(F, FE) compacto, A € R\{0} e k
dado pelo Teorema A.14. Entao

1. E= Ker(T — A)*@® Rg(T — M)*, em que Ker(T — M\I)¥ tem dimensio finita e
Rg(T — M)* é fechado.

2. Rg(T — \I)k e Ker(T — X )* sdo invariantes por T

3. Ker(T — MoI)* C Rg(T — M\ I)* para quaisquer Mg, \; € EV(L), com A\ # ;.

Demonstragio. [10, p. 63] O

Definicao A.4. O inteiro k que satisfaz o item 1 do Teorema A.15 é a multiplicidade

algébrica de A\. Quando a multiplicidade é igual a 1, dizemos que o autovalor é simples.

Teorema A.16 (Alternativa de Fredholm). Seja T' € L(F, E') compacto. Entao:

1. Ker(l —T) tem dimensao finita,
2. Rg(I —T) é fechado e Rg(I —T) = Ker(I —T*)*,
3. Kerl—T)=0< Rg(I -T)=E,

4. dim(Ker(I —T)) = dim(Ker(I —T%)).

Demonstragao. [6, p. 160]. O

A.2 Calculo diferencial em espacos de Banach

Definicao A.5. Sejam E e I espacos de Banach e 2 C E aberto. Dizemos que ¢ : 2 C
E — F & Fréchet diferencidvel em z € Q se existe ¢'(z) € L(E, F) tal que

Bz +h) = 6(x) + & (Wh+o(| b |1p), onde tm 2L 1)

= 0.
Iklz=0 || h||g
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Definicao A.6. Sejam ¢ : Q C E — F, h € E\{0} e z um vetor de E. A diferencial de
Gateaux dy¢ é definida por

o)t 2 1) = 0(a)

t—0 t

Teorema A.17. (Fungdo Implicita) Sejam E e F espacos de Banach e U x V C R x E
um aberto. Suponha que F' € C'(U x V, F) satisfaz

i) F (Ao, up) =0 para algum (Ao, ug) € U X V,
ii) D, F é continua em uma vizinhanca de (g, ug),
iii) D, F énao singular (tem inversa limitada) em (Ao, ug), ou equivalentemente, D, F'( Ao, uo)

¢é continua e bijetiva.

Entéao, existem um intervalo aberto (Ao — €, A9 + €), uma bola B(ug,d) C V e uma curva
continua u = u(A) definida em (Ao — €, \g + €) tal que

u(Ng) =ug e F(Au(N) =0, YA€ (Ag— €N +¢€).
Além disso, estas sdo as tnicas solugoes de F'(A,u) =0 em (Ag — €, \g + €) X B(ug,d). Por

fim, se I € C*(U x V, F), entdao X — u(\) é de classe C* em (\g — €, \g + €), para k > 1.

Demonstragao. [10, p. 148]. ]

Teorema A.18. Sejam u,v € C?(Q). Entao

ov
— A —_— .
/QVUVU /Qu v+ o 8nUdS

Demonstragao. [11, p. 628]. O

A.3 Espacos de funcoes

A.3.1 Espacos L?

Para p > 1, denotamos por LP(Q2) o espago de Banach composto por fungoes
mensuraveis definidas em €) que sdo p-integraveis, onde assumimos que f = g se f coincide

com g, a menos de um conjunto de medida nula. Definiremos a norma em L?()) por

1
| w = (/ |u|pal:1:)p )
Q

Para p = oo, L*(£2) denota o espago de Banach das fungbes essencialmente

limitadas definidas em {2 com norma

|| w || L= esssup |ul.
Q
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Para p = 2, o espago L*(Q) ¢ Hilbert munido do produto interno

= dz.
(u,v) 2 /qu x

Teorema A.19. (Convergéncia Dominada) Seja {f,,} uma sequéncia em L'(Q) tal que
fn — f q.t.p. e assuma que existe g € L'(Q) ndo negativa de modo que para todo n vale
|fol < g, q.t.p. em Q. Entao, f € L'(Q) e

fo = i [ Ao

Demonstragao. [13, p. 54] O

A.3.2 Espacos de Holder

Considere Q C RY um aberto limitado e 0 < v < 1. Dizemos que u : 8 — R ¢

Holder continua com expoente v se

u(z) —u(y)| < el =y,

para todo z,y € € e alguma constante ¢ > 0. Observe que u é Holder continua com

expoente v = 1 se, e somente se, u ¢ lipchitiziana.

Definicdo A.7. O espaco de Holder C*7(Q) é um espaco de Banach composto pelas
fungoes u € C*(Q) cujas derivadas parciais até a ordem k sio Holder continuas com

expoente v, munido da norma

luflera=]ullex + max [D*ucss,

1<|a|<k
onde (@) — u(y)
u(z) —u(y
u ~y = Su _—
e = S P

Y

Teorema A.20. Sejam 2 C RY um aberto limitado, k£ um inteiro nao negativo (k € N) e

0 <m <~ < 1. Entao as seguintes imersoes valem
C* Q) — C*(Q), C*(Q) —=— C¥Q), CF(Q) —— CP™(Q).
Se ) é convexo ou 0f) é regular, entdo temos as seguintes imersoes

C*(Q) = C*1(Q), CF1(Q) —— C*1(Q).

Demonstragio. [1, p. 11]. O
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A.3.3 Espacos de Sobolev

Antes de introduzirmos os espagos de Sobolev, é necessario definirmos o conceito
de derivada fraca. A menos de mencao contraria, considere Q C RY um aberto limitado.
Definigdo A.8. Seja o = (cv,...,ay), onde q; é um inteiro ndo negativo, isto ¢, « € NV,
O vetor a é dito um multi-indice de ordem |a| = a3 + -+ + a,.

Definigao A.9. (Derivada fraca) Sejam u,v € L}, () e o um multi-indice. Entao v é

dita a a-ésima derivada fraca de u, e denotamos por D*u = v, se

/QuD“soz (—1)'“‘/ww,

para toda funcio teste ¢ € C°(Q).

Agora definiremos o espago de Sobolev.

Definigdo A.10. Considere 1 < p < oo e k € N. O espago de Sobolev W#?(Q) ¢é definido
por
WhP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € L(Q),Ya € NV, |o] < k}.

O espaco de Sobolev W*?(Q) é um espago de Banach quando munido da norma

1

|| U ||Wk,p: (/Q Z |Dau|pd$) .

lo| <k

No caso particular em que p = 2, denotamos W*?2(Q) = H*(2), que é um espaco

de Hilbert munido do produto interno

(u, v) g :/ > D*uD“vdz.
Q

la|<k
Finalmente, denotaremos por Wg*(€2) o fecho de C°(Q) em WH?(Q).

Teorema A.21. (Imersdes de Sobolev) Sejam € C RY um conjunto aberto limitado e

suave, m € Ne 1 < p < +00. As seguintes imersoes sao validas:

1. Se mp < N, entao

WmP(Q) — L1(Q), ¢ € [1, Np/(N —mp)].

2. Se mp = N, entao
WmP(Q) —— LI1(Q), q € [l,+00).

3. Se mp > N, entao
Wme(Q) e 0311 (@),

N

em que [p} ¢ o maior inteiro menor ou igual a N/p.

Demonstragao. [1, p.97] ]
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A.4 Equacoes Diferenciais Parciais

Teorema A.22. (Brezis-Oswald) Sejam u e v sub e supersolugoes positivas de
—Au = f(z,u), em
u =0, em 02,

respectivamente. Assuma que f : Q x [0,00) — R é uma fungao Caratheodory e satisfaz

as seguintes condigoes:

i) x— f(z,u) € L>(), para todo u > 0.

f(z,u)

u

i) ur ¢ decrescente em (0, 00).

Entao, u < v em €.

Demonstragao. [7]. O

Teorema A.23. Sejam Q C RN, h € C(Q) uma funcdo ndo negativa e u € W2P?(Q), com

p > N. Entao, as afirmacoes abaixo sao equivaléncias.

i) O operador Laplaciano satisfaz o principio do mdzimo forte, isto é, se

—Au+ h(z)u >0, em
u > 0, em 0f),

em que pelo menos uma das desigualdades é estrita, entdo u € P.

ii) O operador Laplaciano satisfaz o principio do mdzimo, isto é, se

—Au+ h(z)u >0, em
u >0, em 0f),

entao u > 0.

Demonstragao. [21, p. 216]. ]
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