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Resumo

SANDER, Renan Servat, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2011. Transicoes
de fase para estados absorventes: um estudo em redes regulares e complexas. Orientador:
Silvio da Costa Ferreira Junior. Co-Orientadores: Marcelo Lobato Martins e José Arnaldo Re-
dinz.

Transi¢Oes de fase para estados absorventes, configuracdes das quais o sistema ndo pode
escapar, sdo atualmente um tdpico na fronteira da fisica estatistica fora do equilibrio. Conco-
mitantemente com um crescente interesse em tais transi¢des de fase em topologias complexas,
ainda hd muitos problemas em aberto sendo investigados em redes regulares, tais como os efei-
tos de desordem congelada, difusdo, etc. Nas tltimas décadas, redes complexas tem sido alvo de
crescente interesse da comunidade cientifica devido ao fato de estas descreverem uma grande
variedade de sistemas que possuem relevancia tanto tecnolégica quanto intelectual. Levando
em conta a natureza dindmica e o enorme tamanho das redes complexas reais, a abordagem da
Fisica Estatistica mostra-se muito conveniente devido a sua ligacdo com a teoria de grafos e
a possibilidade de caracterizar fendbmenos macroscopicos emergentes em termos da evolugdo
dindmica de elementos basicos que compoem o sistema. Na primeira parte desta dissertagdo,
realizamos simulacoes pelo método quase-estaciondrio (QE) proposto por Oliveira e Dickman
para o processo de contato (PC), para o modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) e para o
processo de replicacio por contato (PRC), em trés dimensdes, além de reproduzir alguns resul-
tados ja conhecidos pelo método QE. Utilizando este método, foi possivel determinar as razdes
entre momentos dos parametros de ordem para a classe da percolagdo direcionada em trés di-
mensdes. Também mostramos que os expoentes de campo médio para o PRC tridimensional
relatados na literatura s3o um transiente observado na andlise de espalhamento. Na segunda
parte, investigamos a transi¢ao de fase em um novo modelo, proposto nesta dissertacdo: o pro-
cesso de contato por limiar (PCL). Andlises foram realizadas em redes regulares e sem escala.
Mostramos que o PCL pertence a classe da percolagcdo direcionada em redes regulares. Em
redes sem escala, mostramos que os expoentes criticos da andlise de escalonamento de tamanho
finito da densidade quase-estaciondria de sitios ativos e do tempo de vida sdo os mesmos que
foram obtidos para o PC em redes sem escala, tanto na teoria de campo médio heterogénea,

quanto nas simulacoes QE.
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Abstract

SANDER, Renan Servat, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, july of 2011. Phase tran-
sitions to absorbing states: a study on regular and complex networks. Adviser: Silvio da
Costa Ferreira Junior. Co-Advisers: Marcelo Lobato Martins and José Arnaldo Redinz.

Phase transitions into absorbing states, configurations from which the system can not escape,
are currently a topic in the frontier of nonequilibrium Statistical Physics. Along with a growing
interest in phase transitions on complex topologies, there are still many problems being inves-
tigated in regular networks, such as the effects of quenched disorder, diffusion, etc. In recent
decades, complex networks have been a subject of increasing interest in the scientific commu-
nity due to the fact that they describe a wide diversity of systems of both technological and
intellectual relevance. Gathering the huge size and dynamic nature of real complex networks,
the Statistical Physics approach has proven to be very convenient because of its connection
with graph theory and the possibility of characterizing the macroscopic phenomena emerging
in terms of the dynamics of the basic elements composing the system. In the first part of this
dissertation, we have performed simulations using the quasi-stationary (QS) method propo-
sed by Oliveira and Dickman for the contact process (CP), the susceptible-infected-susceptible
(SIS) and the contact replication process (PRC) models in three dimensions, besides reprodu-
cing some results already known in the literature with the QE method. Using this method, we
determined, for the first time, the moment ratios of the order parameter for the directed perco-
lation (DP) class in three dimensions. We have also shown that the mean-field exponents for
the three-dimensional PRC reported in the literature, are transients observed in the spreading
analysis. In the second part, we have investigated the phase transition in a new model, proposed
in this dissertation: the threshold contact process (TCP). Analyses were performed on regular
and scale-free networks. We show that the TCP belongs to the DP universality class in regular
networks. In scale-free networks, we show that the critical exponents for the finite-size scaling
analysis of the quasi-stationary density of active sites and for the lifetime are the same obtained
for the CP on scale-free networks, both in the heterogeneous mean-field theory, and in the QS

simulations.

Xii



Capitulo 1

Introducao

Os diversos tipos de rede existentes estdo presentes na nossa vida didria, sendo responsa-
veis, em parte, pelo modo como pensamos e agimos. Uma rede € basicamente qualquer sistema
que pode ser representado matematicamente por um grafo: um conjunto de nds conectados aos
pares por ligagdes que representam algum tipo de relagdo ou interacio.

Em particular, redes complexas t€m sido alvo de crescente interesse da comunidade cienti-
fica devido ao fato de estas descreverem uma grande variedade de sistemas que possuem rele-
vancia tanto tecnoldgica quanto intelectual [3]. Por exemplo, a Internet € uma rede complexa
composta por roteadores e computadores conectados por ligacdes fisicas ou sem fio; idéias e
fatos se espalham rapidamente por redes sociais, cujos nds representam pessoas e as ligacoes
representam um certo tipo de relagcdo social (como vemos no servidor de microblogging Twit-
ter e na rede social Facebook, por exemplo); a World Wide Web (WWW) é uma gigantesca
rede virtual composta de paginas da Web conectadas entre si por hiperlinks. De fato, os dados
disponiveis para estudo passam por diversas dreas do conhecimento, desde a engenharia até a
biologia. Portanto, é de interesse caracterizar e analisar sistematicamente as propriedades fun-
damentais destas redes.

Impulsionado por recentes desenvolvimentos que foram possibilitados pela analise do grande
banco de dados ja disponivel acerca de redes reais, muitos conceitos novos e medidas de dife-
rentes grandezas t€m sido propostos e investigados. Mas, dentre estes, trés se destacam no
modo como atualmente pensamos sobre redes complexas: agrupamento', distribuicdo de co-
nectividade® e propriedade de mundo pequeno’.

Se levarmos em conta a natureza dindmica e o enorme tamanho das redes complexas reais,
a abordagem da fisica estatistica mostra-se muito conveniente devido a sua ligacdo com a teoria
de grafos e a possibilidade de caracterizar fendmenos macroscopicos emergentes em termos da
evolucdo dinamica de elementos bdsicos que compoem o sistema. Os avangos mais recentes no

sentido de compreender as propriedades de grandes redes complexas tem chamado a atencao

IRefere-se & tendéncia observada em muitas redes de formarem-se grupos fechados de nés interconectados na
vizinhanga de um dado né.

2P(k) é a probabilidade de que um né escolhido ao acaso tenha conectividade k. Estd relacionada com a
heterogeneidade da rede.

3Nas redes que apresentam esta propriedade, a distAncia média entre dois nés quaisquer cresce com o logaritmo
do numero total de nés.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

para as possiveis implicagdes que a sua estrutura possa ter sobre questdes importantes a res-
peito de processos dindmicos ocorrendo sobre tais redes. Apesar de as defini¢Ges basicas de
cada modelo permanecerem inalteradas, existe a necessidade de investigar sistematicamente e
comparar o impacto dos vdrios tipos de rede sobre as caracteristicas de processos dindmicos de
equilibrio e de ndo equilibrio.

As idéias da fisica estatistica podem ser aplicadas além do contexto termodinamico [27];
foram desenvolvidas, nas décadas passadas, teorias gerais de transicdes de fase e de fendme-
nos criticos, unificando a compreensao de transi¢des magnéticas, transi¢des gas-liquido, cristais
liquidos e outros sistemas. Esta grande atividade foi acompanhada por desenvolvimentos para-
lelos em sistemas fora do equilibrio e até em sistemas sem termodindmica, para os quais nao
se aplicam os conceitos de energia e trabalho. Dentre as idéias da Fisica que foram exporta-
das para outras dreas, podemos destacar as transi¢cdes de fase como sendo parte daquelas que
deram melhores resultados; seus conceitos sdo utilizados na teoria de computagdo, inteligén-
cia artificial e na teoria de populagdes bioldgicas, por exemplo. Definimos transicao de fase
de maneira informal, mas adequada, como uma mudanca abrupta e singular das propriedades
macroscépicas de um sistema de muitos componentes, como fun¢ao de um ou mais parametros
de controle. Esta descri¢do engloba os sistemas ja familiares da termodinamica, assim como os
sistemas fora do equilibrio, dentre os quais percolacdo e epidemias s@o bons exemplos.

Uma classe de processos dinamicos que desperta grande interesse € a de modelos com es-
tados absorventes [19]. Transi¢cdes de fase para estados absorventes, configuracdes das quais
o sistema ndo pode escapar, sdo atualmente um tépico na fronteira da fisica estatistica fora do
equilibrio. Concomitantemente com um crescente interesse em tais transi¢oes de fase em topo-
logias complexas, ainda hd muitos problemas em aberto sendo intensamente investigados em
redes regulares, tais como os efeitos de desordem congelada, difusdo, modelagem de sistemas
presa-predador e replicacdo clonal.

E esperado que transicdes de fase para estados absorventes em modelos com um pardmetro
de ordem escalar positivo, interacdes de curto alcance e sem simetrias adicionais ou desordem
congelada pertencam a classe de universalidade da percolacdo direcionada (PD). Esta conjec-
tura € conhecida como critério de Janssen-Grassberger [13]. Deve-se mencionar que o interesse
neste tipo de transi¢ao de fase aumentou apds a recente observacao experimental desta classe de
universalidade em transi¢des para estados absorventes [1, 2]. Por outro lado, mesmo sendo esta
a classe de universalidade mais robusta para tais transi¢coes de fase, a determina¢do numérica
precisa dos expoentes criticos de um modelo especifico pode ser “mascarada” por fatores como
difusdo e desordem congelada.

Espera-se que teorias de campo médio para processos dindmicos em redes complexas fun-
cionem corretamente [30]. Este fato foi verificado primeiramente para o modelo suscetivel-
infectado-suscetivel (SIS), um processo epidémico simples no qual sitios sauddveis sdo infecta-
dos a uma taxa A (se houver ao menos uma conexao com algum sitio infectado), enquanto sitios

infectados curam-se espontaneamente a uma taxa unitdria. Surpreendentemente, foram encon-
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trados estados de persisténcia da epidemia para qualquer A ndo nulo usando cdlculos de campo
médio para o SIS em redes sem escala®, resultados confirmados por simulagdes numéricas.

O processo de contato (PC), exemplo padrdo da classe PD com um tnico estado absorvente
[19], € um modelo protétipo para propagacdo epidémica e tem sido alvo de estudo em topolo-
gias complexas [33]. Recentemente, uma simples variagdo deste modelo foi introduzida para
fins de modelagem de replicacdo clonal: o processo de replicacdo por contato (PRC) [22]. O
processo de contato por pares (PCP) [38] € o primeiro modelo com infinitos estados absorven-
tes que pertence a classe de universalidade da percolacdo direcionada (PD). Além de um estudo
do PRC, propomos para este trabalho um modelo de particulas interagentes que retém algumas
caracteristicas tanto do PC quanto do PCP. Este modelo também possui infinitos estados absor-
ventes mas, ao contrario do PCP e similar ao PC, o estado de ocupacdo de ndo mais do que um
unico sitio da rede pode mudar em um passo microscopico de tempo.

Nesta dissertacao, temos como objetivo principal caracterizar a criticalidade do modelo em
topologias regulares e complexas. O trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo
2, apresentamos uma revisao de literatura sobre redes complexas (com énfase nas propriedades
principais e modelos cldssicos para o estudo de processos dinamicos). No capitulo 3 revisamos
os principais conceitos e resultados sobre o estudo das transi¢des de fase para estados absorven-
tes. No capitulo 4, analisamos o PC, o modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) e o PRC
para d = 3. No capitulo 5, apresentamos o modelo principal de que trata esta dissertacdo, as
aproximacgdes de campo médio para redes regulares e sem escala, além dos resultados obtidos

por meio de simulagdes. O capitulo 6 fica reservado para as conclusdes acerca deste trabalho.

A distribui¢@o de conexdes para uma rede sem escala tem a forma P(k) ~ k=7, em que 2 < v < 3.



Capitulo 2

Redes Complexas

Em termos gerais, uma rede é qualquer sistema que pode ser matematicamente represen-
tado como um grafo cujos nds identificam os elementos do sistema e o conjunto de ligacdes
existentes representa uma interacio ou relacdo entre tais elementos. Este nivel de abstracdo
aplica-se a uma grande variedade de sistemas e, no ambito tedrico, o conceito de redes permite
uma boa representacdo das inter-relacdes em sistemas complexos cuja caracterizacao necessita
do mapeamento de interacdes entre um grande nimero de individuos.

A linguagem utilizada para descrever rigorosamente redes € a teoria de grafos. No entanto,
o estudo recente de redes muito grandes trouxe a necessidade de definir novas métricas e ob-
servaveis estatisticos especificamente voltados para o estudo de sistemas de larga escala. Este
capitulo baseia-se principalmente no livro Dynamical processes on complex networks (A. Bar-
rat, M. Barthélemy e A. Vespignani) [3]. Nele serdo introduzidas algumas noc¢des, defini¢des e
a notagdo basica utilizadas em teoria de redes. Também serd analisado o caso especial das redes
sem escala e, por fim, revisaremos alguns modelos classicos de rede que sdo uteis no estudo de

processos dindmicos.

2.1 Conceitos fundamentais em teoria de grafos

A teoria de grafos, um vasto campo de estudo da matemadtica, tem sua origem no trabalho
pioneiro de Leonhard Euler (1707-1783) ao resolver a questdo das pontes de Konigsberg, um
problema popular entre os cientistas de seu tempo. Este consiste no seguinte questionamento:
partindo do centro de Konigsberg (atual Caliningrado, Russia), € possivel dar um passeio pela

cidade atravessando cada uma das sete pontes (figura 2.1) uma tnica vez?

A situac@o € mostrada de maneira esquematizada na figura 2.2 (2 esquerda) e sua solucao
geral requer certa abstracdo matemadtica. A idéia de Euler foi abordar o problema utilizando um
mapa de Konigsberg ainda mais simples (figura 2.2 a direita). Agora, distancias reais sao gran-
dezas irrelevantes para o caso em questdo: partes distintas da cidade serdo tratadas como nds,

ou vértices; se uma parte da cidade € conectada a outra por uma das pontes, tragamos uma linha,
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Figura 2.1: As pontes da cidade de Konigsberg. Figura retirada de
<http://www.mathsreach.org/Careers>.

ou ligacdo, entre estes vértices. Agora, o mapa da cidade tornou-se um grafo e, de posse deste
novo formalismo o problema assume uma caracteristica mais abstrata: serd possivel encontrar

um caminho que passa por todas as ligacdes, apenas uma vez em cada uma delas?

Figura 2.2: A esquerda, um mapa simplificado do centro da cidade de Kénigsberg, como era na época
de Euler. A direita, sua representacio como um grafo. Figuras retiradas de [4].

Note que, de certa forma, esse procedimento facilita a resolucao do problema, ja que agora
todas as partes da cidade s@o descritas exatamente da mesma maneira (como vértices do grafo).
Assim, uma solucao, se existir, deve depender diretamente de propriedades intrinsecas do grafo.
Uma grandeza intrinseca deste objeto € o grau de um né 7, ou nimero de conexdes de um vér-
tice, o qual serd denotado por k;. Se k; for par, percebe-se que o vértice € um ponto de cruza-
mento, ou seja, pode-se entrar no né por uma ligagdo e sair pela outra. Se o grau do vértice for
impar, este s6 pode ser um ponto de inicio ou de término do caminho. O requisito para passar
por cada ponte apenas uma vez sO € satisfeito se ndo houver nenhum vértice de grau impar (de
modo que os pontos de inicio e término coincidam) ou se houverem apenas dois vértices com
grau impar (nesse caso, os pontos de inicio e término do caminho sdo distintos). Temos entdao
a solucdo para o problema das pontes de Konigsberg: observando o grafo da figura 2.2 nota-se
que todos os vértices possuem grau impar, ndo satisfazendo portanto as condi¢des acima. Logo,

ndo existe caminho possivel que passe apenas uma vez por cada uma das sete pontes. O estudo
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deste tipo de problema contribuiu para que a teoria de grafos evoluisse desde entdo e, como
veremos adiante, para grafos muito grandes (com muitos vértices), fez-se necessdrio o uso da
estatistica para descrevé-los. A seguir, trataremos de alguns aspectos do formalismo matema-
tico utilizado para descrever tais objetos.

Define-se um grafo néo direcionado como um par de conjuntos dado por G(V, E), em que
V' € um conjunto ndo vazio e contdvel de elementos, ditos vértices (ou nds), enquanto £ € um
conjunto desordenado de pares de vértices, ditos ligagdes (ou conexdes). Ao longo desta dis-
sertacdo, iremos nos referir a um vértice pela sua ordem 7 no conjunto V. A conexio (i, j) une
os vértices i e j, que sdo ditos adjacentes ou conectados'. Denota-se por N o nimero total de

nés do grafo e esta grandeza define a ordem do grafo.

Figura 2.3: Representac@o gréfica de um grafo. Figura retirada de <http://www.uh.edu/engines/>.

Para um grafo de ordem N, o nimero maximo de ligacdes € dado pelo niimero de maneiras
que podemos escolher dois deles em um total de V, ou seja, (]2V ) = N(N —1)/2. Um grafo em
que todos os possiveis pares de nés estdo conectados é chamado de grafo completo. Grafica-
mente, costuma-se expressar um grafo como um conjunto de pontos, representando os vértices,
com linhas unindo-os, representando as conexdes (figura 2.3). Também podemos definir um
grafo matematicamente de maneira conveniente utilizando a matriz de adjacéncia X = {x;;}.

Trata-se de uma matrix N x N definida do seguinte modo:
)e E
' E

Para grafos ndo direcionados a matriz de adjacéncia € simétrica (x;; = xj;), logo contém infor-
macgoes redundantes.

Um aspecto importante sobre a estrutura de grafos € a acessibilidade dos nos, isto €, a pos-
sibilidade de sair de um vértice e chegar em outro seguindo as conexdes presentes na rede.

Analisaremos as propriedades de conectividade definindo um caminho F;,; em um dado grafo

05tn
G = (V, E) como uma colec@o ordenada de n + 1 vértices Vp = {ig, i1, ...,i,} € n conexdes

Ep = {(io, 1), (i1,92), ..., (in-1,%s)}, de modo que i, € V e (iq_1,i,) € F para todo a. O

'"Também é comum chamar vértices conectados como vizinhos ou vizinhos mais proximos.
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caminho P; ; conecta os nos iy € i, € 0 comprimento deste caminho é dado por n. O nimero

0,in
N;; de caminhos com comprimento n entre dois nés ¢ e j é dado pelo elemento ij da n-ésima
poténcia da matriz de adjacéncia: N;; = (X");;. Um ciclo, ou loop, é um caminho fechado
(9 = ip) no qual todos os nds e todas as ligacdes sdo distintas. Diz-se que um grafo € conectado
se existe um caminho que conecta quaisquer dois vértices da rede.

O conceito de “caminho” € a base da defini¢ao de distancia entre nds. A medida natural da
distancia entre dois vértices i e j € definida como o nimero de nés que o menor caminho [;;
entre ambos cruza. Quando dois nds pertencem a componentes desconectados da rede, defini-
mos [;; = 00. Usando o comprimento do menor caminho como uma medida de distancia entre
vértices, € possivel definir o tamanho tipico e o didmetro de um grafo, em que o didmetro é
definido como

dg = max l;; (2.2)
2%}

Outra defini¢do aceita para o tamanho linear de um grafo é o menor caminho médio, definido

como o valor médio de [;; sobre todos os pares de vértices na rede
p— >l (2.3)
SNV -1 &= '

Exemplos simples de distdncias em grafos incluem o grafo completo, em que (I) = 1 e a
rede hiperctibica em D dimensdes com N vértices: (I) ~ N'/P. Na maior parte dos grafos
aleatdrios, o menor caminho médio cresce com o logaritmo do nimero de nds: (I) ~ log V.
Trata-se de um crescimento bem mais lento do que aquele observado para redes hipercubicas.
O fato de que quaisquer dois nos estdo conectados por um caminho que possui um valor relati-
vamente baixo constitui o chamado efeito de mundo pequeno.

No estudo de grafos € sempre aconselhavel levar em conta a importancia relativa de seus
elementos bdsicos. A relevancia de um né ou de uma ligagdo € comumente definida como
sendo a sua centralidade, um conceito bastante amplo. Determinéd-la depende especificamente
das propriedades que interessam para a andlise em questdo. As caracterizagdes mais utilizadas
sdo centralidade por grau, centralidade por proximidade e centralidade por intermediacgdo.

Na centralidade por grau, interpreta-se imediatamente, pela observagcao do grau k; de um
vértice, 0 qudo bem conectado este vértice € com outros elementos no grafo.

A centralidade por proximidade, definida como

1

gi= = (2.4)
Zj;éi lij

¢ uma medida que atribui grande centralidade a nds que possuem baixos valores para 0 menor
caminho até outros nos.
As medidas anteriores atribuem maior importancia a vértices que sio topologicamente me-

lhor conectados ao resto da rede, mas ndo levam em conta nés que podem ser cruciais por
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conectar diferentes regides do grafo, agindo como pontes. Para considerar quantitativamente
o papel desempenhado por tais vértices, € introduzido o conceito de centralidade por interme-
diacdo: € definido como o numero de menores caminhos entre pares de nés que passam por
um dado né. Mais precisamente, se op,; € o nimero total de menores caminhos de h para j e
op;(1) € o nimero de menores caminhos que passam pelo n6 ¢, a grandeza intermediacdo de i é

definida como

b= ni(1) (2.5)

ntiti O

De acordo com estas definicdes, n6s com maior centralidade fazem parte de um maior nu-
mero de menores caminhos no grafo em relagdo a nés menos relevantes. A centralidade por
“betweenness” de um vértice € frequentemente utilizada em redes de transporte para fornecer
uma estimativa do trafego que passa por este vértice, assumindo que o nimero de menores ca-
minhos € uma primeira aproximacao para a frequéncia de uso de um dado né.

Juntamente com medidas de centralidade, podemos caracterizar os vértices de acordo com
a estrutura da sua vizinhancga local. O conceito de agrupamento refere-se a tendéncia observada
em muitas redes naturais de formar grupos fechados na vizinhanca de um dado né. Assim,
agrupamento implica a seguinte propriedade: se um vértice 7 estd conectado a um vértice j, e
ao mesmo tempo j estd conectado a [, entdo existe uma alta probabilidade de ¢ também estar
conectado com [. Para um grafo ndo direcionado, o agrupamento pode ser medido quantitati-
vamente por meio do coeficiente de agrupamento, que mede o quao coeso € um grupo local. O
agrupamento C'(7) de um n6 i é definido como sendo a razdo do nimero de ligagdes entre os
vizinhos de ¢ com o nimero maximo de tais ligacdes. Se o grau do vértice i € k; e os vizinhos

de 7 possuem e; conexdes entre si, temos:

€

O k-

(2.6)

Vale ressaltar que a medida acima sé tem significado para k; > 1. Para k; < 1 define-se
C(i) = 0.

O coeficiente de agrupamento médio de um grafo € dado por

(C) = % Z C(i). 2.7)

2.2 Caracterizacao estatistica de grafos

O recente desenvolvimento da ciéncia de redes deu-se em parte devido ao fato de que, nas
ultimas décadas, foi possivel adquirir sistematicamente e manipular uma grande quantidade de
dados para redes de grande escala. Porém, a andlise de sistemas grandes ndo pode ser feita

apenas observando elementos ou propriedades locais. Ou seja, para levar em conta o comporta-
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mento global de certas grandezas, devemos lancar mao de medidas estatisticas.

Comecaremos a nossa descri¢éo introduzindo a distribui¢ao de conexdes P(k), que é de-
finida como sendo a probabilidade de que um né escolhido ao acaso tenha conectividade (ou
grau) k. Podemos obter esta distribuicao construindo um histograma normalizado dos graus dos

vértices da rede. Definimos o grau médio de um grafo ndo direcionado como

1 _2E
(k) = % Z ki = ij kP(k) = =7, (2.8)

J& que cada ligacdo contribui para o grau de um né. De maneira andloga ao que foi feito para

(k), definimos o n-ésimo momento da distribui¢do de conexdes como
(k") =Y k" P(k). (2.9)
k

Veremos adiante que as propriedades de P(k) sdo fundamentais para identificarmos diferentes
classes de rede.

De acordo com P(k), é comum classificar as redes em duas grandes classes: homogéneas
ou heterogéneas. Nas redes homogéneas, observa-se que P(k) decai rapidamente (é frequente
dizer que uma distribuic@o deste tipo apresenta uma “cauda leve”). Exemplos de distribui¢des
que apresentam essa propriedade sdo a Gaussiana e a de Poisson. O segundo tipo corresponde
a redes que possuem uma heterogeneidade estatistica intrinseca (distribuicdes com “cauda pe-
sada”) e, em geral, a distribuicdo de conexdes para tais redes apresenta um decaimento em lei
de poténcia da forma

P(k) ~ k7. (2.10)

Assim, note que € possivel, mesmo que pouco provavel, encontrarmos nds com grau k tal que
k> (k).

Para obtermos uma melhor compreensao sobre o significado de tal heterogeneidade, ob-
servemos os dois primeiros momentos de k. Aproximando k£ como uma varidvel continua,

podemos obter o primeiro momento pela expressao

(k) — / " Pk k. .11

m

em que k. € o maior grau existente para um né na rede e m > 1 € o menor grau existente.

Assim, usando P(k) (normalizado, com k. — oo) de acordo com a equag@o (2.10), obtém-se:

kc
(kY = (y-— 1)m71/ k7t dk
—1
— 7_2(m2—v — k2. (2.12)
-
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Agora, fazendo k. — oo e 7 > 2 obtém-se
(k) = ——m*77, (2.13)
que € um valor finito e bem definido. Calculando o segundo momento, obtemos
(k*) ~ k37, (2.14)

Define-se a variancia normalizada da distribui¢do P (k) como ¢%/(k)?, em que a variancia o2 é
igual a (k?) — (k)2. Mas, ao tomarmos o limite assint6tico para redes infinitas (k. — o) nota-se
que, para y < 3, (k%) — oo. Ou seja, nestas condi¢des as flutuagdes se tornam infinitas! E daf
que surge o termo rede sem escala: como estas flutuacdes divergem no intervalo 2 < v < 3, 0
valor médio ndo pode ser uma escala caracteristica para este sistema.

Pode-se definir um parametro x para determinar o grau de heterogeneidade da rede por

k= @ (2.15)
(k)
Como foi observado hd pouco, se a rede € sem escala k — oo. Entretanto, para redes homogeé-
neas, k ~ (k). Assim, levando em conta que na natureza ndo existem redes infinitas, podemos
dizer que redes sem escala sdo aquelas nas quais x > (k)[4].

Apesar de a distribuicao P(k) ter atraido a aten¢do da comunidade cientifica como um fator
determinante para compreender a estrutura de redes de grande escala, hoje € claro que esta é
apenas uma dentre vdrias grandezas estatisticas que podem ser usadas para caracterizar a orga-
nizacao estrutural e hierdrquica de um grafo. Sendo mais especifico, ndo é de se esperar que
vértices conectem-se uns aos outros independentemente de seu tipo ou de suas propriedades.
De fato, em muitos casos observa-se, através da coleta de dados de redes reais, justamente o
contrdrio. Um comportamento padrdo tipico bem conhecido nas 4reas de ciéncias sociais?, eco-
logia e epidemiologia como associatividade refere-se a uma tendéncia que os vértices tém de
se conectar com outros vértices que tém propriedades similares. De maneira analoga, podemos
definir um padrao de desassociatividade, que ocorre quando os constituintes da rede preferem
ligar-se com outros que possuem diferentes atributos. Tais padrdes exercem um efeito signifi-
cativo nas propriedades topoldgicas de um grafo, afetando o modo como sdo formados grupos
na rede e sendo determinantes em relacdo ao arranjo das conexdes entre os vértices.

Padrdes de associatividade podem ser definidos com relagdo a qualquer propriedade dos
noés. Porém, no caso de estruturas de grande escala, o foco dos pesquisadores tem sido no es-
tudo da associatividade com relagdo ao grau dos vértices. Na situagdo em que os nds tendem
a conectar-se com outros de grau similar, dizemos que a rede é associativa. Em contraste a

isso, observa-se que conexdes em muitas redes bioldgicas e tecnoldgicas sdo mais propensas

’E uma observagio comum neste contexto o fato que pessoas tendem a se associar com outras que compartilham
dos mesmos interesses.
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a unir vértices com grau consideravelmente diferente. Nesse caso, diz-se que o grafo € desas-
sociativo. Apesar de outras possibilidades, as correlacdes sdo frequentemente caracterizadas
de acordo com a probabilidade condicional P(k’, k", ..., k™ | k) de que um vértice de grau
k esteja simultanemanente conectado a outros n vértices com graus k', k”, ..., k™. Dizemos
que uma rede € ndo correlacionada quando a probabilidade condicional acima € independente
da estrutura do grafo, caso no qual a tnica fun¢do relevante € a distribuicdo de conectividade
P(k).

A probabilidade condicional P (k' | k), a probabilidade de um vértice de grau & estar conec-
tado a um vértice de grau k', fornece mais detalhes sobre a correlagdo de graus na rede. Apesar
de simples, o cdlculo direto desta funcdo a partir de dados empiricos geralmente é uma tarefa
dispendiosa. Uma grandeza mais pratica para estudarmos a estrutura da rede € dada pela média

dos graus dos vizinhos mais préximos de um no :

1
Km.i = - Z(: kj, (2.16)

L jev(i)

em que a soma ¢ feita sobre os vértices que sdo vizinhos mais proximos de 7. A partir desta
grandeza, obtemos uma medida conveniente para investigar o comportamento da funcdo de
correlagdo de graus a partir do grau médio dos vizinhos mais préximos, k,,(k), para vértices
de grau k:

ki =k
em que [V, € o nimero de nds com grau k. Esta dltima quantidade € relacionada as correlacdes

entre os graus de vértices que estdo conectados e também pode ser escrita como
kn(k) =Y K P(K | k). (2.18)
k/

Se os graus de vértices vizinhos forem ndo correlacionados, P(k’ | k) é uma funcgéo apenas de
k' e, portanto, k,, (k) é uma constante. Se houver correla¢des, identificamos duas classes gerais
de redes analisando o comportamento de k,, (k). Se k,,, for uma fun¢do crescente de k, vérti-
ces com elevado grau tem uma probabilidade significativamente maior de estarem conectados
a vértices que também possuam grau elevado e isso corresponde a uma rede associativa. Por
outro lado, um comportamento descrescente da fungdo k,,, (k) define uma rede desassociativa,
no sentido que vértices com alto grau possuem uma vizinhanga composta de vértices com grau
baixo e o contrario € verdade para nés com menor grau.

E importante frisar, entretanto, que dada uma certa distribuicio de conexdes, uma rede de
tamanho finito completamente descorrelacionada com relacdo a graus nem sempre € possivel

por causa de vinculos estruturais. De fato, qualquer rede com tamanho finito apresenta um cu-
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toff estrutural k> e o requisito de nfio haver ligacdes “soltas” faz com que sejam necessarias
para construir uma rede nao correlacionada multiplas e auto-conexdes, o que nao se aplica a di-
versas redes de interesse. Redes com distribuigdes delimitadas e segundo momento (k?) finito
apresentam um grau maximo £k,,,, abaixo do cutoff estrutural.

Para o caso de redes ndo correlacionadas, podemos obter uma forma explicita para a proba-
bilidade condicional P(k’ | k). Conforme ji mencionado, esta probabilidade néo depende de k
e sua forma funcional em termos de k' pode ser obtida calculando a probabilidade de que um
dado vértice aponta para um outro vértice com grau k’. Esta probabilidade é dada pelo nimero
total de ligagdes saindo de nés com grau &’ dividido pelo nimero total de conexdes que saem

dos nds de qualquer grau. Ja que cada um dos N, nds possui £’ ligagdes, obtemos

k/Nk/

Pk | k)= =———. 2.19
( | ) Zk” k,/Nk// ( )
Considerando que P(k) = Ny /N, temos
1
Puo(K' | k) = —KP(K). (2.20)

(k)

Segundo esta expressdo, mesmo em uma rede descorrelacionada, a probabilidade de que qual-
quer ligacao aponte para um n6 com dado grau £’ ndo € uniforme, mas proporcional ao préprio
grau. Ou seja, seguindo qualquer conexdo aleatoriamente é¢ mais provavel que terminemos em
um né com grau elevado (hub). Em um grafo, quanto mais conectado se €, mais facil € de ser
encontrado. Este resultado é especialmente relevante para o caso de redes em que os valores
atribuidos para os graus variam muito e serd particularmente ttil em diversos calculos analiticos
onde a natureza heterogénea da rede afeta processos de equilibrio e de ndo equilibrio, mesmo
no caso ndo correlacionado. Para este caso, o comportamento de k,,, (k) é facilmente obtido
quando substituimos a equagao (2.20) na equagao (2.18):
2
kre(k) = @ (2.21)
(k)
Logo, em uma rede aleatdria ndo correlacionada, o grau médio dos vizinhos mais préximos
nao depende de k e assume um valor constante determinado pelos dois primeiros momentos da

distribui¢do de conectividade.

2.3 Modelos classicos de redes

Nesta secao, mostraremos alguns modelos de redes complexas que sdo muito importantes

do ponto de vista prético e histérico, servindo mais tarde como ponto de partida e inspiracdo

3Valor maximo para o grau que um né pode ter em uma dada rede
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para a criacdo de modelos mais abrangentes. Maior énfase serd dada ao modelo de configura-

coes, pois foi o utilizado nos resultados originais desta dissertagao.

2.3.1 Grafo Aleatorio

O modelo de grafo aleatdrio estético proposto por Erdds e Rényi [5] € um dos mais simples a
apresentar o fator de aleatoriedade como elemento basico na construcao de uma rede. Baseando-
se na total falta de conhecimento sobre o que exatamente determina a maneira como sdo feitas
as ligacOes entre os nds, o que se faz neste modelo é conectar pares de nds ao acaso com uma
probabilidade p.

Na formulagio original do modelo, é construido um grafo G(V, F) a partir de um conjunto
de N vértices, que devem ser conectados por £ ligacOes. Os pares de nds que cada ligagao
ird unir sdo escolhidos ao acaso dentre os N vértices. Em 1959, foi proposto [6] um modelo
similar ao de ErdGs-Rényi, que consiste na constru¢do de um grafo G(N, p) a partir de N nds
e cada uma das N(N — 1)/2 ligacdes possiveis estd presente com probabilidade p e ausente
com a probabilidade complementar 1 — p. A probabilidade de, ao contruir um grafo G(N, p),

obtermos um grafo particular G(N, E) é dada por uma distribui¢do binomial
P(G(N, E)) = p?(1 — p)zNN-D-F (2.22)

Levando em conta que cada ligagdo pode estar presente ou ndo, o ensemble de grafos G(N, p)
é composto por 2V N -1)/2 elementos e algumas propriedades podem ser extraidas prontamente.

Note que o numero médio de ligacdes geradas na construcao do grafo € dado por
1
(E) = §N(N — 1)p. (2.23)

Mas, considerando que cada conexdo contribui para aumentar em uma unidade o grau de dois

nds simultaneamente, podemos obter o grau médio dos nés presentes no grafo como
(k) = N = (N —1)p ~ Np, (2.24)

em que consideramos um grafo com um ndmero grande de vértices.

A fim de obter a distribui¢do de conectividade P(k) note que, considerando uma probabi-
lidade de conexdo p, a chance de criar um vértice de grau k equivale a probabilidade de que
ele esteja conectado a um nimero k de vértices e desconectado dos outros N — 1 — k vértices

restantes. Como a liga¢do de dois nés por uma conexdo é um evento independente, P(k) é dado
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pela distribui¢do binomial

P<k>=( L )p’“(l—p)N‘l““- (2.25)

Para valores grandes de N e tomando (k) como uma constante, podemos aproximar esta distri-

bui¢ao como

k
P(k) = e<k><kk—>', (2.26)

que € a conhecida distribuicao de Poisson. Entdo, uma caracteristica notavel deste modelo é
o fato de que a sua distribui¢do de conexdes decai exponencialmente para grandes valores de
k, de modo neste limite os valores para os graus apresentam baixas flutuacdes. Nesse sentido
podemos considerar que este grafo aleatério € um exemplo basico de rede homogénea de modo
que, para propésitos de caracterizagdo estatistica da rede, podemos considerar k ~ (k).

Ainda para este modelo, podemos obter o coeficiente de agrupamento e extrair propriedades
de mundo pequeno. Para um nd, a probabilidade de que quaisquer dois de seus vizinhos também
estejam conectados entre si é dada pela probabilidade de conexdo p. Assim, expressamos O

coeficiente de agrupamento médio como
k

Observe que, ao fixar (k), (C') vai a zero quando N — oc.

Para uma rede conectada de grau médio (k), o nimero médio de primeiros vizinhos de qual-
quer n6 é dado por (k). Se a posicdo das conexdes é completamente aleatdria e considerarmos
uma rede sem ciclos, podemos aproximar o nimero de vizinhos a uma distancia d por (k).
Agora, seja r¢ tal que (k)’¢ ~ N. Temos que a grande maioria dos vértices estd a uma dis-
tancia r¢ de um dado né 4, ja que a grandeza (k)? cresce exponencialmente com d. Portanto,

podemos aproximar o menor caminho médio por ¢ para obter

_ logN
 log(k)

) (2.28)

O fato de (I) escalar com o logaritmo do tamanho do sistema mostra que este modelo apresenta

a propriedade de mundo pequeno, observada em um grande niimero de redes complexas.

2.3.2 O modelo de Watts-Strogatz

Como foi visto, para grafos aleatorios, o coeficiente de agrupamento depende da distribui-
cdo de ligacOes imposta e decai a zero no limite de grafos muito grandes. Porém, foi observado

em muitas redes reais um valor muito grande para este coeficiente e isto trouxe a necessidade
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de definir modelos de rede nos quais (C') pode ter um valor arbitrario. Baseados na observagio
de que redes sociais apresentam um elevado agrupamento e, a0 mesmo tempo, uma distancia
média entre vértices pequena, Watts e Strogatz [7] propuseram um modelo que se situa entre
redes completamente ordenadas (que possuem (C') grande) e redes puramente aleatdrias (que
apresentam (/) pequeno).

No modelo original comeca-se com um anel de /N nds, de modo que cada um deles estd
simetricamente conectado aos seus 2m vizinhos mais proximos*. Em seguida, para cada vér-
tice, redireciona-se uma ligagcdo para qualquer outro né da rede (evitando auto-conexdes) com
probabilidade p e a ligacdo permanece inalterada com probabilidade 1 — p. Este procedimento
cria atalhos entre nés distantes no anel, de modo que o nivel de aleatoriedade do grafo obtido ao
fim do processo é regulado pelo pardmetro p e obtemos um grafo com (k) = 2m. A distribuigdo
P(k) pode ser obtida analiticamente e, tomando o limite p — 1, a distribui¢do de conectividade

€ expressa como

mk—m
Pk)=———e™ 2.29
que é uma distribuicdo de Poisson para a varidvel &’ = k — m, cujo valor médio é dado por

(k") = m.

Em esséncia, P(k) apresenta as mesmas caracteristicas de um grafo aleatério homogéneo,
mas p afeta fortemente os valores para o coeficiente de agrupamento e para 0 menor caminho
médio. Quando p = 0, o niimero de conexdes que une os vizinhos de cada vértice € igual a
3m(m — 1)/2 e o nimero total de ligagdes possiveis € igual a 2m(2m — 1)/2. Isso nos leva a

um coeficiente de agrupamento
3(m—1)

<C’Y>:2(2m—1)'

(2.30)

Enquanto isso, 0 menor caminho médio escala como em uma cadeia unidimensional: (I) ~ N.
Isso muda quando comecamos a considerar uma probabilidade p ndo nula. Para valores peque-
nos de p, a rede mantém uma “memoria” de um reticulado e, por consequéncia, (C') é grande.

Em particular, a dependéncia deste coeficiente com a probabilidade de redirecionamento é dada

por [8]
3(m —1)

3
2@m—1ﬂ1_m' (231

(C(p)) ~

Um fato interessante é que, mesmo com p pequeno, o surgimento de atalhos ligando pares
de vértices distantes é responsdvel por reduzir drasticamente o menor caminho médio, enquanto
que, para p — 1, a rede tende a tornar-se um grafo aleatdrio. Vale observar que, mesmo no li-
mite p — 1, cada vértice mantém um grau minimo m, de modo que localmente este modelo
de rede nao € equivalente ao modelo Erdés-Rényi. Este modelo é uma contribuicdo muito im-
portante para a modelagem de redes sociais e outros sistemas, ja que permite o ajuste de (C')

de maneira consistente com a teoria de grafos aleatorios estéticos [3], além de explicar os altos

4Cada n6 em questiio conecta-se com m nds vizinhos i esquerda e outros m nds a direita dele.
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coeficientes de agrupamento observados em redes reais.

2.3.3 O modelo de Barabasi-Albert

Em 1998, Albert et al [10] iniciaram um projeto para mapear a World Wide Web (WWW),
esperando encontrar uma rede aleatéria. Um software desenvolvido especialmente para este fim
navegou de uma péagina a outra ao longo de um pequeno pedago da Internet (mais especifica-
mente, 325.729 sitios) e coletou todos os links disponiveis. O resultado foi surpreendente: ape-
nas algumas poucas paginas muito conectadas (hubs) realmente mantinham toda a rede unida
e coesa. Segundo os dados dos pesquisadores em questiao, mais de 80% das paginas mapeadas
possuiam menos de 4 conexdes, porém, menos de 0,01% dos sitios possuia mais 1000 cone-
x0es! De fato, foi observado para esta rede que a probabilidade P(k) de um dado né ter um
nimero k de conexdes é dada pela expressdo P(k) ~ k™7 (ou seja, trata-se de uma rede sem
escala, com v ~ 2 neste caso), uma lei de poténcia em vez da curva em forma de sino que
se esperava. Esta rede ndo € “democrdtica” em relacdo a distribuicdo de conexdes e a curva
em lei de poténcia descreve justamente sistemas nos quais alguns poucos hubs dominam, tais
como Google, Yahoo e MSN. Nos tltimos anos foram encontrados vdrios outros sistemas com
distribui¢des similares, tais como: a estrutura fisica da Internet, redes de relacionamento sexual,
a rede de pessoas conectadas por e-mail, a rede de colaboraciao de pesquisadores, redes de ne-
gbcios, redes de atores de Hollywood e redes de interagdo de proteinas [10].

Entretanto, ainda permanecia a questao: qual o mecanismo responsavel pelo surgimento
das redes sem escala? Para responder esta questdao, em 1999 Barabési e Albert [11] propuseram
uma abordagem mais voltada a assimilacao e evolucao da rede, ou seja, enfatizando diretamente
a captura da dinamica da mesma. A topologia da rede pode ser obtida corretamente também,
mas passou a ser um subproduto desta dinamica. Esta abordagem dinadmica define a classe dos
modelos de conexdo preferencial, que exemplifica a emergéncia de redes com distribui¢do do
tipo cauda pesada em termos dos processos elementares que governam o modo como sao feitas
as ligacdes de novos vértices adicionados ao grafo.

Albert e Barabasi argumentaram que a natureza sem escala de redes reais € dada por dois
mecanismos genéricos: crescimento, dado pela adicao de novos nds a rede, e ligacdo prefe-
rencial, de modo que a “preferéncia de ligacao” para estes novos nds adicionados depende do
nimero de conexdes de cada um dos nds j4 presentes na rede. Por exemplo, quando buscamos
algo em um sitio de buscas na Internet € mais provavel que o resultado da busca traga na pagina
principal links para documentos bastante populares, que ja estdo altamente conectados. Estes
dois mecanismos genéricos inspiraram a introducao do modelo Barabdsi-Albert, que levou pela
primeira vez a obtencdo de uma rede sem escala. A diferenca entre redes aleatorias e sem escala

¢ ilustrada na figura 2.4.
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P(k) P(k) P(k)
(log)

k
(log)

Sem escala
Figura 2.4: Diferengas bésicas entre redes aleatdrias e redes sem escala. Adaptado de [9] e [10].

Assim, combinando o fator ligacao preferencial com a tendéncia de crescimento observada

em muitas redes naturais define-se o modelo:

e Crescimento: comecando com um pequeno nimero mg de nds interconectados, a cada
passo de tempo um novo né € adicionado e se conecta com m outros vértices ja existentes

na rede.

e Ligacao preferencial: ao escolher os nds com os quais 0 novo né devera se conectar,
considera-se que a probabilidade II de que um novo né conecte-se ao né ¢ depende do

numero de ligacdes (ou grau) k; deste né da seguinte maneira:

k.
(ki) = =7 (2.32)
Zj J

em que o somatério no denominador € a soma dos graus de todos os vértices na rede. Estas
regras definem uma classe de algoritmos que geram grafos conectados com grau médio fixo
(k) = 2m. Este tipo de algoritmo naturalmente tende a fornecer uma distribui¢do de conectivi-

dade estaciondria da forma P(k) ~ k=3, quando N — oo (figura 2.5).

Para este modelo, a distribui¢ao de conexdes é escrita como [3]

t+ (m0/2m)(k:)02
t+ my

P(k,t) = m?k?, (2.33)
em que (k) € a conectividade média do nicleo inicial com mg vértices. No limite em que

t — oo, temos
P(k) = 2m?*k~>. (2.34)
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Figura 2.5: Distribui¢do de conexdes P (k) para uma rede Barabasi-Albert.

Finalmente, o coeficiente de agrupamento € dado por

_m 2
(C) = 8N(ln N) (2.35)
e o0 menor caminho médio por
log N
[y ~ ————. 2.36
() loglog N (2.36)

2.3.4 Modelo de configuracoes

Foi observado que a maioria das redes reais apresentam correlagdes entre graus. No entanto,
para muitos propositos, as redes aleatdrias nao correlacionadas sdo importantes, especialmente
no estudo de sistemas dinamicos, cujas solugdes analiticas geralmente estdo disponiveis so-
mente para este tipo de rede [12].

O algoritmo mais conhecido para construir redes aleatérias com uma distribui¢ao P(k) ar-
bitraria € o modelo de configuracdes (configuration model, ou CM). Pela definicao original do
algoritmo, atribui-se a cada vértice ¢ (dentre N vértices) um nimero k; de ligacdes que este nd
ird fazer, de acordo com a distribui¢ao P(k), com m < k; < N e impondo a condi¢do de que
>, ki seja um nimero par. Completa-se a rede unindo estas ligagdes entre pares de nds esco-
lhidos ao acaso de acordo com uma distribui¢do de probabilidades uniforme. Desse modo, ao
fim do procedimento teremos uma rede com distribui¢do de conexdes P(k) que, em principio,
ndo apresenta correlacdes entre graus, pois os nds foram escolhidos de maneira aleatdria.

Esta receita funciona muito bem para redes nas quais (k?) é finito. Porém, para redes sem
escala, deve-se tomar um certo cuidado. De fato pode-se mostrar que, para estas redes, € possi-
vel construir uma rede ndo correlacionada apenas assinalando aleatoriamente os graus para cada
no de acordo com a distribuicao desejada. No entanto, procedendo deste modo, havera uma fra-

cdo de auto-conexdes e conexdes multiplas, que sdo perfeitamente aceitdveis no contexto da
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teoria de grafos, mas em geral ndo servem para a modelagem de sistemas reais. Normalmente
bastaria impor restricdes para evitar multiplas e auto-conexdes durante o processo de constru-
cdo do sistema, porém, ao fazer isso nota-se que surgem correlacdes na rede.
De acordo com [12], para construirmos uma rede descorrelacionada, evitando auto-conexdes
e ligacdes miiltiplas, o cutoff k, da rede deve crescer no maximo tio rapidamente quanto N'/2.
De fato pode-se mostrar que, para uma rede com distribui¢do em lei de poténcia gerada pelo
algoritmo CM,
ko(N) ~ NYO=D, (2.37)

Se tomarmos v < 3 obtemos k. > N'/2, o que explica o fato de haverem correlagdes inevitaveis
quando utilizamos este algoritmo. Para v > 3 esse problema ndo ocorre, ja que neste caso
k.(N) < N2,

Assim, ja que o problema estd na forma como £, escala com o tamanho da rede, foi proposto
[12] o algoritmo do modelo de configuragcdes descorrelacionado (originalmente, uncorrelated

configuration model, ou UCM), que baseia-se nos seguintes passos:

e Assinale para cada vértice ¢ (de um conjunto de NV vértices desconectados), um nimero
k; de ligagdes que este né fard, de acordo com a distribui¢do P(k) ~ k=7, impondo que
> kisejapare m < k; < NY/2.

e Construa a rede conectando as ligacdes em pares de nds escolhidos aleatoriamente de
acordo com uma distribuicao de probabilidades uniforme, evitando auto-conexdes e co-

nexdes multiplas.

Conforme discutido anteoriormente neste capitulo, para redes nao correlacionadas o grau médio
dos primeiros vizinhos k,,, (k) deve ser independente de k. Isso pode ser observado no grafico
da figura 2.6. Na figura 2.7 mostramos a distribuicdo de conexdes para alguns valores de ~.
Neste trabalho, o algoritmo UCM serd utilizado no estudo de um processo dindmico em uma

rede sem escala.
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Figura 2.6: Griéfico k,,, x k gerado para N = 10000 e m = 6.
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Figura 2.7: Gréfico P(k) x k gerado com os mesmos pardmetros da figura anterior.



Capitulo 3

Transicoes de fase para estados absorven-

tes

O objetivo deste capitulo € apresentar de maneira geral algumas idéias e conceitos que se-
rdo utilizados ao longo desta dissertacdo, tais como ferramentas para o estudo de fendmenos
criticos (tanto no equilibrio quanto fora do equilibrio) e a descri¢do de um sistema de particulas
por meio de equacdes mestras. Enfatizaremos processos nos quais hd transicdo de fase para um
estado absorvente, utilizando como exemplos principais o processo de contato € o processo de

contato por pares.

3.1 Processos dinamicos

Para descrever a dindmica de um sistema de particulas estocdstico é conveniente associar a
cada sitio 7 da rede uma varidvel o;, que caracteriza o seu estado dinamico. Se cada né repre-
senta um individuo, a varidvel o; pode representar um certo atributo particular deste individuo.
Por exemplo, consideremos o caso tipico do espalhamento de uma epidemia: nesse cenério, o;
indica se o individuo 7 estd sauddvel ou infectado por uma dada doenca. Para cada nd, pode-
mos enumerar todos os estados possiveis o; = 0,1,2,...,a e o conhecimento da varidvel de
estado de todos os nés da rede nos permite definir um estado microscépico do sistema (micro-
estado), ou seja, podemos representar uma configuragdo particular no tempo ¢ pelo conjunto
o(t) = (o1(t),o9(t),...,on(t)),emquei =1,2,... N.

3.1.1 A equacao mestra

Em geral, ndo € possivel seguir estritamente a dindmica microscopica de sistemas muito
grandes devido ao enorme nimero de varidveis envolvidas e a natureza estocdstica intrinseca da

maioria dos fendmenos em questdo. A dindmica do processo é dada através de transicoes ins-
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tantdneas 0 — o, que ocorrem espontaneamente a uma taxa W, _,,» > 0. Sendo assim, temos
que o estado inicial, o conjunto de todas as configuragdes e as taxas de transicdo descrevem por
completo o modelo estocdstico a ser estudado.

Seja P(o,t) a probabilidade de, no instante de tempo ¢, encontrarmos o sistema no micro-
estado o. Considere que W, _., € a taxa por unidade de tempo! com que ocorre a transi¢do
de um estado o para um estado ¢’. Se a evolugdo temporal de P(o,t) pode ser determinada
completamente pela distribuicdo de probabilidade no tempo ¢ (sem depender do histérico da
evolugdo do sistema) diz-se que o processo dindmico apresenta a propriedade markoviana.

Podemos descrever a dindmica de um sistema estocastico na forma de uma equagdo mestra,
que serd formulada em termos das taxas W de transi¢do entre cada estado. Trata-se de uma
equacao diferencial linear que descreve o fluxo de probabilidade “entrando” e “saindo” de uma
certa configuragdo o. A equagao de evolugdo temporal para P(o,t), ou equagio mestra, é dada

por
—Pat ZWH(, (0") =Y WoswP(0). (3.1)

vV vV
entrando saindo

H4 um balanceamento entre os termos de entrada e saida, de modo que deve ser obedecida a

condi¢do de normaliza¢do

> Plot)=1. (32)

Em principio, de posse da solucdo formal da equacdo mestra podemos calcular os valores
esperados de todas as grandezas de interesse do sistema. Dada qualquer funcéo de estado A(o),

obtém-se prontamente seu valor médio no tempo ¢ como
=> A(0)P(a,1), (3.3)

em que (A(t)) representa a média de A(t). Esta grandeza pode ser pensada como uma média
sobre diferentes realizacGes estocasticas da evolugdo de um mesmo sistema comec¢ando com as
mesmas condic¢des iniciais. Neste contexto, hd um interesse especial por sistemas que possuam
um limite assintético bem definido:

lim P(o,t) = Py(0). (3.4)

t—o00

Entdo dizemos que o sistema estd em um estado estaciondrio, no qual a média sobre a distri-
bui¢do estaciondria vale como representacdo do sistema apds um certo tempo transiente.

A equacdo mestra descreve um processo de Markov, processo este que nao possui uma “me-
moria intrinseca”. Em sistemas que apresentam um nimero finito de estados, esta caracteristica

garante a unicidade do estado estaciondrio[13]. Em geral, para a maioria dos sistemas (mesmo

"Vale ressaltar que, em geral, os coeficientes TV ndo sdo probabilidades. Logo, podem ser maiores que 1.
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alguns muito simples), ndo € possivel obter uma solugdo analitica da equagdao mestra. Assim,
€ comum empregar métodos de aproximacao para a obtencdo de uma solu¢io. A aproximagdo
de campo médio (CM) € uma das abordagens mais comuns e consiste em substituir as varidveis
microscopicas pelos seus valores médios, sejam estes temporais ou espaciais. Estes modelos de
CM levam a equacdes cinéticas que apesar de serem, em geral, acopladas e ndo lineares, podem
ser analisadas numericamente de maneira mais simples.

Uma outra possibilidade, que serd muito utilizada nesta dissertacdo, € o estudo dos mode-
los estocdsticos por meio de simulagdes computacionais, nas quais taxas e probabilidades sdao
representadas no computador com o uso de geradores de nimeros aleatdrios. Calcula-se nume-
ricamente a distribui¢ao de estados do processo através da escolha aleatdria dentre as possiveis
transi¢des para um estado, associando uma certa probabilidade a cada uma destas transicoes.
Ao fim de cada transicdo, tipicamente incrementa-se o tempo em unidades de passos de Monte
Carlo[14]. Espera-se que o sistema atinja o estado estaciondrio apos um certo nimero de pas-
sos e que a distribui¢do dos estados convirja para a distribui¢do que é solucdo estaciondria da
equacao mestra que descreve tal processo.

Um processo markoviano obedece a condicdo de balanco detalhado se a equagao
Wy o P(0") = Wy_yo P(0) (3.5

¢ verificada para todo par de estados o e o’. Esta é uma condigao forte que, em outras palavras,
nos diz que cada par de termos de “entrada” e “saida” na equa¢do mestra tem contribui¢do nula.

No equilibrio devemos ter

o)
EP(U, t) =0, (3.6)

logo conclui-se que o balango detalhado é uma condi¢ao suficiente para o equilibrio. Processos
fora do equilibrio ndo satisfazem esta condi¢do, pelo menos nao localmente. Na maioria dos
casos, este tipo de processo esta sujeito a forgas e correntes externas, adi¢ao de energia ou novas
particulas, ou até mesmo apresenta dissipag¢do. Por consequéncia, em geral, a distribuicdo esta-
cionaria de probabilidade fora do equilibrio é desconhecida®. A condicdo de balango detalhado

nos diz se o sistema € reversivel microscopicamente ou nao.

3.2 Processos em equilibrio

Apesar de, na maioria dos casos, ser impossivel obter uma solu¢cdo da equacdo mestra,
a hipotese ergddica e o axioma de maximizagdo de entropia nos permitem obter uma forma
explicita para a distribui¢do estaciondria P, (0) = P.,(0) de sistemas fisicos em equilibrio.

De acordo com a Mecanica Estatistica de equilibrio, um sistema estocdstico isolado em um

ZNote que a falta de balanco detalhado niio implica a auséncia de um estado estacionario.
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estado estaciondrio maximiza sua entropia, ou seja, durante sua evolucio o sistema assume
todas as configuragcdes possiveis de mesma energia (fixa) com igual probabilidade, formando
o chamado ensemble micro-can6nico. Em adi¢do a isso, a hipotese ergddica atesta que, para
sistemas isolados, a média sobre a evolu¢ao temporal de qualquer quantidade de interesse € igual
a média sobre a distribui¢do estaciondria de equilibrio. Entretanto, em geral, sistemas fisicos
nao sdo isolados, mas acoplados a um banho térmico externo que mantém fixa a temperatura
de equilibrio do sistema. Considerando que o axioma de maximizacdo de entropia se aplica
a este sistema acoplado e que a energia se conserva globalmente, a distribui¢do estaciondria
nao é mais uniforme e a distribui¢do de equilibrio agora € dada pela famosa distribuicao de
Boltzmann-Gibbs .

Pl0) = — exp(—H(@)/knT), (3.7)
em que 7" é a temperatura do banho térmico, kp € a constante de Boltzmann e H (o) é a hamil-
toniana que expressa a energia associada a cada configuracdo do sistema. A fungdo particdo Z

¢ um fator de normalizagdo obtido por meio da condi¢do ) | F,,(c) = 1 e é expresso como
Z =Y exp(~H(0)/kpT). (3.8)

Isto significa que, no equilibrio, ndo € necessdrio resolver a equacdo mestra, ja que conhece-
mos a distribui¢do estaciondria de antemao. Basta termos a expressdo da hamiltoniana para que
as propriedades estaciondrias do sistema sejam obtidas. Porém, vale lembrar que a maioria dos
processos dinamicos relevantes para aplicagdes no mundo real sdo fendmenos de nao equilibrio,
para os quais ndo é possivel prover uma formulacdo em termos dos conceitos da termodinamica

de equilibrio.

3.2.1 Transicoes de Fase

H4 muito tempo a Mecanica Estatistica tem dedicado esfor¢os para compreender o fend-
meno das transi¢des de fase: na medida em que variamos um pardmetro externo, ocorre uma
mudanga no comportamento macroscopico do sistema em questdo. O exemplo mais comum,
porém nao-trivial, de uma transicdo de fase € a transformac¢do da 4dgua entre as fases liquida,
sOlida e gasosa, quando se varia a sua temperatura: na pressdo atmosférica, a dgua torna-se
gelo sélido precisamente a 0°C' e sofre ebulicdo a 100°C". Outro exemplo é a mudanca de fase
em um material ferromagnético: acima de uma certa temperatura critica, o material muda da
fase ferromagnética para a fase paramagnética. Neste exemplo, a magnetizacao é o pardmetro
de ordem do sistema, a temperatura é o pardmetro de controle e a temperatura critica na qual
ocorre a transi¢do de fase denominamos ponto critico.

Segundo a teoria fenomenolégica de Landau, em uma transi¢ao continua o parametro de or-
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dem varia continuamente entre as fases do sistema, enquanto que em uma transicao descontinua

o parametro de ordem apresenta um “salto” no ponto de transicao.

M4

T, T

Figura 3.1: Grifico que ilustra a transi¢do de fase em um ferromagneto, com campo externo nulo.
Figura retirada de [13].

No ponto critico, os potenciais termodindmicos ndo sdo analiticos (as derivadas acima de
uma certa ordem divergem), caracterizando a transicdo de fase. Quando uma derivada pri-
meira da energia livre € descontinua temos uma transicao de fase de primeira ordem e, quando
a singularidade ocorre na derivada segunda da energia livre, temos uma transi¢cao de fase de
segunda ordem. Esta ndo-analiticidade ndo aparece em sistemas pequenos. A causa de tal com-
portamento singular é dada por flutuagdes microscopicas que atingem escalas macroscopicas,
originando um comportamento coletivo que fica melhor caracterizado quando investigamos a
correlagdo entre os constituintes do sistema. No exemplo da solidificacdo da dgua, a entropia do
sistema (uma derivada primeira da energia livre de Gibbs) € descontinua, caracterizando uma
transicdo de fase de primeira ordem. No caso do ferromagneto, a transicdo € classificada como
sendo de segunda ordem, pois a singularidade ocorre na derivada segunda da energia livre.

Sistemas estaciondrios fora do equilibrio podem sofrer transicdes de fase. Entretanto, di-
ferentemente de sistemas em equilibrio termodinamico, geralmente ndao podemos relacionar as
grandezas relevantes do problema a derivadas da energia livre[15]. Conhecemos estas transi-

coes por transi¢des cinéticas, ou transicdes de nao-equilibrio[ 16, 17].

3.3 Processos fora do equilibrio

Um processo € considerado fora do equilibrio se sua dindmica microscépica viola o prin-
cipio da reversibilidade microscopica (ou balan¢o detalhado). De um modo geral, todos os
sistemas macroscopicos que estdo submetidos a uma for¢a externa ndo-conservativa ou a uma
fonte de energia situam-se fora do equilibrio. Isso geralmente é devido ao fato de que, mesmo

no estado estaciondrio, a transi¢do para um certo subconjunto pode ser favorecida. Existem pro-
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cessos que violam o principio da reversibilidade microscépica de tal modo que nao podemos
aplicar os conceitos da mecénica estatistica de equilibrio sequer de maneira aproximada. Estes
processos sao chamados de processos longe do equilibrio.

Em particular, temos sistemas com estados absorventes. Esta denominagdo € atribuida a
uma configuracdo na qual um sistema fora do equilibrio pode ficar “aprisionado” em definitivo
durante sua evolucdo. Um estado absorvente pode ser atingido a partir de outros estados, mas
qualquer outro estado ndo pode ser atingido a partir do estado absorvente. Para um sistema fi-
nito com pelo menos um estado absorvente acessivel, os estados ndo absorventes sdo chamados
de estados transientes. Processos com estados absorventes sdo um tipo de processo longe do

equilibrio.

Figura 3.2: Um simples processo de trés estados. Os estados 1 e 2 sdo transientes, enquanto o estado 3
é absorvente.

Para exemplificar, considere um processo simples que possui apenas 3 estados possiveis.
As possiveis transi¢cdes sdo exibidas de maneira esquemadtica na figura 3.2. Note que é pos-
sivel acessar os estados 2 e 3 a partir do estado 1, assim como € possivel fazer a transi¢ao
para os estados 1 ou 3 a partir de 2. Ou seja, para este modelo, partindo de 1 ou 2 € possivel
acessar qualquer outra configuracdo do sistema, fato que caracteriza estes estados como sendo
transientes. Porém, uma vez que o sistema atinge o estado 3, jamais saird desta configuracdo.
Empregando um certo coloquialismo, pode-se dizer que a dindmica do sistema foi “absorvida”
no instante em que o estado absorvente 3 foi atingido.

Um tipo especial de transi¢cdo de fase fora do equilibrio (e que aparece com grande freqiién-
cia neste trabalho) € a que ocorre em sistemas com estados absorventes que admitem um ou
mais estados estacionarios ativos (ndo-triviais) além do estado estacionario absorvente. Deno-
tamos estas transi¢oes por transi¢oes de fase para estados absorventes.

Processos com estados absorventes aparecem com frequéncia na modelagem de muitos
fendmenos de diversas dreas do conhecimento, tais como reacdes quimicas, epidemiologia e

dindmica populacional.
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3.4 Universalidade

O conceito de universalidade [18] é uma idéia importante para o estudo de transicdes de
fase, tanto no equilibrio quanto longe dele. Em Fisica Estatistica, universalidade é a observacao
de que existem propriedades para uma grande classe de sistemas que nao dependem dos deta-
lhes dinamicos. Com este conceito, esperamos que 0 comportamento critico de tais transicoes
possa ser associado a um conjunto finito de possiveis classes, as quais chamamos de classes de
universalidade. Esta no¢do de universalidade foi proposta originalmente por fisicos experimen-
tais cujo objetivo era descrever a observagdo de que vdrios sistemas aparentemente sem relagao
apresentavam o mesmo tipo de comportamento singular em uma transi¢ao de fase. Transi¢oes
continuas sdo caracterizadas pela auséncia de um comprimento caracteristico que, em geral, sdo
caracterizados por leis de poténcia. Analisamos as classes de universalidade em termos de ex-
poentes e funcdes de escala definidos proximos da criticalidade. Logo, uma estimativa precisa

destes expoentes € de fundamental importancia.

3.4.1 Expoentes criticos

Na Mecanica Estatistica de equilibrio, podemos descrever as transi¢des de fase em termos
de uma teoria de escala fenomenoldgica. Por exemplo, considerando que um campo externo
é nulo temos que, abaixo de uma certa temperatura critica® 7,,, um ferromagneto ideal apresenta
uma magnetizacdo M ndo nula. Foi observado que na fase ordenada (7' < T.), na medida
em que nos aproximamos de 7, essa magnetizacio espontanea vai a zero seguindo uma lei de
poténcia

|M| ~ (T, —T)". (3.9)

O expoente (3 € um expoente critico.
Também foram introduzidos outros expoentes para descrever o comportamento de grande-
zas tais como o calor especifico C' e a suceptibilidade magnética y que, na criticalidade, também

apresentam comportamentos em leis de poténcia:
C~IT.-T|™" (3.10)

x~|T.—T|7. (3.11)

Sabemos que grandezas fisicas como calor especifico, suceptibilidade magnética e magne-
tizagcdo sdo propriedades macroscopicas da matéria, fazendo parte da descricao termodinamica
de um sistema. Mas, como 0 nosso objetivo é estudar o comportamento do sistema préximo a

uma transicdo de fase, é necessdrio entender o que acontece neste sistema em uma escala mi-

3Esta temperatura critica é conhecida como temperatura de Curie.
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croscopica.

Para obter uma descri¢do microscopica dessa transicao de fase ferromagnética, a interacao
entre spins € o elemento mais importante. O modelo microscépico mais simples utilizado para
descrever a transicdo de fases em um ferromagneto € o modelo de Ising, cuja hamiltoniana é
definida como

H=—-J 0,04, (312)

(4,9

em que J é a constante de troca, o; = +1 é a varidvel de spin que representa 0 momento
magnético em cada sitio e o indice (i, j) indica que a soma deve ser feita sobre sitios i e j
que sejam primeiros vizinhos. Gragas a sua simplicidade, o modelo de Ising tem sido estudado
extensivamente tanto em situagdes nas quais os elementos do sistema estdo localizados em
redes regulares DD-dimensionais, quanto no caso em que todos estdo conectados uns aos outros.
O primeiro caso corresponde a situacdes mais proximas da realidade dos materiais magnéticos;
por outro lado, no segundo caso, cada spin estd submetido a mesma “influéncia” (ou campo
médio) com relag@o aos outros.

E 1itil definir uma funcio de correlagio, c(r),
c(r) = (oi0;) = {03} {0) (3.13)

em que r = |r; — r;|. Esta func@o permite analisar como a varidvel de estado em uma posic¢ao
correlaciona-se com o estado de um sitio que estd a uma distancia r. Assim, se fizermos r — oo,

¢(r) vai a zero. Para valores longe do ponto critico, ¢(r) decai exponencialmente como
c(r) ~ e, (3.14)

em que & € o comprimento de correlacdo do sistema, dependente da temperatura.

Para temperaturas proximas de 7., observa-se o aparecimento de correlacdes de longo al-
cance (ou seja, £ — oo*) e, nessas condigdes, a fungio de correlagdo tem um decaimento dado
por

1
c(r) ~ oy (3.15)
em que d € a dimensdo do sistema e n € um expoente critico associado a funcao de correlagao.

Isso quer dizer que, fora da criticalidade, um sistema composto por muitos corpos apresenta
correlacdes entre seus constituintes que estdo limitadas por um comprimento ¢. Na criticalidade,
as correlagdes decaem lentamente, sem que haja qualquer comprimento caracteristico. Quando

T — T., o comprimento de correlacio diverge como

&~ | T =T, (3.16)

“Esta divergéncia de ¢ é a origem primdria de todos os fendmenos que sio associados  criticalidade.
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em que v € outro expoente critico. De fato, caracterizamos o ponto critico pela inexisténcia de
uma escala de comprimento, o que torna o sistema invariante sob transformagdes de escala.

No caso das transicdes de fase para estados absorventes ocorre algo similar. Entretanto,
sistemas longe do equilibrio devem necessariamente possuir uma dindmica, de modo que agora
existem dois comprimentos de correlacdo diferentes: o comprimento de correlagdo espacial & |
e 0 comprimento de correlagdo temporal §|, juntamente com 0s respectivos expoentes associ-
ados v, e v). Chama-se a razdo entre esses expoentes, z = V|| /v, de expoente dindmico por

relacionar as escalas espacial e temporal na criticalidade.

3.5 Processo de contato

O Processo de contato (PC) foi proposto por T. E. Harris em 1974 como um modelo simples
para propagacao epidémica. Na interpretacdo do modelo, cada sitio ¢ de uma rede (no caso
mais tipico, uma rede hipercibica d-dimensional) representa um individuo que pode estar em
um de dois estados: infectado (o; = 1) ou saudavel (o; = 0). Com frequéncia nos referimos a
sitios infectados como sitios ocupados € a sitios saudaveis como sitios vazios. Para este modelo
diz-se que sitios ocupados sdo sitios ativos e estes, por sua vez, transmitem a infecc@o através
do contato com os vizinhos mais proximos. Um sitio vazio somente pode tornar-se ocupado
(0;(t) = 0 — 04(t) = 1) se houver um primeiro vizinho que estd ocupado. Esta ocupacio se
d4 a uma taxa A\m, em que A € a taxa de infec¢@o (ou taxa de replicagdo) para o sistema e m €
a fracdo de primeiros vizinhos do sitio 7 que esté infectada. Por sua vez, sitios infectados se re-
cuperam a uma taxa unitdria e prontamente estdo suscetiveis a reinfec¢do. Consequentemente,
¢ facil perceber que o estado o; = 0,V ¢ é um estado absorvente.

Pode-se interpretar o PC como um processo no qual uma certa condi¢@o transiente ou ex-
citacdo se espalha através de uma influéncia de curto alcance [19] e se este espalhamento ndo
for suficientemente rapido, tal exitagdo do sistema desaparece. A fronteira existente entre a
persisténcia e a extingao da atividade € marcada por um ponto critico ..

No PC o parametro de ordem, de maneira andloga a magnetizacdo no modelo de Ising, é
a densidade de sitios ativos (ou particulas) no estado estaciondrio, p, que € nula no estado ab-
sorvente. Na medida em que A aumenta além de \., ocorre uma transi¢ao de fase continua do

estado absorvente para um estado ativo estaciondrio, como ilustrado na figura 3.3.

Este modelo ndo possui solugdo exata, mas vdrias propriedades importantes dele estao rigo-
rosamente bem estabelecidas e seus parametros criticos sdo conhecidos com elevada precisao
por meio de estudos numéricos. Assim, é comum dizer que o PC € o “modelo de Ising” das
transi¢des de fase para estados absorventes, servindo muito bem como ponto de partida para o

estudo de problemas de ndo equilibrio.
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Figura 3.3: Densidade de particulas no estado estaciondrio em fungio da taxa de replica¢do para o PC
unidimensional.

3.5.1 Criticalidade

No estado estaciondrio, quando o sistema se encontra préximo ao ponto critico, observa-se

que a densidade de sitios ativos segue uma lei de poténcia
P~ A=A, (3.17)

em que p = p(oc0) e 3 é o expoente critico associado ao pardmetro de ordem.

Para analisarmos a evolucdo temporal do PC (figura 3.4) é conveniente comecar a evolucao
do sistema a partir de uma configuragdo muito simples, proxima do estado absorvente: uma
unica particula na origem da rede vazia. Sendo assim, um ensaio (ou amostra) pode simples-
mente cair no estado absorvente apds o primeiro evento, mas também pode ‘“‘sobreviver” por
um tempo grande. Cada amostra de simulagdo termina no tempo maximo que o sistema per-
maneceu sem cair no estado absorvente. Nesta simulacdo de espalhamento, as grandezas mais

bdsicas para a andlise sao o nimero médio de particulas

n(t) = Z oi(t) (3.18)

e a probabilidade de sobrevivéncia média Ps(t), que é a probabilidade de, no instante ¢, o

sistema ndo se encontrar no estado absorvente. Na criticalidade, observa-se a lei de poténcia
Ps(00) ~ |A = A7 (3.19)

Para o PC, 8 = /' [20]. Isso implica que, quando ¢t — 0o, Pg se torna proporcional a p.
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Figura 3.4: Amostras do PC, comecando com uma tnica particula na origem de uma rede vazia. A
esquerda: A < A.; centro: A = A.; a direita: A > ..

Ainda na vizinhanga de \., os comprimentos de correlacdo espacial e temporal seguem as
respectivas leis de poténcia
EL~ A=A, (3.20)

&~ (A= Ae[ T (3.21)

Outras quantidades que fornecem informacdes relevantes acerca do processo sao o espalha-

mento médio das particulas a partir da particula de origem

2 _ L r2o
R? = " <Z > (3.22)

r

e a variancia da densidade de sitios ativos no estado estacionario

X = LY{p*) — (p)?), (3.23)

em que L é a dimensao linear do sistema. Essa varidncia nos fornece uma medida das flutua-
coes do parametro de ordem. Na vizinhang¢a do ponto critico, estas flutuacdes tornam-se muito

grandes, seguindo a seguinte lei de poténcia:
X~ A=A (3.24)

No regime subcritico (A < \.), tanto Ps(t) quanto n(t) decaem exponencialmente. As par-
ticulas geradas a partir da particula original se espalham difusivamente via sequéncias nas quais
uma particula gera outra em um sitio vizinho e desaparece logo em seguida. Nestas condicoes,
R%*(t) ~ t. Seja p(0, 0|r, t) a probabilidade condicional de encontrarmos uma particula em r no
instante ¢, dado que ha um sitio ativo na origem e todos os outros sitios da rede estdo vazios em
t = 0. No regime subcritico,

p(0,0[r,t) ~ e7"/Ere (3.25)
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para valores grandes de r e ¢.

No regime supercritico (A > \.), uma amostra pode sobreviver por tempo indefinido
(Ps(t) — Ps(oco) > 0, quando ¢ — o0). E, no ponto critico, as grandezas Ps(t), n(t) e
R*(t) seguem leis de poténcia:

Pg(t) ~ 70, (3.26)
n(t) ~ ", (3.27)
R2(t) ~ t¥/=. (3.28)

As trés equacdes acima valem para tempos longos e requerem que o sistema seja grande o
suficiente para que nenhuma particula atinja a fronteira.

Baseado nisso, podemos utilizar as curvas Ps(t) x t e n(t) x t para estimar a localiza¢ao
do ponto critico. Como para A > A, (A < \.) estes graficos, na escala logaritmica, apresentam
uma curvatura positiva (negativa), podemos tragar graficos para diferentes valores de A e, em
seguida, por meio de um grafico da curvatura média em funcdo de )\ determinar para qual valor
de taxa a curvatura é nula. Este valor é uma estimativa precisa da taxa critica ..

Um método para determinar o ponto de curvatura nula serd exposto a seguir. O que nos

P | (1)

L [ M| Ll Ll Lo
100 10000 le+06 100 1000 10000 Le+05
t

Figura 3.5: Gréficos mostrando como Ps(t) e n(t) seguem leis de poténcia no ponto critico (curvas
em vermelho) e curvam positivamente (curvas azuis) e negativamente (curvas pretas) para o sistema no
regime supercritico e subcritico, respectivamente.

interessa aqui € a curvatura média (k) para o conjunto de dados que temos a disposi¢do, mas,

para obté-la, precisamos determinar primeiro a curvatura local k, dada por

By (1)

K(t) = T (P (3.29)

em que P;(t) é um polindmio de ordem ctibica obtido por ajustes nos dados. De posse da

expressao para k, definimos a curvatura média como

1 /tf
K) = k(t)dt. (3.30)
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Finalmente, apds aplicar este procedimento para cada curva Ps(t) X t ou n(t) X t, podemos
tracar o grafico da curvatura média como funcdo de A, conforme mostrado na figura 3.6. O
ponto critico . € obtido pela extrapolagdo dos dados, utilizando uma regressao polindmial
[21].
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Figura 3.6: Curvatura média em fungdo de A para o processo de replicagdo por contato unidimensional
(PRC) [22], um modelo muito similar ao PC que apresenta o mesmo comportamento critico. A linha
continua representa um ajuste em polindmio cibico. O PRC serd definido no capitulo 4.

3.5.2 Teoria de escala

O objetivo da teoria de escala é fornecer uma descri¢do relativamente simples do sistema na
proximidade do ponto critico, ou seja: quando A — A., {1 — oo e §| — 0o. Seguiremos aqui
uma abordagem fenomenoldgica proposta por Grassberger e de la Torre [20], que descreve a
evolucdo a partir do estado inicial que consideramos na subse¢ao anterior: uma Unica particula
na origem da rede vazia.

A idéia principal por trds da teoria de escala baseia-se na hipétese de que as propriedades
assintéticas do sistema, nas proximidades do ponto critico, sdo invariantes sob transformagdes
de escala do tipo

A — al,

r—a "tr,
t— a it
p—a’p,
P—d’P, (3.31)

em que a > 0 é um fator de escala e introduzimos a notagdo A = |\ — \.|. Esta invariincia

sob tais transformacdes impde restricdes a forma das fun¢des que governam o comportamento
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critico, como sera visto adiante.
Como exemplo, analisaremos o que acontece com a probabilidade de sobrevivéncia, Pg,

exatamente no ponto critico. Impondo a invariancia de escala tem-se
Ps(t) = a® Pg(a™"1t). (3.32)

Temos a liberdade para escolher um valor de a tal que a "It = 1. Dai, tem-se a = t'/"I e, por
consequéncia
Ps(t) = t~7/"1Pg(1). (3.33)

Fazendo 3’ /v = /v = 6 obtem-se, no ponto critico
Ps(t) ~ t7°. (3.34)

Deve-se considerar também o caso em que ndo estamos exatamente no ponto critico, porém

préximo a ele. Neste caso, devemos tomar Ps como
Ps(A,t) = a® Ps(aA, a™"It). (3.35)

Novamente tomando ¢ = t*/”I, tem-sem finalmente que, préximo ao ponto critico, Py escala

como
Ps(A,t) =t/ Pg(AE/1,1). (3.36)

Pode-se reescrever a equagdo acima como
Pg(t) ~ t 00 (ALY1), (3.37)

em que ® é uma funcdo de escala que depende unicamente do argumento At'/”I. Note que a
equacio (3.34) é recuperada quando tomamos A = 0.
Consideremos novamente a probabilidade condicional p(0, 0|r, ¢). Neste caso, no regime de

escala () proximo de \.), pela invariancia de escala tem-se
p(0,0r, 1) o t"=4=F(r /tV7 AL (3.38)

levando em conta tempos longos e sistemas grandes. Na equacdo acima, F € uma funcdo de
escala universal, d ¢ a dimensdo do sistema e z = v /v, . Também ¢ importante esclarecer que o

fator multiplicativo ¢"~%# aparece na equacio (3.38) pois, no ponto critico, devemos recuperar
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a equagdo (3.27) ao integrar p(0, O|r, t) sobre todo o espago. E o que verificaremos agora:
n(t) = () ailt)

= /p(0,0|r,t)dd7’

= iz / Flr/t? At dr (3.39)
Agora, seja u = r/t'/*. A partir disso, obtemos

n(t) = 7=z / F (A1) dM
~ TF (A (3.40)
que, no ponto critico, recupera a relagéo n(t) ~ t".
Também para que a relacdo de escala (3.38) seja consistente, a expressao (3.28) deve ser

prontamente obtida quando calculamos o segundo momento de p(0, O|r, ¢), integrando nova-

mente sobre todo o espago. Entdo, conforme feito anteriormente, temos

2t77 d/zF ’I“/tl/z tl/””)ddr

/

2/z 2 Al/I/H
n(t)t / F(u, A1) d%

~ PR (AL, (3.41)
Vimos que
—00

Porém, no estado estaciondrio é vélida a relagdo p(0,0|r,t) ~ pPs. € p ~ A?, implicando que
— ABAP B0 A28
p(0,0]r, 1) = APAP P A28, (3.43)

Com base na lei de escala (3.38), obtemos p ~ Al (d/z=n), Agora, comparando esta ultima com

a expressado (3.43), devemos ter

2040 = Zd, (3.44)
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em que Z = 1/z. Uma equagdo deste tipo, que relaciona dimensionalidade com expoentes

criticos, € chamada de relagdo de hiperescala.

3.5.3 Escalonamento de tamanho finito

Quando o sistema se encontra nas proximidades do ponto critico, as propriedades intensivas
deste sistema apresentam grande dependéncia com relagdo ao seu tamanho. De fato, para fins
praticos de andlise numérica utilizando métodos simulacionais, o sistema necessariamente terd
um tamanho finito. A técnica de escalonamento de tamanho finito (ETF) nos permite localizar
o ponto critico e fazer estimativas dos expoentes criticos com base em dados para sistemas com
vdrios tamanhos [23]. Esta teoria baseia-se na hipdtese de que, proximo a criticalidade, a de-
pendéncia em L das propriedades intensivas ¢ dada unicamente por meio da razdo L/&,, que
representaremos por ALYVt

Sabemos que, para modelos com estados absorventes em redes de tamanho finito, que pos-
suem um numero finito de configuracdes, o tnico estado estaciondrio € justamente o estado
absorvente. Por essa razdo, quando desejamos obter informacdes acerca do estado ativo por
meio de simulagdes, analisamos o estado quase-estaciondrio (QE). Em uma amostra de simu-
lacdo, o estado QE ¢é atingido ap6s um certo transiente, que é uma fungido de A, do tamanho
do sistema e da condi¢do inicial’. Quando tomamos uma amostragem grande para calcular as
grandezas relevantes, o estado QE € contabilizado apenas com as amostras que ‘““sobreviveram”.
Em outras palavras, realiza-se a média de uma certa quantidade em funcdo de ¢ apenas sobre
aquelas amostras nas quais o sistema ndo atingiu o estado absorvente até o instante ¢. Na figura
3.7 vemos como a densidade média de particulas no estado quase-estaciondrio p,, (ou densi-
dade quase-estaciondria) atinge um valor constante apds um certo tempo; a figura 3.8 ilustra
como os valores obtidos para p,, em fung¢@o de A convergem para o seu valor estaciondrio na

medida em que L cresce, tornando a transi¢ao de fase cada vez mais evidente.

Para A = )., com L grande, podemos escrever a densidade de sitios ativos no regime QE,
Pge(A, L), como
Pye(A, L) ~ L7/ (ALY (3.45)

A fungdo de escala f(r) deve escalar como f(x) ~ x” para valores grandes de z (ou seja,
L > €),jaque p ~ AP. A partir deste ponto, iremos nos referir ao comprimento de correlacio
espacial £, simplesmente como &. Entdo, de acordo com esta forma de escala, se tracarmos
um grafico L%/ " Dge X ALYV devemos observar que curvas para diversos valores de L devem

coincidir. E de fato isso acontece, como podemos verificar na figura 3.9, em que os dados da

SE comum comecar a simulacio com todos os sitios da rede ocupados.
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Figura 3.7: Grifico p(t) x t mostrando a relaxagdo para o estado quase-estaciondrio para os tamanhos
de rede L = 25, 50, 100, 200, 400, com A = A,

Figura 3.8: Densidade de particulas no estado quase-estacionério em fungéo da taxa de replicagio para
o PC unidimensional.

figura 3.8 colapsam perfeitamente na curva f(z). Quando ndo conhecemos A, e/ou 0s expoentes

podemos variar seus valores de modo a produzir o melhor colapso [24].

Pela andlise de ETF, podemos determinar o ponto critico usando a dependéncia de p,. (A, L)

em L. No ponto critico, pela equacao (3.45), temos
Poe(L) ~ L9/, (3.46)

Logo, para A = A, a inclinagdo de um grifico Inp,, X In L nos fornece o valor do expoente
f/v, . Quando fora do ponto critico, ndo encontramos uma lei de poténcia, mas sim curvas com
concavidades para cima no regime supercritico (A > \.) e concavidades para baixo no regime
subcritico (A < A.). Uma andlise de curvatura neste tipo de grifico pode ser utilizada para

determinar o valor de ..
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Figura 3.9: Grifico reescalado utilizando os dados da figura 3.8.

Se aplicarmos a técnica de ETF para a variancia da densidade quase-estaciondria, obtemos
X(A, L) ~ L/ g(ALY") (3.47)

de modo que agora temos a fungdo de escala g(x) ~ x~7 para valores grandes de x. No ponto
critico,
X(L) ~ L% (3.48)

Agora, considere a evolucao do sistema partindo de uma rede com todos os sitios ocupados.
Podemos caracterizar o fempo de vida do sistema de diversas maneiras como, por exemplo,
por meio do tempo 7, necessario para que a probabilidade de sobrevivéncia caia pela metade.
Essa grandeza é um tempo de relaxacdo, portanto, para tamanhos de sistema muito maiores que

Y|

o comprimento de correlagdo, escala como 7, ~ A~™"I. Seguindo um procedimento como o

anterior, temos
Tm(A, L) ~ LV G(ALYL) (3.49)

em que G(z) ~ 77 para  muito grande. Para A\ = A, 7, ~ L"I/¥+. Note que, para A > \,,
Tm Cresce exponencialmente e, para A < \., um valor constante € atingido na medida em que
L — oo. Novamente, podemos realizar um estudo de curvatura sobre 7,,, como fun¢do de L e
A, determinar ). e obter o expoente v Jvy.

Na figura 3.10, resultados de simula¢gdes confirmam algumas leis de poténcia que esperava-

mos para o PC.
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Figura 3.10: Dependéncia de ., 7 € x com o tamanho do sistema para o PC unidimensional no ponto
critico.

3.5.4 Teoria de campo médio

Conforme discutido anteriormente, podemos escrever uma equacao mestra para o PC a fim
de analisar a evolugdo temporal de p(x, t), sendo que p(x,t) = Prob[o(t) = 1]. Consequente-

mente, 1 — p(x,t) = Probloy(t) = 0]. Tal equagdo de movimento ¢ dada por
9 (x,t) = —p(x t)+éZProb[0 (t) = 1,04(t) = 0] (3.50)
8t I - p ) q . y - S ¥YX - 9 .

em que y sdo os vizinhos mais préximos de x, ¢ é o nimero de coordenagio da rede® e
Prob[oy (t) = 1,0x(t) = 0] é a probabilidade de que o sitio em x esteja vazio, dado que o
sitio vizinho em y estd ocupado. O primeiro termo desta equagdo para dp/0t é o termo de
aniquilacdo de particulas, enquanto o segundo termo representa a criacdo de uma particula no
sitio em x pela particula em y.

A equacdo acima € exata, porém nao podemos resolvé-la analiticamente, ja que ela depende
da probabilidade condicional de dois sitios, mas esta depende da de trés sitios e assim por diante,
de modo que hd uma hierarquia infinita. A aproximacdo de campo médio usual, assume que a

probabilidade de ocupagdo para um dado sitio € independente dos vizinhos. Assim, tem-se que

p(W|0) = p(M)p(0)), (35D

onde introduzimos a nota¢do p(M) = Prob[o;(t) = 1] e p(dJ) = Prob|o;(t) = 0]. Substituindo

a equacdo (3.51) na equagao (3.50) encontramos

d

Ep(t) = p(A—1) — \p?, (3.52)

SPara reticulados, ¢ = 2d.
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onde definimos p(M) = p(t) e p(0J) = 1 — p(t). A expressdo acima é a equagdo de Malthus-
Verhulst, que modela a evolucdo temporal do tamanho de uma populacio cujo crescimento é
limitado pela oferta finita de recursos no ambiente [13].

Tomando o limite do estado estaciondrio, dp/dt = 0, temos que p(t) — p, em que
p=0 ou ﬁ:T. (3.53)

Para todo A tal que A < 1, a tnica solucdo estaciondria € a solucdo trivial, ou seja, o estado
absorvente p = 0. Entretanto, para A > 1, existe um estado estaciondrio ativo dado pela
equagdo (3.53). Desse modo, A\. = 1 marca o ponto critico onde o pardmetro de ordem sofre
uma mudancga continua, conforme foi visto no diagrama de fase para o PC.

Denotando A = X — A\, para A > 0, a equacdo (3.52) nos mostra que
p=A/A (3.54)

Perto do ponto critico, o pardmetro de ordem escala como p ~ AP, Logo, a teoria de campo

médio fornece 5 = 1. Analisemos agora a solucdo geral da equacgao (3.52)

A—1

p(t) = ppGe=TE (3.55)

em que consideramos como condi¢do inicial todos os sitios da rede ocupados (p(0) = 1). Na

regido subcritica, p(t) decai a zero exponencialmente como
p(t) = Ae 17N, (3.56)

Na regido supercritica, p(t) relaxa para p como

p(t) = — B (3.57)
De maneira mais sucinta, para A # 1, tem-se
p(t) — 7 ~ exp(|1 — Alt). (3.58)
Logo, 7 = |1 — A\~
Agora, se substituirmos \. na equacao (3.52), obteremos
%p(t) = —p”. (3.59)

Portanto, no ponto critico, a densidade de particulas sofre um decaimento em lei de poténcia
como
pt) ~ 7, (3.60)
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Como visto anteriormente, no ponto critico, temos que p(t) ~ t=°, em que § = 3/ V| €, por-
tanto, v = 1.

Resta agora obter o expoente v, relacionado ao comprimento de correlagio £ e, por con-
sequéncia, com a escala espacial do sistema. O procedimento para fazer isso € escrever a equa-
¢a0 (3.52) na sua forma continua [19], de modo que a funcdo ¢(x,t) representa a densidade
local de particulas. Acrescentando um termo de difusdo para levar em conta flutuacdes espaci-
ais, chega-se a equagao

0

5 (x,t) = (A — 1)d(x,t) — A\p*(x,t) + DV?¢(x, 1), (3.61)

sendo D > 0. Impondo a hipétese de invaridncia de escala, podemos mostrar que 5/v; = 2,
logov, =1/2.
Entdo, relembrando, os valores obtidos para os expoentes criticos pela teoria de campo

médio sido

Bo=1
o= 1
VL:1/2

Por meio de outros métodos também podemos obter estes expoentes, para fins comparati-
vos. Ao fazer isso, nota-se que os valores obtidos pela teoria de campo médio estdo quantita-
tivamente incompativeis com aqueles obtidos por métodos mais sofisticados, como a expansao
em séries [25]. A explicag¢do para isso é o fato de que, na teoria de campo médio, despre-
zamos as correlacdes entre os sitios, tratando-os como estatisticamente independentes, e estas
correlacdes sdo fortes em baixas dimensoes. Por exemplo, para d = 1, foi encontrado o valor
Ae = 3,297848(20) (por meio de expansdes em série) para o ponto critico do PC, que é distante
do valor A, = 1 previsto pela teoria de campo médio. Porém, do ponto de vista qualitativo, a
teoria fornece bons resultados. De fato, ao analisar o modelo parad = 2 e d = 3, observa-se que
o valor para o ponto critico e dos expoentes aproxima-se cada vez mais dos valores de campo
médio. Para d > 4 os expoentes previstos pela aproximacgdo de campo médio sio exatos. Nesse

caso, diz-se que d. = 4, em que d,. é a dimensdo critica superior do modelo.

3.6 Percolacao direcionada

Um exemplo fundamental de sistemas sem termodindmica que exibem uma transi¢cao con-
tinua € o problema de percolagdo. Historicamente, este conceito surgiu no estudo do fendmeno

de transporte de um fluido através de um meio poroso para tentar solucionar um problema de
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entupimento de mdscaras de gds. Formulado por Broadbent e Hammersley [26] no final da dé-
cada de 50, o modelo de percolacdo concentra-se em descrever 0 meio poroso como uma rede
de ligacdes, ou canais aleatorios, por onde um fluido deterministico escoa.

Usualmente, para fins de modelagem, utilizamos uma rede regular cujos sitios representam
0s poros € as ligacdes entre os sitios representam os canais. Simula-se a passagem do liquido
através dos poros considerando que uma ligacio € aberta com probabilidade p e fechada com
probabilidade 1 — p, sendo que 0 < p < 1. Estes canais estardo interligados se o niimero destes
for suficientemente grande, tornando o meio permedvel a passagem do fluido. Dizemos que,
neste caso, houve a percolagdo do fluido. Também pode-se provar que existe um valor critico
p = p. para o qual ocorre uma transi¢cao de fase continua entre a fase impermedvel e a fase

permedvel ao fluido.
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Figura 3.11: Evolugdo temporal tipica a partir de duas particulas, mostrando a percolagdo direcionada.
Neste caso a direcao preferencial é interpretada como uma coordenada temporal. Figura extraida de [27].

Até o momento, estamos considerando o caso em que o fluido pode escoar para qualquer
direcdo, caracterizando uma percolacao isotropica. Porém, se considerarmos uma direcao prefe-
rencial para o escoamento, temos a percolacdo direcionada (tal consideracao pode ser utilizada
para modelar a forca gravitacional ou uma rede de diodos aleatéria). Esta dire¢do preferencial
pode ser interpretada como uma coordenada temporal em um modelo no qual uma rede qua-
drada foi girada a um angulo de 45°. Nesse caso, cada sitio deve possuir dois primeiros vizinhos
tanto na linha acima dele quanto na linha abaixo

Agora, como o fluxo acontece em apenas uma direc@o, consideraremos os sitios “molhados”
(z; = 1) como ativos e sitios “secos” (x; = 0) como inativos. Podemos imaginar que a linha
superior da rede estd acoplada a um reservatério de d4gua que vai percolar a rede caso exista
um caminho de ligacdes. Dizemos que este processo apresenta atualizacdo sincrona, ou seja,
quando o tempo avan¢a em uma unidade todos os sitios da rede sdo atualizados.

Levando em conta o escopo deste trabalho, uma idéia interessante € comparar o modelo de

percolagdo direcionada (PD) com um processo de reacdo-difusdo. Nesta interpretacdo, cada
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sitio ativo representa uma particula A, sendo que possiveis transi¢des sdo dadas por:

A — 0 (aniquilagdo)
AD) — QA (difusdo)
A — 2A (criagdo)
2A — A (coagulacgio) (3.62)

A partir disso, vemos que a configuragdo na qual todos os sitios estdo vazios (ou secos) € ab-
sorvente, o que equivale a dizer nao haverdo mais ligacdes abertas para qualquer tempo futuro.
O tratamento analitico do modelo € andlogo aquele desenvolvido para transi¢des de fase ferro-
magnéticas. Sendo assim, proximo de p., 0 sistema apresenta os comprimentos de correlagdo

caracteristicos £ e ||, que divergem como
L~ p—p ™ (3.63)

&~ |p—pe| ™. (3.64)

Entdo, no fim das contas, tanto a percolacdo direcionada quanto a isotropica apresentam um
ponto critico. Assim como no caso do PC, mesmo que estes modelos ndo possam ser interpre-
tados utilizando a termodindmica, ocorre o surgimento de propriedades de escala relacionadas
a correlacoes de longo alcance (do mesmo modo que em fendmenos de equilibrio). Porém, a
diferenca de simetria existente entre o caso direcionado e o isotrépico faz com que os expoentes
criticos ndo sejam os mesmos. Para a percolacdo direcionada, observa-se que os expoentes cri-
ticos obtidos s@o os mesmos do processo de contato e outros modelos. Com isso, caracteriza-se

a classe de universalidade da percolagdo direcionada (classe PD).

3.6.1 A conjectura PD

Um certo modelo pertence a classe PD se forem obedecidas as seguintes condi¢des:

O modelo apresenta uma transicao de fase continua para um tnico estado absorvente.

Tal transicdo € caracterizada por um parametro de ordem escalar e positivo.

Nas regras dinamicas do modelo, s6 hd interacdes de curto alcance.

O sistema ndo apresenta desordem congelada ou simetrias adicionais.

Este conjunto de condi¢des € apenas uma conjectura que, até entdo, ndo foi demonstrada com

rigor. Porém, esta vem sendo reforcada por um grande ndmero de evidéncias numéricas, para
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diversos modelos além do PC e da percolacdo direcionada. Inclusive, dentre estes, modelos
com infinitos estados absorventes como o processo de contato por pares (PCP) e um novo
modelo de reacdo-difusido proposto nesta dissertacdo, um processo de contato por limiar que

serd analisado no capitulo seguinte.

3.7 Métodos de simulacao

Como ja sabemos, mesmo em processos simples como o PC, nem sempre é possivel en-
contrar solucdes exatas. Além disso, a teoria de campo médio ndo fornece bons resultados
quantitativos para d < d. e nem sempre técnicas mais sofisticadas que permitem melhores apro-
ximacoes (como, por exemplo, expansido em séries) estdo disponiveis. Sendo assim, a andlise
numérica por meio de simulagdes € uma ferramenta valiosa para o estudo do comportamento
critico em modelos de nado equilibrio.

Para modelos em rede que exibem transicdes de fase para estados absorventes, existem dois
modos bem consolidados de se realizar simulagdes computacionais’. O primeiro deles baseia-
se na dinamica do comportamento de escala. Por exemplo, quando analisamos o espalhamento
de sitios ativos a partir de uma Unica semente ativa na rede para valores proximos do ponto
critico. De um modo geral, este € um método razoavelmente eficiente e por meio dele é possi-
vel determinar os expoentes criticos com boa precisdo, utilizando para isso a teoria de escala.
Porém, este tipo de simulagdo restringe-se a vizinhanga do ponto critico e devemos sempre to-
mar cuidado para que a atividade nao atinja as fronteiras da rede. Portanto, este método nao
pode ser usado em redes complexas, pois a propriedade de mundo pequeno implica em redes
de didametros muito pequenos mesmo com um nimero muito grande de vértices.

O outro tipo de simulacdo mencionado fundamenta-se no comportamento estaciondrio de
algumas grandezas de interesse, restringindo-se as amostras que ndo visitaram o estado absor-
vente. Para esta andlise em reticulados, comumente utilizamos uma rede com condicdes de
contorno periddicas e iniciamos o processo de simulagdo com uma configuragdo que represente
um estado longe do estado absorvente. Por simplicidade, geralmente utilizamos a rede toda
ocupada por sitios ativos como condi¢ao inicial. Vé-se que, apds um certo tempo de simulagdo,
o sistema relaxa para um estado quase-estaciondrio, que flutua em torno de um valor médio
(figura 3.12). O procedimento é feito para diferentes tamanhos do sistema, de modo que o com-
portamento critico possa entdo ser estudado com base na teoria de ETF.

Porém, este tipo de simulacdo também apresenta algumas desvantagens. Como todo o pro-
cedimento de simulagdo € feito para tamanhos de sistema finitos, o sistema invariavelmente serd
levado ao estado absorvente por alguma flutuacdo, de modo que a anélise para tempos longos

¢ ineficiente. Além do mais, a forma de obter o valor médio € relativamente arbitraria, envol-

7Outra possibilidade para a anlise € iniciarmos a simulagfio com todos os sitios da rede ocupados (ou uma fra-
¢do deles) e estudarmos a dindmica rumo ao estado absorvente. Porém, esta andlise fornece somente um expoente
critico
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vendo alguns procedimentos interpretativos.

Para que as estimativas das quantidades estudadas sejam confidveis, € necessdrio tomar um
numero grande de amostras de simulagdo para efetuar o célculo dos valores médios como fun-
coes do tempo t. Note que, ao longo da evolucdo temporal temos um nimero cada vez menor
de amostras que sobrevivem, de modo que o espaco amostral fica severamente reduzido nesse

regime, dando origem as flutuacdes observadas na figura 3.12.
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Figura 3.12: Método convencional para determinar o valor das grandezas no estado QE. Neste caso,
obtemos . tomando a média dos valores de p na regido em destaque.

Um método recente de simulacio quase-estaciondria, proposto por Oliveira e Dickman em
2005 [28], contorna tais limitacOes e fornece as propriedades da distribuicdo QE diretamente.

Segue a idéia necessdria para conceber e implementar o método.

3.7.1 Estado quase-estacionario

De acordo com o que foi visto até agora, processos estocasticos com estados absorventes em
redes finitas podem apresentar dois tipos de comportamento para um certo tempo. Dependendo
dos parametros de controle, a atividade pode j4 estar extinta apds ter atingido um estado absor-
vente ou em um dos estados transientes. Para o ultimo caso, podemos encontrar a distribui¢ao
de probabilidades dos estados impondo a condi¢@o de que o evento de cair no estado absorvente
nao tenha ocorrido. A seguir, definiremos a distribuicdo quase-estaciondria.

Seja um processo markoviano X; em tempo continuo que pode ter atribuido a ele os valores
n=20,1,2,...,N,em que n = 0 é o estado absorvente. Dado um estado inicial Xy, p,(t)

denota a probabilidade de termos X; = n. Definimos a probabilidade de sobrevivéncia como

Py(t) =) pult). (3.65)

n=1
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Agora, suponha que, para t — oo a razdo p,(t)/Ps(t) atinja um valor constante, para cada
t. O fator Ps(t) no denominador desta fragdo justifica-se pela necessidade de normalizar as

probabilidades p,,(t). Define-se a distribui¢do quase-estaciondria como

. pa(t)
pum >
sendo que p, = 0. Por normalizacio,
D P=1 (3.67)

n>1
Definiremos também o tempo de meia vida de um estado QE como

1

= A (3.68)

T

em que Ay = ), W,_,0p, € o fluxo de probabilidade rumo ao estado absorvente.

3.7.2 O método de simulaciao quase-estacionaria

De maneira sucinta, explicaremos o método proposto por de Oliveira e Dickman [28]. Seja
X, a simulagdo convencional do processo estocdstico original que possui um estado absorvente.
Define-se um processo similar X;" , mas cuja distribui¢do estaciondria seja a distribuicdo QE
do processo X;. Assim, X; ndo deve possuir uma distribui¢do estaciondria trivial, ou seja, a
unica distribui¢ao estaciondria para tamanhos finitos, o estado absorvente, nao pode aparecer
na dinamica de X; . Sendo assim, para n > 0, a evolucdo de X; equivale a de X;, com X ini-
ciando sempre em um estado ndo-absorvente. Isso é conseguido se fizermos X; passar para um
estado em que n > 0 sempre que o estado absorvente for atingido e assim continuar a dindmica
normalmente, com as mesmas taxas de transi¢ao de X;.

Como ndo temos conhecimento da distribui¢ao de probabilidades utilizada para determinar
X} quando X, visita o estado absorvente, armazenamos uma certa quantidade M de configu-
racOes do sistema. Assim, ao longo da evolu¢do da simulacdo, X, visita os estados de acordo
com a distribui¢do QE. Para garantir que a distribui¢do de X, convirja diretamente para a dis-
tribui¢do QE, a lista de configuracdes armazenadas € atualizada repondo uma das configuracdes
pela atual com probabilidade p,., a cada passo de tempo. O tempo médio de permanéncia de

uma dada configurac@o na lista € igual a M /p,p.
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3.8 Razoes entre momentos e cumulantes

Como foi visto anteriormente, podemos caracterizar as classes de universalidade em termos
de suas funcdes de escala e seus expoentes criticos. De um modo geral, obter os expoentes
criticos € mais simples do que obter as funcdes de escala. Mas, como veremos adiante, certos
pontos das funcdes de escala sdo representados por algumas razdes entre momentos € cumu-
lantes especiais, obtidos a partir da distribuicdo de probabilidades para o parametro de ordem
do modelo em questdo [13]. Sendo assim, podemos utilizar os valores numéricos dessas razoes
como um método alternativo para determinar a classe de universalidade.

Dada a distribui¢do de probabilidades para o pardmetro de ordem, P(p, L), definimos os

momentos desta distribui¢do como

1
m, = (p") = / p"P(p, L)dp, (3.69)
0

em que p é o parAmetro de ordem e (. .. ) é uma média efetuada no estado estaciondrio.
Podemos relacionar os cumulantes /,, de p com os momentos por meio da relagcdo de re-

corréncia

n—1

n—1

K, =m, — Z <k B 1>Kkmn_k. (3.70)
k=1

Para sistemas em equilibrio, ja é estabelecido o método da obten¢do de razdes e cumulantes
para identificar classes de universalidade [14]. Dickman e da Silva foram os primeiros a utilizar
este tipo de andlise para o caso em que hd transicdes de fase para estados absorventes [29]. O
argumento a ser utilizado é um andlogo aquele do caso em equilibrio. Mas primeiro, note que
a integral definida da equacdo (3.69) € avaliada sob todo o intervalo de valores que podem ser
assumidos pela grandeza para a qual se quer calcular o momento. Para o caso de sistemas em
que o parametro de ordem pode assumir valores negativos (como os modelos para transi¢des
ferromagneticas) s6 € possivel analisar os momentos pares, j4 que os impares sao nulos pela
simetria do intervalo de integracdo com relacio a origem. Porém, para modelos com transi¢oes
de fase para estados absorventes, o parametro de ordem é uma grandeza positiva. Logo, para
os tipos de sistema de que trata esta dissertacdo, a andlise dos momentos impares também ¢é
possivel.

Para garantir que tais razdes tenham cardter universal, utilizaremos o argumento a seguir.
Para A = )\,

my ~ AL P/vx (3.71)

em que A € uma constante ndo-universal e 5 e v, sdo os expoentes criticos como definidos na
secdo 3.5.

Pela teoria de ETF, na criticalidade, a distribuicao de probabilidades deve seguir a seguinte
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relacdo:
P(p,Li \) = P v L p( P 3.72
(pa ) c)_ (p/ml)_A[;B/n (AL,B/VJ_>’ 3. )

em que P é uma func¢do de escala universal. Entdo, pela equacio (3.69),

my, ~ A"L"8vp (3.73)
em que [, é dado por

I, = / u"P(u)du (3.74)

0

e ndo depende do tamanho do sistema, nem mesmo do modelo considerado. A partir disso,

tem-se que razdes da forma m,, /m‘m? sdo universais quando os indices de m sdo tais que a

igualdade ir + js = n € respeitada. Alguns exemplos de razdes entre momentos que seguem

esse critério sdo: my/m3, ms/m3, ms/(myms) € mo/m?3. Na figura 3.13, vemos como a razio

m2/m?3 tende a um valor constante para tamanhos maiores do sistema.

Para as razdes entre cumulantes e entre cumulantes e momentos, a argumentagdo € a mesma.

Sdo exemplos de razdes universais deste tipo: K,/ K3 e K,/m?, em que

2
K, = my—mj,
2 2 4
Ky = my—4msmy — 3ms + 12momi — 6my.
L19 - —
1,18~ _
-
=
117 |
L16 - =
151 ‘ I ‘ !
' 0 2000 4000

(3.75)
(3.76)

Figura 3.13: Razio entre momentos mz/m? em fungdo do tamanho L do sistema para o PC unidimen-

sional.
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3.9 Processo de contato em redes sem escala

Nesta sec¢do, trataremos do processo de contato em uma rede heterogénea. Sendo mais es-
pecifico, mostraremos uma teoria de campo médio para o PC em redes sem escala de acordo
com os trabalhos recentes de Castellano e Pastor-Satorras, Boguiia et al e Ferreira et al [30, 31,
32, 33].

Nos ultimos anos, o estudo de processos dindmicos em redes complexas tem recebido
grande atencao na comunidade cientifica. Para redes regulares a abordagem por teoria de campo
médio mostrou-se muito importante, descrevendo qualitativamente a maioria das transi¢oes de
fase. Para estas redes, em baixas dimensdes, ndo podemos desprezar o efeito causado pelas
flutuacdes, mas, acima da dimensao critica para o modelo em questio, a teoria torna-se quanti-
tativamente correta com relagdo aos expoentes criticos obtidos. Para o caso das redes comple-
xas, como a maioria delas apresenta a propriedade de mundo pequeno, podemos tratd-las como
sendo sistemas de dimensao infinita. Logo, é de se esperar que a teoria de campo médio forneca
uma descri¢do correta para processos dinamicos neste tipo de substrato.

Obteremos agora a equagdo para a evolucao temporal de p; [30], a densidade de sitios com
grau k que estdo ocupados. A densidade total de sitios ocupados € obtida por meio da relagcdo
p(t) = >, peP(k). Considere uma rede caracterizada por uma distribuicdo de conexdes P (k)
e correlacdes entre graus dadas pela probabilidade condicional P(k’|k). Sendo assim, tem-se

%pk(t) = —pr(t) + Me[1 = pr()] ) w

k/

(3.77)

Como no caso de redes regulares, o termo de aniquilacdo de particulas em vértices de grau k é
proporcional a py(t). Ja o termo de criagdo é proporcional a taxa de criag@o A, a probabilidade
de que um né de grau k esteja vazio [1 — py(2)], que este nd esteja conectado a outro né ocupado
de grau k' e finalmente que o vizinho escolha criar a nova particula no vértice de grau k que
estamos considerando (fator 1/k’ no somatdrio).

Assumindo que a rede ndo apresenta correla¢o entre graus, temos que a equagio P(k'|k) =

k'P(k")/ (k) é valida, de modo que a equagdo de taxa toma a forma

d k
—pr(t) = —pi(t A—11 — t)|p(t). 3.78
TPe(t) = —pi(t) + <k>[ pr(t)]p(t) (3.78)
A solugdo da equagio acima depende da forma de P (k). Para redes homogéneas (nas quais
P(k) decai exponencialmente para grandes valores de k), todos os vértices sdo aproximada-

mente equivalentes. Sendo assim, temos py(t) ~ p(t) e k ~ (k). Desse modo, temos

Solt) = =M () + (0 = () (379)
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Esta equacdo descreve o PC em uma rede de dimensdo infinita, caracterizado por um ponto
critico \c = 1,de modoque f =1ley = 1.

Para redes heterogéneas, a distribui¢do P(k) apresenta grandes flutuagdes. Assim, é ne-
cessario considerar explicitamente o modo como as densidades parciais p; dependem de k.

Impondo a condi¢do do limite estaciondrio, obtemos as solucdes

Akp/ (k)

Para determinar o comportamento de p(\), devemos analisar a equagdo auto-consistente para
esta grandeza, que é obtida combinando a equacgdo (3.80) com a expressao para p em funcao de

pi. Dai, temos

_ D kP (k)
_05%;T1W5R5’ (3.81)

que depende explicitamente da distribuicdo de conectividade. Conforme foi visto no capitulo

I

2, para redes sem escala e tomando k£ como sendo uma varidvel continua, esta distribuicao é

expressa como
Pk)=(y—1)m" k77, (3.82)

em que m € o menor grau da rede. A solucao da equacdo auto-consistente depende diretamente
do expoente . Ao substituir o somatério da equag@o por uma integral, no limite de tamanho
infinito .

p=1F 1’7_1’%_/\,5771—/(/{:) , (3.83)
em que F'[a, b, c, z] é a funcdo hipergeométrica de Gauss. Utilizando a expansdo assintética da
fun¢ado hipergeométrica para z — oo, podemos inverter a expressao (3.83) e assim analisar a

criticalidade para valores pequenos de p. Procedendo desta maneira, temos

PO~ (A— YO 9 <<y

A partir disso, A\. = 1 tanto para 2 < v < 3 quanto para y > 3 e o expoente critico 3 € dado por

g = %, 2<v<3
1, v>3

Agora, devemos considerar para o sistema os efeitos de tamanho finito, que devem afetar os
resultados obtidos até o momento. No caso de redes sem escala infinitas, temos k € [m, o0].
Porém, para uma rede finita com um certo tamanho /N, existe um grau maximo k., de modo
que agora k € [m, k). Este k. apresenta uma dependéncia com o tamanho da rede e, para redes

nio correlacionadas geradas pelo algoritmo UCM, k. ~ N'/2 [12]. Entdo, para redes finitas e
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novamente tomando £ continuo, a equagdo 3.81 nos leva a

p=F 17—17—;}—(@)1_7F[1 7—17—; (3.84)
T Apm/ (k) m T Apke/(R) ] '

Para obter o comportamento critico de campo médio, a expressdao acima serd resolvida para o

limite em que p — 0 para um certo valor de pk.. Feito isso, tem-se

em que f(z) é a inversa da fungéo

g(ac) — F[la Y~ 17 s —1/%] + F(V)F(Q — 7)1:7_1. (386)

i

Para x >> 1, f(z) diverge como x'/(=2), que concorda com o limite de tamanho infinito. Para
valores pequenos de z, f(z) — 0 para z — z, tal que zo > 0. Entdo, se a quantidade A — 1 é
diminuida abaixo de um valor que seja proporcional a k277, entdo p = 0.

Daqui em diante, para prosseguir com a andlise, utilizaremos a técnica de ETF. Porém, al-
guns cuidados devem ser tomados neste momento. Pelo que ja se conhece do PC em redes regu-
lares uma idéia inicial aparentemente coerente seria assumir que a densidade quase-estaciondria

de particulas na rede p (A, N) é expressa como [30]
Pge = N7P/VL f(ANYVLY, (3.87)

ou seja, 1sso equivale a afirmar que, em uma rede sem escala descorrelacionada com relacdo a
graus, os efeitos de tamanho finito que este processo apresenta s6 dependem do tamanho N do
sistema. Entretanto, existe uma outra classe de processos, 0s quais apresentam uma anomalia
nos efeitos de tamanho finito [31]: além da dependéncia com NNV, suas propriedades dependem
de maneira explicita e independente também do grau de corte k. da distribui¢io P(k). An-
teriormente foram publicados estudos feitos em redes infinitas, porém com a imposi¢do de um
cutoff artificial [34]. Foi encontrada uma dependéncia com k. e isso levou a um comportamento
critico completamente diferente daquele previsto para redes infinitas. Note que levar em conta o
verdadeiro “limite termodindmico” para redes sem escala equivale a tomar N — oo e k. — o0
simultaneamente. Quando k. € fixado, o segundo momento (k?) torna-se finito até mesmo para
v < 3. Desse modo, a rede passa a ter escala caracteristica. Assim, vemos que o modo de
atingir tal limite ndo € Unico. Os valores que podemos escolher para k. podem ser expressos
como

k.~ NY  2<w< 0. (3.88)

Ocorre que a teoria de campo médio para o PC em redes heterogéneas exibe este compor-

tamento de escala andbmalo, o que no fim das contas explica as discrepancias entre a teoria de
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campo médio e simulacdes realizadas em redes com vizinhanca aleatdria que foram encontra-
das na literatura [35]. Estd demonstrado que alguns estudos nos quais foi empregada a técnica
de ETF padrao (que presume uma dependéncia exclusiva em V) estdo incompletos.

Para compreender de fato os efeitos de tamanho finito do PC utilizaremos a idéia de que,
no regime de campo médio e com baixas densidades, este processo pode ser visto como uma
simulacdo do processo de espalhamento®, idéntico aquele que foi analisado para redes regulares
(iniciando com uma tnica particula ativa na rede). As taxas de transic@o para este processo sao
dadas por [33]

Wn—>n— 1 = n

ko.P(k
Wonit = An {hw},

(k)

em que um fator W,,_,,,, denota a taxa com que ocorre a transi¢cao de um estado com n particulas

(3.89)

para um estado com m particulas. Entdo, sabendo que, préximo a \., p € muito pequeno tal que
p(t) < (k)/k, o termo com k no denominador da equacdo 3.80 pode ser desprezado. Assim,

esta equacdo toma a forma
D =~ Mkp/(K). (3.90)

Agora, considerando que p = n/N e substituindo a expressdo aproximada para ;, nas equagdes

de taxa, obtém-se

Wn—m—l = n
Wmar = Ao (195 )., (3.91)
N
em que g = (k?)/(k)%. Com base em evidéncias numéricas e argumentos de escala (que,

mais tarde foram confirmados mais rigorosamente nas referéncias [32, 36]), foram propostas as

seguintes leis de escala para o tempo caracteristico 7 e a densidade estaciondria p:

T ~ (N/g)'? (3.92)
p o~ (Ng) ' (3.93)

Para uma rede com expoente da distribui¢do de conexdes 7y, um grau de corte dado como na

equacdo (3.88) e tomando N grande, temos as seguintes leis de escala para g:

g ~ k7, 2<y<3

g ~ constante. v >3

8Mais rigorosamente, a nivel de campo médio, o PC serd mapeado em um processo de um passo (um passeio
aleatdrio tendencioso).
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Consequentemente,

X 1 3_
p~ N, emque U= 3 + max (—wv, O) , (3.94)

enquanto, para o tempo caracteristico, obtém-se

. 1 3
T~ N em que & = — — max —7,0 (3.95)
2 2w

No regime supercritico de campo médio foi verificado que p ~ A”, em que 3 = 1/(y—2), com
A = X — A.. De acordo com [32], a densidade QE para sistemas finitos tem um comportamento

andmalo dado por

1 N A

em que G(z) ~ z, parax > 1 e G(z) = constante para z < 1.
Estes resultados foram verificados por simulacdes [33], que confirmam as leis de escala

acima.

3.10 Processo de contato por pares

Até o inicio dos anos 90, muitos modelos com um utnico estado absorvente pertencentes a
classe de universalidade PD j4 haviam sido estudados e caracterizados. Entretanto, nessa época
ainda haviam poucos trabalhos sobre a universalidade e criticalidade de modelos que apresen-
tam muitos estados absorventes [37]. Nesta sec¢do serd apresentado de maneira breve o processo
de contato por pares (PCP), proposto por Iwan Jensen em 1992 [38], um modelo simples que
apresenta infinitos estados absorventes.

Tais modelos foram concebidos inicialmente para descrever processos cataliticos e este, em
especial, € conhecido como o primeiro deles a situar-se firmemente na classe de universalidade
da percolacdo direcionada (PD). No PCP, pares de particulas conectadas (primeiros vizinhos,
necessariamente) aniquilam-se com uma propabilidade p ou criam uma nova particula em um
sitio escolhido aleatoriamente (com chance 1 — p) que esteja conectado a uma das duas par-
ticulas do par em questdo. Logo, estados absorventes para este sistema sdo todos aqueles em
que ndo houverem pares de particulas. Aqui o nosso parametro de ordem serd a densidade de
pares de particulas no sistema p,, €, como o evento de criacdo dd origem a pelo menos um novo
par na rede, as regras de evolug@o para os pares sdo similares as regras do PC, o que deve dar
origem ao mesmo comportamento critico. Abaixo de uma probabilidade critica p. o sistema
encontra-se no estado ativo e, acima dela, em um dos estados absorventes (p, = 0), conforme

ilustra o diagrama de fase para este modelo na figura 3.14.
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Assim como no PC, no ponto critico o comprimento de correlacio e o tempo de relaxagdo

0.2 1

Supercritical Subcritical
0.0 T T T T T T —
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
P

Figura 3.14: Diagrama de fase para o PCP. Figura retirada de [37].

divergem seguindo leis de poténcia. O método de andlise e as demais leis de escala também
sdo as mesmas. Uma particularidade deste modelo € que, por meio de métodos simulacionais,
notou-se que os expoentes da classe PD s6 sdao obtidos quando utiliza-se estados pré-absorventes
gerados pela propria dindmica do sistema como configuracdes iniciais [37]. Nas figuras a se-
guir vemos como a densidade de pares quase-estaciondria apresenta uma dependéncia em lei
de poténcia com o tamanho linear L no ponto critico (assim como 7 € X) € como a razao entre

momentos msy/m? tende a um valor constante na medida em que L cresce.

5—v p=10.1950
s p=0.0768 < p=02000
a—s p=00770 p=02005
p=00771 v r 46 p=02010
s p=0.0772 1 L oa p=02020
v p=0.0774 p=02100
—-- Ajuste em LP 1 3 --- Ajuste em LP
10 |
5 | | ! E
10°5 - - 4 1 . . e
10 10 10 10 10 10°
L L

Figura 3.15: Graficos mostrando a dependéncia em lei de poténcia de p, (L) para o PCP unidimensional
(a esquerda) e bidimensional (a direita) no ponto critico.
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Figura 3.16: A esquerda: leis de poténcia para p, x e 7 no ponto critico obtidos pela simulagio QE
para o PCP unidimensional. As linhas continuas representam ajustes em lei de poténcia. A direita: razdo
entre momentos ms/ m% como fun¢do do tamanho do sistema para o PCP unidimensional.



Capitulo 4

A classe de percolacao direcionada em trés

dimensoes

Neste capitulo apresentaremos resultados de simulagdes para modelos com um nico estado
absorvente em redes regulares tridimensionais conforme publicado no artigo Quasi-stationary
simulations of the directed percolation universality class [39] (R. S. Sander, M. M. de Oliveira,
and S. C. Ferreira, J. Stat. Mech. Theor. Exp. 2009, P0O8011 2009). Analisamos o processo
de contato (PC), o modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) e o processo de replicagdo por
contato (PRC). As razdes entre momentos dos parametros de ordem para a classe PD foram es-
tabelecidos por meio da andlise dos conhecidos modelos PC e SIS. Também mostraremos que
o expoente de campo médio encontrado previamente na literatura para o PRCem d = 3 [21] ¢

um transiente que foi observado na andlise de espalhamento.

4.1 Modelos

Apresentaremos nesta secao os modelos utilizados ao longo do estudo. Nao entraremos em
maiores detalhes a respeito do processo de contato, pois ele ja foi apresentado e caracterizado
no capitulo anterior, assim como na literatura.

O modelo SIS, também conhecido na literatura como modelo A [29], € uma varia¢do do
PC no qual qualquer sitio vazio que possua um ou mais primeiros vizinhos ocupados torna-se
ocupado a uma taxa A\. Assim como no PC, assumiremos que um sitio torna-se desocupado a
uma taxa unitdria.

O processo de replicacdo por contato (PRC) [22] € um modelo proposto para analisar o
fendmeno de replicagdo monoclonal e também apresenta regras muito similares as do PC. Ao
invés de individuos, os sitios representam lugares onde ficam as células. De maneira andloga ao
processo de cura do PC, células morrem a uma taxa unitdria. Replicacao da célula ocorre a uma
taxa A e a nova célula criada ocupa um dos vizinhos préximos que esteja vazio, escolhido ao

acaso. Assim, um sitio vazio i € ocupado a uma taxa A _; 0;/n;, em que o; = 0,1 € definido
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como no capitulo anterior para o PC, n; € o nimero de primeiros vizinhos do sitio j que estdo
ocupados e a soma € feita sobre todos os vizinhos do sitio . Note que, para este modelo, o pro-
cesso de criagdo € facilitado, ja que a ocupacgdo flui de maneira uniforme apenas entre primeiros
vizinhos que estdo vazios, implicando em menores valores para as taxas criticas. De fato as ta-
xas criticas relatadas para o PRC sdo dadas por A, = 2,02634(4); 1,08320(7) e 1,0000(1) para
d=1,2e 3[22,21], em compara¢do com aqueles do PC: \. = 3,297849 [40]; 1,64877(3) e
1,31686(1) [41], respectivamente. E importante observar que estes trés modelos compartilham
as mesmas simetrias e, por consequéncia, espera-se que pertencam a mesma classe de univer-
salidade.

Para todos os modelos considerados, foram realizadas simulagdes Monte Carlo usando o

PC slis PRC

Figura 4.1: Representagdo esquematica dos eventos de cria¢do de particulas para os modelos estudados
neste capitulo. Setas indicam as possiveis escolhas para o destino da particula criada e os sitios com o
simbolo X representam aqueles que serdo ocupados no passo.

procedimento usual [19]: um dado evento, criagdo ou aniquilagdo, é selecionado com probabi-
lidades p = A/(1 4+ A) e 1 — p, respectivamente e, apds isso, um sitio ocupado ¢ é escolhido
aleatoriamente. No evento de aniquilacdo, o sitio ¢ é desocupado (isso vale para os trés mo-
delos), enquanto criagdo depende do modelo. No PC, um vizinho préximo a 7 € escolhido ao
acaso e infectado, caso esteja vazio. No modelo SIS, todos os sitios vazios na vizinhanga de
1 sdo ocupados. Finalmente, no PRC, um dos sitios vizinhos vazios (se houver) é selecionado
aleatoriamente e torna-se ocupado. Para todos os casos, o tempo é aumentado em At = 1/n(t),

em que N € o total de sitios ocupados. A figura 4.1 ilustra a diferenga entre os trés modelos,

4.2 Simulacoes quase-estacionarias

Os modelos foram analisados por meio de simulagdes de espalhamento e pelo método QE.
Para a ultima, utilizamos para a probabilidade de reposi¢cdo um valor relativamente elevado,
Prep = 0,05, durante um periodo inicial de relaxagdo para aumentar a velocidade com que
as configuracdes armazenadas das condicoes iniciais fossem substituidas. Para o restante da
simulagdo, utilizamos p,., = 2 x 107°. Cada amostra de simulacdo foi realizada com um

nimero t,, = 2 x 10% de passos de tempo e as médias foram tomadas ap6s um tempo de
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relaxacdo t, = 1 x 108, As incertezas e os valores médios foram obtidos apds pelo menos
15 amostras (para o maior tamanho do sistema) independentes de simulagdo, levando em conta
todos os sitios da rede ocupados como condi¢do inicial. Utilizamos condi¢des de contorno
periddicas.

Para determinar o ponto critico \., simulamos a dindmica de espalhamento a partir de uma
semente inicial, conforme descrito no capitulo 3. Foi levado em conta que, na criticalidade, a
probabilidade de sobrevivéncia P(t) e o nimero médio de particulas na rede seguem as leis de
poténcia

P(t)~t° e mn(t)~1t" 4.1)

respectivamente.

Para ilustrar o método, apresentaremos resultados de simulacdes QE realizadas para o mo-
delo bidimensional do PRC, pois apenas simulacdes de espalhamento haviam sido realizadas
até entdo. No ponto critico, a densidade QE vai a zero quando L. — co. A figura 4.2 mostra as
densidade e tempos de vida no regime critico como fun¢des da dimensao linear do sistema. O

tempo de vida foi calculado como [42]

T=1/p1, (4.2)

em que p; € a probabilidade de haver uma tentativa de acesso ao estado absorvente em simula-

cOes quase-estaciondrias. As leis de poténcia
Pge ~ L7P" e 7~ LM/ (4.3)

foram verificadas e os ajustes para L > 20 fornecem /v, = 0,800(7) e v /v, = 1,764(14).
Conforme esperado, estes expoentes apresentam uma boa concordincia com os expoentes co-
nhecidos para a classe de universalidade PD [41]. Também analisamos a variincia da densidade

QE, definida por x = L%({p?) — (p)?) e que segue a lei de poténcia
X ~ L/ (4.4)

com o expoente /v, = 0,412(8), novamente em acordo com o valor da classe PD.

De acordo com o capitulo anterior, a razdo entre momentos do pardmetro de ordem € uma
ferramenta bem difundida para determinar o ponto critico de sistemas tanto em equilibrio quanto
fora dele e, em particular, para modelos pertencentes a classe PD. Para este tipo de modelo, foi
demonstrado que algumas razdes entre momentos € cumulantes sao universais. A inser¢dao na
figura 4.2 mostra a razdo entre momentos m = {p*)/(p)? para o PRC bidimensional no ponto
critico, variando a dimensdo linear do sistema. E conhecido que, para o PC bidimensional [29],

esta razdo tem seu valor critico dado por m. = 1,3257(5). Usando dados para L > 80, foi en-



CAPITULO 4. A CLASSE DE PERCOLACAO DIRECIONADA EM TRES
DIMENSOES 59

1.30 —

Figura 4.2: Densidade critica e o tempo de vida como fungdes de L para o PRC bidimensional. Inser¢ao:
Razdo entre momentos m = (p?)/(p)? para diferentes tamanhos do sistema. A linha tracejada é o valor
de m para o PC [29].

contrado o valor m, = 1,3274(9) para o PRC em d = 2. Mais uma vez, este resultado concorda
com a classe PD. Em adicao a isso, verificamos também a concordancia das outras razdes entre

momentos e cumulantes que sao universais para este tipo de sistemaemd =1 e d = 2.

4.3 Resultados parad =3

Simulacdes quase-estaciondrias para o PC e para o SIS sdo mostradas na figura 4.3. A taxa
critica A, = 1,31686 para o PC foi obtida em [41], enquanto a taxa critica para o modelo
SIS, A\, = 0,24805(2), foi estimada neste trabalho pela andlise de espalhamento. Ajustes em
lei de poténcia para L > 20 fornecem os expoentes /v, = 1,400(8), v/v, = 0,233(5) e
vy/ve = 1,919(9) para o PC, enquanto /v, = 1,395(5), v/vy = 0,252(14) e vy /v, =
1,944(6) foram obtidos para o modelo SIS. Note que todos eles sdo consistentes com a classe
de universalidade PD, apesar de os dados terem desviado de leis de poténcia para tamanhos
pequenos. Este efeito pode ser considerado se levarmos em conta uma conveniente corre¢ao

para a amplitude da lei de escala para o tempo de vida dado por

InT = il InL + i + constante 4.5)
o v, [0 :

e assim por diante para as demais grandezas. Na verdade, os resultados obtidos ndo sao afeta-
dos de maneira significativa pela escolha particular da correcdo. O valor ¢ = 0, 75 estabelecido
para o PC unidimensional [28] também foi adotado para este problema com d = 3. Utilizando
esta corregdo, os expoentes sido /v, = 1,395(4), v/v. = 0,216(3) e v /v, = 1,916(5) para

o processo de contato, implicando em uma significante reducdo das estimativas de erro e uma
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Figura 4.3: A esquerda: quantidades criticas no estado QE como fungdes de L para o PC em trés
dimensdes. As linhas continuas so ajustes de acordo com a equagdo 4.5. A direita: quantidade criticas
no estado QE para o modelo SIS reescaladas usando leis de poténcia puras (simbolos preenchidos) e
com a correcdo (simbolos sem preenchimento). Aplicou-se um desvio nestas curvas para melhorar a
visibilidade.

maior proximidade dos valores com a classe PD. Para o modelo SIS, apds aplicar as correcdes
tem-se §/v; = 1,403(4), v/v. = 0,209(2) e v /v, = 1,922(2). Neste caso, a melhora das
estimativas foi ainda maior assim como a proximidade com a classe PD. No gréfico a esquerda
da figura 4.3, comparamos as grandezas reescalonadas por suas respectivas leis de poténcia
(t/ L"1/¥+ e assim por diante) com as mesmas grandezas, mas de acordo com a equagio 4.5. A
superposicao entre ambas é notavel.

Um ponto central deste trabalho € a andlise do PRC em trés dimensdes, para o qual a classe
de universalidade era uma questdo em aberto até entdo. Inicialmente, empregou-se a simulagcdo
de espalhamento para recalcular o ponto critico e foi obtido um valor 0, 3% maior do que aquele
encontrado na literatura [21]. Pelo critério de curvatura para graficos n(t) x t, a melhor estima-
tiva € A. = 1,00363(1). Esta pequena discrepancia deve ser levada em conta, ja que elimina a
igualdade existente até entdo entre as taxas de criagéo e aniquilacdo. As curvas paran(t) e P(t)
apresentam transientes que sao consistentes com os expoentes de campo médio para a classe
PD (figura 4.4), em acordo com simulacdes realizadas anteriormente para o PRC [21]. Mesmo
que um grande intervalo no regime de lei de poténcia ndo tenha sido obtido para o maior tempo
de simulagfo, os expoentes obtidos para os ajustes no intervalo ¢t = 10* — 10°, n = 0,09(2),
9 =0,78(3) e z = 1,04(1) ndo excluem a possibilidade de enquadrar o modelo na classe PD
(tabela 4.1). Em adi¢do a isso, a densidade critica para uma configuracdo inicial com todos
os sitios ocupados decai como p ~ t~%76) para ¢ > 10, em 6timo acordo com a classe PD

(insercdo na figura 4.4).

Resultados de simulagdes QE para o PRC no ponto critico sdo mostrados na figura 4.5. Os
expoentes obtidos a partir dos ajustes (para L > 20) 5/v; = 1,325(6), v/v. = 0,29(5) e
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Tabela 4.1: Expoentes criticos para a classe PD calculados a partir de expoentes de espalhamento. As
relages de escala 8 = vy, z = 2v). / V|, €7 = dvy — 2[ [19] foram utilizadas quando necessdrio.

Quase-estaciondrio Espalhamento
Expoente d =2 d=3 Expoente d =2 d=3
yi/ve  1.765(3) 1.919(4) d 0.452(1) 0.756(1)
B/vy 0.799(2)  1.394(5) n 0.2293) 0.110(1)
v/v.L 0.401(4) 0.212(96) z 1.133(2) 1.042(2)
T T T
Z ol

10 10 10 10° 3

10 10 10 10 10°

Figura 4.4: Andlise de espalhamento para o PRC tridimensional préximo a A.. Os grupos de curvas de
cima e de baixo correspondem a probabilidade de sobrevivéncia e ao nimero médio de sitios ocupados,
respectivamente. Em cada grupo sdo mostradas curvas para A = 1, 00362, 1,00363 e 1,00364, de cima
para baixo. As linhas tracejadas representam inclinagdes iguais a 0 e —1, correspondendo aos expoentes
de campo médio 7 e §, respectivamente. Insercdo: densidade critica média (ndo quase-estaciondria) rees-
calada utilizando a lei de poténcia ¢t~ para uma condigio inicial na qual todos os sitios estdo ocupados.

v/vy = 1,79(1) ndo sdo conclusivos com relagdo a classe de universalidade PD. Entretanto,
com excecao do expoente da lei de poténcia para o tempo de vida, os outros parecem convergir
para o valor esperado da classe PD. Ap6s aplicar a corregdo de escala, os expoentes para p,, €
X, B/v. = 1,374(3) e v/v, = 0,19(4), aproximam-se dos valores esperados. A andlise para
o tempo de vida merece alguns comentarios. O método QE utilizado neste trabalho envolve a
transi¢do para uma configuracdo absorvente que passa pelo estado no qual hd uma unica parti-
cula. No regime critico do PRC, o evento de criagdo ocorre com uma frequéncia ligeiramente
maior que o evento de aniquilagdo, como pode ser verificado pela taxa critica obtida, juntamente
com as regras para o modelo. Por consequéncia disso, grandes agrupamentos de sitios ocupa-
dos s@o encontrados com maior raridade no PRC do que no PC (a raridade € ainda maior, se
compararmos com o modelo SIS), de modo que a frequéncia de visita ao estado pré-absorvente
¢ muito baixa (figura 4.5). Além disso, o tempo médio que uma configuraciao € mantida na lista
que contém a histéria da simulagdo QE, M /p,.,, deve ser muito maior que o tempo de vida da
amostra para evitar que a mesma apareca repetidamente muitas vezes na lista. Evidentemente,

esse efeito € intensificado para tamanhos grandes da rede. Sendo assim, seria necessdrio um
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Figura 4.5: Simula¢des QE para o PRC tridimensional na criticalidade. As linhas s6lidas representam
ajustes de acordo com a equacdo 4.5 e as linhas tracejadas, leis de poténcia com os expoentes da classe
PD que constam na tabela 4.1.

valor de p,., que € proibitivamente pequeno em termos computacionais e/ou um valor exagera-
damente grande de )/, juntamente com uma extensa relaxacdo e grandes tempos para calcular
as médias. Ao invés do tempo de vida, podemos determinar o tempo caracteristico 7, para que
a densidade de sitios ocupados atinja o estado QE por meio de simulacdes convencionais. As
relagdes de escala p ~ L1412 e 7, ~ L1852) foram obtidas para o PRC, entrando em acordo

com a classe DP conforme previsto pela conjectura de Janssen-Grassberger.
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Figura 4.6: Grandezas criticas normalizadas usando o modelo SIS. Acima: tempos de vida como fun-
¢oes de L. Abaixo: Raios de espalhamento ao quadrado como fungdes do tempo. Como podemos ver, a
difusdo e os tempos de vida sdo maiores para o PRC.

Na figura 4.6, sdo mostradas diversas razdes entre momentos e entre momentos € cumulan-
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tes como fungdes da dimensdo linear do sistema. As razdes para o modelo SIS e para o PC
parecem convergir para um valor constante quando L. — oo. Levando em conta uma corre¢ao
dada por

m(L) = m(co) +aL ™, (4.6)

em que a e ¢ sdo parametros de ajuste, as razdes entre momentos € momentos e cumulantes no

Tabela 4.2: Razdes entre momentos assintdticas para o SIS e para o PC em d = 3.
Modelo  kop/pi — Ka/K3 Hs/my  ps/pape pa/ps
SIS 0.469(3) 0.490(6) 2.678(12) 1.822(3) 2.629(12)
PC 0.470(2) 0.454(10) 2.697(6) 1.833(3) 2.649(18)

limite assintético podem ser encontradas. Como alguns dados para o quarto momento possuem
barras de erro muito grandes, estes foram excluidos dos ajustes. As razdes extrapoladas para o
PC e para o SIS estdo listadas na tabela 4.2 e sdo consistentes com a hipétese de universalidade.
Foi observado um comportamento diferente para estas grandezas no PRC: ao invés de conver-
gir monotonicamente para um valor constante, as razdes entre momentos € entre momentos €
cumulantes decrescem apds atingirem um valor médximo. Novamente podemos associar esta
diferenca com a proximidade numérica das taxas de criacdo e aniquilagc@o, assim como a alta
difusividade resultante. De fato, a razdo us /3 cresce até o valor 1, 550, que € préximo ao valor
estabelecido, 1, 660, para o PC no grafo completo [42]. Novamente observa-se, para pequenos
sistemas, um comportamento tipico de campo médio que deve convergir para a classe PD no

limite assintdtico de grandes sistemas.
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Figura 4.7: Razdes entre momentos e entre momentos e cumulantes para o SIS, PC e PRC com d = 3.
As linhas sélidas representam ajustes ndo lineares com a fun¢do dada pela equacio 4.6, com coeficiente
de correlagdo r > 0, 999.
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Capitulo 5

Um processo de reacao-difusao com infini-
tos estados absorventes em redes regulares

e complexas

Neste capitulo apresentaremos um processo de rea¢ao-difusdo que possui dindmica similar
ao processo de contato por pares (PCP) e, assim como tal, apresenta um niimero infinito de esta-
dos absorventes. Uma das motivac¢Oes para a proposta do modelo € o fato que o algoritmo para
simular o PCP demanda um tempo computacional relativamente longo e elevada quantidade de
memoria principal', sendo computacionalmente ineficiente quando é necessdrio implementar o
modelo em um grafo arbitrario. Na tentativa de contornar este tipo de dificuldade, propomos
0 processo de contato por limiar, um modelo que remove o vinculo fermidnico?, preservando
todas as caracteristicas importantes do PCP, conforme serd mostrado adiante.

Empregamos técnicas de campo médio convencional e heterogéneo e o método quase-
estaciondrio proposto por Oliveira e Dickman, que foram explicados com maiores detalhes
no capitulo 3. O estudo foi feito em redes com topologias regulares (reticulados) e complexas,

mais especificamente, redes sem escala.

5.1 Analise em redes regulares

Antes de definir o PCL, faremos uma breve recapitulacdo do processo de contato. No PC,
cada sitio da rede pode apenas estar ocupado ou vazio (o; = 1 ou o; = 0). A dindmica se da por
meio dos eventos de aniquilacdo de uma particula (a uma taxa unitdria) e criacdo a uma taxa Am
(A € a taxa de criacdo e m a fracdo de sitios ocupados que sejam primeiros vizinhos). O tnico
estado absorvente do PC € aquele no qual todos os sitios da rede estdo vazios (o; = 0, V7).

Levando em conta o que ji conhecemos sobre o PC, ao novo modelo adicionaremos mais

um detalhe: além dos estados possiveis o; = 0 e o; = 1, permitiremos que cada sitio da

'Neste caso, meméria RAM (random access memory, ou memdria de acesso aleatério).
2Em um modelo deste tipo, cada sitio da rede sé pode ser ocupado por no maximo uma tnica particula.
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rede também possa ser ocupado por duas particulas, ou seja, haverd um terceiro estado possivel
0; = 2 para um sitio ¢. Agora, os sitios ativos serdo apenas aqueles que possuem ocupacao igual
a 2. Em outras palavras, pode-se dizer que somente sitios com 2 particulas podem criar uma
nova particula. Note que o PCL nio € equivalente ao processo de transferéncia por limiar [43],
um outro modelo pertencente a classe PD. Representando o estado de um sitio vazio, ocupado

ou duplamente ocupado por V, O, D, as seguintes reagdes descrevem o modelo:

<

D (5.1
+ 0

iy iy iH

< QO T
)

D +

D +

Observe que, assim como o PCP, o PCL possui um nimero infinito de estados absorventes,

e hd uma equivaléncia entre a densidade de sitios com duas particulas e a densidade de pares do
PCP e sitios ocupados por apenas uma particula sdo equivalentes a particulas isoladas no PCP.

Em ambos modelos, a atividade é espalhada por meio de um substrato composto por particulas

inativas, conforme ilustrado na figura 5.1.

Figura 5.1: Evolugéo temporal do PCL unidimensional a partir de uma condi¢@o inicial com todos os
sitios ativos. Sitios ativos sdo representados em vermelho, inativos em preto e vazios em branco. Os
padrdes de cima correspondem ao regime subcritico e critico, da esquerda para a direita, enquanto o
padrdo de baixo representa o regime supercritico.

O parametro de ordem para o PCL serd a densidade de sitios que contém duas particulas
¢(t). Continuaremos denotando a densidade de sitios com uma particula por p(¢). Um sitio
contendo uma ou nenhuma particula tem uma particula adicionada a ele a uma taxa Am, em que
m € o nimero de vizinhos ativos (a chance de um sitio com ocupagdo igual a 1 ou O receber

mais uma particula € a mesma). Note que um sitio desocupado ndo se torna ativo ao receber
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uma particula, como ocorre no PC. Também existe o evento de duas particulas em um mesmo
sitio se aniquilarem, desocupando o sitio. Este evento ocorre a uma taxa unitdria

Note que qualquer configuracio do sistema em que nio hajam sitios com duas particulas na
rede € um estado absorvente. Como, para uma rede infinita, existem infinitos modos de arranjar
o sistema tendo sitios ocupados com uma particula, temos a ocorréncia de infinitos estados

absorventes.

5.1.1 Aproximaciao de campo médio

Nosso objetivo aqui € obter uma aproximacgao de campo médio para este modelo em d = 1,
utilizando o mesmo procedimento que foi explicado para o processo de contato unidimensio-
nal. Como agora o; pode assumir trés estados e pelas caracteristicas da dindmica do modelo,
devemos obter duas equagdes: uma para a evolugdo de ¢(t) e outra para a evolugdo de p(t).
A notagdo que utilizaremos para mostrar os calculos é a seguinte: 2 representa um sitio que
contém duas particulas, 1 representa um sitio ocupado por uma particula e 0 representa o sitio
vazio.

Note que devemos tomar cuidado na hora de considerar as possiveis transicdes em cada
equacgdo. Por exemplo, ao contabilizarmos as possiveis transicdes que variam a densidade de
sitios ativos, a transicdo 020 — 021 nao contribui para o cdlculo. Mesmo que tenha ocorrido a
criacdo de uma particula, nenhum sitio ativo foi criado.

Primeiramente, seja p(2) = ¢(t), p(1) = p(t) e p(0) = 1 — ¢(t) — p(t). Vejamos as
possiveis transi¢des para obter a equagdo de evoluc@o temporal para ¢(¢). Temos o evento de
aniquilacdo quando 2 — O (independente do estado dos primeiros vizinhos deste sitio), e a
transicdo (21 — 22). A partir disso, podemos escrever a equago para a evolugdo de ¢(t). Ja

fazendo as devidas consideracdes de simetria, temos

o(t) = ~p(2) + Ap(21)]. 52)

Aplicando a aproximagdo de campo médio (p(21) =~ p(2)p(1) = ¢(t)p(t)) e substituindo os

valores para as respectivas probabilidades, chega-se a expressao

i _

= = 00w —1), (5.3)

que € a equacdo de campo médio para os sitios ativos.
Agora, vejamos as possiveis transi¢cdes que contabilizam para a variagdo temporal da den-
sidade de sitios com uma particula, p(t). Aniquilagdo ocorre quando temos a transigdo (12 —

22), auma taxa \/2. O termo de criagdo é dado por (02 — 12), que deve ser multiplicado por
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dois para considerar a simetria. Entdo, temos a expressao

dp(t
W) \p(02) - p(12)) (5.4
da qual finalmente obtém-se
d
=1 —2p— ¢) (5.5)

Assim, devemos analisar o sistema de equagdes diferenciais ndo-lineares composto pelas
equagdes (5.3) e (5.5). Note que ¢* = 0 € uma solucdo para qualquer valor de p. A condicio

do estado estaciondrio, d¢/dt = dp/dt = 0, fornece

1
£ _ 5.6
Y (5.6)

— 12/ (5.7)

Portanto, A\, = 2. Assim como no processo de contato, o parametro de ordem ¢ no estado

estaciondrio escala com a distancia ao ponto critico como
¢* ~ AP (5.8)

em que A = XA — \.. Logo, obtém-se que § = 1.

Definiremos um novo sistema de coordenadas como

-

¢>k

(t) -
p(t) = p° (5.9)

p(t)

Il
ASS
—

~
SN—

Aplicando as formas ja conhecidas para f(¢, p) e g(¢, p), temos

dqg o ~( 1k 7

= = e +9) (5.10)
dp ~ . -

= M2+ 9) =225+ ) (5.11)

e, fazendo ¢, p < 1, as equacdes acima se reduzem a

d
dt
dp
dt

— Ao (5.12)

= X\ (25+ ). (5.13)
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Assim, a matriz jacobiana dessa equacdo € expressa como

J:[ oA ] (5.14)
At —20¢"

Os autovalores sao obtidos pela equacdo det(J — all) = 0, que possui um autovalor degenerado

a = 2 — ). Portanto, a solugdo desse sistema sera

X(t) = Xoe U/, (5.15)
> |0
emque X = | _|.Logo,
P
—1 (5.16)
T = . .
A—2
Consequentemente, usando a definicdo 7 ~ AYIl, encontramos v = 1. No ponto critico A = 2,
temos que
L g —1-20+9) (5.17)
a9~ P o '

Mas, para tempos longos, vimos que p & 1/2. Substituindo na equago acima, encontramos

1d¢ 1

53 = 2% — $= TERYE (5.18)

Portanto, ¢ ~ ¢t %, com 6 = 1.

5.1.2 Simulagoes

A andlise do modelo para d = 1 e d = 2 foi feita por meio de simula¢des de espalhamento
e pelo método QE. O protocolo adotado para as simulacdes € semelhante ao usado no capitulo
4. Ao longo da simulagdo mantivemos uma lista com os sitios ativos (ou seja, apenas aqueles
com duas particulas), para poupar esforco computacional. Em cada passo, um desses sitios €
selecionado ao acaso e, com probabilidade p = A/(1 + \), cria-se uma particula em um dos
primeiros vizinhos selecionado aleatoriamente (tentativas de criacdo em um sitio com duas par-
ticulas sdo frustradas). Aniquilacdo ocorre com a probabilidade complementar 1 — p, de modo
que neste evento o sitio selecionado torna-se vazio. Apds cada passo, o tempo € incrementado
por At = 1/ny, em que n é o nimero de sitios ativos.

Note que, para a anélise de espalhamento, a simulagdo comega com o sistema em um estado
pré-absorvente (na iminéncia de visitar o estado absorvente) e o estudo € realizado observando
a evolugdo temporal das grandezas Ps(t) (probabilidade média de sobrevivéncia) e ny(t) (nd-
mero médio de sitios ativos). Porém, para este sistema, assim como no PCP, a andlise nao pode

simplesmente ser feita iniciando o processo com um Unico sitio ativo na origem, pois o modelo
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apresenta um nimero muito grande de estados pré-absorventes. Assim, o espalhamento foi rea-
lizado utilizando configuracdes pré-absorventes geradas pela pfopria dinamica do sistema. Este
método também foi utilizado para auxiliar na determinagdo dos pontos criticos pelo método da
andlise de curvatura, \. = 6,2810(2) parad = 1 e A\, = 3,23712(5) parad = 2.

1 T

P,(1)

n,(1)
s
I

0.1

L 100 10000 1e+06 L 100 10000 Le+06
t t

Figura 5.2: Gréficos mostrando a variagdo de curvatura para no € Pg em fungdo de t. As curva-
turas positivas (negativas) ocorrem para taxas supercriticas (subcriticas). De baixo para cima, A =
6,2750, 6,2780, 6,2810 e 6,2850.

As curvas para Ps(t) e na(t) seguem as leis de poténcia
Ps(t) ~t7™0 & ny(t) ~t". (5.19)

Ajustes em lei de poténcia nas curvas obtidas para d = 1, fornecem os expoentes § = 0, 167(1)
en = 0,303(1). Nota-se que estes expoentes estdo em boa concordancia com a classe PD
discutida no capitulo 3 [19].

Assim como no PC, a criticalidade deste modelo pode ser completamente determinada pelo

conjunto de expoentes /3, v e v, . Por meio de simulagdes QE verificamos as leis de escala

G~ L7~ D e 7~ LI (5.20)

assim como as razdes entre momentos universais descritos no capitulo 3: my/m3, ms/(myms)
e my/m3.

Nas simulagdes pelo método QE na rede unidimensional (com condi¢des de contorno pe-
riédicas), utilizamos uma probabilidade de reposi¢do p,., = 0,02 e cada amostra foi realizada
com um niimero t,, = 2 x 10% de passos de tempo, sendo que as médias foram tomadas apds
um tempo de relaxagdo ¢, = 10%. Obtivemos os valores médios e incertezas apos 50 amos-
tras independentes de simulacao, tomando todos os sitios da rede ativos como condicao inicial.

Assim, para o modelo em d = 1, obtivemos /v, = 0.263(1), v /v, = 1,543(10) e
~v/vy = 0,4984(5) (figura 5.3). De acordo com a literatura [13], os valores esperados para a
classe PD sdo dados por: /v, ~ 0,2521, v /v, ~ 1,5807 e y/v, ~ 0,4959. Os valores obti-
dos sugerem fortemente que este modelo pertence a classe PD. Também nota-se que as razdes
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entre momentos aproximam-se dos valores conhecidos para modelos pertencentes a classe PD

[29], conforme mostra a figura 5.4.

1e+06 - J

10000 - .

ool vl
10 100 1000 10000

Figura 5.3: ¢,.., x e 7 como fungdes de L para o PCL unidimensional.
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Figura 5.4: A razio entre momentos mz/m? em fungio de L.

Nas simula¢des em uma rede quadrada, utilizamos p,., = 0, 005, cada amostra foi realizada
com um ndmero t,, = 2 x 107 de passos de tempo e as médias foram tomadas ap6s um tempo
de relaxagdo ¢, = 107. Realizamos 50 amostras independentes de simulacdo, tomando todos os
sitios da rede ativos como condi¢do inicial, para obter os valores médios e incertezas.

Para 0 modelo em duas dimensdes obtivemos 3/v; = 0.807(3), v/v. = 1,743(8) e
/vy = 0,399(2) (figura 5.5). Para a classe PD, os valores esperados sdo dados por: /v, ~
0.795, I/||/I/L ~ 1,764 e v/v, =~ 0,409. Portanto, assim como no caso unidimensional, 0s
expoentes obtidos sugerem que o modelo pertenga a classe PD.

As razdes entre momentos para d = 1 e d = 2 estdo listados na tabela 5.1.2. Ambos estao
em boa concordancia com a classe PD.
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1e+06 ——— —

10000 - ]

Figura 5.5: ¢,., x e 7 como fungdes de L para o PCL bidimensional.

d Ac M7, M7, My,
1 6281002 L19(1)  1342) 1,64(4)
2 323712(5) 135(1)  1,62(2)  2,18(4)

Tabela 5.1: Taxas criticas e razdes entre momentos para o PCL em redes regulares. O nimero
entre parénteses representa o erro na ultima casa decimal.

5.2 Analise na rede heterogénea

Nesta se¢do, mostraremos a andlise para o PCL em redes complexas heterogéneas que pos-
suem uma distribuicdo de conectividades dada por P(k) ~ k~7. Como foi visto para o pro-
cesso de contato no capitulo 3, processos dindmicos ocorrendo nestas redes podem apresentar
um comportamento critico bem diferente daquele que € conhecido para redes regulares. O
modo como compreendemos 0 comportamento critico de sistemas em redes complexas baseia-
se essencialmente na aplicacdo de técnicas de campo médio e, em particular, espera-se que
abordagens utilizando esta teoria forne¢am resultados corretos, ja que a propriedade de mundo
pequeno que surge devido a natureza aleatdria das conexdes na rede faz com que, na pratica,

tais redes possuam dimensao infinita.

5.2.1 Teoria de campo médio heterogénea

Para redes com alto grau de heterogeneidade, como redes sem escala, deve ser considerada
a teoria de campo médio heterogénea (CMH), na qual as grandezas dinamicas do sistema sao
substituidas por grandezas equivalentes, considerando que estas s6 dependam do grau k& do
vértice em questdo. Para o PCL, estas quantidades sdo a densidade média de sitios ativos em

ndés com grau k, ¢y, e, analogamente, a densidade de sitios inativos pi. A densidade total de
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sitios ativos e inativos pode ser obtida por meio de ¢ e p, por meio das equagdes
o = Y oP(k), (5.21)
k
p = Y mP(k) (5.22)
k

As equagdes de CMH para as reagdes dadas em (5.2) sdo:

doy,

i — ¢ + NeppOp (5.23)
% = Me(1 — pr — dr)Or — AkprOy, (5.24)

em que
0 =3 P(k‘liﬂ (5.25)

I
com P(k'|k) sendo a probabilidade de que um vértice com grau k esteja conectado a um vértice
com grau k’. Na equacdo (5.23), o primeiro termo representa a aniquilagdo espontinea que
ocorre em sitios ativos com taxa 1 e o segundo termo representa a criagdo, que ocorre a uma
taxa )\, em ndés que contenham uma tnica particula. Para a equagao (5.24), o primeiro termo
representa a ocupacdo em um vértice vazio devido a interagdo com nos ativos (evento 0 — 1) e
o segundo termo representa a criacdo de uma particula em um vértice inativo (evento 1 — 2).
O fator 1/k’ aparece na equagéo para © pois deve-se considerar a probabilidade de o né com
grau £’ criar uma particula no vértice de grau k.

Para t — oo, dpy/dt = 0, temos

1 _
o= 1 (5.26)
© d A
% = —¢r+ §k(1 — ¢r)O. (5.27)

Porém, note que a equagdo (5.27) ¢ a mesma equagcdo de movimento obtida para o parametro
de ordem do processo de contato, conforme visto na se¢do 3.9, mas com uma taxa de criacdo
efetiva \' = \/2. Desse modo, podemos utilizar os resultados conhecidos para as anélises do
PC em redes sem escala descorrelacionadas. Foi mostrado que, no limite de tamanho infinito,
o PC passa por uma transi¢do de fase continua em A\, = 1. Assim, para o PCL, temos . = 2.
Em redes ndo correlacionadas, para as quais P(k'|k) = k' P(k')/(k) e O, = ¢/(k) a densidade
total de sitios ativos, ¢, diverge no ponto critico como

¢~ (A=), (5.28)
em que

£ = max (L, 1) . (5.29)
v—2
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Para sistemas finitos, a andlise da transicao para um estado absorvente requer a aplicacio da
técnica de escalonamento de tamanho finito (ETF) ja que, devido a flutuagdes, o sistema pode
atingir um estado absorvente mesmo estando no regime supercritico. Nos tltimos anos, a teoria
de CMH para o escalonamento de tamanho finito foi desenvolvida por completo para o PC. A
partir dos resultados obtidos, temos que a probabilidade de haver n vértices ativos no sistema

para o regime quase-estaciondrio (QE) € dada por [33]

_ 1 n
P, = Ef (ﬁ) , (5.30)

em que [ f(z)de =1,Q = N/ge g = (k*)/(k)?. A partir dessa distribui¢io QE, obtemos
as leis de escala para a densidade critica de sitios ativos e o tempo caracteristico:

¢ ~ (gN)V? (5.31)
1/2
T ~ <E> (5.32)
g

Para uma distribui¢ao do tipo P(k) ~ k™7, o fator g diverge em fungéo do cutoff k. como

g ~ k77, 2<y<3

g ~ constante. v >3

Para y = 3, g diverge logaritmamente. Assim, considerando um cutoff geral do tipo k, ~ N/«

obtemos para ¢

_ A 1 3
6~ N, emque 7=+ max (T’V 0) (5.33)

e, para o tempo caracteristico,

. 1 3
T~ N em que & = — — max —7, 0]. (5.34)
2 2w

Tomando o limite estaciondrio da equacdo (5.27), € facil mostrar que

5 _ ko
O = 208 +0(2). (5.35)
E, portanto,
_ 1 Ako
Pr = 5 — m + 0(2), (5.36)

em que O(2) sdo termos de segunda e maiores ordens em k¢.
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5.2.2 Simulacoes

Com o objetivo de analisar a criticalidade do PCL em redes heterogéneas, realizamos si-
mulagdes pelo método quase-estacionario em redes geradas pelo algoritmo UCM (secdo 2.3.4),
ou seja, redes sem escala e descorrelacionadas, com um cutoff que escala como k. ~ N 1/2,
Notou-se que, diferentemente do PCL em topologias regulares (e até mesmo do PC em redes
heterogéneas), o tempo de relaxagdo do PCL depende fortemente das condi¢des iniciais. Esta
propriedade do modelo é mostrada na figura 5.6, onde mostramos a relaxagao de ¢ para duas
condicdes iniciais diferentes: na primeira condi¢cao, come¢amos a simulacdo com todos os vér-

tices ativos; na segunda, ocupou-se 2% da rede com nds ativos € o restante com apenas uma

particula.
1x10” ‘ 1 . ' |
: : —
050 =
=l r ] _
8x10 la 0.48}- .
0.46 = —
L | L | L |
4 -
6x107 | 00 s50x10° 1.0x10° 1.5%x10° 2.0x10°
t
e

|
5.0x10° 1.0x10° 1.5x10°
t

2.0x10°

Figura 5.6: Relaxagdo critica da densidade de sitios ativos para duas condigdes iniciais diferentes:
todos os vértices ativos (em vermelho); 2% dos vértices ativos e o restante, inativos (em preto). Inserco:
relaxacio critica da densidade de nés inativos. o tamanho da rede é 6,4 x 10°, com v = 2, 75.

Quando comecamos a simulac¢do na rede com todos os sitios ativos hd uma fase metaestavel,
na qual o sistema permanece em um regime pseudo-estaciondrio com densidades muito baixas.
O sistema passa para o verdadeiro regime estaciondrio apenas apds um certo transiente, que
pode ser muito grande em redes maiores. Entretanto, se comecarmos com uma rede preenchida
de sitios inativos, porém com uma pequena fracdo de vértices ativos, esta fase metaestavel ndo
aparece e o sistema vai direto para o verdadeiro regime QE.

Para redes com v > 3, valores para os quais a rede perde a sua caracteristica sem escala,
a relaxacdo da densidade ¢ inicialmente decai para um regime com baixa densidade, mas logo
assume os valores do estado estaciondrio, sem que o sistema permanega por muito tempo no
regime de configuragdes metaestiveis.

Se levarmos em conta a propriedades de mundo pequeno que estas redes apresentam, esta
dependéncia incomum com a condi¢ao inicial parece ainda mais intrigante. Para este tipo de

rede, seria de se esperar que a atividade propagasse rapidamente por meio dos atalhos, de modo
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que o tempo de relaxacdo tivesse um valor muito pequeno. Podemos explicar a existéncia desta
fase metaestdvel em termos de algumas propriedades que este processo de reacdo-difusdo apre-
senta. Note mais uma vez que s6 ha criacdo se houver um vértice inativo na vizinhanga préxima
de um vértice ativo. Desse modo, a atividade no PCL se espalha por meio de um backbone,
composto por sitios inativos. Quando comecamos a dindmica a partir da rede completamente
preenchida por sitios ativos, o evento de criacdo ocorre com frequéncia muito baixa, ja que
nao ha espago para que isso acontega. Nesse estdgio da simulacdo o evento de aniquilagdo
predomina e isso faz com que o backbone se fragmente em uma série de componentes isola-
dos, de modo que ndo haverd espalhamento da atividade até que seja construido este suporte
composto por nés inativos. Este argumento explica porque, em redes homogéneas, ¢ decai a
um valor baixo e depois aumenta para aquele do estado estaciondrio. Pela teoria de campo
médio homogénea, podemos ver que p — (1/2) ~ t~1. Mas, para redes muito heterogéneas, o
principal meio utilizado para espalhar a atividade sao os hubs, que possuem uma elevada cen-
tralidade. Enquanto os hubs ndo estiverem ocupados por uma particula (ou seja, integrados ao
suporte composto por vértices inativos) o sistema permancerd no regime de densidades muito
baixas, no qual a atividade s6 ndo termina porque a abordagem utilizada analisa o estado quase-
estaciondrio.

As simulagdes QE foram realizadas para tamanhos do sistema variando de 5 x 10% a 1, 28 x
10°. Os tempos de relaxacdo e de média ¢, = t,, = 107 foram utilizados para todas as simula-
coes. Armazenamos um nimero M = 200 de configuracdes do sistema, atualizando esta lista
com probabilidade p,., = 0,005A¢t, em que At = 1/ny é o incremento do passo de tempo ao
longo da simulagdo. Vale observar que, durante 20% do tempo total de simulacdo (¢t = ¢, +t,,),
adotamos um valor 10 vezes maior para p,., de modo a evitar que a lista contivesse um nimero
muito grande de configuragdes similares. Fixamos o grau minimo em m, = 6 e investigamos o
sistema para v = 2,50, 2,75 e 3, 25. Foram tomadas 50 amostras independentes de simulacao
para calcular as grandezas dindmicas médias sobre diferentes redes.

A tarefa de determinar o ponto critico para processos dinamicos em redes complexas apre-
senta uma complicagdo adicional, que é a dependéncia explicita em grandezas como o fator g

nas leis de escala obtidas pela teoria de ETF. No limite de £ continuo, g se comporta como

, 2w (- — )
G-DB-7  (-o2p

k37, (5.37)

em que £ = my/k. < 1. Considerando 2 < v < 3 e expandindo ¢ até a ordem mais baixa em
&, temos
g ~ constante X (1 SN ) k27 (5.38)

Agora, substituindo a relagio anterior em ¢ ~ (gN)~'/2, obtemos a seguinte expressio para a

densidade QE

- 1ms™  mi?
ng=C—-0InN+-—3— — —2.
2N N

(5.39)
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Expressoes semelhantes podem ser obtidas para o caso v < 3. Observe que, em nivel de campo
médio, os graficos ¢ x N na escala logaritmica sdo afetados por fortes correcdes de escala, ja
que os expoentes (3 — 7v)/w e (7 — 2)/w podem assumir valores muito pequenos para y ~ 3
e v ~ 2, respectivamente (figura 5.7). Para v = 3 estas correcdes sao logaritmicas e nunca

podem ser desprezadas, mesmo no limite N — oo.

T T T T

101? c—oy=225 .
say=2.50
v=2.75

0 Ll | | Lol
10 10* 10° 10° 10’

N

Figura 5.7: Fator g como uma fungio do tamanho do sistema. Note que o comportamento em lei de
poténcia g ~ NB=7)/¥ g6 serd atingido para tamanhos muito grandes do sistema.

Felizmente, para determinar \., podemos contornar estes obstaculos analisando as razdes entre

momentos que tem a forma

ML=—"" g+s=n, (5.40)

MgMs

em que m, = (¢"). Espera-se que, no ponto critico, estas razdes sejam independentes do ta-
manho do sistema. A figura 5.8 mostra a razao entre momentos de segunda ordem em fungao
da taxa de criacdo para diferentes tamanhos de rede. Como previsto, as curvas se cruzam no
mesmo ponto, fornecendo A\, = 2,1662(3). A razdo critica M7 = 1,788(3) obtida para o
PCL apresenta boa concordancia com a razdo critica M}, = 1,77(2), obtida para o processo
de contato na mesma rede. Razdes entre momentos de ordens maiores também foram investi-
gadas, como mostra a tabela 5.2.2 e todos os valores concordam com os obtidos para o PC nos
mesmos tipos de rede [44]. Observe também que os pontos criticos encontrados sio levemente
maiores do que A\, = 2, previsto pela teoria de CMH. Este resultado ndo surpreende, ja que
a aproximac¢do de campo médio despreza qualquer tipo de correlacdo dindmica, até mesmo a

correlagdo entre primeiros vizinhos.

Apos estimar o ponto critico com boa precisdo através da andlise das razdes entre mo-
mentos, podemos sondar os expoentes criticos de campo médio, assim como as leis de escala
(5.31) e (5.32). A figura 5.9 mostra a densidade critica de sitios ativos e o tempo caracteristico

como fung¢des do tamanho do sistema. Fazendo ajustes em lei de poténcia e comparando com
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° Ae M 121 M 132 Mﬁlz
2,50  2,1300(5) 1,835(3) 2,566(7) 4,50(2)
2,75  2,1662(3) 1,788(3) 2,450(7) 4,15(2)
3,25 2,2230(4) 1,704(6) 2,26(1) 3,59(6)

Tabela 5.2: Taxas criticas e razdes entre momentos para o0 PCL em redes sem escala ndo corre-
lacionadas. O ndmero entre parénteses representa o erro na ultima casa decimal.

1.9 ]
1,85* e [ =160k 7
L = [ =320k
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1.8 |
N _ L
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A

Figura 5.8: Razdes entre momentos mz/m? como fungdes de A, para uma rede com v = 2,75. Os
resultados obtidos pelas simulagdes QE estdo representados por simbolos e as linhas representam ajustes
polinomiais.

®4e ~ N7, encontramos os expoentes 7 = 0,63(1), 0,60(1) e 0,52(1) para y = 2,50, 2,75
e 3,25, respectivamente. Estes expoentes estdo proximos aos previstos pela teoria de CMH
v = (5—)/4 (tabela 5.2.2). Ajustes em lei de poténcia para o tempo caracteristico 7 também
fornecem expoentes proximos aqueles previstos pela teoria de CMH, como mostrado na tabela
5.2.2. Entretanto, alguns expoentes previstos teoricamente diferem dos obtidos por simulagdo,

especialmente para o caso y = 2, 75.

Y 1% ﬁhmf Sl, & OAéhmf Sa
2,50 0,63(1) 0,625 0,51(1) 0,36(1) 0,375 0,49(1)
2,75 0,60(1) 0,563 0,51(1) 041(1) 0,438 0,49(1)
3,25 0,52(1) 0,500 049(1) 049) 0,500 0,51(1)

Tabela 5.3: Expoentes criticos para o PCL em redes sem escala ndo correlacionadas. Os expo-
entes de campo médio Uy, = (5 — v)/4 € ppmy = (v — 1)/4 também foram incluidos, para
comparagao.

Esta leve discrepancia se deve a curvatura que surge para tamanhos “pequenos” devido a
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Figura 5.9: Anilise de ETF para a densidade QE de sitios ativos (acima) e para o tempo de vida
(abaixo), para diferentes valores de . As linhas tracejadas representam retas com inclinagdo £1/2 e
linhas continuas representam ajustes em lei de poténcia. As curvas para os simbolos preenchidos foram
deslocadas para uma melhor visualizacao.

dependéncia explicita com o fator g nas leis de escala para q_bqe e 7. Se fizermos ajustes em lei
de poténcia do tipo aqe ~ (gN)™% e T ~ (N/g)°=, vemos que todos os expoentes calculados
numericamente concordam com o resultado de campo médio S, = S, = 1/2, como consta na
tabela 5.2.2. Note que, de posse da distribuicdo P(k) normalizada, o fator g pode ser calculado
de maneira exata e usado no ajuste.

Na figura 5.10, que mostra as densidades parciais ¢, e p, como fungdes de k, vemos mais
resultados que corroboram a teoria de CMH. De acordo com as equacdes (5.35) e (5.36), a te-
oria de CMH prevé que estas grandezas, no ponto critico, variam linearmente com k. A figura
5.11 compara as distribui¢des quase-estaciondrias de atividade para o PCL e para o PC em redes

semelhantes. Observa-se que as distribui¢des sdo quantitativamente similares.
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Figura 5.10: Densidades parciais como fun¢des de k para o PCL na rede UCM. Simbolos representam
resultados de simulagdes e linhas sio as aproximagdes de CMH. Utilizamos uma rede de tamanho N =
3,2 x 10, com vy = 2, 75.
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Figura 5.11: Distribui¢ao de probabilidades quase-estaciondria para vértices ativos no PCL e no PC em
redes UCM. Utilizamos uma rede de tamanho N = 3,2 x 10°, com y = 2, 75.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Na primeira parte deste trabalho (capitulo 4), realizamos simulag¢des para o processo de con-
tato (PC), para o modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) e para o processo de replicagdao
por contato (PRC) em trés dimensdes, além de reproduzir alguns resultados ja conhecidos pelo
método de simulagdo quase-estaciondria. Utilizando este método, foi possivel determinar as
razdes entre momentos dos parametros de ordem para a classe PD em trés dimensdes. Também
mostramos que os expoentes de campo médio para o PRC tridimensional determinados em [21]
sao um transiente observado na andlise de espalhamento.

Simulacdes quase-estaciondrias e corre¢des convenientes na escala revelaram que o PRC
pertence a classe de universalidade da percolacio direcionada, como se esperava pelo critério
de Janssen-Grassberger. Entretanto, as razdes entre momentos para o PRC concordam com os
valores da classe PD para d = 1 e d = 2, mas ndo para d = 3. Esta discrepancia € explicada
pela proximidade que hé entre o evento de criagdo € o evento de aniquilagdo (que ocorrem com
probabilidades muito proximas), originando um comportamento transiente difusivo no PRC.

No capitulo 5, investigamos a transi¢c@o de fase do processo de contato por limiar (PCL) em
redes regulares e sem escala. O modelo, que possui infinitos estados absorventes, é andlogo
ao processo de contato por pares. De maneira similar a este modelo, foi mostrado que o PCL
pertence a classe PD em redes regulares. Em redes sem escala, mostramos que os expoentes
criticos da andlise de ETF da densidade quase-estaciondria de sitios ativos e do tempo de vida
sdo os mesmos que foram obtidos para o PC em redes sem escala, tanto na teoria de CMH,
quanto nas simulagdes QE. Na verdade, a principal diferenga entre a dindmica do PCL e do PC
¢ a forte dependéncia da relaxacdo para o estado QE com a condicao inicial.

A concordancia observada entre expoentes criticos de diferentes modelos e substratos, su-
gere a conjectura que o comportamento critico para o PC em uma rede annealed [32, 31] pode
ser um comportamento robusto e universal, que descreve um grande nimero de sistemas com
transi¢des de fase para estados absorventes em redes complexas. Devido a natureza tipo campo
médio imposta pela propriedade de mundo pequeno, suspeita-se que os expoentes obtidos pela
andlise de ETF para a classe de universalidade do PC-CMH sao mais robustos em redes comple-
xas do que em redes regulares e podem incluir modelos com infinitas configuracdes absorventes

que, em baixas dimensdes, ndo pertencem a mesma classe do PC.
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