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Tango del Algebrista
Algebrista te volviste
refinado hasta la esencia
oligarca de la ciencia
matematico bacén.

Hoy miras a los que sudan
en las otras disciplinas
como dama a pobres minas
que laburan por el pan.

. Te acordés que en otros tiempos
sin mayores pretensiones
mendigabas soluciones

a una misera ecuaciéon?

Hoy la vas de riguroso
revisas los postulados
y junés por todos lados
la mas vil definicién.

Pero no engrupis a nadie
y es inttil que te embales
con anillos, con ideales

y con algebras de Boole.

Todos saben que hace poco
resolviste hasta matrices

y rastreabas las raices

con el método de Sturn.

Pero puede que algin dia
con las vueltas de la vida
tanta céscara aburrida

te llegue a cansar al fin.

Y anores tal vez el dia

que sin algebras abstractas
y con dos cifras exactas

te sentias tan feliz.

Enzo Romeo Gentile
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Resumo

MENDEZ ALFONSO, Javier Esneider, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
novembro de 2017. Funcoes de Igusa-Todorov. Orientadora: Soénia Maria
Fernandes.

Neste trabalho, introduzimos as Funcoes de Igusa-Todorov ¢ e 1, motivados
pela Conjectura Finitista. O principal objetivo deste trabalho visa estudar
o comportamento dessas funcoes sobre K-algebras Artinianas de dimensao
finita, sendo K um corpo algebricamente fechado. Conforme o artigo [12],
demonstramos com detalhes o Teorema 4, que relaciona a dimensao projetiva
com a funcao ¢. Em seguida, caracterizamos algebras Artinianas autoinjetivas
atraves dessas fungoes, veja [I1]. No caso de algebras de radical quadrado zero
nao autoinjetivas mostramos que ¢ possivel calcular a ¢-dimensao dessas algebras
via os modulos simples, como no caso da dimensao global de dlgebras Artinianas,
veja [14].
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Abstract

MENDEZ ALFONSO, Javier Esneider, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
November, 2017. Igusa-Todorov functions. Adviser: Sénia Maria Fernandes.

In this work, we introduce the Igusa-Todorov functions ¢ and 1), motivated for
the Finitistic Conjecture. The main objective this work aim at to study the
behavior of these functions about the finite dimensional Artin K-algebras, being
K algebraically closed field. According the article [I2], we prove with details the
Theorem 4, that relates the projective dimension with the function . Finally
we characterize self-injective Artinian algebras through these functions, to see
[I1]. For the case of radical square zero non-selfinjective algebra we show that is
possible to compute the ¢-dimension of algebra via the simple modules, as the

case of global dimension of Artin algebras, to see [14].
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar as funcoes de Igusa-Todorov sob o ponto
de vista homologico.

Uma algebra Artiniana A é uma algebra finitamente gerada como moédulo
sobre o seu centro que é um anel comutativo artiniano. Uma propriedade que
tem as algebras Artinianas e que as distingue dos anéis Artinianos é que o anel
de endomorfismos de um moddulo finitamente gerado sob uma algebra Artiniana
é uma algebra Artiniana.

Em Teoria de Representacoes interessa, para uma algebra A dada, obtermos
informagoes sobre A a partir do conhecimento dos seus modulos. Um exemplo
simples desta idéia é o seguinte: Todo médulo de A é simples se e somente se
A =M, (D) sendo D um anel com divisao.

A Teoria de Representacoes de algebras tem utilizado “varias ferramentas”,
uma delas é a Teoria de Categorias. O fato historico que marca esse uso é
o Teorema de Gabriel que relaciona algumas algebras Artinianas com grafo
orientado.

Uma outra ferramenta utilizada em Representacdes de Algebras é a Algebra
Homologica, que teve origem no final do século XIX através dos diversos trabalhos
de Riemann em 1857. Nos trabalhos de Hilbert (1890) foi introduzido o conceito
de sizigia como conhecemos atualmente e mostra-se um importante resultado:
Para todo corpo K a dimensao global da K-algebra K[z, xs, ..., x,] é exatamente
n, ver [10)].

Seja mod(A) a categoria dos modulos a direita finitamente gerados. Definimos:
gldim(A) = sup {dp(M) | M € mod(\)} e,

findim(A) = sup {dp(M) | dp(M) < 00 e M € mod(A)} .

sendo dp(M) a dimensdo projetiva de M. E claro que findim(A) < gldim(A). A
Conjectura Finitista estabelece que findim(A) < oo. Tal conjectura, ainda em
aberto, foi mostrada em vérios casos particulares como para algebras monomiais
ou algebras com radical ao cubo zero. O que mais desperta interesse em resolver
esta conjectura é que ela estd fortemente relacionada com outras conjecturas
homoloégicas. Por exemplo, se ela for resolvida, implica a veracidade da conjectura
de Nakayama, ver [16].

A iniciativa de introduzir dimensoes homologicas para “medir” a complexidade



da categoria dos modulos de uma algebra em termos das suas dimensoes projetivas
dos seus modulos e as algebras em termos da sua dimensao global, em alguns casos
foi eficaz. Sabemos por exemplo que:

e gldim(A) = 0 se e somente se a dlgebra A é semisimples.

e gldim(A) =1 se e somente se a algebra A é hereditaria.

Igusa e Todorov, no ano de 2005, definiram em [12] duas fun¢oes da categoria
dos A-moédulos finitamente gerados nos nimeros naturais com o objetivo de
dar solu¢do (pelo menos em alguns casos) a Conjectura Finitista. Atualmente,
essas funcoes sao conhecidas como funcgoes de Igusa-Todorov “¢” e “¢” e
“generalizam” a nocao de dimensao projetiva. Em relacao a essas func¢oes, um
dos seus melhores recursos é que sao finitas para cada moédulo. Denotamos as
dimensoes homolégicas definidas por ¢ e ¢ para a algebra A por ¢dim e dim,
respectivamente. Vemos que essas dimensoes satisfazem a seguinte desigualdade:

findim(A) < ¢dim(A) < pdim(A) < gldim(A).

Essas medidas homologicas coincidem no caso das algebras terem dimensao global
finita.

Uma &lgebra A é autoinjetiva se A vista como um A-moédulo a direita é
injetivo. Sabemos que, se A é autoinjetiva, entao a dimensao projetiva de todo
modulo é zero ou infinita. Porém, a afirmacao inversa nao é verdadeira, ou seja, a
dimensao projetiva nao é suficiente para classificar a dlgebra. Em um trabalho de
2012, Huard e Lanzilotta caracterizaram as algebras autoinjetivas através da ¢-
dimensao (ou equivalentemente através da i¢-dimensao), ver [I1]. Esse resultado
foi o primeiro a mostrar que ¢ poderia ser uma boa medida homologica.

Com o proposito de desenvolver essas ideias e apresentar um contetido
coerente, dividimos este trabalho em quatro capitulos.

No primeiro capitulo, exibimos as defini¢coes e conceitos fundamentais que
sao necessarios e abordados ao longo do trabalho para uma melhor compreensao.
Na primeira secao, fazemos uma revisao geral sobre categorias e funtores. Na
segunda se¢ao, definimos a categoria mod(A) sendo A uma algebra Artiniana de
dimensao finita e fazemos um resumo sobre as principais propriedades e resultados
dessa categoria. Na terceira secao, definimos quivers, dlgebras de caminhos, ideais
admissiveis, representacoes, representacoes de quivers limitados, modulos simples,
projetivos e injetivos. A maioria dos resultados da segunda e terceira se¢ao, assim
como as notagoes, provem de [3]. Sobre esses temas recomendamos [2], [4], [20] e
[23].

No segundo capitulo, definimos as func¢oes de Igusa-Todorov, e estudamos
algumas das suas propriedades, ver [I2]. A abordagem deste capitulo visa estudar
com detalhes o resultado que relaciona a dimensao projetiva com a -dimensao
de mo6dulos que aparecem em uma mesma sequéncia exata curta. Isso permite
demonstrar que as algebras com dimensao de representacao menor ou igual a
3 satisfazem a Conjectura Finitista. Este tltimo resultado é interessante, pois



acreditava-se que a dimensao de representacao de toda algebra Artiniana de
dimensao finita era limitada por 3, ver [5].

Ja no terceiro capitulo, definimos as algebras autoinjetivas e algumas das suas
propriedades sao apresentadas com o fim de classifica-las por meio das funcoes de
Igusa-Todorov. Nos baseamos no trabalho de Huard e Lanzilotta para mostrar
que algebras Artinianas sdo autoinjetivas se e somente se a ¢-dimensao (ou -
dimensdo) é igual a zero (Teorema [3.4)), ver [11].

Finalmente, no quarto capitulo, definimos as algebras de radical quadrado
zero. Mostramos, neste capitulo, que se A é uma algebra de radical quadrado zero
nao autoinjetiva podemos calcular a sua ¢-dimensao por meio dos seus moédulos
simples, ver [14].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas nogoes bésicas de Teoria de Categorias,
Algebra Homologica, Representacoes de Algebras, entre outras, que sido
necessarias para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Fixaremos as
notagoes utilizadas ao longo do trabalho e véarias demonstragoes serao omitidas,
mas deixaremos as referéncias dos textos onde poderao ser encontradas com
maiores detalhes.

1.1 Categorias e funtores

Nesta secao, introduzimos algumas defini¢oes e resultados sobre Teoria de
Categorias e Funtores. Mais detalhes podem ser encontrados em [3], [4], [8], [18],
[20] e [23].

Definicao 1.1. Uma categoria C € dada por uma classe Obj(C), cujos elementos
sao chamados de objetos de C; uma classe Hom(C), cujos elementos sao chamados
de morfismos de C; e uma opera¢io parcial bindria o definida em Hom(C), tal
que:

(a) a cada par ordenado de objetos A, B € Obj(C), associamos um conjunto
Home(A, B) com:

(1) Hom(C)= |J Home(A,B); e
A,BeObj(C)

(it) Home(A, B)(YHome(C, D) # 0 se e somente se A=C e B=D.
(b) para cada tripla de objetos A, B, C' € Obj(C) a operacgao:

o: Home(B,C) x Home(A, B) — Home(A, C)

(9,f) +———— gof

estd bem definida e tem as sequintes propriedades:

(i) Se f € Home(A,B), g € Home(B,C) e h € Home(C, D), entao
(hog)of=ho(gof).
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(it) Para todo A € Obj(C), existe ida € Home(A, A) tal que foida = f e
idaog=g,Vf € Home(A,B) eVg € Home(B, A).

A operacao o é chamada de composicao de f e g. Ao longo do texto escrevemos
por simplicidade ¢ f, sendo a composicao g o f de morfismos de C.

Exemplo 1.2. A sequir apresentamos alguns exemplos de categorias:

1. A categoria Sets: Os objetos de Sets sao 0s conjuntos e 0s morfismos $Go
as funcoes entre conjuntos.

2. A categoria Groups: Os objetos sao 0s grupos e 0s morfismos sao 0s
homomorfismos entre grupos.

3. A categoria Vectyx: Os objetos sao os K-espagos vetoriais e 0s morfismos
sao as transformacoes lineares.

Uma categoria C' ¢ chamada de subcategoria da categoria C se satisfaz as
seguintes condicoes:

(a) Obj(C") é uma subclasse de Obj(C),
(b) Para todo A, B € Obj(C)

Home (A, B) C Home (A, B),

(¢) Paracada A € Obj(C’) o morfismo identidade id'y em Home/(A, A) coincide
com o morfismo identidade idy em Home(A, A),

(d) A composicdo de morfismos em C’ é a mesma de C.

Uma subcategoria C’ de C é chamada plena se Home/ (A, B) = Home (A, B)
para todos os objetos A, B em C'.

A categoria vecty, cujos objetos sao K-espacos vetoriais de dimensao finita
e os morfismos sao transformacoes lineares, é uma subcategoria plena de Vecty.
A categoria Ab, que tem por objetos os grupos abelianos e morfismos os
homomorfismos entre grupos, ¢ uma subcategoria plena de Groups.

Sejam A, B dois objetos de uma categoria C e f € Home(A,B). Se
A = B dizemos que f é um endomorfismo de A e denotamos por Endc(A) ao
conjunto Home(A, A). Dizemos que f é um monomorfismo se para cada par de
morfismos g1, g2 € Home(C, A) tais que fg; = fgo implica que g; = go. Dizemos
que f é um epimorfismo se para cada par de morfismos hy, hy € Home (B, C)
tais que hy f = hof implica hy = hy. Se existe h € Home(B, A) tal que fh = idg
e hf =1idy dizemos que f é um isomorfismo e chamamos h o inverso de f que
denotamos por f~1. Se f é um isomorfismo e endomorfismo de A, dizemos que é
um automorfismo de A.

Quando existe um isomorfismo entre dois objetos A e B, dizemos que A e B
sao isomorfos e denotamos por A = B.
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Seja (M, ) er uma familia de objetos em C. O coproduto (M, (g, ) er) dessa
familia é um objeto M € Obj(C) e uma familia de morfismos ¢, : M, — M
tal que, se (M, (¢)),er) ¢ um par com ¢, : M, — M’ entdo existe um tnico
morfismo f: M — M’ com fq, = ¢, isto &, o seguinte diagrama comuta:

v
M, —"— M
|
, | af
4, ‘
M’

De maneira dual se define o produto da familia (M., ),er.

Uma categoria C ¢ chamada de Categoria Aditiva se as seguintes condig¢oes
sao satisfeitas:

(A1) Paratodo A, B € Obj(C), Hom¢(A, B) é um grupo abeliano e a composigao
de morfismos é bilinear,

categoria C contém um objeto zero, denotado por 0, que tem a seguinte

A2) A cat ia C té bjet denotad 0 t int
propriedade: se A € Obj(C), os conjuntos Home(A,0) e Home(0, A) tem
s6 um elemento,

(A3) Para todo par de objetos A, B € Obj(C) existe o seu coproduto em C.

As categorias Groups e Vectyx sao exemplos de categorias aditivas.

O Ntcleo de um morfismo f : B — C' é o objeto ker(f) tal que o morfismo
k: ker(f) — B satisfaz:

(i) fk=0,

(17) Para todo £ : X — B com f& = 0 existe um unico v : X — ker(f) tal
que & = k7, isto €, o seguinte diagrama comuta:

ker(f) b B ! C

O Contcleo de um morfismo g : B — C é o objeto coker(g) tal que o
morfismo 7 : C' — coker(g) satisfaz:

(i) mg =0,

(17) Para todo £ : €' — X com &g = 0 existe um tnico o : coker(g) — X tal
que £ = 7o, isto é, o seguinte diagrama comuta:

B J C = coker(g)
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Observa-se que o morfismo k da definicao do nicleo € um monomorfismo e o
morfismo 7 da definicao do coniicleo ¢ um epimorfismo.

Uma categoria aditiva C é dita uma Categoria Abeliana se todo morfismo
tem nicleo e contcleo. Além disso, o morfismo j indicado no seguinte diagrama
é isomorfismo:

ker(f) —— X ! Y —— coker(f)

coker(k) - e ker(m)

No diagrama anterior, ker(m) é chamado a Imagem de f e é denotado por Im(f).

Sejam f; : X7 — X e fo : Xo — X morfismos de uma categoria C. O
Pullback de f; e fo ¢ um objeto U e dois morfismosp; : U — Xiepy : U — X
tal que:

(Z) Jip1 = fap2,

(i7) se existe um objeto U’ e dois morfismos ¢; : U — Xj e go : U' — X, com
f191 = f292, entao existe um tnico morfismo g : U — U tal que p1g = ¢1
€ P2g = g2.

X

X1 7

Sejam f; : X — Xj e fo : X — X, morfismos de uma categoria C. O
Pushout de f; e fy é um objeto P e dois morfismos p; : X1 — Pepy: Xo — P
tal que:

(Z) p1f1 = p2fo.

(17) se existe um objeto P’ e dois morfismos g; : X1 — P’ e g5 : Xo — P’ com
f191 = f2g92, entdo existe um tnico morfismo g : P — P’ tal que gp; = ¢

€ gp2 = g2.
X f2 X,
f D2
92
X, P

p1 NEETE
N
\
/
g1 P
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As categorias abelianas tem Pullback e Pushout.

Sejam C e C’ duas categorias. Um Funtor Covariante F de C para C’ consiste
de:

(1) uma aplicagdo A — F(A) de Obj(C) em Obj(C'),

(2) para todo par de objetos A e B em Obj(C), uma aplicagdo f —— F(f)
de Home(A, B) em Home (F(A), F(B)) que também satisfaz as seguintes
condigoes:

(i) se gf esta definida em C, entdao F(gf) = F(g)F(f),
(i) F(ida) = idg(a).

Analogamente, um Funtor Contravariante F de C para C’ consiste de:
(1) uma aplicagdo A — F(A) de Obj(C) em Obj(C');

(2) para todo par de objetos A e B em Obj(C), uma aplicacao f —— F(f) de
Home (A, B) em Home (F(B), F(A)) que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) se gf esta definida em C, entdo F(gf) = F(f)F(g),
(1) F(ida) = tdr(a).

Vejamos alguns exemplos de funtores.
Exemplo 1.3. Seja C uma categoria.

1. O Funtor Identidade 1o : C — C estd definido por 1c(A) = A e
le(f) = f para todo objeto A e todo morfismo f em C.

2. Se fizamos um objeto A de C. O funtor covariante Home(A, =) : C — Sets
é definido por Home(A, —)(X) = Home(A, X) para todo X € Obj(C) e
para todo f € Home(X,Y), Home(A, —)(f) = Home(A, f), sendo

Home(A, f) : Home(A, X) — Home(AY)
definido por h — fh, para todo h € Home(A, X)

3. Analogamente, definimos o funtor contravariante Home(—, A) : C — Sets,
sendo Home(—, A)(f) = Home(f, A) para todo f € Home(X,Y), onde

Home(f,A) : Home(Y, A) — Home(X, A)
estd definido por h— hf, para todo h € Home(Y, A).

Se C e D sao categorias aditivas, um funtor covariante F : C — D é aditivo
se para todo A, B em C e todo f, g em Homc(A, B) temos:

F(f+9)=F(f)+F(9),
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isto ¢, a aplicacdo Hom¢(A, B) — Homp(F(A), F(B)), dada por f — F(f) &
um homomorfismo de grupos abelianos. Se F ¢ um funtor aditivo entao F(0) = 0,
onde 0 é o objeto zero.

Se F:C —C eG:(C — C" sao funtores, definimos a sua composi¢ao
GF : C —> C" como segue. Para cada objeto A de C, temos GF(A) = G(F(A))

e para cada morfismo f : A — B em C, temos GF(f) = G(F(f)). Logo, GF
assim definido resulta ser um funtor.

Sejam C e C' duas categorias e F, G : C — C’ dois funtores covariantes. Um
morfismo funtorial ou transformacao natural ¢ : 7 — G, é uma familia
¢ = {pa}taconjc) de morfismos ¢4 : F(A) — G(A) tal que dado f: A — B
em C temos pF(f) = G(f)pa, isto é, o seguinte quadrado comuta:

A F(A) —2—G(4)
f () 9(f)
B F(B) —4—=9(B)

Sejam F, G, H : C — C' funtores covariantes, com C e C’ categorias. Se
o : F — Gey : G — H sao morfismos funtoriais, )¢ ¢ um morfismo
funtorial. De fato, por serem morfismos funtoriais, os quadrados (1) e (2) do
seguinte diagrama comutam:

A F(A) —2— G(A) —2 - H(A)
f F(f) (1) G(f) (2 H(f)
B F(B) —5;—=G(B) ——H(B)

Logo, para cada A, B € C definimos

(Vp)a = Yapa: F(A) — H(A)

que satisfaz (H(f)Ya)pa = (Wper)F(f), donde o quadrado maior comuta, isto
&, H(f)(Wp)a = (¥p)sF(f)-

A aplicacdo 1 : F — F definida por 1x(F(A)) = F(A) para todo A€ C é
um morfismo funtorial. Dizemos que ¢ : F — G é um isomorfismo funtorial
ou equivaléncia natural de funtores se 4 é um isomorfismo para todo objeto
A de C, isto é, para todo A € Obj(C) existe (p4) : G(A) — F(A) tal que
(pa)'pa = 1ra) e palpa) = lga -

Um funtor covariante F : C — C’ é uma equivaléncia de categorias se
existe um funtor G : ' — C e isomorfismo funtorial:

¢: le—=GF e t: lg—=FG
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onde 1¢ e 1¢ sao funtores identidade em C e C’, respectivamente. Se existe uma
equivaléncia ¢ : F — G, dizemos que C e C’ sdo categorias equivalentes.

Um funtor covariante F : C — C’ é chamado denso se, para todo objeto A
em C’, existe um objeto B em C e um isomorfismo F(B) = A. Dizemos que F ¢é
pleno se a aplicacao

Fap : HOmc(A,B) — HOmC/(.F(A),f(B)),

dada por f — F(f) é sobrejetora para todos os objetos A e B de C. Se Fap é
uma aplicagao injetiva, para todo A, B € Obj(C), o funtor F é chamado fiel.

Teorema 1.4. Um funtor covariante F : C — C' € uma equivaléncia de
categorias se e somente se F € fiel, pleno e denso.

Demonstragao. Ver Teorema 2.5, Apéndice A em [3]. ]

1.2 Categoria dos Mo6dulos sobre uma algebra

Nesta se¢ao, introduzimos as notacoes, terminologias e noc¢oes principais sobre
algebras e moédulos. Em particular, apresentamos a categoria dos modulos sobre
uma algebra Artiniana A e alguns resultados a serem usados ao longo do trabalho.
Varias demonstracoes sao omitidas e podem ser encontradas principalmente em
[3] e [4]. Alguns outros resultados sobre dlgebras e modulos podem ser consultados
em [1], [2], [18], [20], [23].

1.2.1 Algebras

Seja K um corpo. Uma K-algebra é um anel A com elemento identidade,
que denotaremos por 1, tal que A tem uma estrutura de K-espaco vetorial com a
multiplicacao do anel compativel, isto é, para todo A € K e todo a,b € A tem-se:

A(ab) = (aA)b.

Diremos que A é uma algebra de dimensao finita, se a dimensao do K-espaco
vetorial A, dimgA, é finita. Caso contrario, diremos que A é uma algebra de
dimensao infinita. Neste trabalho, a menos que seja dito o contrario, A denotara
uma K-algebra de dimensao finita.

Um K-subespacgo vetorial I' de uma K-algebra A ¢ uma K-subdlgebra de A
se a identidade de A pertence a I' e b’ € T" para todo b, b/ € I". Diremos que
um K-subespago vetorial I de uma K-algebra A é um ideal a direita (ou a
esquerda) de A se za € I (ou ax € I, respectivamente) para todo = € I e todo
a € A. Um ideal I é um ideal bilateral, ou simplesmente um ideal, se é ideal
a direita e a esquerda de A.

Exemplo 1.5. Alguns exemplos de dlgebras sdo:
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(i) O anel das matrizes M,(K) € uma K -dlgebra de dimensao n*, com o produto

por escalar usual.

(i) O anel K[t] de todos os polinémios na indeterminada t com coeficientes em
K ¢é uma K-dlgebra de dimensao infinita. Seja p(z) = Y. ax’ e A € K, o
i=0

produto “compativel” é dado por \p(x) = > (Aa;)z’.
i=0
(15i) O conjunto das matrizes triangulares superiores é uma K-subdlgebra de
M, (K).

(iv) Seja (A,+,-) uma K-dlgebra. A dlgebra oposta de A, escrevemos AP, é
definida pela tripla (A°P, +, o) tal que AP tem a mesma estrutura aditiva de
Ae
o AP X AP — AP

é definida por (a,b) — aeb=b-a, para todo (a,b) € AP x A.

Uma algebra A nao nula é simples se os tnicos ideais de A sao {0} e o proprio
A. Se I é um ideal bilateral e m é um inteiro positivo, o ideal bilateral I de
A é formado por todas as somas finitas de elementos da forma zixs...x,, onde
X1, T, ..., Ty € I. Se I™ = 0 para algum inteiro positivo n, dizemos que I é um
ideal nilpotente de A.

Um ideal I (a direita, & esquerda ou bilateral) proprio de A é dito maximal
se a existéncia de um ideal I’ de A tal que I C I’ C A implica I’ = I ou
I’ = 0. A intersecdo de todos os ideais a direita (ou a esquerda) maximais de A é
chamado o Radical de Jacoboson, ou simplesmente Radical da K-algebra A
e serd denotado por rad(A). Pode-se mostrar que o rad(A) é um ideal bilateral
nilpotente de A e A/rad(A) é uma K-algebra.

1.2.2 Mobdulos

Definigao 1.6. Seja A uma K-dlgebra. Um A-mddulo a direita, ou mddulo a
direita sobre A, é um par (M,-), onde M é um K-espago vetorial e a operagao
externa - : M x A — M, (m,a) — -(m,a) = ma satisfaz as sequintes condigoes:

(a) (m+n)a=ma+ na,

(b) m(a +b) = ma+mb,

(¢) m(ab) = (ma)b,

(d) ml=m,

(¢) (mA)a=m(a)) = (ma)),

para todom, n € M, a,be N e e K.
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Analogamente, pode-se definir um A-moédulo & esquerda se a operacao externa
-+ A x M — M definida por -(a,m) = am satisfaz o dual das propriedades
anteriores ((a) até (e)). Note que todo A-moédulo a direita M tem estrutura
de A°’-moédulo & esquerda, com a operacao x : A? x M — M definida por
a *x m = ma, para todo m em M e todo a em A.

Daqui em diante, vamos considerar A-moédulos & direita. Todo resultado
aqui apresentado é valido, com algumas adaptacoes, para A-moddulos & esquerda.
Escrevemos M ao invés de (M, ).

Um subgrupo abeliano N de M é dito A-submédulo se a multiplicagao
externa é fechada em N, isto é, se para todo a € A e todon € N tem-se na € N.

Exemplo 1.7. 1. Todo grupo abeliano é um Z-mddulo.

2. Os K-espacos vetoriais sao K-modulos.

Dizemos que um A-moédulo M é gerado pelos elementos mq, mo, ..., m; de
M se todo elemento m € M tem a forma m = mja; + maas + - -+ + mya; para
alguns aq, as,...,a; € A. Escrevemos M = miA +moA + - - - +myA. Neste caso,
M ¢ finitamente gerado por um subconjunto finito de elementos de M.

Sejam M e N dois A-mo6dulos. Uma aplicagao K-linear f : M — N é dita
homomorfismo de A-modulos se f(mia; +moas) = f(mq)a; + f(ma)as para todo
mi, mo em M e todo ai, as em A.

Sejam M7 e M5 dois submodulos nao nulos de um modulo M. Dizemos que
M é uma soma direta ou tem uma decomposicao em somandos diretos M; e
My se M = My + My e My N My = {0}. Denotamos por M = M; & M, quando
M for soma direta de M; e M. Chamamos M; ¢ M, somandos diretos de M e
escrevemos My |M e My |M. O médulo M é chamado indecomponivel se nao
tem decomposicao em somandos diretos nao nulos.

Dizemos que um A-moédulo S é simples se S é nao zero e todo submoédulo
de S é zero ou S. Um A-modulo M é semisimples se é soma direta de moédulos
simples. Se o A-modulo M é simples, entao é indecomponivel. A reciproca nao é
sempre verdadeira, basta ver que para p um ntimero primo, Z,» é indecomponivel
mas nao é simples.

Mostramos agora uma classe especial de modulos e apresentamos os conceitos
de base e posto para um moédulo M.

Definicao 1.8. Um A-mddulo F ¢ livre se € isomorfo a uma soma direta de

copias do modulo A, isto ¢,
F= @ Ai7

1€F

onde N; = (x;) = A, para todo i em §, sendo § uma familia de indices. Chamamos
X ={z; | i € §} uma base de F.

O numero de elementos em uma base de ' é chamado o posto de F' e
denotamos por rk(F'). Definamos agora os A-mo6dulos Artinianos e Noetherianos.
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Definigao 1.9. Um A-mddulo M é chamado Artiniano ou de Artin se para toda
familia {M;},. de submddulos de M ordenada pela inclusio como segue,

My DMy 2D~ 2 M; 2D -+

satisfaz a condi¢ao de cadeia descendente, isto €, existe ng € N tal que, para todo
n > ng tem-se M, = M,,.

Dualmente, se define Noetheriano como segue:

Definicao 1.10. Um A-mddulo M ¢é chamado de Noetheriano ou de Noether
se para toda familia {M;}, . de submddulos de M ordenada pela inclusio como
seque,

My CM;C---CM; C---

satisfaz a condicao de cadeia ascendente, isto é, existe ng € N tal que, para todo
n > ngy tem-se M, = M,,.

Uma algebra A ¢ dita Artiniana a direita (Noetheriana & direita) se é um A-
mo6dulo Artiniano (Noetheriano) & direita. Ao longo deste trabalho, a menos que
seja dito o contrario, A denotara uma K-algebra Artiniana a direita de dimensao
finita sendo K um corpo algebricamente fechado.

Denotamos por Mod(A) a categoria de todos os A-modulos & direita, cujos
objetos sao 0os A-modulos a direita e morfismos sao homomorfismos de A-modulos.
A composigao de morfismos é a composicao usual de homomorfismos. Mais ainda,
seja f : M — N um homomorfismo de A-mo6dulos. Entao:

o ker(f) :={me M | f(m) =0} e a inclusdo de submodulos p : ker(f) —
M é o nucleo de f;

o coker(f) = N/Im(f) e a projecao candnica p : N — coker(f) é o conucleo
de f, onde Im(f):={f(m) | me M} ;e

e Como consequéncia do Teorema do Isomorfismo para A-modulos, o
homomorfismo f : M/ker(f) — Im(f) é um isomorfismo.

Portanto, Mod(A) é uma categoria abeliana.

Denotamos por mod(A) a subcategoria plena de Mod(A) cujos objetos sdo os
modulos finitamente gerados. Em geral, mod(A) nao é uma categoria abeliana.
Isto ocorre porque o nicleo de homomorfismos entre moédulos finitamente gerados
nao é em geral um modulo finitamente gerado. No entanto, é sabido que mod(A)
¢ uma categoria abeliana se e somente se A é uma algebra Noetheriana. Em
particular, se A é uma K-algebra de dimensao finita, a categoria mod(A) é
abeliana.

Sejam M e N em mod(A). O conjunto de todos os homomorfismo de M em N,
Homa(M, N), ¢ um K-espago vetorial com respeito a multiplicagdo por escalar
(f,A\) — Af definida por (A\f)(m) = f(mM), para todo f € Hompy(M,N), A € K
e m € M. Mais, o K-espaco vetorial End(M) = Hom(M, N) é uma K-algebra
com respeito a composicao de homomorfismos.
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Lema 1.11. Seja A uma dlgebra Artiniana de dimensao finita.

(a) M € um A-mddulo semisimples se e somente se todo submddulo N de M ¢
somando direto de M.

(b) Um submddulo de um mddulo semisimples é semisimples.
Demonstragdo. Ver Lema 1.3.3. em [3]. O
Uma K-algebra A de dimensao finita é semisimples se satisfaz alguma

das condicoes equivalentes do seguinte teorema conhecido como Teorema de
Wedderburn-Artin.

Teorema 1.12. Para toda dlgebra A de dimensdo finita sobre um corpo
algebricamente fechado K as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) O A-mddulo A € semisimples.
(b) Todo A-mddulo é semisimples.
(c) rad(A) = 0.
(d) Existem inteiros positivos my,ma,...,ms € um isomorfismo de K-dlgebras
A=M, (K)x - x M, (K).
Demonstragao. Ver Teorema 1.3.4 em [3]. O

Definicao 1.13. Seja M um A-mddulo. Chamamos socle do mddulo M, que
denotamos por soc(M), ao submddulo de M gerado por todos os submddulos
stmples de M.

Note que soc(M) é sempre um A-médulo semisimples.

Seja M em mod(A), definimos o radical de Jacobson de M, que denotamos
por rad(M), como a interseciao de todos os submodulos maximais de M.

Proposigao 1.14. Sejam M, N e L mddulos em mod(A).
a) rad(M & N) = rad(M) @& rad(N).
b) Se f € Homy(M, N) entio f(rad(M)) C rad(N).
¢) Mrad(A) = rad(M).
Demonstragao. Ver Proposigao 1.3.7. em [3]. ]

Proposicao 1.15. Seja f : M — N um epimorfismo de A-mdodulos. FEntao
f(rad(M)) = rad'(N) para todo i > 0.

Demonstragao. Ver Lema V.1.1. em [3]. O
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Segue da Proposicao [1.14] item (c), que (M/rad(M))rad(A) = 0. De modo
que, chamamos top de M ao (A/md(A))—m()dulo a direita

top(M) = M/rad(M)
definido com a operagao (m + rad(M))(a + rad(A)) = ma + rad(M).
Corolario 1.16. Seja M um mddulo em mod(A).
(a) top(M) é semisimples e é um mddulo sobre a K-dlgebra A/rad(A).

(b) Se L é um submddulo de M tal que M /L é semisimples, entdo rad(M) C L.
Demonstragao. Ver Corolario 1.3.8. em [3]. O

Pelo item (b) na Proposigao o homomorfismo de A-mé6dulos f : M — N
induz o homomorfismo top(f) : top(M) — top(N) de (A/rad(A))-modulos a
direita definido por (top(f))(m + rad(M)) = f(m) + rad(N).

Corolario 1.17. (a) Um homomorfismo f: M — N em mod(A) é sobrejetor
se e somente se o homomorfismo top(f) : top(M) — top(N) é sobrejetor.

(b) Se S € um A-mddulo simples, entdo Srad(A) = 0 e S é um A/rad(A)-

modulo simples.

(¢c) Um A-mddulo M € semisimples se e somente se rad(M) = 0.
Demonstragao. Ver Corolario 1.3.9. em [3]. O
Proposicao 1.18. Seja A uma dlgebra Artiniana de dimensao finita. Entao

(a) Existe somente um numero finito de A-mddulos simples nao isomorfos,

(b) A é noetheriano.

Demonstragao. Ver Proposigao 1.3.1. em [4]. O

Seja M um modulo nao zero. Uma cadeia finita de n + 1 submoédulos de M
M=Myo>M 2---2M,=0

¢ chamada uma série de composig¢ao de comprimento n para M, se M; 1 /M,
¢ simples para todo i € {1,2,...,n}.

Proposicao 1.19. Um mddulo nao nulo M tem uma série de composicao se e
somente se M é Artiniano e Noetheriano.

Demonstragao. Ver Proposigao 11.1. em [I]. O
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Como estamos considerando Algebra Artiniana de dimensdo finita (logo
Noetheriana) segue da Proposicdo que todo moédulo no presente trabalho
tem uma série de composicao de comprimento finito.

Pelo Teorema de Jordan-Holder, ver Teorema 1.3.10 em [3], o comprimento
da série de composicao para um moédulo M depende somente de M. Denotamos
por ¢(M) ao comprimento da série de composi¢ao. Diremos que um A-modulo
M tem comprimento zero se M = 0 e comprimento n se tem série de composicao
de comprimento n.

Corolario 1.20. Seja A uma dlgebra Artiniana de dimensao finita. Entao
o radical de A é nilpotente e rad'(A)/rad™ (A) é um mddulo semisimples
finitamente gerado para todo i > 0.

Seja M € mod(A), consideramos a sequéncia de submodulos de M dada por
M > rad(M) D rad*(M) > -+ D rad (M) D - .

Esta sequéncia é chamada Série Radical ou Série Descendente Loewy de
M. Como vemos, existe um menor inteiro positivo m tal que rad™ (M) = 0. Esse
menor m é denotado por r¢(M) e chamado tamanho da série radical. A nocao
dual é a Série Socle ou Série Ascendente Loewy de M,

0 = soc’(M) C soc(M) C soc*(M) C --- C soc'(M) C --- C M,

e o menor inteiro m tal que soc™(M) = M é chamado tamanho da série socle,
que denotamos por s¢(M). Para mais detalhes consultar secao V.I. em [3].

Segue da defini¢ao que 7¢(M) e s¢(M) sao no maximo iguais ao tamanho de
composicao (M) de M, isto é, & dimensdo de M como K-espaco vetorial.

Proposicao 1.21. Para todo A-mdédulo M, temos ré(M) = st(M).
Demonstragao. Ver Proposigao V.1.3. em [3]. ]

Definicao 1.22. O tamanho de Loewy de um A-mddulo M, que denotamos por
(M), € o valor comum de (M) e st(M).

Observa-se que ¢¢(M) < {(M) para todo modulo M ese M = M, & ---® M,,
entdo C0(M) = mdx {€(My),...,00(M,,)}. A prova do seguinte corolario pode
ser encontrada em [2], Corolario VI.5.5.

Corolario 1.23. Sejam f : L — M um monoformismo e g : M — N um
epimorfismo tal que Im(f) = ker(g). Entao (M) = ¢(L) + ((N).

A seguir daremos algumas definicbes com o proposito de definir um
conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonais de uma algebra A, que
desempenha um papel importante quando queremos definir e estudar algebras
béasicas.
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Um elemento e € A é idempotente se €2 = e. O idempotente e ¢ dito

central se ae = ea para todo a € A. Dois idempotentes e; e e; sao chamados de
ortogonais se ejes = ege; = 0.

Um idempotente e é dito primitivo se nao pode ser escrito como uma soma
e = e1+es, onde €1 e e; sa0 idempotentes ortogonais nao nulos de A. Se os tnicos
elementos centrais e idempotentes de uma &algebra A sao 0 e 1, dizemos que A é
conexa.

Se A é uma K-algebra de dimensao finita, o A-modulo A admite uma

decomposi¢ao em soma direta A = P, & --- @ P,, onde P, P, ..., P, sao
ideais a direita indecomponiveis de A. Segue que P, = e\, P, = e\, ...,
P, =e,A onde ey, e, ..., e, sao idempotentes primitivos ortogonais de A tal que

1 =e +e+---+ e, Reciprocamente todo conjunto de idempotentes com a
propriedade anterior induz uma decomposicao Ay = PLd P ® - - - @ P, com ideais
a direita indecomponiveis P, = e1A, ..., P, = e, A.

Tal decomposicao é chamada decomposicao indecomponivel de A e o
conjunto {ey, e, ...,e,} é chamado um conjunto completo de idempotentes
primitivos ortogonais de A. Dizemos que o conjunto {P;, Ps,..., P,} é um
conjunto completo quando a decomposicao Ay = P, ® P, @ --- ® P, for uma
decomposicao indecomponivel.

Seja A é uma algebra e {eq, es, ..., e,} um conjunto completo de idempotentes
primitivos ortogonais de A. A algebra A é chamada bésica se e,A % e;\, para
todo i # j.

Para terminar a se¢ao enunciamos um teorema classico da Teoria de modulos.

Teorema 1.24. (Krull-Schmidt) Sejam A uma K -dlgebra Artiniana de dimensao
finita e M um A-mddulo. Entao M é soma direta de submddulos indecomponivess.
Mais ainda, se existem A-mddulos My, Ms, ..., M,, e Ny, N, ..., N, tais que

j=1 i=1

Entao m = n e existe uma permutagao o € S, tal que M; = N, )

Demonstragao. Ver Teorema 1.4.10. em [3]. O

1.2.3 Mobdulos projetivos e injetivos

~ . dn—l dn ,
Uma sequéncia - -- X1 X, Xpi1— - tal que cada X; é

um A-modulo e cada d,, ¢ um homomorfismo entre A-moédulos é chamada exata
se ker(d,) = Im(d,—1) para todo n. Em particular

0 Lty N 0

é chamada de sequéncia exata curta se f ¢ um monomorfismo, g é um
epimorfismo e ker(g) = Im(f).
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f

Dizemos que uma sequéncia exata curta 0 X y 2-7 0 em
mod(A) cinde ou é cindida se existe um isomorfismo h : Y — X & Z tal que
o seguinte diagrama

o—x—1 .y 9 7z .0

bkl

0— X"~ XaoZ- "7 >0

¢ comutativo, sendo i(x) = (x,0) e m(x, z) = z. As aplicagbes i e 7 assim definidas
sao conhecidas como injecao e projecao candnica, respectivamente.

Lema 1.25. (Lema da Serpente - Lema 3x3). Suponha que o sequinte diagrama

0 L M2 N 0

em mod(A) tem sequéncias eratas e é comutativo.  Entdao existe um A-
homomorfismo de conexao ¢ : ker(h) — coker(f) tal que a sequéncia induzida

0 — ker(f) —= ker(g) —= ker(h) L coker(f) v, coker(g) Y, coker(h) —=0
€ exata.

Demonstragao. Ver Corolario 6.12. em [20]. O

Defini¢ao 1.26. (a) Dizemos que um A-mddulo P é projetivo se, para
qualquer epimorfismo h : M — N de A-mddulos, a aplicacao induzida
Homy(P,h) : Homy(P,M) — Homy(P, N) ¢ sobrejetora, isto €, para
todo epimorfismo h : M — N e para todo f € Homy(P,N), existe um
f € Homa(P, M) tal que o sequinte diagrama é comutativo

P
/
i ;

%
¥

M- N 0.

(b) O dual do item anterior é o A-mddulo & direita E chamado de injetivo,
que satisfaz o sequinte: para todo monomorfismo u : L — M, a aplicacdo
induzida Homp(u, E) : Homa(M,E) — Homy(L, E) ¢é sobrejetora, isto
é, para todo monomorfismo uw : L — M e todo g € Homy(L, E), existe
um ¢g' € Homp (M, E) tal que o sequinte diagrama é comutativo

0——=L %M
/
/
g /3/
/
» g

E

Os morfismos f’ em (a) e ¢’ em (b) da definigdo anterior ndo sao unicos.
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Sejam L um modulo livre e X uma base de L. Dado um homomorfismo
f X — N em mod(A), sempre é possivel estender f a um tnico A-
homomorfismo f : L — N tal que f restrita a X coincida com f. Pode-se
mostrar assim que todo modulo livre L é um moédulo projetivo. Este e outros
resultados podem ser consultados no capitulo II de [I8].

n

Seja M = P MZZ’ uma decomposicao em somandos diretos do A-mddulo M.
i=1

Dizemos que M é bésico se [; = 1 e M; nao é projetivo para todo i € {1,...,n}.

Lema 1.27. Um A-mddulo a direita P € projetivo se e somente se existe um
A-mddulo livre F tal que P ® P' = F para algum A-mddulo & direita P'.

Demonstragdo. Ver Lema 1.5.3. em [3]. O

Sejam M e N dois A-moddulos. Um epimorfismo f : M — N é chamado
um epimorfismo essencial se para todo homomorfismo g : X — M tal que
fg: X — N & epimorfismo, g é epimorfismo.

Proposicao 1.28. Sejam M, N € mod(A) e f : M — N um epimorfismo. As
sequintes afirmagcoes sao equivalentes.

(a) [ é um epimorfismo essencial,
(b) ker(f) € rad(M),
(¢) O epimorfismo induzido M/rad(M) — N/rad(N) é um isomorfismo.

Demonstragdo. Ver Proposigio 1.3.6 em [4]. O

Se M & um A-modulo e f : Py(M) — M é um epimorfismo essencial com
Py(M) um A-modulo projetivo, dizemos que f é uma cobertura projetiva de
M. Quando nao houver confusdo diremos simplesmente que Py(M) é cobertura
projetiva de M para referirmos a cobertura projetiva f : Py(M) — M de M.
Usaremos o termo sizigia de um modulo M para denotar o kernel da cobertura
projetiva de M e escrevemos Q(M), isto é, Q(M) = ker(f).

Proposicao 1.29. Sejam A um dlgebra Artiniana de dimensao finita e M em
mod(A). Entao M sempre admite uma cobertura projetiva f : Po(M) — M.
Em particular a cobertura projetiva Py € tinica a menos de isomorfismo.

Demonstragao. Ver Teorema 4.2 em [4] e Proposi¢do 1.9.5 em [23]. [

Proposicao 1.30. Um epimorfismo f : P — M com P um A-mddulo
projetivo € uma cobertura projetiva se e somente se o epimorfismo induzido
f:P/rad(P) — M/rad(M) é um isomorfismo.

Demonstragao. Ver Proposicao 4.3 em [4]. O

Pode-se mostrar que os médulos projetivos de uma algebra A definem uma
subcategoria plena de mod(A). Esta subcategoria é denotada por P(A).



1.2. CATEGORIA DOS MODULOS SOBRE UMA ALGEBRA 20

Teorema 1.31. (a) Para cada mddulo projetivo P, o epimorfismo natural
P — P/rad(P) é uma cobertura projetiva.

(b) Se P e Q sao mddulos projetivos, entao P = Q) se e somente se P/rad(P) =
Q/rad(Q).

(¢) O mddulo projetivo P é indecomponivel se e somente se P/rad(P) é simples.
Demonstragao. Ver Teorema 1.4.4 em [4]. O

Segue do Teorema [1.31] que se {Si,Ss,...,5,} ¢ um conjunto completo
de A-modulos simples nao isomorfos entdo as suas respectivas coberturas
projetivas Pi,..., P, formam um conjunto completo de A-mddulos projetivos
indecomponiveis nao isomorfos em A. O seguinte lema nos diz como sao os
projetivos indecomponiveis em A.

Lema 1.32. Suponha que A = etA @ --- ® e, A € uma decomposicao de A em
submddulos indecomponiveis. Entdo cada A-mddulo projetivo indecomponivel é
isomorfo a um dos mddulos e;A\, com i € {1,...,n}.

Demonstragao. Ver Lema 1.5.3 e Corolario 1.5.17 em [3]. O

Proposicao 1.33. Suponha que A =etA®--- B e, A € uma decomposicao de A
em submddulos indecomponiveis.

(a) Todo A-mddulo simples é isomorfo a um dos mddulos

S(1) = top(e1A), ..., S(n) = top(e, ).

(b) Todo A-mddulo projetivo indecomponivel é isomorfo a um dos mddulos

P(1) = e1A, P(2) = e2A\, ..., P(n) = e, A.

Mais ainda, e;A = ejA se e somente se S(i) = S(j).
Demonstragao. Ver Corolario 1.5.17 em [3]. O

Proposicao 1.34. Seja A wma K-dlgebra ¢ P um A-mddulo projetivo
indecomponivel finitamente gerado. Entao P/M é um A-mddulo indecomponivel
para cada submddulo M de P e M # P.

Demonstracao. Sejam P um modulo projetivo indecomponivel, M um submodulo
nao nulo de P e P # M. Se g : Qo — P/M & a cobertura projetiva de P/M,
mostremos que P é isomorfo a ().

De P ser projetivo existe f : P — Qo tal que o seguinte diagrama comuta:
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sendo 7 a projecao canonica de P sobre M. Como g é um epimorfismo essencial
e gf é um epimorfismo temos que f é epimorfismo. Consideremos a sequéncia
L Qo ——0. Entio P = ker(f) ® Qo, logo

ker(f) = 0, pois P é indecomponivel. Portanto P = @, isto é, P é cobertura
projetiva de P/M. Pela Proposi¢ao obtemos o isomorfismo induzido

exata curta 0 — ker(f) P

P/rad(P) = P/M/rad(P/M).

O item (¢) no Teorema garante que P/M & indecomponivel, pois caso
contrario P/rad(P) nao é simples. O

Analogamente a epimorfismos essenciais e coberturas projetivas definimos
monomorfismos essenciais e envolventes injetivas como segue.

Sejam M e N dois A-médulos. Um monomorfismo f : M — N ¢é dito
essencial se para todo homomorfismo h : N — Y tal que hf é monomorfismo
temos A um monomorfismo.

Se M é um A-moédulo e f: M — Iy(M) é um monomorfismo essencial com
Iy(M) um A-modulo injetivo, dizemos que f é uma envolvente injetiva de M.
Quando nao houver confusdo diremos que Io(M) é a envolvente injetiva de M
para referirmos & envolvente injetiva f : M — Io(M) de M. Usaremos o termo
cosizigia de um médulo M para denotar o cokernel da envolvente injetiva de M
e escrevemos Q1 (M), isto ¢, Q71 (M) = coker(f).

Proposicao 1.35. Se A € uma K-dlgebra de dimensdo finita, f : M — N um
homomorfismo em mod(A) e M # 0. Entao:

a) O submdédulo soc(M) de M é um submddulo semisimples nao zero de M e
f(soc(M)) C soc(N).

b) Se f(soc(M)) # 0, entdo f # 0.

¢) O homomorfismo inclusao soc(M) C M induz um isomorfismo de A-

médulos E(soc(M)) —= E(M) das envolventes injetivas E(soc(M)) e
E(M) de soc(M) e M, respectivamente.

d) O mddulo M é indecomponivel se e somente se a envolvente injetiva E(M)
de M € indecomponivel.

Proposicao 1.36. Seja M = @ M; € mod(A). Entao:

1€l
i) M € projetivo se e somente se cada M; é projetivo.

i1) M ¢ injetivo se e somente se cada M; € injetivo.

Demonstracao. Ver Proposigoes IV.2.3. e IV.3.2. em [2]. H
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O Teorema de Morita, que apresentamos a seguir, é uma importante
ferramenta para caracterizarmos classes de equivaléncia de algebras. Esse
resultado nos garante que existe uma familia de algebras tais que as categorias
de moédulos sao equivalentes.

Teorema 1.37. (Morita) Seja A uma K -dlgebra de dimensao finita. Entao existe
uma dlgebra basica T' tal que as suas respectivas categorias mod(A) e mod(T') sao
equivalentes.

Outras versoes do Teorema de Morita, mais gerais, podem ser encontradas em
[1] (Secao 21), [2] (Capitulo VIII) e [20] (Teorema 5.55).

1.2.4 Resolucao Projetiva

Seja M € mod(A). Uma resolucdo projetiva de M é uma sequéncia exata

da dy do

P]\/[ = P P2

P M 0

na qual cada P, é projetivo.

A partir da resolucao projetiva do moédulo M, definimos a sua resolucao
projetiva apagada P}, sendo a sequéncia

P, = - P,
de A-moddulos projetivos.
Proposicao 1.38. Todo A-médulo M tem uma resolu¢ao projetiva em mod(A).

Basta tomar a sua resolucao projetiva livre, que é necessariamente projetiva.

Analogamente, podemos definir a resolucao injetiva de um A-moédulo como
uma sequéncia exata

ho h1 hg hn -1 hn

IM =0 M IO Il

na qual cada [,, é um injetivo.

Seja M um A-mo6dulo. A Dimensao Projetiva de M é o inteiro nao negativo
dp(M) = n tal que existe uma resolugao projetiva

dn dn —1

0—=P, -2 p, P, p -2

do

M 0.

P

de comprimento n, e tal que M nao tem uma resolucao projetiva de comprimento
menor ou igual que n — 1, se tal nimero n existir. Caso M nao admita uma
resolucao projetiva de tamanho finito, dizemos que a dimensao projetiva de M é
infinita e escrevemos dp(M) = co. Anélogamente se define a dimensao injetiva
de um A-moédulo M, e é denotada por di(M). Observe que para todo A-modulo
projetivo P, dp(P) = 0, e para todo A-mddulo injetivo I, di(I) = 0.
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Sejam M um moédulo de dimensao projetiva n > 1 e

do

Oﬁpnﬁpn_l P1 P() M O

uma resolucao projetiva de M. Temos a sequéncia exata curta

0——s ]C@T’(do) P() M 0

e além disso dp(Q2(M)) = n — 1. Analogamente, para uma resolucdo injetiva de
M com di(M) =n > 1 temos a sequéncia exata curta

0 M Iy coker(hg) —=0
e além disso di(Q~1(M)) =n — 1.

Definimos a Dimensao global de uma é&lgebra A, que denotamos por
gldim(A), como o supremo das dimensoes projetivas dos A-modulos finitamente
gerados, isto €,

gldim(A) = sup {dp(M) | M € mod(A)} .

Se este nimero existir, dizemos que A tem dimensao global finita, caso contrario
dizemos que A tem dimensao global infinita.

A Dimensao Finitista da algebra A, que denotamos por findim(A), é
definida, como o supremo das dimensoes projetivas dos A-modulos finitamente
gerados que sao finitas, isto é,

findim(A) = sup{dp(M) | pd(M) < oo e M € mod(A)} .

Note que findim(A) < gldim(A). O seguinte teorema monstra que para calcular
a dimensao global de uma algebra Artiniana é suficiente calcular a dimensao
projetiva dos seus modulos simples. Lembra-se que uma algebra Artiniana de
dimensao finita admite apenas um namero finito de A-modulos simples nao
isomorfos, ver Proposicao [1.18

Teorema 1.39. Seja A uma K-dlgebra Artiniana. Entao
gldimA = max {dp(S) | S ¢ um A-modulo simples }.
Demonstragao. Ver Teorema X.2.8 em [2]. O

Uma resolucao projetiva de M
dn dnfl d2

"_>Pn_>Pn71

dy do

P Fy M 0

diz-se ser minimal se, F, é uma cobertura projetiva de M e, para cada i > 1,
P; ¢ uma cobertura projetiva de ker(d;_;). Denotaremos por Q°(M) = M e para

cada n > 1, chamamos n-ésima sizigia de M ao ker(d,_;) que denotamos por
Q(M), isto é, Q" = ker(d,_1) sendo Q(M) = Q(M).

Analogamente, uma resolucgao injetiva de M

ho h1 ho hn—1 hn

0 M I

Iy I I,
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diz-se ser minimal se, [y(M) é uma envolvente injetiva de M e, para cada
i > 1, I; ¢ uma envolvente injetiva de coker(h;_). Para cada n > 1, chamamos
n-ésima cosizigia de M ao coker(h,_1) que denotamos por Q~"(M), isto &,
Q~"(M) = coker(h,_1).

Lema 1.40. Sejam A uma dlgebra Artiniana e M em mod(A). Se

dy do

P: P2 P1 P() M O

dy o

M 0.

P-..—p—pP--p

sao duas resolugoes projetivas de M, com P minimal, existe uma familia
{fi: Pl — B}ieNU{O} de homomorfismos de A-mddulos que resulta de 1y, com
cada f; uma retragao, ou seja, existem g; 1 P, — P! tal que f;9; = O0p,. Se além
disso, P’ é também minimal, tem-se P e P’ isomorfos.

Demonstragao. Ver Lema X.1.13 em [2]. O

Fixamos as notacoes para resolucao projetiva minimal e sua respectiva
resolugao projetiva apagada por Py e Pj. Igualmente, para resolugao injetiva
minimal e sua respectiva resolucao injetiva apagada por I e Ij.

Teorema 1.41. Sejam M € mod(A) e

di do

Py= --- Py P M 0

uma resolugao projetiva minimal de M. Entao dp(M) = n se e somente se P, # 0
e P, =0 para todo 1 > n.

Demonstragao. Ver Teorema X.1.14 em [2]. O

O seguinte resultado segue como Corolario da Proposi¢ao 11.2.5. em [4].
Proposicao 1.42. Suponha que {Py, Ps,...,P,} é um conjunto completo de
A-mddulos projetivos indecomponiveis nao isomorfos. Sejam P = éPi e
[' = Endy(P)°?. Entdo Homyp(P,—) : P(A) — mod(T") € uma equizz;rlléncia
de categorias.

Encerramos esta secao com dois resultados usados ao longo do trabalho.

Lema 1.43. (Lema de Schanuel) Dadas as sequéncias exatas curtas

0 K P M 0

0 K’ P’ M 0
onde P e P’ sao A-mddulos projetivos, entao existe um isomorfismo

KepP 2K ¢P.
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Demonstragao. Veja Proposigao 3.12 em [20]. O

Sejam M e N em mod(A) e Py(M), Po(N) as suas respectivas coberturas
projetivas. Segue do Teorema de Krull-Schmidt e do Lema de Schanuel
que QM & N) =2 Q(M) & Q(N).

Lema 1.44. (Lema da ferradura). Considere o sequinte diagrama em mod(/\)

]

P Py
l |
P Py
P

0—> M —> M= M"—0
| |
0 0

onde as colunas sao resolucoes projetivas e a sequéncia horizontal é exata. Entao
existe uma resolucao projetiva de M e uma cadeia de aplicacoes tal que o diagrama
a sequir tem linhas e colunas exatas e € comutativo

| |
0 P s p L. pr 0
0 zi(g R Ji[g' 0
0 ]\lf L M ]\i” 0
S S
Demonstragao. Ver Proposi¢ao 6.24 em [20)]. ]

1.2.5 Funtores Hom e Ext

Lembremos que para cada A em mod(A), o funtor contravariante
Homp(—, A) : mod(A) — Ab foi definido como segue. Dado M em mod(A),
Homa(M, A) é o grupo abeliano dos homomorfismos de M em A, e para f €
Homa(M, N) em mod(A), temos Homa(f, A) : Homp(N,A) — Homy(M, A)
definido por Hom(f, A)(g) = f*(9) = gf, para todo g € Hom, (N, A).

A seguinte proposicao mostra que o funtor Hom é exato & esquerda.
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Proposicao 1.45. Seja 0 Mt 2N 0 uma sequéncia exata

curta em mod(A) e A um A-mddulo dado. A sequinte sequéncia é uma sequéncia
exata

0——= Homu (N, A) LHomA(L,A) i>H0mA(Z\/[, A).

Demonstragao. Ver Proposicao V.1.3 em [I8§]. O
Corolario 1.46. Seja 0 Mt 2N 0 wma sequéncia ezxata
curta em mod(A). FEntao f* : Hom(N,A) — Hom(L,A) é sobrejetora se e
somente se 0o modulo A € injetivo.

da di

Considere Py, = --- P, P Py—=M 0 a resolucao
projetiva minimal de M € mod(A) e P}, a sua resolu¢ao apagada. Ao aplicarmos
o funtor Homp(—, A) a resolugao apagada de M, P7},, obtemos

Homa(P%y, A) = 0—= Homa(Py, A) — Homy (Py, A) ~= Homp (Py, A) —= - -
Assim, a n-ésima cohomologia de Homy (P}, A) esta dada por
H"(Homn (P}, A)) = ker(dy,)/Im(d;, ;)

para todo n > 1. Pode-se provar que H"(Homy (P}, A)) esta na categoria Ab.
Definimos o funtor Ezt"(—, A) : mod(A) — Ab como segue. Seja M em mod(A)
entdo Ext}(—,A) (M) = Exti(M,A) = H"(Homx(P};, A)). Sejam M e N em
mod(A) e f € Homa(M, N). Entao

Ext"(f) : H"(Homy(Py, A)) — H"(Homa(Py, A))

¢ definido por Ext™(f)(an +Im(q._1)) = fi(an) +Im(d;_,) = anfn+ Im(d}_,)
para todo «, em ker(q}).

O seguinte resultado ¢ uma consequéncia imediata do Teorema 6.61 em [20] e
para uma melhor compreensao recomendamos uma leitura das Secoes 6.1 e 6.2,
Capitulo 6 em [20]. Em particular, a definicio da n-ésima homologia de um
complexo (pag. 329 em [20]) e as Proposigoes 6.8, 6.9 e 6.10 em que se define o
homomorfismo conector 0,,.
Proposicao 1.47. Seja 0 Mt 2N 0 uma sequéncia exrata
curta em mod(A). Entao, para todo A em mod(A\), a sequinte sequéncia de Ab é
exata

0—— Ext°(N, A

V0D p 0L, AP L B0 (M, A) 2 Bt (N, 40D,

com ExtQ(—, A) = Homp(—, A) e 8, o homomorfismo conector.

Vejamos alguns resultados sobre o funtor Fxt.

da dq do

Lemal.48.SejamPM:--- P3 P2 P1 PO M 0 a
resolugdo projetiva minimal de M e M, N em mod(A). Entao temos os sequintes
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1somorfismos funtoriais:
Ext™ (M, N) = Ext™(Q(M),N) = --- = Ext' (Q"(M), N).

Teorema 1.49. Sejam A uma K-dlgebra, M um A-mddulo e n > 0. As sequintes
condicoes sao equivalentes.

(a) dp(M) < n.
(b) Extk(M,—) =0 para todo k > n.
(¢c) BExti*H (M, —) = 0.

(d) Para toda sequéncia ezata

Oﬁ'QT%M)ﬁ n—1 P1 P() M 0

com P;’s projetivos, Q"(M) é projetivo.
Demonstragao. Ver Teorema X.1.2. em [2]. O
Segue do Teorema que dp(M) = sup{n | Ext}(M,—) # 0}. O seguinte
Corolario ¢ também uma consequéncia imediata desse Teorema.

Corolario 1.50. Seja (M;);ez uma familia de A-mddulos, entdo:

dp(@(Mz)) = sup{dp(M;) | i € T}.

icT
O dual do Teorema [I[.49 se define através do funtor contravariante Ezt e a
dimensao injetiva como segue.

Teorema 1.51. Sejam A uma K-dlgebra, N um A-mddulo e n > 0. As sequintes
condicoes sao equivalentes.

(a) di(N) < n.
(b) Extk(—, N) =0 para todo k > n.
(¢c) Exty™(— N)=0.

(d) Para toda sequéncia exata

0 N ]0 R [n—l Q—n(N) —_— 0

com 1I;’s injetivos, Q" (N) € injetivo.

Do Teorema tem-se analagoamente di(M) = sup {n | Ext}(—, N) # 0}.

O seguinte resultado segue diretamente do fato do funtor Ext'(—, A) ser um
funtor aditivo (ver Proposi¢ao 6.8 e o Teorema 6.52 em [20]).

Proposicao 1.52. Seja  um morfismo em mod(A). Se [ € nilpotente, isto é,
existe n tal que " = 0 entao Ext(B, M) é nilpotente.
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1.3 Quivers e algebras de caminhos

Esta secao é dedicada a introduzir uma estrutura grafica conhecida como
quiver e doti-la de uma estrutura de K-algebra para mostrarmos depois a
passagem entre a categoria dos médulos de uma &lgebra Artiniana de dimensao
finita A e a categoria das representacoes do seu quiver associado (Q,Z). Aqui o
Teorema de Morita e Teorema de Gabriel sao fortemente usados. Nos baseamos
nas Segoes II e III de [3].

1.3.1 Quiver

Defini¢ao 1.53. Um quiver ) = (Qo, Q1, s,t) € uma quadrupla consistindo de
dois conjuntos: Qu, no qual os elementos sao chamados de vértices, e ()1, no qual
0s elementos sao chamados de flechas; e duas aplicagoes s,t : Q1 — Qo as quais
associam a cada flecha o € Q1 seu inicio s(a) € Qo e o seu final t(a) € Q,
respectivamente.

Uma flecha o € @ de inicio a = s(a) e final b = ¢(«) é usualmente denotada
por a : a — b. Denotaremos o quiver ) = (Qo, @1, s,t) por Q = (Qp, Q1) ou
apenas por ) quando nao houver confusao.

Alguns exemplos de quivers sao:

e}

o:;oQ , CoQ .

Um subquiver @' de um quiver @ = (Qo, @1, s,t) € um quiver definido por
Q' = (Qp, @1, 8',t') tal que Q) € Qo, Q) C Q1 e as restricdes s|qr, tlgr de s, t a
()} sdo respectivamente iguais a §', t' (isto é, se @ : @ — b é uma flecha em @, tal
que a € Q] e a, b € Q, entdo s'(a) = a e t'(a) = b); o subquiver Q' é chamado
pleno se @)} ¢é igual ao conjunto de todas as flechas em (7 as quais os inicios e
finais pertencem ao @)y, isto é,

Q) ={a e |s(a) € Qe t(a) € Q}

Em particular, um subquiver pleno é determinado unicamente pelo seu conjunto
de vértices.

Um quiver @) diz-se finito se Qg e Q1 sao conjuntos finitos e é dito conexo se
o grafo associado obtido pelo "esquecimento" da orientagao é conexo. Note que
se umas das funcoes s ou t é sobrejetora, o quiver é conexo.

Daqui em diante, @ = (Qo,Q1,s,t) denotard um quiver finito e conexo,
a menos que seja dito o contrario. Sejam a, b € )y. Um caminho w de
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comprimento £ > 1 com inicio em a e final em b, ou quando nao houver confusao,
de a a b, é uma sequéncia de flechas

w=(al|a,a...,a0|0b)

onde o € @ para todo 1 < k < /¢, s(ay) = a, t(ag) = s(ags1) para cada
1 < k < (e finalmente t(ay) = b. O caminho w é denotado por ajas - - - oy e pode
ser visualizado como segue

(o1 [eD) (&7
a = ag ay e Qo1 ag = b.

Denotamos por ), o conjunto de todos os caminhos em () de comprimento
¢. Também associamos a cada vértice a € )y um caminho de comprimento
¢ = 0 chamado de caminho trivial ou estacionario a a, que denotamos por
eqo = (a | | a), ou seja, tem inicio e final no vértice a. Note que os caminhos de
comprimentos 0 e 1 sao correspondéncias bijetivas com elementos de Qg e )1,
respectivamente.

Um caminho de comprimento ¢ > 1 é chamado de ciclo quando o seu inicio
e final coincidem. Um ciclo de comprimento 1 é chamado de loop. Se um quiver
nao contém ciclos, é chamado de aciclico.

Dizemos que a € (Qy ¢ um predecessor de b € () se existe o € () tal que
s(a) =aet(a) =b,eceQyéum sucessor de b € Q) se existe 5 € Q7 tal que

HB) = ce s(8) = b.

Quando um vértice b nao tiver predecessores dizemos que b é fonte e quando
nao tiver sucessores dizemos que é b pogo.

1.3.2 Algebra de Caminhos

Uma algebra de caminhos K@ de um quiver () é a K-algebra & qual
associamos o K-espaco vetorial que tem como base o conjunto de todos os
caminhos (a|ay, ag, ..., a|b) de comprimento ¢ > 0 em @ e tal que o produto de
dois vetores da base (a|ay, as, ..., ab) e (¢|B, Po, - .., Brld) é definido por

e 0seb#c,
e (a|aj,as,...,apP1, 02, ...,0k]| b) caso contrario.
Logo, um elemento da K-algebra K() ¢ uma combinacao linear de caminhos em

) com coeficientes em K. Note que o K-espago vetorial K() assim definido,
podemos reescrevé-lo como uma decomposicao em soma direta,

KQ=KQ®KQi ®KQ:&®---KQ,&® -

onde, para cada ¢ > 0, KQy, é o subespaco de K@) gerado pelo conjunto @), de
todos os caminhos de comprimento £.
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Por exemplo, considere o quiver
Q . 1@ a
A base que define a dlgebra de caminhos K@ é
{81,04,042,...70/,...}
e a multiplicacao dos vetores da base estd dada por

g1’ = afe; = of paratodo £ >0, e

afaf = o'tk para todo ¢, k> 0,

onde o’ = g1. Assim, KQ ¢ isomorfa a &lgebra K[t] dos polindmios em uma
indeterminada ¢, o isomorfismo sendo induzido pela aplicacao K-linear tal que

e ——1 e at+—t.

Lema 1.54. Seja QQ um quiver e KQ a sua dlgebra de caminhos. Entdo:

a) KQ € uma dlgebra associativa,

b) KQ tem um elemento identidade se e sd se Qy € finito, e

¢) KQ € de dimensao finita se e sé se Q) é finito e aciclico.
Demonstragao. Ver Lema I1.1.4. em [3]. O

Seja (Q um quiver finito. A &lgebra de caminhos K@) é conexa se e somente
se o quiver () é conexo.

Seja Q um quiver finito e conexo. Um ideal bilateral (um ideal a esquerda e a
direita) de uma algebra de caminhos K@ gerado (como um ideal) pelas flechas de
() ¢ chamado de ideal de flechas de K () e é denotado por R, ou simplesmente
por R, quando nao houver confusao.

Observacao 1.55. Note que existe uma decomposi¢cao em soma direta
RQ:KQl@KQzEB"'@KQeEB"'

do K-espago vetorial R, onde KQy € o subespago de KQ gerado pelo conjunto
Q¢ de todos 0s caminhos de comprimento €. Denotaremos por Rg 0 ideal de KQ,
gerado como um K-espaco vetorial por todos os caminhos de comprimento maior
ou tqual a £.

Se @ é aciclico, entdo rad(K Q) = R. Note por exemplo que, para o quiver
ciclico
Q : 1@ a,

temos K@) = K]t], logo rad(KQ) = 0. Enquanto Rg = @ K,¢ como K-espago
£>0
vetorial é nao nulo.
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1.3.3 Ideais admissiveis e quociente de Aalgebras de
caminhos

Definicao 1.56. Seja QQ um quiver finito e R o ideal de flechas da dlgebra de
caminhos KQ. Um ideal bilateral T de KQ € dito admaissivel se existe um m > 2
tal que

R™C T C R

Se Z é um ideal admissivel de K@, o par (Q,Z) é chamado quiver limitado.
A algebra quociente KQ/Z é dita algebra do quiver limitado (Q,Z).

Observacao 1.57. Se em particular, Q ¢é aciclico, qualquer ideal contido em R?
€ admissivel.

Exemplo 1.58. a) Para qualquer quiver finito QQ e qualquer m > 2, o ideal
R™ € admissivel. Basta ver que o ideal de flechas satisfaz

“-ngC'“CRSCRQ

b) O ideal zero é admissivel em KQ se e somente se Q) € aciclico. Se o ideal
zero € admaissivel, existe um m > 2 tal que R™ = 0, isto €, qualquer produto
de m flechas em K(Q) € zero, o que acontece se e somente se () € aciclico.

&

0 ideal Ty = (Ba — 07) da K-dlgebra KQ € admissivel, pois QQ € aciclico
e Iy C R?. Se considerarmos, porém, o ideal Iy = (Ba — \), temos que
I, ndo € admissivel. Suponha que o €, temos entio que Iy C R?. Como
Ba— X € I, C R? entio (Ba — \) — Ba = —\ € R?, o qual é uma
contradicao. Logo, Iy € nao admissivel.

¢) Seja Q o quiver

Definicao 1.59. Seja Q um quiver. Uma relagao em () com coeficientes em
K € uma combinacao K-linear de caminhos de comprimento maior ou iqual a 2,
tendo o mesmo comego e final.

Assim, uma relacao p é um elemento de K@) da seguinte forma

p= i Ajw;
i=1
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onde os \; sdo escalares (nao todos zero) e os w; sao caminhos em @ de
comprimento maior ou igual a 2, tal que, se ¢ # j, entdo o comego (ou final,
respectivamente) de w; coincide com o de w;.

Se m = 1, a relagao anterior chama-se relagcao monomial ou simplesmente
relagao zero. Se é da forma w; —wy (onde wy, wy sdo dois caminhos) é chamada
de relacao comutativa.

Lema 1.60. Seja Q um quiver finito e T um ideal admissivel de KQ). A dlgebra
de quiver limitada KQ/Z € coneza se e sd se ) € um quiver conezo.

Demonstragao. Ver Lema I11.2.5. em [3]. O

Proposicao 1.61. Seja QQ um quiver finito e T um ideal admissivel de KQ. A
dlgebra de quiver limitada KQ/Z € de dimensdo finita.

Demonstragao. Ver Proposigao 11.2.6. em [3]. ]

1.3.4 O quiver de uma algebra de dimensao finita

Vejamos agora que de maneira natural podemos associar a uma algebra bésica,
conexa e de dimensao finita, um quiver finito e conexo. Em particular, as dlgebras
bésicas sao isomorfas a dlgebras do tipo KQ/Z com ) um quiver finito e conexo, e
um ideal admissivel Z. Este resultado é conhecido como o Teorema de Gabriel.
Note que do Teorema de Morita|l.37] a hipotese de ser basica resulta nao ser uma
restricao muito forte para os nossos objetos de estudo.

Definigao 1.62. Sejam A uma K-dlgebra bdsica, conexa e de dimensao finita e
{e1,€2,...,e,} um conjunto completo de ortogonais idempotentes primitivos. O
quiver ordindrio associado a A, denotado por Qn, estd definido como seque:

(a) Os wvértices de Qx sao numeros 1,2,....n, o0s quais estio em
correspondéncia biunivoca com os idempotentes ey, e, ..., €,.

(b) Dados dois vértices a e b de Qn. As flechas o : a — b estao em

correspondéncia biunivoca com os vetores em uma base do K -espacgo vetorial
ea(rad(N)/rad*(A))ey.

Como estamos considerando A de dimensao finita, o espago vetorial
ea(rad(A)/rad*(A))e, ¢ de dimensao finita, logo Q4 é finito. Na Segao I1.3 em
[3], mostra-se com detalhes que o quiver Q4 nao depende da escolha do conjunto
completo de ortogonais idempotentes de A que temos escolhido, assim como outros
resultados sobre o quiver ordinario ()5 que podem ser consultados, como o quiver
QA ser conexo sempre que A seja bésica, conexa e de dimensao finita.

Lema 1.63. Sejam Q) um quiver finito conexo, T um ideal admissivel de KQ) e

A=KQ/ZI. Entio Qx = Q.

Demonstragao. Ver Lema 11.3.6 em [3]. O
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O seguinte teorema nos fornece uma maneira de estudar as representagoes de
algebras associativas conexas de dimensao finita através das representagoes de
suas algebras de caminhos de quivers limitadas, de quivers finitos e conexos.

Teorema 1.64. Teorema de Gabriel

Seja K um corpo algebricamente fechado. Toda K-dlgebra A de dimensao
finita bdsica e conexa € isomorfa a uma dlgebra KQ/Z, com Q um quiver finito
e Z um ideal admissivel.

Demonstragao. Ver Teorema I1.3.7 em [3]. O

1.3.5 Representacoes

Como ja vimos, os quivers oferecem um caminho conveniente para visualizar
as algebras de dimensao finita. Desta vez, explicaremos como os quivers podem
ser usados para visualizar alguns tipos de modulos.

1.3.6 Representacoes de quivers limitados

Definicao 1.65. Seja () um quiver finito. Uma representacao K-linear,
ou, mais resumidamente, uma representacao M de () ¢ definida pela sequinte
mformacao:

a) A cada vértice a em Qo € associado um K-espa¢o vetorial M,.

b) A cada flecha o : a — b em Qi é associada uma aplicagio K-linear
Pa - Ma — Mb-

Tal representacao ¢ denotada como M = (Mg, ¥4 )aco.acq,, OU simplesmente
M = (M,, ¢.). A representagdo M = (M,, p,) é chamada de dimensao finita
se cada espaco vetorial M, é de dimensao finita.

Sejam M = (M,,pa) € M' = (M., ¢!) duas representacoes de (). Um
morfismo (de representacoes) f : M — M’ é uma familia f = (f,)aeq, de
aplicagoes K-lineares (f, : M, — M!).c0, que sdo compativeis com a estrutura
das aplicagoes ¢,, isto ¢, para cada flecha a : a — b, temos ¢/ f, = fipa ou
equivalentemente, que o seguinte quadrado é comutativo

M, LMb

J s

/ /
My —— M;

Sejam f: M — M’ e g: M' — M"” dois morfismos de representacoes de Q,
onde f = (fa)acgo € 9 = (Ga)acq,- A sua composicao estd definida pela familia
9f = (9afa)acq,s que a sua vez ¢ um morfismo de M em M.
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Temos assim a categoria de representacoes K-lineares de (), que denotamos
por Rep(Q) . Denotamos por rep(Q)) a subcategoria plena de Rep(Q) consistindo
das representagoes de dimensao finita, ou seja, se cada M, é um K-espago vetorial
de dimensao finita.

Exemplo 1.66. Seja QQ o quiver (de Kronecker)

1 2
Uma representacao M de () estd dada por:
[o]
[9]
Uma outra representacao M’ de Q estd dada por:

[6 5]
K= K?

[76]

K? K

As duas representacoes sao de dimensao finita.
Temos um morfismo de M — M’ definido por:

[o]

B

1]
] [
[0 1]

K2<—K2

B —

[7 6]

wis o A B =[5 ST ble o ST =05 o] o)

Definimos a soma direta de duas representacoes pontualmente, em cada
vértice. Uma representacao é dita indecomponivel se é nao nula e para cada
decomposicao M = M’ & M" temos M’ =0 ou M"” =0 , caso contrario dizemos
que M é decomponivel.

[0}

Observacao 1.67. As K-categorias Repk(Q) e repk(Q) sao abelianas. Pode-se
encontrar uma demonstra¢dao com detalhes em [3] (Lema 111.1.3. em [3]).

Definigao 1.68. Seja QQ um quiver finito e M = (M,, p.) uma representagio de
Q. Para qualquer caminho nao trivial w = aqas---ay de a a b em Q, definimos
a avaliagcao de M sobre o caminho w a aplicagao K-linear de M, a M, definida
por:

Pw = PoyPoy_1 """ PazPon

A definicao de avaliacao pode ser estendida a combinacoes K-lineares de
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caminhos com um comeco comum, e um final comum; assim, seja

p= i Ajw;
i=1

tal combinacao, onde \; € K e w; é um caminho em (), para cada i, entao
m
i=1

Podemos agora definir uma nocao de representacao de um quiver limitado.
Seja Q um quiver finito e Z um ideal admissivel de K(¢). Uma representacao
M = (M,, ¢,) de Q é dita que satisfaz as relagées em Z, ou limitada por Z, se
temos

¢, = 0 para todas as relagoes p € 7.

Denotamos Repg(Q,Z) e repx(Q,Z) as subcategorias plenas de Repk(Q) e
repk(Q), respectivamente, cujas representacoes de () satisfazem as relagoes em
T.

Exemplo 1.69. Seja QQ o quiver
/ \
1 2 5
S A
1

com a relacao comutativa Pa = 7.
Consideremos as representacoes M e N de () dadas por:

BING N
NS

respectivamente. Podemos ver que M e N satisfazem a relagao Sa = 6. Por
outro lado, um exemplo de uma representacao de ) que nao satisfaz a relacao

Ba =6y é

[11] K2

K<~——

O seguinte teorema nos permite e facilita estudar a categoria mod(A) dos
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A-modulos a direita de uma algebra associativa A de dimensao finita através da
categoria rep(Q,Z) de representagoes de um quiver finito e conexo @, sendo 7
um ideal admissivel.

Teorema 1.70. Seja A = KQ/Z, onde Q) é um quiver finito conexo e T € um
1deal admissivel de K. FExiste uma equivaléncia de categorias

o

F: Mod(A\)

RepK(Qa I)

que se restringe a uma equivaléncia de categorias F : mod(A) —g>repK(Q,I) .

Demonstragao. Ver Teorema I11.1.6 em [3]. O

1.3.7 Os moédulos simples, projetivos e injetivos

Tendo (Q,Z) um quiver conexo finito com #(Qy) = n e Z um ideal admissivel.
Seja A = KQ/Z uma K-algebra basica conexa de dimensao finita com identidade
e tendo R/Z como radical, com R o ideal de flechas de KQ e {e,|la € Qp} como
conjunto completo de ortogonais idempotentes primitivos.

Seja a € Qp; denotamos por S(a) a representacao (S(a)y, p.) de @ definida
como segue

0 se b#£a
S<a)b:{K se bia

Yo =0 paratodo a€ @

Note que S(a) é uma representacdo limitada de (Q,Z) para qualquer ideal
admissivel Z. Dizemos que A-mo6dulo simples S(a) é o A-mddulo simples
correspondente ao vértice a € ().

Lema 1.71. Seja A = KQ/Z a dlgebra de quiver limitada de (Q,T).

(a) Para qualquer a € Qo, S(a) visto como um A-mddulo é isomorfo ao top do
A-mdédulo projetivo indecomponivel e, \.

(b) O conjunto {S(a) | a € Qo} € um conjunto completo de representantes das
classes de isomorfismo dos A-mddulos simples.

Demonstragao. Ver Lema I11.2.1 em [3]. O

Em contraste ao item (b) de [1.71, observe por exemplo que para a élgebra

K@ definida pelo quiver Q = i—a>é, os K@Q-modulos S(1), S(2) e
B
Sy = (K K') sdo simples com A € K. Pode-se ver que Sy % S,

quando A # p. Ou seja, toda algebra de caminhos K@) de um quiver finito ()
com ciclos orientados tem infinitos moédulos simples nao isomorfos de dimensao
finita.
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Seja {e, | a € Qo} um conjunto completo de idempotentes ortogonais

primitivos de A. A decomposi¢do Ay = € e,A é uma decomposicao de Ap
a€Qo
em soma direta de A-moddulos projetivos indecomponiveis nao isomorfos dois a

dois. A seguir descrevemos os médulos projetivos e injetivos de A.

Lema 1.72. Seja A = KQ/Z a dlgebra de quiver limitada de (Q,Z). Os projetivos
P(a) = e, estiao dados pelas representagoes (P(a)p, Pa)beqo.pe@, 45 quais estdo
definidas como seque:

e Para cada a € Qg, P(a), € o K-espago vetorial cuja base € o conjunto de
todos os caminhos de a para b , isto é, P(a),= K{w+Z | w:a— b}.

e Para cada caminho o : b — ¢, a aplicagio K-linear ¢, : P(a), — P(a).
estd dada pela multiplicacao a direita pora =a+ 1 .

Dizemos que P(a) é o A-mddulo projetivo indecomponivel correspondente ao
vértice a. Encerramos descrevendo os A-moédulos injetivos indecomponiveis.

Lema 1.73. Seja A = KQ/Z a dlgebra de quiver limitada de (Q,Z). Entao
0s A-mddulos injetivos indecomponiveis I(a) estio dadas pelas representagoes

(L(a)p, ©8)beqo peq: definidas como seque:

e Para cada a € Qq, I(a), é o K-espago vetorial cuja base é o conjunto de
todos os caminhos de b para a, isto €, I(a), = K{w+Z | w:b— a}.

e Para cada caminho B : b — ¢, a aplicagio K-linear ps : P(a). — P(a)y
estda dada pela multiplicacao a esquerda de =+ I.

Dizemos que I(a) é o A-mo6dulo injetivo indecomponivel correspondente ao
vértice a. Segue da forma em que estamos construindo os médulos injetivos que
soc(S(a)) = I(a), para cada a € Q.



Capitulo 2

Funcoes de Igusa-Todorov

Neste capitulo introduzimos as funcoes de Igusa-Todorov denotadas por ¢ e 1,
assim como as dimensoes homologicas definidas por elas que chamaremos ¢dim
e Ydim, respectivamente. Daqui em diante, A denota uma K-algebra Artiniana
de dimensao finita. Nos baseamos em [11], [12] e [14].

2.1 Resultados Preliminares

Nesta secao apresentamos dois resultados importantes para definir as fungoes

de Igusa-Todorov e familiarizarmos com as notacgoes que serao utilizadas ao longo
do trabalho.

O seguinte lema ¢ usado por Igusa e Todorov em [12] para definir a fungao ¢.

Lema 2.1. (Lema de Fitting) Sejam M um mddulo sobre uma dlgebra
Noetheriana A, f : M — M um endomorfismo de M e X um submddulo de
M finitamente gerado. Entao:

a) Ewziste um inteiro n tal que f™(X) é isomorfo a f™(X), para todo m > n.
Esse menor n denota-se por ng(X).

b) SeY é um submdodulo de X entio ng(Y) < ng(X).

c) Se A é uma dlgebra Artiniana e X = M existe uma decomposi¢ao em soma
direta X =Y @Z tal que Z = ker(f™) eY = Im(f™) para todo m > ns(X).

Demonstracao. (a) Seja f € End(M). Consideremos a restricao de f sobre X

f‘x ‘f(X) £2(X) ‘fQ(X>)...—>fm(X) }f—@fm+1(X)_>'”

Temos assim a cadeia ascendente de submodulos de X:

(**) ker(f‘x) C k?@’l"(f‘f(X)) c---C ker(f‘fm()()) C ker(f‘fm+1(x)) c---CX.

38
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Como A ¢ uma algebra Noetheriana e X é f.g., entao X é Noetheriano. Logo
a cadeia ascendente de submodulos de X, (xx), estaciona, isto é, existe um
menor inteiro positivo ny(X) tal que ker(f|fm(X)) = ker(f‘fmﬂ(x)) para
todo m > ny(X). Seja ny = ns(X) provemos agora que:

ker(f

Seja x € kerf N f15(X). Entao f(x) =0e x = f7(y), para algum y € X.

Daf, 0 = f(z) = f(f"(y)) = [ (y), logo y € ker(f"|x) = ker(f"|x).
Portanto, f (y) = 0 implicando = 0. Entao a aplicagao:

f‘fnf(X) : fﬂf(X) — f77,f+1(X)’

fnf(X)) = kerf N fnf(X) =0.

é um isomorfismo e assim f™(X) = f™1(X), Vm > ny(X).

Sejam Y um submddulo de X e n;(X) tal que f™(X) = f™*(X) para todo
m > n;(X). Entdo f™(Y) = f™(Y) para todo m > n;(X). Como

ne(Y) =min{m e Z* | f"(Y) = f™(Y)},
temos (YY) < ns(X).

Suponhamos que A seja uma algebra Artiniana. Entao X é Artiniano e dai
existe n tal que Im(f*) = Im(f*!) para todo k > n. Note que n < n;(X).
Temos também ker(f*) = ker(f*') para todo k > n;. Vejamos que
ker(f™) N Im(f™) =0 para todo m > ny.

Seja x € ker(f™) N Im(f™) com m > ny entdao f™(z) =0em = f*(y)
para algum y € X. Assim:

) = (") = (@) =0,

donde y € ker(f*™) = ker(f™) ou seja z = f™(y) = 0.

Basta mostrar entao que todo elemento ¢ € X é da forma z + y com
x € ker(f™) ey e Im(f™), e m > ny.

Seja c € X. Entao f™(c) € Im(f™) = Im(f*) logo f™(c) = f*™(z) para
algum x € X. Assim:

[ (e = fm(@) = f"(c) = 7" (x) =0,

o que implica ¢ — f™(x) € ker(f™). Portanto, M = ker(f™) @ Im(f™)
para todo m > ns(X).
0

Teorema 2.2. Sejam A um dominio de ideais principais e M um A-mddulo livre
de posto finito r. Entdo todo submddulo de M € livre de posto menor ou igual a

r.

Demonstracao. Seja A um dominio de ideais principais, isto é, todo ideal de A
é principal. Faremos a demonstracao por inducao sobre r, ou seja, se M é um
modulo livre de posto r entao todo submodulo de M é livre e tem posto menor
ou igual a r.
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Para r = 1 temos M = A. Seja N um submodulo de M, como N ¢ ideal
existe a € N tal que N = aA, donde N =0 ou N = A.

Suponhamos o resultado valido para todo modulo M com posto k < r. Seja
M um moédulo de posto r. Entao podemos decompor M em uma soma direta
Como segue:
M = M,y & My,

sendo M,y =ABAD---DAe My=ABAD--- DA, comk>0. Seja N um

(r—k)—vezes k—vezes
submodulo de M, obtemos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

O Mk( M uJ Mr,k—>0

I

0 ——ker(7) —= N —=7(N) —0.

Note que ker(m) = N N My e w(N) sdo submodulos de My e M, _y,
respectivamente. Aplicando a hipétese de inducao sobre M, e M,_;, segue que
N N My e 7(N) sao submddulos livres de posto menor ou igual que k e r — k,
respectivamente. Como 7(N) é livre, ele é projetivo logo a sequéncia inferior do
diagrama cinde, ou seja,

N = (NN M) @n(N).

Portanto, N é submodulo livre e de posto menor ou igual que (r—k)+k=r. O

O seguinte corolario encontra-se comumente na literatura como Teorema de
Nielsen-Schreier. Sua demonstracdo ¢ uma aplicacdo imediata do Teorema [2.2]
pois todo grupo abeliano é um Z-modulo.

Corolario 2.3. Todo subgrupo de um grupo abeliano livre de posto finito também
¢ livre de posto finito.

Veremos que esse resultado (Teorema de Nielsen-Schreier) nos possibilita
definir a fun¢ao ¢ sem utlizar o Lema de Fitting como feito em [12].

2.2 Funcoes de Igusa-Todorov

Apresentamos a seguir, duas formas de definir as fun¢oes de Igusa-Todorov.
Algumas das suas propriedades sao estudadas com o intuito de demonstrar com
detalhe o teorema que relaciona a dimensao projetiva com a 1-dimensao de um
modulo.

Seja Ky o grupo abeliano livre gerado pelos simbolos [M], com M € mod(A),
modulo as relacoes:

a) [M]=[N]+[L]se M N&L,

b) [P] =0 se P & projetivo.
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Assim, um elemento de Ky é da forma A\ [M;] + \o[Ms] + - -+ + N [M;], sendo
Ai € Z e M; modulo finitamente gerado nao projetivo e indecomponivel tal que
M; 2 M;comi,je{l,...,n} ei#j.

Consideramos a aplicagdo L : Ky — K tal que para cada [M] € Ko,
L([M]) = [Q2(M)], onde Q(M) é a primeira sizigia de M. Como  comuta com
somas diretas e leva médulos projetivos no zero, temos que L ¢ um homomorfismo
de grupos.

Para todo M em mod(A), denotamos por (add(M)) o subgrupo de K, gerado
por todos os somandos diretos indecomponiveis de M.

Definimos a primeira Fungao de Igusa-Todorov ¢ : mod(A) — N U {0}
utilizando as notagdes do Lema de Fitting [2.1l Seja M em mod(A), entdo
d(M) = nr({add(M))), onde Q"({addM)) = Q" ((addM)) para todo n > nr
(ver [12]).

A seguir, daremos uma definicao da funcao ¢ utilizando o Teorema de Nielsen-
Schreier e o principio de boa ordenacdo. E possivel observar na demonstracio do
Lema de Fitting que essa definicdo que veremos a seguir é equivalente a definicao
anterior. Consideremos o homomorfismo L restringido ao subgrupo (add(M))
e para cada i > 1, seja L' o homomorfismo que leva o subgrupo (add(M)) no
subgrupo L‘({add(M))) que resulta de aplicar i-vezes o homomorfismo L, isto ¢

(add(M)) —2> L({add(M))) —2= - - —E> Li({add(M))) — - - -

Como estamos considerando A uma é&lgebra Artiniana de dimensao finita, o
Teorema de Krull-Schmidt garante que o A-modulo M se escreve de forma
tnica (a menos de isomorfismo) como uma soma direta de um nimero finito de
mo6dulos indecomponiveis, logo (add(M)) é finitamente gerado e portanto tem
posto finito. Pelo Teorema de Nielsen-Schereier temos:

rk({add(M))) > rk(L{add(M))) > rk(L*(add(M))) > ---

pois L({add(M))) & subgrupo de (add(M)) e L™ {add(M)) é subgrupo de
L'({add(M))) para todo i > 1. Segue do principio de boa ordenagao que existe
um inteiro nao negativo n tal que:

rk(L™(add(M))) = rk(L*{add(M))) Vi > n.

Assim, o menor n coincide com a fun¢ao ¢. Ou seja, a primeira Func¢ao de Igusa-
Todorov, ¢ : mod(A) — N U {0}, associa a cada modulo M o menor inteiro ndo
negativo ¢(M), a partir do qual o posto de L*(add(M)) estabiliza, isto é:

rk(L*M (add(M))) = rk(L*(add(M))) Vi > ¢(M).

Definicao 2.4. Definimos o posto do mddulo M, rk(M), como o posto do
subgrupo de Ky, gerado por (add(M)).

O seguinte Lema mostra que de certa forma, ¢(M) é uma “medida mais fina”
que a dimensao projetiva.
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Lema 2.5. a) Se M tem dimensdo projetiva finita, entio ¢p(M) = dp(M);
b) Se M é indecomponivel e dp(M) = oo entio ¢p(M) = 0;
¢) 6(M) < B(M & N);
d) (kM) = ¢(M), para todo k € 7.

Demonstra¢ao.  a) Suponha M € mod(A) tal que dp(M) = m > 0. Entdo
existe uma resolucao projetiva minimal da forma

dm dm -1 dl

0 P, P, . . P, Py M 0.

Como P,, = Q™(M), temos [Q'(M)] = 0 para todo i > m, logo ¢(M) < m.
Se ¢(M) = t < m terfamos [Q/(M)] = 0, ou seja, Q'(M) seria um

modulo projetivo o qual é um absurdo, pois dp(M) = m. Portanto,
o(M) = dp(M) = m.

b) Se M é um A-moédulo indecomponivel com dp(M) = oo temos rk(M) = 1.
Logo, para cada i € N, rk(Q(M)) < 1. Se existir algum k € N tal que
rk(QF(M)) = 0 entdo dp(M) < oo e assim rk(QF(M)) = 1 para todo k.
Portanto, ¢(M) = 0.

c¢) Segue do item (b) no Lema de Fitting [2.1] pois (add(M)) é subgrupo de
(add(M & N)).

d) Observe que (add(M)) = (add(kM)) entdo ¢(kM) = ¢(M), se k > 1.

Lema 2.6. Para todo A-mddulo M tem-se ¢(M) < ¢(QU(M)) + 1.

Demonstracao. Seja M € mod(A). Se ¢(M) = 0 entao ¢(Q2UM)) = 0, logo
G(M) < ¢(QUM)) + 1. Se ¢(M) = r > 0 temos [Q"(M)] = [Q'(M)] para todo
i > 7. Logo, [ 1 (Q(M))] = [~ YQ(M))] para todo ¢ — 1 > r — 1. Portanto,
H(QUM)) =r — 1, ou seja, ¢(M) = p(QM)) + 1.

[

Exemplo 2.7. Seja A a dlgebra dada por um vértice com um loop tal que
rad?*(A) = 0. Isto é, A é isomorfa a KQ/{a?), com

Q:iDa

e a representacdo do mddulo projetivo Py = 1. Temos:

Sy 0,

P P P
51 S
dp(Sy) = 0o e Sy € indecomponivel. Temos entqo:

L: Ky, — K,
[51] — 5]
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e assim
¢(S1) = nr({add(51))) = nr({S1)) =0
Exemplo 2.8. Seja A = KQ/Z a dlgebra definida pelo quiver:

-0~
2
MOQQ

€ 1
e [e]
Q 4 3

e as relagoes a® = 32 = 68 = YB3 = €d = 0. As representacoes dos modulos
projetivos estao dadas por:

1
_ . _ 3. _ _
P1—1237 P2—2, P3—4, P4—S4—4.

2

Seja M = (15 ® 2). Calculando a resolugao projetiva do mddulo M
obtemos:

%'PQ@PQéPQ@PQ PQ@Pg P

NN N

Sa®S2 (S4®S2)PS2 (S2®S3)®S>

Pl@PQ%-M%-O

Observe que k(M) = 2, rk(Q(M)) = 2 porém rk(Q*(M)) = 1 pois Sy é um
mddulo projetivo. Como dp(Sy) € infinita temos rk(Q(M)) = 1 Vi > 2. Portanto
(M) =o( 'y ®2)=2.

Agora vamos definir a segunda fun¢ao de Igusa-Todorov ¢ : mod(A) — NU{0}
como segue.

Defini¢ao 2.9. Seja M € mod(A). Definimos:
Y(M) := ¢(M) + sup {dp(X) | dp(X) < o0, X [Q*M(M)}.
X QM) (M) significa que X € somando direto de Q*M)(M).
Lema 2.10. a) Se M tem dimensao projetiva finita entao (M) = dp(M),
b) Y(kM) = (M) para todo k € ZT,

c) Se Z ¢é somando de Q*(M), com n < ¢(M), e dp(Z) < oo, entao
dp(Z) +n < (M),

d) (M) < (M @ N).
Demonstragio. a) Se dp(M) < oo, QM) (M) ¢ um médulo projetivo e assim
sup {dp(X) | dp(X) < oo e X [Q*M (M)} =0, logo ¥(M) = dp(M).
b) Pelo item d) do Lema [2.5] temos ¢(kM) = ¢(M) para k € Z*. Logo,
W(kM) = ¢(kM) + sup {dp(X) | dp(X) < oo e X \Qd)(kM)(kM)}

G(M) + sup {dp(X) | dp(X) < 0o e X [Q?M)(M)}
Y(M).
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¢) Sejam Z € mod(A) um somando direto de Q"(M) com n < ¢(M) e
k= ¢(M)—n > 0. Por hipotese existe Y € mod(A) tal que Q”(M) =ZaY.
Logo,

Como Q%(Z) ¢ somando de Q¢M) (M) segue da definicio da 1) que:
(M) > ¢(M) +dp(Q5(Z)). (%)
E de dp(Z) — k = dp(Q*(Z)) decorre:

dp(Z) +n = dp(Z) + o(M) —
= (dp(Z) — k) + (M)
= dp(Q*(Z)) + (M)
< (M) por (x)

d) Pelo item ¢) do Lema temos ¢(M) < ¢(M @ N). Se Z & somando de
QMM @ N) e dp(Z) < oo segue do item ¢) Lema [2.10]

dp(Z) + ¢(M) < (M & N).

Portanto, (M) < (M & N), pois {dp(Z) | dp(Z) < co e Z |Q*M)(M)}
é limitado por Y (M & N) — ng(M)

m
Exemplo 2.11. Considere a dlgebra A = KQ /T definida pelo quiver: Q
2
A S
1= 5 3
e as relagoes y05 =0y = ad = 0fa=0. Seja M = (3 & L @ 1).
As representagoes dos seus A-mddulos projetivos, estao dadas por:
1 2 3
Plzg 3; szzla; szé.
As resolugoes projetivas de Sy, S, X1 = i, Xo = 3, X3 = 3 sao
respectivamente:
(Pz@Pg)EBPQ P> @ Ps P—=S5 —0

\/\/\/

(X2 @ S3) @ X2 S1@ X1 =0Q3%(S1) Xo®S3=0Q
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S3 0
QS(Sg) 92(53) = Q(S3)
P @ Ps X1 0
X2@S3—Qs Xl) 92(X1
P, @ Ps X2 0
S1® X1 = Q3(X2) X2 & S3 = Q?(X2) Q(X2)
X3 0

\/\/\/

Xo = = 0%(X3) S3 = Q(X3)

Donde [QU(M)] = [ X2 & Ss], pois

QM) = Q(X3) @ Q(X1) ® Q(S1)
— S3@X2@(X2@Sg)

Vamos mostrar que (M) = 1, ou seja, para todo n, Q"(M) tem sempre posto 2,
notemos que:

QM) = DP(Xo @ S5)
=X P (Xo®Ss3)

O°(M) = 0 (Xo @ (X2 @ S3))
=Xo® 55P (2X, @ S3)

Q' (M) =P (Xo @ S3@ (2X, © S3))
= (2X, @ S;3) ® (3X, @ 255)

se continuarmos o processo, temos:

Q¥ (M) = (M X2 ® Mio193) © My 1 Xo B \,S3),

sendo N\, o n-ésimo numero de Fibonacci, isto €, o n-ésimo numero da sequéncia
{1,1,2,3,5,8,... }.

Suponhamos que {(A X2 @ A—153), (A1 X2 ® A\S3)} seja um  conjunto
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linearmente dependente, ou seja,
AXo B N 1S3 = (A1 Xo @ N\, S3) para algum p € Z

1sto implica que:

MAn = /\n—l
ﬂ')\n—‘rl = )\na
ou seja,
M)\n = /\n—l
PJ(An + >\n—1) = >\n>
seque que A\, (u® +p—1) =0,
Como N\, # 0, temos pu = #g 0 que € absurdo, pois | = % para todo

n > 2 com N\ € Z, logo {(Aa X2 ® A\p—1S3), (A1 X2 & A\nSs) } ¢ linearmente
independente. Assim, o posto de Q*"TY(M) ¢ 2 para todo n > 0. Portanto,
(M) = 1.

Para caleular (M), note que se Z € mod(A) € somando direto de
QYMD(M) = Q(M) = 2X, © 2S5, entio Z é Xy ou Ss, 0s quais tem dimensdo
projetiva infinita. Segue da definicao da ¢ que (M) = (M) = 1.

Lema 2.12. Seja

(73)

(h1 he2)

0—A®B Ao C D 0

uma sequéncia exata curta em mod(A) e f um automorfismo de A. Entao

—of~ 164y h
0 B C G D 0
€ uma sequéncia exata curta.

Demonstracao. De fato, considere o diagrama comutativo com linhas exatas:

(25)

0— =A@ B Agc—"™ _p 0
—1
(%o 9)
0—A®B———~A®C——eD—0

af~ty
donde obtemos um outro diagrama comutativo com linhas exatas:

(75)

(h1 h2)

0 A® B A C D 0
-1 _ -1
P
0 Ao B N 5 ApC ) D 0
(Uf’l —Uf’1<5+v)
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Vamos mostrar que a sequéncia

—of~16+y ha

C D 0

(x) 0O B

é uma sequéncia exata curta.
E claro que ho((—of7*6 +7)(b)) = 0 para todo b € B. Seja x € C tal que
ha(z) = 0 entdo (9) = (,;— g) (%) para algum (%) em A® B. Logo,

{ a+4d(b)=0
of Ha)+7(b) ==

e de a = —4(b) obtemos (—of~15 + 7)(b) = z. Portanto (*) é uma sequéncia
exata curta, como queriamos mostrar. [

Embora a conjectura finitista esteja em aberto, sabemos que ela é verdadeira
para certas algebras. O seguinte teorema, provado por Igusa e Todorov em [12],
é o principal resultado deste capitulo e permite provar a conjectura finitista para
algumas classes de algebras. Esse teorema é um dos principais resultados em [12].

Teorema 2.13. Suponha que 0 A B C 0 € uma sequéncia
exata curta de A-maodulos finitamente gerados tal que C' tem dimensao projetiva
finita. Entao dp(C) < Y(A® B) + 1.

Demonstracao. Seja 0 A B C 0 uma sequéncia exata curta
e dp(C) = r. Tomando cada uma das resolu¢oes projetivas minimais obtemos as
sequéncias exatas curtas

Q:0 Q(A) Q(B) Q(C) 0

0 10— Q2(4) —= P(B) —= 2*(C) —0

QF . 0 —OF(A) —= QF(B) —= QF(C) —=0.
Como dp(C) = r, temos no nivel r a sequéncia exata curta
00— Q(A) — Q" (B) —= Q" (C)—=0

com Q" (C) projetivo, logo Q2"(C) & Q"(A) = Q(B) e assim [Q"(A)] = [Q"(B)].
Temos entao [ (A)] = [Q™(B)] para todo m > r.

Considere n o menor inteiro positivo tal que [Q"(A)] = [Q"(B)], isto é,
n=min{j € N: [ (A)] = [V(B)]}
entao n < dp(C).

Se ¢(A® B) < n entao ¢(A), ¢(B) < n, logo terfamos [Q"~1(A)] = [Q"1(B)]
o que contradiz a escolha de n ser o minimo. Portanto n < ¢(A @ B).
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Considere a sequéncia exata curta:
0—Q"(A) —Q"(B) —Q"(C) —0,

como [Q"(A)] = [Q*(B)] ocorre [Q"(A)] — [Q"(B)] = 0, ou seja, a diferenca é
soma de projetivos. Aplicando o Teorema de Krull-Schmidt, ver Teorema, [1.24],
temos Q"(A) = X ®P e Q"(B)= X ®Q, com P e (@ projetivos, donde obtemos
a sequéncia exata curta

(73)

0—=XaPlrYXaQ—0nC)—0,

com f : X — X o endomorfismo de X. Pelo Lema de Fitting, ver Lema
temos X =Y @& Z com fly = a: Y — Y um automorfismo de Y e
flz =B : Z — Z um endomorfismo nilpotente de Z. Entdo

a 0t
0 Bt
t3 t4 ts5
- s

¢ uma sequéncia exata curta em mod(A). Pelo Lema [2.12] obtemos a seguinte
sequéncia exata curta:

(h1 h2)

0—=Y @ (Za P) Y& (ZoQ) OM(C) —=0

(%) 0—>Z@P(§_QZ@Q£>

O (C)——0,
pois
() a7 (0 t) + (52) = (0 —tpare) T (4 2) = (7).

Seja M € mod(A). Ao aplicarmos o funtor contravariante Homy(—, M) a
sequéncia exata curta (x), obtemos a sequéncia exata longa

Ak—1 Ext (ho,M)
B

Exth~Y(Z @ P, M)

Exth (Q™(C), M) Exth(Z ® Q, M)

Exth ((B )M
MEDM itz P00y 2 Bt (@), 1)

Como Ext(—, M) é um funtor aditivo e P, () sdo projetivos, temos as seguintes
igualdades para todo inteiro k (ver também Teorema [1.49)):

Exth(Z ® P,M) = Exth (Z, M) ® Extk (P, M) = Extk(Z, M)
Exth(Z @ Q,M) = Exth (Z, M) @ Extk(Q, M) = Exth (Z, M).

Donde obtemos a sequéncia exata longa

Exth (ha,M)
—_—

Ak—1
(#%) - —— Eath=1(Z, M) —— Extk (Q"(C), M) Extk (Z, M)

Exth (8,M .
DO Btk (2, M) — > Bath T (QM(C), M)

Afirmagao 2.14. dp(Z) < r —n.
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De fato, como dp(C) = r e dp(Q*(C)) = r — n temos Ext\ (Q*(C), M) = 0
para todo j > (r —n) + 1, ver Teorema m Da sequéncia exata longa (xx)
temos: ' 4 ‘

Ext) " (8, M) : Ext) "(Z, M) — Ext) "(Z, M)
é um epimorfismo para todo j > (r—n)+1, ou seja, Extf\(ﬁ, M) é um epimorfismo
para todo j > r —mn. Mais ainda, como B € nilpotente entao Ext) (S, M)
também ¢ nilpotente, (este fato segue diretamente do fato de Exty(—, M) ser

um funtor aditivo), e de Ext) (3, M) ser epimorfismo a partir de j > r —n temos
Exth (8, M) =0 logo Exth(Z, M) = 0 para todo j > r —n. Assim

dp(Z) <r—n.
Afirmacao 2.15. dp(Q*(C)) < dp(Z) + 1.

Seja dp(Z) = k. Pela Proposi¢io[1.49, Ext'*1(Z, M) = 0 para todo j > k.
Assim, da sequéncia exata longa

Exzt*+2(ho,M) ExtFT2(8,M)
B _— .

. —— Eattl(z, M) 2L Btk t2(Qn(C), M) Exth2(Z, M)

BN

obtemos Ext*2(Q"(C), —) = 0, pois Ext**Y(Z, M) = Ext**2(Z, M) = 0 para
todo M € mod(A\). Pela proposi¢ao temos dp(2"(C)) < k + 1. Portanto,

dp(2"(C)) < dp(Z) + 1.

Aplicando o item c¢) do Lema para Z temos dp(Z) +n < (A @ B).
Assim,

dp(C)=(r—mn)+n
=dp(Q"(C)) +n
<dp(Z)+1+n  (Afirmacao
= (dp(Z) +n)+1

<¢Y(Ae B)+1.
Portanto,
dp(C) <Y(A® B) + 1.
m
Observacao 2.16. Suponha que 0 A B C 0 seja uma

sequéncia exata curta de A-mddulos finitamente gerados. Nao podemos trocar
a dimensao projetiva de C' por ¢(C) no Teorema |2.13, Veja o segquinte exemplo.

Exemplo 2.17. Seja A = KQ/Z a dlgebra definida pelo quiver:

a a a
Q:O 1 2 ° 3 430‘4

3

O

e o ideal T = (R?). As representacoes dos seus A-mddulos projetivos estio dadas
por:
P = %; Py = %; szi; Py = ZL-
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A resolugao projetiva do mdodulo simples Sy é:
e Py Ps Py P
\S / \S / \ . / \ . /
4 4 3 2

donde dp(Sy) = oo, logo ¢(S1) = 0.

Sy 0,

A resolucao projetiva de Ss,
e P4 P4 P3
\S / \S / \S / \S /
4 4 4 3

donde dp(S3) = 00, logo ¢(S3) = 0.

P, S, 0,

A resolugao projetiva de S @ So,

Pl@P2—>51@SQ—>O,

N N

Sy ® Sy S3 @ Sy Sy @ S5

donde dp(S; & S) = 00 € ¢(S1 ® S2) = 3.

Considerando as sequéncias exatas

0 Sg P1 Sl 0, € 0 0 SQ Sg 0,

obtemos a sequéncia exata:
0—= 5 ——=P &Sy — 5 ® Sy —0,

mas dp(S1®Ss) = 0o , logo nao podemos aplicar o teorema. Mas, ¢(S1PHS2) = 3.
Por outro lado,

V(Se @ P& Sy) = (S,) = 0.

Assz’m, ’QD(SQ o PP SQ) +1<3= ¢(Sl ) Sg)
Donde, podemos dizer que para a funcdao ¢, o teorema nao € vdlido, ou seja, nem
sempre é verdade que ¢(C) < Y(A® B) + 1.

A partir das funcoes de Igusa-Todorov e inspirados na dimensao global de
uma K-élgebra A, temos as defini¢coes de ¢-dimensao e 1-dimensao de A como
segue:

e A ¢-dimensao de A como ¢pdim(A) = sup{p(M) | M € mod(A)} e,
e A ¢-dimensao de A como Ydim(A) = sup{¢p(M) | M € mod(A)}.

Estes dois novos conceitos estao relacionados com as dimensoes ja conhecidas da
seguinte forma:

findim(A) < ¢dim(A) < pdim(A) < gldim(A),
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e satisfazem a igualdade no caso em que a dimensao global da algebra ¢ finita.

Corolario 2.18. Seja M € mod(A) com tamanho Loewy 2 e dimensdo projetiva
finita. Entao:
dp(M) < ¢Y(A/rad(A) ® A/rad®(N)) + 1.

Demonstracao. Sejam M € mod(A) e f : Py(M) — M a sua cobertura
projetiva. Segue da Proposigao que f(rad*(Py(M))) = rad*(M) e como

(M) = 2 a sequéncia exata curta 0—— ker(f)— Fy(M) M ——0

induz a seguinte sequéncia:
00— Py(M)/rad?(Py(M)) —2= M —0.
Como dp(M) < oo, segue do Teorema [2.13] que:
(+) dp(M) <) (ker(g) & Po(M)/rad*(Py(M))) + 1.

Note que A é um submodulo de rad(Py(M))/rad*(Py(M)), pois se x € A entao
z ¢ da forma m + rad*(Py(M)) com m € Py(M) logo m € ker(f) C rad(Py(M))

(ver Proposicao |1.28]).

Sabemos pelo Corolario [1.20] que rad(Py(M))/rad*(Py(M)) é semisimples.
Segue do Lema que A é semisimples. Assim, podemos supor que, a menos
de isomorfismo, A é um submodulo de A/rad(A). Pela Proposicao e da
desigualdade (x) obtemos:

dp(M) < ¢ (A/rad(A) & A/rad®*(A)) + 1.

O
Corolario 2.19. Suponha que A é uma dlgebra Artiniana de dimensao finita com

rad®*(A) = 0. Entao

findim(A) < (A/rad(A) @ A/(rad*(A)) + 2.

Demonstragdao. Seja M € mod(A) com dp(M) < co. Como rad®*(A) = 0 segue
que Q(M) tem tamanho Loewy menor ou igual que 2, ver item (b) da Proposicao

[[.28] Pelo Corolario [2.18 temos:
dp(QUM)) < Y(A/rad(A) ® AJrad*(N)) + 1,

logo
dp(M) < dp(Q(M)) + 1 < ¢p(A/rad(A) & Afrad*(A)) + 2.

Portanto,
findim(A) < (A/rad(A) © A/rad*(A)) + 2.

]

Corolario 2.20. Seja A = Endr(P), onde P é um mddulo projetivo sobre uma
dlgebra Artiniana I' com gldim(I") < 3. Entao

findim(A) < Y(Homp(P,T)) + 3
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sendo Homp(P,T") um A-mddulo.

Demonstra¢ao. Note que ha uma equivaléncia entre a categoria mod(I') e a
subcategoria P(A) de mod(A), ver Proposi¢ao Sejam X € mod(A) e Py
a sua resolucao projetiva minimal, entdo a resolucdo apagada Pj estd em P(A) e
tem comprimento menor ou igual que 3 pois gldim(I') < 3. Mais ainda, Pj é da
forma:

0 —— Homp(P, P;) — Homrp(P, Py) — Homp(P, P,) — Homr(P, ).
Donde temos a sequéncia exata curta

0 — Homrp(P, P3) — Homp (P, P,) — coker(Homp(P, Py) — Homp(P, PQ))

Como dp(Q*(X)) = dp(coker (Homy (P, Ps) — Homr (P, P,))) temos:

dp(X) < dp(coker (Homp (P, Ps) — Homp (P, P3))) + 2
< Y(Homp(P,P3) ® Homp(P, Py)) + 3
= ¢(H0mp(P, P3 @ PQ)) + 3

a segunda desigualdade segue do Teorema [2.13, Pelo Teorema de Morita [1.37]
podemos supor I' uma algebra béasica logo I' é igual & soma de todos os seus
modulos projetivos. Entdo P, @ Ps |T. Segue do Lema[2.10]e de Hom(P, —) ser
um funtor aditivo que Y(Hom(P, P, ® Ps)) < ¢(Hom(P,T')). Assim

dp(X) < Y(Hom(P,T)) + 3.

]

Um A-médulo M é um gerador-cogerador de A se qualquer A-moédulo
projetivo ou injetivo é um somando direto de M.

Definicao 2.21. Seja A uma K-dlgebra Artiniana. A dimensao de representacao
da dlgebra A, que denotamos por repdim(A), € a dimensdao global minima possivel
do anel de endomorfismo de um gerador-cogerador.

Segue da Defini¢do 2.21] que repdim(A) < n se existe um moédulo finitamente
gerado X tal que gldim(Endy(X)?) < n e add(X) contem todos os A-modulos
projetivos e injetivos.

Corolario 2.22. Se repdim(A) < 3 entao findim(A) < oo.

A nogao de dimensao de representacao foi introduzida por Auslander em [5].
Esse tltimo Corolario ¢ uma consequéncia relevante do Teorema principal
pois afirma (e com isto prova) a conjectura da dimensdo finitista para
algebras de dimensao de representac¢do menor ou igual a 3, repdim(A) < 3.

—0.



Capitulo 3

A ¢-dimensao de algebra
autoinjetiva

Uma algebra Artiniana A é dita autoinjetiva se A € mod(A) é injetivo. Ha
exemplos que mostram que a dimensao projetiva nao é suficiente para determinar
quando uma algebra é autoinjetiva. Nosso interesse neste capitulo é caraterizar
estas algebras por meio das func¢oes Igusa-Todorov. Mostramos entao algumas
propriedades e resultados importantes que, ao menos nesses casos, as fungoes
odim, dim : mod(A) — N resultam ser um invariante mais preciso.

Apresentaremos no que segue, as categorias estdveis, os funtores sizigia e
cosizigia para, em seguida, introduzirmos aos estudos das algebras autoinjetivas
através das funcoes de Igusa-Todorov. Sobre a Categoria Estavel e o Funtor
Sizigia podem ser consultados as se¢oes IV.3 em [4] e Capitulo 5 em [23].

3.1 Categoria Estavel e Funtor Sizigia

Sejam M, N em mod(A). Considere o submodulo P(M, N) de Homa(M, N)
definido por todos os homomorfismos de M em N que se fatoram por um A-
modulo projetivo, isto é, existem P em P(A), g: M — Pe h: P — N tal que

f=hyg,
M-—L-nN

| A

P

Pode-se mostrar que {P(M,N) | M,N € mod(\)} = U PM,N)
M,Nemod(A)

define um ideal P na categoria mod(A). Assim, fica bem definida a categoria
quociente mod(A) := mod(A)/P. Essa categoria é chamada de Categoria
Projetivamente Estavel. Os objetos de mod(A) sdo os mesmos de mod(A)
e os morfismos de M em N, que denotaremos por Hom, (M, N), para todo M,
N em mod(A) é definido pelo quociente Hom, (M, N) = Homa(M,N)/P(M,N)
e a composicdo de morfismos é a composicao induzida em mod(A).
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Dualmente, podemos definir a categoria mod(A) := mod(A)/Z, sendo
Z(M,N) o submodulo de Homa (M, N) de todos os homomorfismos de M em

N que se fatoram por um A-modulo injetivo e Z = U Z(M,N). Essa
M,Nemod(A)
categoria é conhecida como Categoria Injetivamente Estavel.

Seja A uma algebra Artiniana. Definimos € : mod(A) — mod(A) como

segue. Para cada M em mod(A), fixe uma cobertura projetiva Py(M) ——= M
e defina Q(M) sendo a primeira sizigia de M, Q(M) = ker(py). Suponha agora
que f: M — N esta em mod(A). Entdo existe o seguinte diagrama comutativo

exato:
0—Q(M) — Py(M) 2 M ——0

P

0—— Q(N) —> Py(N) —— N —=0.

O morfismo h : Q(M) — Q(N) escolhido dessa forma depende particularmente
da escolha de g. Pode-se mostrar que, se trocarmos g por ¢’ : PBy(M) — Py(N),
obtemos um novo morfismo A’ : Q(M) — Q(N) e o morfismo h — h' esta
em P(Q(M),Q(N)). Nesse sentido obtemos um morfismo Homp (M, N) —
Hom, (UM),QN)). Se f esta em P(M,N), temos h € P(Q(M),Q(N)) e
obtemos o morfismo Q : Hom, (M, N) — Hom, (Q2(M), Q(N)).

Pode-se provar que € : mod(A) — mod(A) assim definido é um funtor. Esse
funtor é conhecido como funtor sizigia. Dualmente, podemos definir o funtor
cosizigia Q1 : mod(A) — mod(A).

Funtores sizigia e cosizigia sao importantes para o estudo de algebras
Artinianas. O leitor pode consultar com mais detalhes sobre funtores sigizia
e cosizigia na Se¢ao IV.3 em [4].

3.2 Algebras Autoinjetivas

Apresentamos a seguir alguns resultados para as algebras Artinianas que sao
autoinjetivas.

O seguinte lema mostra que para uma algebra Artiniana autoinjetiva A, os
A-modulos projetivos e injetivos coincidem, isto é, P(M, N) = Z(M, N). Donde
obtemos mod(A) = mod(A).

Lema 3.1. Uma dlgebra A € autoinjetiva se e somente se todo A-mddulo projetivo
€ injetivo e viceversa.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que A seja uma algebra autoinjetiva. Se M é
um A-médulo projetivo entao M é um somando direto de um modulo
livre A™. Por hipotese, A é injetivo, logo A" também o é e assim M é
injetivo, ver Proposi¢ao Como o ntmero de projetivos e de injetivos
indecomponiveis é o nimero de vértices da algebra e acabamos de mostrar
que todo projetivo é injetivo, segue que todo A-modulo injetivo é projetivo.
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(<) Suponha que todo modulo projetivo é injetivo. Como A é um moédulo livre
entdo A é projetivo e assim injetivo. Portanto, A é autoinjetiva.

]

Assim, podemos considerar o funtor cosizigia Q= da categoria mod(A) em
mod(A) e enunciarmos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.2. Seja A uma dlgebra Artiniana autoinjetiva. Entdo os funtores
Q : mod(A) — mod(A) e Q71 : mod(A) — mod(A\) sio equivaléncias inversas.

Esse resultado ¢ usado ao longo do capitulo porém nao o demonstramos. Como
foi dito anteriormente o leitor pode encontrar mais detalhes na se¢ao IV.3 em [4].

Definimos o funtor ¢ : mod(A) — mod(A) como é feito em [4]. Para i = 0,
Q0 = 10aa) € QT = Q€ para todo ¢ > 0. Similarmente definimos Q~* para
todo ¢ > 0.

Lema 3.3. Todo modulo indecomponivel sobre uma dlgebra autoinjetiva é
projetivo ou tem dimensao projetiva infinita.

Demonstracao. Seja M um A-médulo indecomponivel, sendo A uma algebra
autoinjetiva. Se dp(M) = oo, nada ha fazer. Suponha entao dp(M) =n < oo, e
n # 0. Seja

d

0—>pP, "o p | P, p -0

do

M 0

uma resolucao projetiva minimal de M. Considere a sequéncia exata curta

0——=2P, O P,y —— coker(d,) —0,

Como A é autoinjetiva, entao o modulo projetivo P, também ¢é injetivo. Logo,
P, ® coker(d,) = P,_1. Assim, coker(d,) é projetivo (ver Proposi¢ao [1.36)), pois
P,_1 0 é, 0 qual ¢ uma contradigao pois teriamos a seguinte resolucao projetiva

0——s cok:er(dn) —>1In_9 ce P2 P1 P() M 0

de comprimento n — 1. Portanto, n = 0, isto ¢, M ¢ um modulo projetivo. O

Podemos agora afirmar e provar nosso principal resultado deste capitulo, que
caracteriza as algebras autoinjetivas, ver [11].

Teorema 3.4. Seja A uma dlgebra Artiniana. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes,

a) ¢pdim(A) =0
b) Ydim(A) =0

c) A € uma dlgebra autoinjetiva.
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Demonstragao.  b) = a) Segue diretamente das defini¢oes da ¢dim(A) e da

a)= b)

a) = c)

wdim(A).

Se ¢dim(A) = 0 entdo para todo M € mod(A) tem-se ¢(M) = 0. Seja
M € mod(A), para cada X |M com dp(X) < oo, pelos itens (a) e (¢) no
Lema [2.5] tem-se dp(X) = ¢(X) < ¢(M) = 0. Portanto, dim(A) = 0.

Suponha que ¢dim(A) = 0. Vamos provar que A é uma algebra autoinjetiva,
isto é, todo A-modulo projetivo (indecomponivel) é injetivo. Primeiro
vejamos que todo A-modulo projetivo indecomponivel tem socle simples.
De fato, se P tem dois A-médulos simples S; e Sy nao isomorfos no seu
socle, temos as seguintes sequéncias exatas curtas:

0 Sy P M, 0
0 Sa P M, 0

0—>51@52 P M3 0

com My, My e M3 A-modulos indecomponiveis, ver Proposigao [1.34]

Se M; = M; com 4,j € {1,2,3}, entdo rk(M; & M;) = 1 pois M; e M,
sao indecomponiveis, logo rk(Q2(M; & Ms)) < 1. Tem-se por hipotese que
d(M; & M;) = 0, entao rk(QUM; & Ms)) = rk(S1 & S2) = 1, 0 qual é um
absurdo, pois S} e Sy sdo simples nao isomorfos. Logo rk(M; @& My ® M3) =
3, enquanto rk(Q(Ml @& My B Mg)) = 2 implicando ¢(M; & My @ M3) > 1,
o que é um absurdo, pois ¢dim(A) = 0.

Suponha agora que P tem dois A-modulos simples isomorfos no seu socle.
Seja S esse simples, temos as sequéncias exatas curtas

0 S P M, 0

0—Sa&S P M, 0

com M; e M, moédulos indecomponiveis nao isomorfos, ver Proposicao(1.34]
Assim rk(M; ® M,) = 2, enquanto rk(Q(M; @ M,)) = 1 implicando
o(M; & My) > 1, que é novamente uma contradicdo. Em todos os casos,
provamos que todo A-moédulo projetivo indecomponivel tem socle simples.

Dado um A-mo6dulo projetivo indecomponivel P € mod(A), seja I = I(P)
a sua envolvente injetiva. Pela Proposicao m item (d) temos que [ é
indecomponivel.

Mostraremos que P é injetivo. Suponha que P nao seja injetivo, entao o
seguinte diagrama é comutativo

0 P U S 0

| ]

0 P I C 0

onde C = I/P # 0, S ¢ um A-mddulo simples no socles de C, e a
sequéncia superior ¢ obtida do Pullback da sequéncia inferior ao longo do
monomorfismo S — C.
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c) = a)

Note que de P e S serem finitamente gerados, U também o é. Mais ainda,
de U — I ser um monomorfismo U tem socle simples, Proposicao [1.35
item (a), logo U é indecomponivel (Proposigao item d)). Isto implica
que S é nao projetivo, pois caso contrario U = P@® S, o que contradiz o fato
de U ser indecomponivel. Pode-se observar que U também nao é projetivo,
pois caso contrario a sequéncia superior seria uma resolucao projetiva de .S
e entdo dp(S) = 1 = ¢(M), o qual contradiz a hipotese.

Seja P(S) a cobertura projetiva de S. O seguinte diagrama comuta

0 U —— P(S) —0

P
@ k]
0—=P——U S 0

sendo a linha superior a sequéncia exata curta que resulta de aplicar o
Pullback U’ & sequéncia inferior ao longo do epimorfismo P(S) — S.
Temos assim U’ = P @ P(S). Considere o seguinte diagrama com linhas
exatas:

0——Q(U)

Ry(U) (W 0

0——ker(a) — P @ P(S) —U —0.

Segue-se pelo Lema da Ferradura que [[.44, Q(U) ® P & P(S) = ker(a) ®
Py(U). Por outro lado, do Lema da Serpente temos ker(a) = Q(S5)
donde obtemos:

QU)® P"=Q(S)® Py(U).
Temos [Q(S)] = [QS) & Fo(S)] = [QU) @ P’ = [QU)] em K. Como U
e S sdo indecomponiveis temos que os subgrupos gerados por add(Q(U)) e
add(§2(S)) sdo iguais em K, isto é, (Q(U)) = (2(S)). Temos em K

QU @ 5)) = (QU) ® QS)) = (QAU)) + () = (5))-
Agora, como S nao é somando de U (pois U é indecomponivel) entao

rk(U & S) > rk(S)
=rk(Q(S)) pois ¢dim(A) =0
=rk(QU & 9)),

assim ¢(U @ S) > 0, o qual é uma contradigdo. Portanto, P é injetivo.
Donde, A é uma algebra autoinjetiva, como querfamos mostrar.

Seja A uma algebra autoinjetiva. Vejamos primeiro que para todo modulo
nao projetivo indecomponivel vale a seguinte afirmacao:

Afirmacao 3.5. M = N se e somente se Q"(M) = Q"(N) para todo M,
N € mod(A) e todo n.

De fato, suponha que M = N. Temos o seguinte diagrama com linhas
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exatas
0—= QM) —= Py(M)——= M —>0
2
0 — Q(N) —= Qo(N) —= N —=0

entao, pelo Lema de Schanuel obtemos
QM) D Qo =QN)® Py

QHUM) ® Qo) = Q"H(QN) @ Ry)
Q" (M) @ Q"1 (Qo) = (N) @ Q" (By).
Como A é autoinjetiva e F,, Qo sdo projetivos entao sao injetivos, logo
O H(Py) = Q" 1(Qp) = 0. Assim, Q" (M) = Q*(N).

Reciprocamente, se Q" (M) = Q"(N) entao das resolugoes projetivas

P, e P P M 0

@n e @ Qo N 0
obtemos as resolucoes injetivas
0—=Q"(N) —=Qun1 @ Qo Q7 (Q"(N)) —=0,
logo

M = Q (M (M)) = Q(Q"(N)) = N.

Segue da afirmacao que para todo A-moédulo ndo projetivo M, se
rk(M) = k entdao rk(Q'(M)) = k para cada i > 0, implicando ¢(M) = 0.
Como isto é satisfeito para todo M € mod(A), mostramos que ¢pdim(A) =0

]



Capitulo 4

A ¢-dimensao de Algebras de radical
quadrado zero

Daqui em diante trabalhamos com algebras Artinianas A da forma KQ/R?,
sendo ) um quiver conexo, R o ideal gerado pelas flechas e n o nimero de
vértices. Chamamos estas algebras de “Algebras de radical quadrado zero”. Neste
capitulo, nosso objetivo é mostrar que para algebras de radical quadrado zero nao
autoinjetivas a ¢-dimensao pode ser calculada através dos seus modulos simples,
Teorema [4.21] Este capitulo é baseado em [14].

4.1 Algebras de radical quadrado zero

Seja A uma algebra de radical quadrado zero. Denotamos por S; o médulo
simples indecomponivel definido pelo vértice i e Ay = KQ/R, o qual é a
soma de todos os modulos simples, a menos de isomorfismo. Sejam & um
conjunto completo de A-modulos simples a menos de isomorfismos, Sz o conjunto
dos modulos injetivos de S, Sp o conjunto dos modulos projetivos de S e

Sp =38\ {S:USpl.

Observe que todo modulo projetivo que é somando da cobertura projetiva de
Si, € o modulo P; tal que existe flecha de ¢ para j, o : ¢ = j. Logo Q(S;) = @ ;.
ai—]
Proposigao 4.1. Seja A uma dlgebra Artiniana de radical quadrado zero com n
vértices. Se gldim(A) < oo entao gldim(A) <n — 1.

Demonstracao. Seja S; um modulo simples de A. Entao S; ndo é somando direto

de Q%(S;) para todo k > 0, pois caso contrario existiria um ciclo, o que implicaria

dp(S;) = oo, que é um absurdo por hipotese. Como Q(S;) = € S; entao
ai—j

em €(S;) s6 ha possibilidade de aparecer um dos n — 1 simples restantes como

somando direto. Seja S; [2(S;) entdo S; ndo é somando direto de Q%(S;) nem

de Q(S;) logo em Q2%(S;) ha possibilidade de aparecer no méximo um dos n — 2

simples restantes como somando direto, pois nem S; nem S; sao somandos diretos

59



4.1. ALGEBRAS DE RADICAL QUADRADO ZERO 60

de Q2(S;). Podemos continuar com esse processo no maximo (n — 1)-vezes, nesse
caso obtemos Q"71(S;) projetivo donde dp(S;) < n — 1 para todo A-mo6dulo
simples nao projetivo S; e do Teorema obtemos gldim(A) <n — 1. O

O seguinte lema generaliza o Lema [2.5e vale em geral para algebras Artinianas
a direita.

Lema 4.2. Se M = P& M{l ®--- @M onde P ¢ projetivo, M; é nio projetivo
para cada i e também M; 2 M; para i # j entdo (M) = ¢(M; & - -- & M,).

Demonstragio. Segue diretamente do fato de rk(P@ M @---@ M}*) = rk(M, &
@ My). O

Daqui em diante ao calcularmos ¢(M) assumiremos M bésico.

k
Proposicao 4.3. Seja M = @ M; uma decomposicio de M em mddulos

i=1
indecomponiveis, com [Q(M)] € (add(M)). Entio ¢(M) < k. Em particular,
se (M) =k temos pd(M) = k.

k

Demonstra¢ao. Considere M = € M; uma decomposi¢ao de M em modulos
i=1

indecomponiveis. Provaremos que ¢(M) < k por inducao sobre k. Se k = 1

entdo M é um A-mddulo indecomponivel e rk(Q2(M)) < 1. Se rk(Q(M)) =0

entao ¢(M) = 1. Se rk(Q(M)) = 1 entao (Q(M)) = (add(M)) pois [Q(M)] €

{add(M)). Logo,

{add(M)) = L{add(M)) = --- = L' (add(M)) = - - -,
e assim ¢(M) = 0.

Suponha o resultado véalido para valores menores que k. Como M é basico
entdo rk(M) = k.

e Se rk(QUM)) = k, como por hipotese [Q(M)] esta em (add(M)) entao
{ac/lil( )>¢%’ <;de(OQ( ) = -+ logo {add(M)) = L*{add(M)) para todo

e Se rk(Q(M)) < k entdo ¢(Q(M)) < k — 1. Pelo Lema [2.6 temos:

SM) < HQUM) +1< (k—1)+ 1=k

Proposicao 4.4. Seja M € mod(A) tal que M = Q™ (M) para algum n € N
entio ¢(M) = 0. Em particular se N |M, temos dp(N) =

Demonstracao. Seja M € mod(A) tal que M = Q*(M). Logo rk(M) =
rk(QY(M)) e assim rk(QF(M)) = rk(M) para todo 0 < k < n. Temos também
QM) =Q (" (Q"(M))) = M, donde rk(Q™(M)) = rk(M) para todo inteiro
m > 0. Portanto o posto estabiliza desde o inicio, ou seja, ¢(M) = 0. O
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Proposicdo 4.5. Se L¥| yqanr) ¢ (add(M)) — (add(QF(M))) é um epzmorﬁsmo
e rk(L*{add(M))) < rk(L*Y(add(M))) entao ¢(M) = ¢(Q*(M)) +

Demonstragao. Se LF|qqany) : (add(M)) — (add(Q2*(M))) é um epimorfismo
entdao LF{add(M)) = (add(QQ*(M))). Pela hipoteses rk(L*{add(M))) <
rk(LF(add(M))) obtemos que a aplicacao L|aqr—1(ary) : (add(Q¥H(M))) —
(add(Q(M))) ndo ¢ monomorfismo, donde Ll gqr-1(ary) : (add(QF(M))) —
{add(Q*(M))) é um isomorfismo se e somente se a restri¢iao L| 1 (aaaor(aryy € um
monomorfismo, ou seja, o posto estabiliza. O

¢

Corolario 4.6. Seja M = @ M; a decomposicio do mddulo bdsico M. Se QF(M;)
i=1

¢ indecomponivel para todo i e rk(L*{add(M))) < rk(L*Y(add(M))), entio

O(M) = G(QF(M)) + k.

Definigao 4.7. Seja M = (M, ¢,) uma representacao K-linear do quiver Q e o
wdeal admissivel Z. Definimos o suporte da representacao M, que denotamos por
supp(M), como o subquiver pleno de Q tal que (supp(M))o ={b € Qo | My # 0} .

A seguir, definimos o Cora¢ao e o Membro de um quiver Q).

Definicao 4.8. Dado um quiver finito () com n vértices, o Coracao de (),
denotado por C(Q), € o subquiver pleno de @QQ determinado pelos vértices cujos
mddulos simples associados estio na interse¢io do suporte de Q2"(Ag) com o

suporte de Q"(Ay).
Definimos 0 Membro de um quiver @, que denotamos por M(Q), ao
subquiver pleno determinado pelos vértices que nao estao no coracao.

Observacao 4.9. O coracao de Q, C(Q), € o subquiver pleno de @) determinado
pelos vértices cujos mddulos simples associados estao no suporte de () (Q(Ag)).

tez
Exemplo 4.10. Considere o quiver
4 6
[
Q = - —_— . —— C—_— . — .
1 2 3\ /8 9 10
- .
5 7
As representacoes dos seus A-mddulos projetivos estao dadas por
_ 1. _ 2. _ _ 4. _ _
P1_25 P2_3a Pd_ia P4_67 P5_ga Pﬁ_ga
Pr=1, B=,%; Ph={; Po=10,

e dos seus A-mddulos injetivos por:

— 1 __ 2. [ __ 4. _ 5. _ 6.
[1—17 [2—17 13—2 59 [4—37 [5—77 [6—47
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7. _ 8. — 9. — 10
17_87 18_6; -[9_8’ P10_9'

Calculando as resolugoes projetivas e injetivas dos simples obtemos o suporte
de Q°(Ag), que é o subquiver pleno associado aos vértices {3,4,5,6,7,9,10},
e o suporte de Q71%Ag), que € o subquiver pleno associado aos wvértices
{1,2,3,4,5,6,7,8}. Entao:

'/21 é\.
N

Lembremos que um vértice v é fonte se nao tem predecessores e é pogo se
nao tem sucessores.

Proposicao 4.11. Seja A uma dlgebra de radical quadrado zero. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

M(Q) =
Q) =

(1)

(2)

(3) @ nao tem pogo nem fonte.
(4) mo

2

4 d(A) nao tem mddulo injetivo simples nem mddulo projetivo simples.

Demonstragao. A equivaléncia entre (1) e (2) segue das defini¢oes de coragao e
membro de Q). A equivaléncia entre (3) e (4) também é clara. Para provar que
(3) implica (2) suponha que @) ndo tem poco nem fonte entdo para cada vértice v
temos pelo menos uma flecha terminando em v e pelo menos uma comecando em v.
Assim, podemos construir caminhos de comprimento n comecando e finalizando
em qualquer vértice de @), ver Observacao logo C(Q) = Q.

Finalmente, para mostrarmos (1) implica (4) suponha que existe um modulo
simples injetivo S; em mod(A), entao este simples ndo pode ser somando direto
da sizigia de qualquer moédulo. Em particular nao pode estar no suporte de
2"(Ap). Analogamente se supomos a existéncia de um projetivo simples. H

Vejamos um resultado sobre a dimensao finitista para algebras de radical
quadrado zero.

Lema 4.12. Seja A uma dlgebra de radical quadrado zero nao simples. Entdo ()
ndo tem pogo se e somente se findim(A) = 0.

Demonstragao. (<) Suponhamos que findim(A) = 0 e que exista um mddulo M
tal que dp(M) = oo. Se existir um pogo v € Qg entao v nao tem sucessores e assim
o simples S, que corresponde ao vértice v é projetivo. Por ser A conexa e nao
simples, existe predecessor de v em @, isto é, w € (Jy e uma flecha o : w — v.
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Seja P, o projetivo que corresponde ao vértice w, entao podemos construir a
sequéncia exata curta

0—=S, —=Py—— P, /Sy —=0

donde Q(P,/S,) = S,. Portanto dp(P,/S,) = 1 o que contradiz nossa hipotese
de findim(A) = 0. Portanto, ) ndo tem pogo.

(=) Reciprocamente suponhamos que () nao tem pogo, entdo para todo
v € Qo temos S, nao projetivo. Como a primeira sizigia de todo moédulo é
semisimples, isto é, para todo médulo M tem-se Q(M) igual & soma de simples,

segue que a dimensao projetiva de todo médulo M nao projetivo é infinita. Assim,
findim(A) = 0. O

Observagao 4.13. Na demonstra¢io do Lema obtemos uma sequéncia
exata curta que demotamos por ng,, ou Seja,

ns, - 0 SU Pw Pw/Sv—>O,
sendo S, o mddulo simples associado ao vértice v € Qy que nao € fonte.

Proposicao 4.14. Se A ¢ uma dlgebra de radical quadrado zero entao
pdim(A) < ¢(No) + 1.

Demonstragao. Seja M € mod(A). Como Q(M) é semisimples e Ag é a soma de
todos os modulos simples, da Proposi¢ao 2.5 ¢(Q(M)) < ¢(Ay). Pelo Lema [2.6]
d(M) < p(QM)) + 1 para todo M € mod(A). Portanto, pdim(A) < ¢(Ag) + 1.

]

Proposicao 4.15. Seja A dlgebra de radical quadrado zero. Se A tem dimensdo
global infinita e M(Q) € nao vazio entao ¢pdim(N) < #Sp = n —k, sendo k o
numero de simples nao projetivos nem injetivos.

Demonstracao. Seja A uma algebra de radical quadrado zero. Como ) tem
membro, isto é M (Q) # 0, A tem mo6dulos projetivos simples ou moédulos injetivos
simples, ver Proposi¢ao[L.11] Seja #(SpUSz) =k e Sp = {Sk+1,...,5,}. Segue
da hipotese gldim(A) = oo e do Teoremam que existe um modulo simples com

dimensao projetiva infinita. Logo qb( b Si) < n — (k+1). Pela Proposi¢ao
i=kt1

[1.14 temos ¢dim(A) < ¢(Ag) +1 < (n— (k+1)) + 1. O

Proposicao 4.16. Seja A uma dlgebra de radical quadrado zero conexa nao
simples. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1) § =Sp e para cada médulo S € S 0o mddulo Mg é simples.
2) Q é um ciclo de comprimento n.

3) A é uma dlgebra autoinjetiva.
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Demonstragao.  2) = 1) Segue de @ ser um ciclo de comprimento n e A ser
uma algebra de radical quadrado zero.

1) = 2) Suponha § = Sp e consideremos as sequéncias exatas curtas 7g (veja
Observacao . Se Mg é simples para cada S € S, aplicando o Corolério
nas sequéncias ng temos {(Py(Mg)) = 2 para todo S € S. Nesse
caso, temos que essa familia {Mg} o s é a familia de todos os simples, logo
para cada vértice existe exatamente uma flecha comecando nele. Assim,
o numero de flechas é o mesmo nimero de vértices do quiver. Como nao
existe fonte, pois S = Sp, temos que para cada vértice existe pelo menos
uma flecha terminando nele. Como o niimero de flechas e vértices coincide,
para qualquer vértice existe uma flecha comegando e uma flecha terminando
nesse vértice, e do quiver () ser finito obtemos que () é um ciclo.

2) = 3) Segue do fato de A ser uma algebra de radical quadrado zero e do
quiver () ser um ciclo de comprimento n que todo A-médulo projetivo é
injetivo. Portanto, A é uma algebra autoinjetiva.

3) = 2) Suponha que A é uma algebra autoinjetiva conexa de radical quadrado
zero. Entao para cada vértice v € )y existe uma flecha comecando em v e
uma flecha terminando em v. Portanto () é um ciclo de comprimento n.

O
Proposicao 4.17. Se Q) tem n vértices, entao ¢(Ag) <n — 1.

Demonstragao. Como [Q(Ag)] € (add(Ay)), segue da Proposi¢ao d(Ng) < .
Se ¢(Ag) = n segue também da Proposicao que dp(Ag) = n, donde podemos
dizer que gldim(A) é finita, caso contrario existiria um modulo simples com
dimensao projetiva infinita, um absurdo. Pela Proposigao temos gldim(A) <
n — 1 donde dp(Ag) < n — 1, logo ¢(Ag) < n —1, o que é um absurdo. Portanto,

Corolario 4.18. Se A ¢ uma dlgebra de radical quadrado zero entao ¢pdim(A) < n.

Demonstragao. Pelas proposigoes e temos:

pdim(A) < p(Ag)+1<(n—1)+1.

Exemplo 4.19. Seja A a dlgebra definida pelo quiver:
Q= ii)

e a relagao R%. Como A € autoinjetiva ¢dim(A) =0 < 1. Ou seja, a desigualdade
no Coroldrio 18 ¢ estrita.

Observagao 4.20. Seja A uma dlgebra de radical quadrado zero. Se S é um
mddulo simples injetivo somando direto de QM) para algim mddulo M, entdo

S € projetivo (veja subsecdo .
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Temos a seguir uma versao do Teorema [1.39] para a ¢-dimensao no caso de A
ser uma algebra de radical quadrado zero e nao autoinjetiva.

Teorema 4.21. Se A € uma dlgebra de radical quadrado zero e nao autoinjetiva

entdo ¢pdim(A) = ¢( @ S) + 1.
SESPH

Demonstracao. Seja M € mod(A) nao projetivo. Pelo Lema obtemos
(M) < ¢(Q(M)) + 1. Como a sizigia do modulo M ¢é semisimples entdo
o(QUM)) < o(P S). Mas, pela Observagao [4.20 segue:

Ses
s(QM)) < o( €D 59),

SeSp

donde ¢(M) < ¢( @ S) + 1. Como esta desigualdade ¢ satisfeita para
SEeESp

todo A-moédulo nao projetivo temos pela definicao de ¢dim(A) que ¢pdim(A) <
¢(@SGSDS) ‘l‘ 1

Para mostrarmos que ¢( @ S) + 1 < ¢dim(A) vamos exibir um modulo
SeSp

M € mod(A) tal que ¢(M) = ¢( @ S) + 1. Para cada S € Sp considere o
SeSp

modulo indecomponivel Mg tal que Q(Mg) = S (veja Observagao [4.13)).

e Se Mg nao é simples para algum S € Sp. Tome M = ( &P ]\/[5)69( . S),
SeSp SeSp
aplicando o Corolario com k = 1 obtemos:

A(M) = ¢(Dses,S) + 1.

e Se Mg é simples para todo S € Sp, como A nao é autoinjetiva e é de radical
quadrado zero, segue da Proposicao que existe um simples Sy € S que
é injetivo ou é projetivo.
Seja 0 Sy projetivo e nao injetivo. Tome M = ( &P MS) @ Msg,, sendo

SeSp
Q(Msg,) = So (veja Observacao [4.13). Entao
rk(L{add(®ses, Ms ® Ms,))) < rk({add(®ses, Ms & Ms,))),

e aplicando novamente o Corolario [£.6| com k = 1 temos:

(M) = p(Bsesp,S) + 1.

Seja o Sy injetivo e nao projetivo. Se Sy nao é isomorfo a Mg para todo

S € Sp. Tome M = ( &P Ms) @ Sy, segue da Proposicao que
SeSp

(M) = p(Bsesp,S) + 1, com k = 1.

Suponha entao que Sy é isomorfo a Mg para algum S € Sp. Pela construcao
de nosso conjunto { Mg | S € Sp} na Observacao [4.13] existe um S, € Sp
tal que S7 nao é isomorfo a Mg, para todo S € Sp, caso contréario teriamos

Sp nao injetivo. Seja M = ( P MS) @ S, temos entao pelo Corolério
SeSp

que ¢(M) = ¢(Bsesy,S) + 1.
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]

Corolario 4.22. Se A ¢ uma dlgebra de radical quadrado zero nao autoinjetiva
e M(Q) € vazio entao ¢pdim(N) = ¢(Ag) + 1.

Demonstracao. Segue do Teorema [4.21| que ¢dim(A) = ¢(Bges,S) + 1. Como
M(Q) = 0, temos pela Proposicao .11 que mod(A) nao tem simples projetivos
nem injetivos, logo S = Sp e assim ¢(DsesS) = ¢(Ag). Portanto, ¢dim(A) =
d(Ag) + 1. O




Consideracoes Finais

As fungoes de Igusa-Todorov ¢ e 1), generalizam de uma certa forma a nocao
de dimensao projetiva e nos fornecem uma boa informacao sobre a complexidade
da categoria dos modulos & direita finitamente gerados sobre uma &lgebra
autoinjetiva.

Vemos que no caso de A ser uma algebra de radical quadrado zero, podemos
calcular ¢pdim(A) em termos dos seus simples como no caso da gldim(A) sendo
A uma algebra Artiniana de dimensao finita.

Esse assunto é interessante no sentido de que ha mais de cinquenta anos se
conjectura que a dimensao finitista de uma algebra de dimensao finita ¢ finita.
Em [21] se introduziu a nocao de Algebras de Igusa-Todorov definidas a partir das
funcoes de Igusa-Todorov. Nesse artigo provou-se que a conjectura da dimensao
finitista é verdadeira para essa classe de algebras.

A classe das Algebras de Igusa-Todorov contém varias outras, por exemplo:
algebras de dimensao de representacao menor ou igual que 3, algebras de radical
cubo zero, &lgebras monomiais e algebras seriais & esquerda. Acredita-se que
todas as algebras Artinianas sio Algebras de Igusa-Todorov.
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