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Resumo

DUARTE, Leonam Kavyn Rocha, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de 2024.
Estudo teórico e computacional sobre a microrreologia de hidrogéis e soluções diluídas de
biopolímeros. Orientador: Leandro Gutierrez Rizzi.

A busca por abordagens teóricas que consigam descrever as propriedades reológicas de soluções

diluídas e hidrogéis tem sido o foco de investigações intensivas nos últimos anos, principal-

mente devido à sua importância na compreensão de vários processos biológicos e às possíveis

aplicações industriais. Nesta tese, apresenta-se uma metodologia computacional eficiente para

obter a resposta viscoelástica de soluções diluídas contendo filamentos semiflexíveis utilizando

o teorema de flutuação-dissipação. Por meio de simulações de relaxação, foi possível obter as

propriedades dinâmicas de partículas de prova imersas em soluções de filamentos semiflexíveis

a um custo computacional relativamente baixo e com uma precisão aprimorada em comparação

com abordagens baseadas em dinâmica estocástica. Tal abordagem microrreológica permitiu

a determinação do módulo de cisalhamento complexo e da viscosidade complexa das soluções

estudadas. A validação dessa metodologia envolveu a comparação de resultados numéricos com

dados experimentais de soluções de DNA e colágeno. Além disso, utilizou-se um modelo sim-

plificado de cadeia polimérica para investigar a origem da contribuição negativa recentemente

descoberta ao módulo elástico e relacionada à interação polímero-solvente em hidrogéis. Os

resultados teóricos permitiram obter expressões da curva de tensão-deformação e do módulo

diferencial, que exibiram dependências térmicas e mecânicas não triviais. A validação desses

resultados foi realizada por meio de comparações com dados experimentais obtidos para hidro-

géis de tetra-PEG e biopolímeros como queratina, fibroína de seda, redes de neurofilamentos e

colágeno. Além disso, mostra-se como tal modelo contribui para a compreensão dos efeitos de

amolecimento e enrijecimento observados em hidrogéis.

Palavras-chave: Viscoelasticidade. Soluções diluídas. Hidrogéis. Simulações computacionais.



Abstract

DUARTE, Leonam Kavyn Rocha, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2024. The-
oretical and computacional study on the microrheology of hydrogels and dilute solutions
of biopolymers. Adviser: Leandro Gutierrez Rizzi.

The exploration of rheological properties in diluted solutions and hydrogels has been the focal

point of intensive investigations in recent years due to its significance in comprehending vari-

ous biological processes and potential industrial applications. This thesis introduces an efficient

computational methodology for acquiring the viscoelastic response of dilute solutions contai-

ning semiflexible filaments, utilizing the fluctuation-dissipation theorem. Through relaxation

simulations, we successfully assessed the dynamical properties of probe particles immersed

in semiflexible filament solutions, achieving a relatively low computational cost and enhanced

precision compared to stochastic dynamics-based approaches. Our microrheological approach,

based on compliance, enabled the determination of the complex shear modulus and complex

viscosity of the solution. Validation of our methodology involved comparing numerical results

to experimental data from DNA and collagen solutions. Additionally, we employed a coarse-

grained polymer model to investigate the origin of a recently discovered negative energy-related

contribution to the elastic modulus in rubber-like gels. Our computations revealed stress-strain

and differential modulus relationships exhibiting non-trivial dependencies on temperature and

strain. Validation was performed through comparisons with experimental data obtained from

tetra-PEG hydrogels and biopolymers, including keratin, silk fibroin, neurofilaments networks,

and collagen. Furthermore, our model contributes to understanding the observed softening and

hardening effects commonly found in generic hydrogels.

Keywords: Viscoelasticity. Dilute solutions. Hydrogels. Computational simulations.
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5.5 Análise dos dados experimentais extraídos das Refs. [29, 31] para o hidrogel

tetra-PEG (z = 4). (a) Temperatura T0 = ∆E∆ℓ/2kBδℓ (Eq. (5.35)) como fun-

ção da concentração c da moléculas precursoras com diferentes massas mola-

res Mw. (b) Curva mestre para os dados apresentados em (a), mostrando que

T0 = ∆E∆ℓ/2kBδℓ ∝ M
−1/2
w n−1/3. (c) Parâmetro a = 2kBδℓ/A∆ℓ2 (Eq. (5.34))

como função da densidade de número das moléculas precursoras n = cNA/Mw

(Eq. (5.36)) para diferentes valores da conectividade p das redes. As linhas tra-

cejadas correspondem a funções lineares provenientes de um ajuste da expres-

são a = w∗gz(p)kBn (Eq. (5.40)), para cada valor de p, aos dados experimen-

tais.(d) Os símbolos cheios correspondem aos valores da função gz(p) encon-

trados do ajuste linear da Eq. (5.40) provenientes de (c), assumindo w∗ = 2,17.

A linha tracejada corresponde ao ajuste linear da função gz(p) (Eq. (5.38)) im-

pondo que gz(1) = 1, o que leva a p∗z = 0,47. (e) Resultados para o coeficiente

de correção dependente da temperatura w(T ) = G(T )/gz(p)nkBT . Símbolos

cheios correspondem aos dados experimentais da Fig. 5.2 para valores do mó-

dulo elástico estimados pela expressão G(T )≈ σ(T,γ)/γ para as deformações

γ = 0,2 e γ = 0,4, em que gz(p) foi calculado utilizando p = 0,915, p∗z = 0,47,

M = 20kg/mol, c = 60kg/m3. A linha contínua indica a estimativa teórica dada

pela Eq. (5.44). Figura também publicada no artigo relacionado a esta tese [73]. 69
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seadas em colágeno. Os gráficos ilustram o efeito de amolecimento (softening)

ocorrendo para a amostra tratada com TG2. As linhas em vermelho (ponto-
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∆E = 0 para a amostra sem TG2 (círculos laranjados), e ∆E > 0 para a amostra

com TG2 (quadrados cianos). Dados experimentais extraídos da Ref. [86]. . . . 75

6.2 (a) Estresse mecânico σ(T,γ) como função da deformação γ em escala li-

near. (b) Estresse reduzido σ(T,γ)/G(T ) como função da deformação redu-

zida γ/γs(T ), agora em escala log-log. O módulo diferencial está graficado em

(c) com K(T,γ) como função de γ em escala linear, e (d) K(T,γ)/G(T ) como

função de γ/γs(T ) em escala log-log. Os dados experimentais foram extraídos

da Ref. [95], em que hidrogéis de tetra-PEG com diferentes frações estequio-

métricas de cadeias hidrofóbicos r foram estudados. As linhas tracejadas cor-

respondem às curvas teóricas obtidas das Eqs. (6.2) e (6.13), com parâmetros

utilizados que estão na Tab. (6.1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.3 Módulo diferencial K(T,σ) como função do estresse σ . Comparação entre

a expressão teórica dada pela Eq. (6.16) e valores experimentais (símbolos
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Parte I

Introdução



20

Capítulo 1

Hidrogéis e soluções de polímeros diluídas

1.1 Motivações gerais

Apesar da importância para praticamente todas as espécies vivas [1], o entendimento

das propriedades viscoelásticas de soluções complexas de filamentos semiflexíveis, como colá-

geno, actina, vírus bastonetes, fibrilas amiloides, microtubos e DNA, continua sendo limitado

do ponto de vista teórico e computacional [2]. Ao contrário do que ocorre com soluções de

filamentos entrelaçados, em que protocolos de cisalhamento podem ser utilizados para extrair

as propriedades mecânicas das redes [3], o estudo da resposta viscoelásticas de soluções diluí-

das de polímeros depende principalmente do monitoramento indireto da dinâmica estocástica

das estruturas do sistema [4–7]. Alternativamente, pode-se considerar abordagens de relaxa-

ção baseadas no teorema da flutuação-dissipação (TFD), como é feito, experimentalmente, na

caracterização microrreológica de fluidos complexos [8, 9]. Entretanto, embora simulações

computacionais baseadas na TFD sejam utilizadas na obtenção da dinâmica de sistemas como

redes ideais [10–12], tais abordagens ainda não foram utilizadas com o intuito de determinar as

propriedades viscoelásticas de soluções, sendo este um dos focos do presente trabalho.

Esforços computacionais anteriores indicam que a caracterização da resposta viscoe-

lástica de soluções diluídas utilizando abordagens de primeiros-princípios, i.e., baseadas nas

propriedades moleculares, podem ser um grande desafio [13–15]. Muito embora simulações

de modelos atomísticos possam trazer detalhes relevantes sobre as interações moleculares do

sistema, a simples inclusão da interação polímero-solvente e dos efeitos hidrodinâmicos impos-

sibilita tais abordagens de descrever o sistema em escalas de tempo e comprimento experimen-

talmente relevantes (i.e., escala mesoscópica) [16]. Ainda assim, simulações com esse nível de

detalhamento podem prover informações relevantes para realizar uma modelagem efetiva e sis-

temática do sistema real [17]. Nesta tese, utilizou-se uma abordagem complementar, baseada na

caracterização microrreológica de soluções em que o comportamento viscoelástico do sistema

é extraído da dinâmica de partículas de prova imersas na amostra [18].

Por simplicidade, considera-se que os efeitos de acoplamento entre a micro-partícula de

prova e a solução diluída de filamentos possa ser descrita pela dinâmica dos monômeros centrais

dos filamentos do modelo mesoscópico efetivo. A ideia é assumir a abordagem constitutiva mais
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simples capaz de levar o sistema a um comportamento de relaxação próximo ao observado para

soluções poliméricas reais. Com isso, demonstrou-se como simulações de relaxação podem

ser utilizadas para extrair, de maneira eficiente, a dinâmica não-markoviana das partículas de

prova que, finalmente, permitiu determinar o módulo de cisalhamento e a viscosidade complexa,

dependentes da frequência, que caracterizam a viscoelasticidade das soluções.

Outros sistemas biológicos de grande interesse incluem os géis e hidrogéis poliméricos.

Diferentemente de materiais sólidos, géis e hidrogéis são semissólidos viscoelásticos formados

por redes de filamentos poliméricos entrelaçados de maneira desordenada, imersas em um lí-

quido solvente, que exibem propriedades mecânicas isotrópicas típicas de materiais moles [19].

Os exemplos [20–26] incluem diversos géis biologicamente relevantes como aqueles formados

de queratina e actina, além de outros sinteticamente desenvolvidos para fins médicos, i.e., ácido

hialurônico modificado, polietilenoglicol (PEG) e poliacrilamida (PAM). Devido às diversas

possibilidades de aplicação industrial, uma vez que tais materiais costumam possuir grande elas-

ticidade, resistência mecânica, porosidade e capacidade de inchar (swellability), hidrogéis são

materiais utilizados em diversas áreas da medicina como liberação planejada de medicamentos

(drug delivery system) e engenharia de tecidos vivos (tissue engineering scaffolds) [23, 27, 28].

Curiosamente, devido à alta incompressibilidade geralmente observada em experimen-

tos [29], a resposta mecânica de hidrogéis pode ser caracterizada por uma única constante elás-

tica: seu módulo elástico [30]. A maioria das abordagens teóricas clássicas tem concordado que

o módulo elástico deve ser proporcional à temperatura absoluta do sistema, o que se dá porque

a maioria das interações que ocorrem no seu interior são desconsideradas na modelagem de tais

materiais [30–32]. É o que se vê, e.g., no modelo de deformações afins [33], no modelo de re-

des fantasmas [34] e no modelo junções afins [35]. Esses modelos consideram apenas os efeitos

entrópicos das cadeias do sistema como responsáveis pela dependência térmica do módulo elás-

tico. Ao que parece, tal aproximação funciona bem para borrachas naturais e sintéticas [30, 36],

entretanto, quando uma abordagem puramente entrópica é utilizada na tentativa de descrever

hidrogéis, inevitavelmente, tornam-se visíveis algumas inconsistências entre previsões teóricas

e resultados experimentais.

De fato, experimentos recentes mostram que a elasticidade de alguns géis pode ser com-

pletamente descrita quando uma contribuição negativa para o módulo elástico significativa é

considerada [29, 37]. Essa questão foi analisada experimentalmente para hidrogéis de polietile-

noglicol (tetra-PEG ou simplesmente PEG), que formam redes com topologia estrutural muito

bem controlada experimentalmente [29, 31]. Embora os autores da Ref. [29] tenham sido ca-

pazes de descrever os dados experimentais para o hidrogel de PEG utilizando uma expressão

heurística para o módulo elástico, sua origem é uma questão aberta na literatura. O modelo

microscópico discutido na Ref. [29] assume corretamente que a interação entre o solvente e as

cadeias da rede desempenha um papel importante no comportamento viscoelástico do material.

Entretanto, algumas das considerações propostas na Ref. [29] foram reanalisadas no presente

trabalho, sendo a principal delas qual conformação polimérica deve possuir maior energia de

interação com o solvente. Para os autores da Ref. [29], a maior energia de interação deve ocor-
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rer para a conformação enovelada (i.e., de menor distância ponta-a-ponta) [29, 38], entretanto,

conforme será mostrado, o modelo proposto nesta tese refuta essa hipótese e confirma alguns

resultados da literatura [39–42] demonstrando que, na verdade, os filamentos de conformação

estirada são os que devem possuir maior energia de interação com o solvente.

Nesse sentido, será mostrado que o modelo aqui proposto mostra-se capaz de elucidar

a origem da contribuição negativa para o módulo elástico de hidrogéis genéricos, permitindo

a interpretação física de alguns parâmetros mesoscópicos que estão diretamente relacionados a

fenômenos experimentais como os efeitos de amolecimento (softening) e enrijecimento (har-

dening). Além de estar relacionada à contribuição energética do módulo elástico, a energia de

interação polímero-solvente se mostrará importante, também, para o entendimento do que pro-

voca o amolecimento de diversos hidrogéis à base de polímeros não só sintéticos como também

biopolímeros relevantes.

1.2 Organização da tese

No Capítulo 2, é feita uma revisão de alguns aspectos teóricos e computacionais rele-

vantes relacionados à reologia e à microrreologia de soluções diluídas de filamentos flexíveis.

Ali, discute-se o modelo de filamento efetivo (MFE) utilizado na obtenção das propriedades

viscoelásticas das soluções diluídas, bem como os fundamentos teóricos que sustentam sua

construção. A discussão é seguida de detalhes sobre como as simulações de relaxação são rea-

lizadas para soluções de filamentos flexíveis e semiflexíveis e sobre como a partícula de prova

é inserida em ambos os casos. Alguns dados comparativos são apresentados, mostrando a equi-

valência entre as abordagens estocástica e de relaxação. São apresentadas também, para efeito

de validação do MFE, resultados computacionais aplicados a dados experimentais de soluções

diluídas de poliacrilamida (PAM), DNA e colágeno, que puderam ser descritos com o método

de relaxação proposto.

No Capítulo 3, a generalização do MFE a sistemas semidiluídos é feita inserindo o

potencial de volume excluído para descrever a interação entre as cadeias do sistema.

No Capítulo 5, discute-se detalhadamente o modelo simplificado de dois estados utiliza-

dos para descrever o tetra-PEG e como foi possível explicar a origem da contribuição negativa

para o módulo elástico. Nesse capítulo, todas as deduções decorrentes desse modelo são fei-

tas em detalhe, e as expressões obtidas são comparadas a resultados experimentais para fins de

validação.

Por fim, no Capítulo 6, o escopo do modelo de dois estados é estendido no sentido de

que ele possa ser aplicado também a géis e hidrogéis de origens variadas, e.g., aqueles feitos

de cadeias biopoliméricas como queratina, fibroína, neurofilamentos e colágeno. Mostra-se que

o modelo de dois estados também é capaz de descrever outros fenômenos físicos relevantes,

e.g., o efeito de amolecimento, enrijecimento, e também questões sobre o aumento de volume

(swellability) de alguns hidrogéis.
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Parte II

Microrreologia de soluções diluídas
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Capítulo 2

Microrreologia de soluções de filamentos

Publicação relacionada:
Microrheology of semiflexible filament solutions based on relaxation simulations [43]

Leonam K. R. Duarte, A. N. C. Teixeira, Leandro G. Rizzi

Soft Matter 17, 2920 (2020)

Neste capítulo, são apresentadas as motivações, as discussões e a metodologia utilizada

no desenvolvimento do trabalho publicado na Ref. [43], que trata da obtenção das propriedades

viscoelásticas de soluções de filamentos semiflexíveis através do uso do teorema de flutuação-

dissipação [44]. Apesar desse teorema ser amplamente utilizado na prática experimental, a

proposta aqui apresentada, na qual simulações numéricas são realizadas com o objetivo de se

obter as propriedades mecânicas de soluções, é pioneira na literatura.

2.1 Viscoelasticidade de soluções diluídas

2.1.1 Funções respostas viscoelásticas

A princípio, é possível caracterizar alguns materiais por meio de experimentos de cisa-

lhamento, separando-os em dois grupos idealizados: sólidos elásticos simples (material hooke-

ano), e fluidos viscosos simples (material newtoniano). Sólidos elásticos, quando submetidos a

uma deformação infinitesimal, resistem produzindo um estresse que obedece a uma relação aná-

loga à lei de Hooke, isto é, o estresse produzido é sempre proporcional à deformação imprimida,

e independe da taxa de variação com que ela é aplicada. De maneira similar, fluidos viscosos,

submetidos ao mesmo experimento, devem obedecer à relação de Newton, que afirma que o

estresse produzido é sempre proporcional à taxa de variação da deformação, mas independe da

deformação em si.

Encontrar relações constitutivas (como as de Hooke e de Newton) para materiais visco-

elásticos nem sempre é uma tarefa fácil, uma vez que eles podem se comportar, em algum grau,

simultaneamente como sólidos elásticos e fluidos viscosos. Entretanto, sempre que a deforma-

ção submetida for pequena o suficiente para evitar a alteração permanente de estruturas internas

do material, é possível caracterizar completamente suas propriedades reológicas por meio da
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teoria linear de viscoelasticidade, que generaliza a relação entre estresse e deformação de cisa-

lhamento utilizando o princípio de superposição de Boltzmann, dada pela integral [45, 46]

σ(t) =
∫ t

−∞
dt ′G(t − t ′)γ̇(t ′). (2.1)

Aqui, G(t) é a função resposta viscoelástica característica do material, também chamada

de módulo de relaxação, e γ̇(t) = dγ(t)/dt é a taxa de variação da deformação de cisalhamento.

É interessante notar que a medida do estresse no tempo atual (tempo t) depende de todo o pas-

sado da amostra durante o experimento, pois, com o princípio de superposição de Boltzmann,

somam-se todos os efeitos anteriores a uma distância temporal de t − t ′, para todo instante pas-

sado t ′. Geralmente, a Eq. (2.1) é aplicada considerando G(t − t ′) = 0 para t − t ′ < 0, o que

equivale a iniciar o experimento e as medidas em t = 0.

A Eq. (2.1) pode ser utilizada em situações gerais e, para ilustrar seu uso, considere

um sólido elástico simples. Nesse caso, o módulo de relaxação deve ser constante e igual ao

módulo de cisalhamento, i.e., G(t) = Ge. Logo, a relação constitutiva obtida, mediante o uso

da Eq. (2.1), é σ(t) = Geγ(t), que é precisamente a relação análoga à lei de Hooke. Agora, um

fluido simples possui módulo de relaxação igual a G(t) = ηsδ (t), em que ηs é a sua viscosidade

e δ (t) é a delta de Dirac. A relação constitutiva proveniente do uso desse módulo de relaxação

na Eq. (2.1) é σ(t) = ηsγ̇(t), que é a relação de Newton.

Particularmente, para uma deformação cisalhamento oscilatória com γ(t) ∝ cos(ωt),

pode-se deduzir uma forma alternativa da Eq. (2.1) mediante a definição do módulo de cisa-

lhamento complexo G∗(ω) = G′(ω) + iG′′(ω), em que i2 = −1. Fazendo as manipulações

adequadas [44, 45], é possível mostrar que a Eq. (2.1) passa a ter a forma

σ(t,ω) = G′(ω)γ(t)+η ′(ω)γ̇(t), (2.2)

em que η ′(ω) = G′′(ω)/ω é a viscosidade dependente da frequência de oscilação ω . Assim,

para sólidos simples vemos que G′(ω) = Ge e η ′(ω) = 0, de modo que a relação de Hooke

é recuperada. Por outro lado, temos que G′(ω) = 0 e η ′(ω) = ηs para um fluido simples,

pois assim se recupera a relação de Newton. Desse modo, os módulos de armazenamento (de

energia elástica) e de perda (dissipação de energia), G′(ω) e G′′(ω), respectivamente, trazem

informações distintas sobre o tipo de comportamento do material: o primeiro caracteriza uma

resposta elástica bem como a capacidade do material retornar ao seu estado inicial em virtude

da energia elástica armazenada nele; o segundo caracteriza uma resposta viscosa bem como a

capacidade do material escoar enquanto dissipa a energia fornecida a ele.

Tanto G(t) quanto G∗(ω) fornecem as mesmas informações físicas quando medidas no

regime linear de viscoelasticidade, de modo que a obtenção de um ou outro é suficiente para

compreender as propriedades reológicas de um material. De fato, os dois estão relacionados por

uma transformada de Fourier segundo a equação [9, 44, 45]

G∗(ω) = iω

∫ ∞

0
dt ′G(t ′)e−iωt ′ . (2.3)
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Como tem-se na Eq. (2.2), para soluções viscoelásticas diluídas é conveniente calcular,

também, a viscosidade complexa η∗(ω) = η ′(ω)− iη ′′(ω) = G∗(ω)/iω , de onde identificam-

se as componentes real e imaginária como sendo η ′(ω) = G′′(ω)/ω e η ′′(ω) = G′(ω)/ω . Para

baixas frequências de oscilação, fluidos complexos se comportam-se majoritariamente como um

fluido simples de viscosidade η0 > ηs, onde η0 é a viscosidade da solução como um todo e ηs

é a viscosidade do solvente. No mesmo regime de frequências, o módulo de perda G′′(ω) é

aproximadamente proporcional à frequência de oscilação, de modo que valem as relações

η0 = lim
ω→0

η ′(ω) = lim
ω→0

η∗(ω) =
∫ ∞

0
dt ′G(t ′) . (2.4)

Nessa equação, a viscosidade η0 (obtida de um experimento de cisalhamento oscilató-

rio) coincide com a viscosidade de um escoamento estacionário calculada por η(γ̇) = σ(γ̇)/γ̇

(obtida de um experimento de step-strain [44, 45]) para baixas taxas da deformação de cisalha-

mento γ̇ . Esse resultado, obtido no regime de viscoelasticidade linear, é conhecido por regra de

Cox-Merz [47].

2.1.2 Microrreologia de fluidos complexos

Técnicas microrreológicas possuem grandes vantagens em relação aos métodos tradi-

cionais quanto à caracterização de soluções complexas. A primeira delas, de cunho prático, é

que a quantidade de amostra requerida para realização dos experimentos (alguns µL) é bem

menor que no método tradicionais (alguns mL). Além disso, com técnicas tradicionais tem-se

um limite superior de frequências que se consegue atingir, cerca de ω ≤ 102 rad.s−1. Com

técnicas de microrreologia [18], consegue-se medidas com resolução muito maior, da ordem de

ω ≤ 106 rad.s−1.

Existem diversas abordagens microrreológicas [1] como a videomicroscopia de partícu-

las e o espalhamento de luz, todas elas fornecendo as propriedades viscoelásticas do material

através de medidas da dinâmica de partículas de provas imersas no meio, ou seja, por meio de

medidas do desvio quadrático médio ⟨∆r2(t)⟩a, em que a é o raio das partículas e t é o tempo.

O desvio quadrático médio (DQM) se relaciona à compliância J(t) da solução por meio de

relações generalizadas de Stokes-Einstein [11, 48, 49], que, nesse caso, se escreve como

J(t) =
3πa

dkBT
⟨∆r2(t)⟩a, (2.5)

onde d é a dimensão euclidiana da trajetória das partículas, kB é a constante de Boltzmann e T

é a temperatura absoluta do meio. Pode-se compreender a Eq. (2.5) de uma maneira simples:

para tempos longos, t ≫ τ f , onde τ f é o maior tempo de relaxação da solução, espera-se que o

DQM de uma partícula de prova, imersa na solução, seja dado por ⟨∆r2(t)⟩a = 2dDat, em que

o coeficiente

Da =
kBT

6πaη0
, (2.6)

é chamado de coeficiente de difusão livre da partícula. Isso implica que J(t) = t/η0, conforme
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prevê a Eq. (2.5). Essa relação linear entre a compliância e o tempo é precisamente o que se

obtém em experimentos (creep-compliance [44, 45]), sendo o coeficiente de proporcionalidade

o inverso da viscosidade da solução.

No regime linear de viscoelasticidade, tanto a reologia tradicional quanto a microrreolo-

gia devem fornecer os mesmos resultados para as propriedades viscoelásticas de uma amostra.

Uma forma de conectar a microrreologia (obtida diretamente da compliância) com a microrreo-

logia tradicional (geralmente relacionada ao módulo de relaxação), é considerar a Eq. (2.1) para

experimentos do tipo creep-compliance. De maneira similar à Eq. (2.1), em que o estresse é ob-

tido por uma sucessão de deformações infinitesimais (experimentos stress relaxation [44, 45]),

é possível realizar o experimento inverso, em que a deformação do material é obtida por uma

sucessão de estresses infinitesimais aplicados, isto é

γ(t) =
∫ t

−∞
dt ′J(t − t ′)σ̇(t ′). (2.7)

Ao calcular a transformada de Fourier da Eq. (2.1) e da Eq. (2.7) e comparar as equações

resultantes, conclui-se que

G∗(ω)Ĵ(ω) =
1

iω
, (2.8)

onde G∗(ω) = iωĜ(ω), com Ĝ(ω) e Ĵ(ω), sendo as transformadas de Fourier das funções

resposta G(t) e J(t), respectivamente. O teorema da convolução [50] permite inverter a Eq. (2.8)

do espaço das frequências para o espaço dos tempos, de modo que a relação direta entre o

módulo de relaxação e a compliância se dá pela integral de convolução [45]

∫ t

0
dt ′G(t − t ′)J(t ′) = t. (2.9)

As Eq. (2.8) e a Eq. (2.9) são fundamentais, e neste trabalho elas serão utilizadas para

conectar o movimento de partículas de prova imersas na solução estudada com as suas proprie-

dades reológicas, conforme as ideias discutidas a seguir.

2.1.3 Dinâmica estocástica e relaxação de polímeros

Teoricamente, a viscoelasticidade de soluções poliméricas diluídas é estudada através de

estimativas do módulo de relaxação da solução, isto é, G(t) = ηsδ (t)+G f (t) [51]. O primeiro

termo dessa equação considera apenas as propriedades mecânicas do solvente (fluido newtoni-

ano), enquanto G f (t) contabiliza a alteração nas propriedades mecânicas da solução devido aos

filamentos nela inseridos. Por meio de argumentos eurísticos de que o módulo de relaxação da

solução está relacionado à relaxação temporal de segmentos parciais dos filamentos, é possível

estimar que [46, 52, 53]

G(t) = ηsδ (t)+n f kBT

(

t

τ f

)−α

e−t/τ f , (2.10)
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em que G f (t) é igual ao segundo termo do lado direito dessa equação. Ademais, n f é a densi-

dade de número dos filamentos em solução, τ f é o maior tempo de relaxação dos filamentos e

α é um expoente positivo que está relacionado à flexibilidade deles [44, 46]. Ao inserir o resul-

tado da Eq. (2.10) na Eq. (2.3), deduz-se que o módulo de cisalhamento complexo da solução é

igual a

G∗(ω) = iω

[

ηs +
η0 −ηs

(

1+ iωτ f

)1−α

]

, (2.11)

onde1

η0 −ηs =
∫ ∞

0
dt ′G f (t

′) = Γ(1−α)τ f n f kBT. (2.12)

Como a Eq. (2.12) só está bem definida para α ∈ (0,1), pode-se deduzir da Eq. (2.11)

que se ωτ f ≪ 1, então, G∗(ω)∼ ω2+ iω; por outro lado, se ωτ f ≫ 1, tem-se G∗(ω)∼ (iω)α ,

que é o comportamento típico que se espera para o módulo de cisalhamento complexo de solu-

ções diluídas. Além disso, a viscosidade complexa é dada por

η∗(ω) = ηs +
η0 −ηs

(

1+ iωτ f

)1−α
, (2.13)

pois G∗(ω) = iωη∗(ω), de modo que se obtém η∗(ω) ∼ η0 se ωτ f ≪ 1, e η∗(ω) ∼ ηs se

ωτ f ≫ 1. Quando o sistema é, de fato, uma solução (isto é, n f ̸= 0), a curva da viscosidade

dependente da frequência η ′(ω) exibe uma transição entre um comportamento newtoniano a

altas frequência, com viscosidade ηs, e um comportamento diferente a baixas frequências, onde

sua viscosidade passa a ser η0 > ηs (Eq. (2.12)). Por outro lado, para n f = 0 não existe uma

solução, apenas um solvente simples que obedece à relação de Newton.

Na Fig. 2.1, são mostrados os gráficos do módulo de cisalhamento complexo G∗
f (ω) =

G∗(ω)− iωηs e da viscosidade complexa η∗
f (ω) = η∗(ω)−ηs, devidos aos efeitos dos fila-

mentos em solução, em função da frequência. Como se pode observar, as leis de potência a

baixas e altas frequências estão evidenciadas na Fig. 2.1(a) para filamentos flexíveis (α = 1/2)

e semiflexíveis (α = 3/4) na Fig. 2.1(b).

Diversos resultados provenientes das estimativas da Eq. (2.10) e Eq. (2.11) têm sido ve-

rificados através de simulações de cadeias únicas [54, 55], confirmando que o comportamento

de relaxação de soluções diluídas está, de algum modo, relacionado à dinâmica estocástica dos

monômeros centrais dos filamentos imersos na solução em tempos intermediários (t < τ f ). Os

resultados indicam que a lei de potência obedecida pelos módulos de armazenamento e de perda,

G′(ω)∼ G′′(ω)∼ ωα , obtida para ωτ f ≫ 1, coincide com a região temporal em que o desvio

quadrático médio das unidades monoméricas centrais dos filamentos em solução é descrito por

uma de difusão anômala, isto é, ⟨∆r2(t)⟩m ∝ tα . Particularmente, para cadeias semiflexíveis,

foi reportado [55–58] que o desvio quadrático médio das unidades centrais do polímero é ca-

racterizado por um expoente α = 3/4, concordando com diversos resultados teóricos [46, 59] e

experimentais [3, 60–62].

1A integral Γ(x) =
∫ ∞

0
sx−1e−sds é a função gama [50].
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Figura 2.1: Módulo de cisalhamento complexo G∗
f (ω)=G∗(ω)− iωηs e viscosidade complexa η∗

f (ω)=
η∗(ω)−ηs, devido aos filamentos, obtidos da Eq. (2.11) e Eq. (2.13) para (a) uma solução diluída de
cadeias flexíveis (α = 1/2) e (b) uma solução diluída cadeias semiflexíveis (α = 3/4).

Os mesmos resultados são obtidos quando se utiliza uma abordagem teórica baseada na

equação de Langevin generalizada (ELG) para descrever a dinâmica dos filamentos em solução

[52, 53]. Nesse caso, verifica-se, para cadeias flexíveis, que o módulo de relaxação da solução

é dado pela Eq. (2.10) com α = 1/2, isso considerando o regime superamortecido da ELG para

obter a dinâmica de monômeros centrais da cadeia polimérica, ou seja, o desvio quadrático

médio ⟨∆r2(t)⟩m ∝ tα . Com uma abordagem teórica similar, é possível conectar o expoente

do desvio quadrático médio de uma partícula de prova, ⟨∆r2(t)⟩a ∝ tβ , ao expoente módulo de

cisalhamento complexo da solução, G∗(ω) ∝ (iω)α , e mostrar, por meio de uma abordagem

microrreológica (Eq. (2.5)), que α = β [63] para ωτ f ≫ 1.

Assim, para mostrar a eficiência do método de relaxação proposto nesta tese, considerou-

se um modelo simplificado que descreve efetivamente a dinâmica não-markoviana de uma par-

tícula de prova imersa em uma região mesoscópica de uma solução diluída de filamentos, con-

forme apresentado na Fig. 2.2.

2.2 Métodos numéricos

2.2.1 Modelo de filamento efetivo (MFE)

Como discutido na Subseção 2.1.3, tem-se que o expoente que caracteriza o regime

de difusão anômalo de uma unidade monomérica central de um filamento é precisamente o

mesmo que emerge da dinâmica de uma partícula de prova colocada no interior da solução. E

tal expoente também corresponde àquele que aparece no módulo de relaxação e no módulo de

cisalhamento complexo da solução estudada.

Com base nesses resultados, estabeleceu-se o MFE em que uma cadeia polimérica com

N monômeros é descrita por interações efetivas e encontra-se imersa em um solvente de visco-

sidade ηs e temperatura absoluta T (vide a Fig. 2.2). Os monômeros vizinhos interagem entre

si por meio de dois potenciais efetivos, sendo um deles de estiramento (ou stretching) e o outro
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Figura 2.2: (a) A dinâmica de uma partícula de prova (círculo azul) imersa em uma região mesoscó-
pica de uma solução diluída de filamentos (painel à esquerda) é efetivamente descrita pela dinâmica de
monômeros (círculos cinzas) obtida de um modelo polimérico simplificado. A conexão entre o modelo
de filamento efetivo (MFE) (painel à direita) e as propriedades viscoelásticas da solução correspondente
(painel à esquerda) se dá através do coeficiente de difusão da partícula de prova. (b) Configuração típica
do MFE quando se utiliza a abordagem estocástica através da equação de Langevin superamortecida
para obtenção da dinâmica dos filamentos. (c) Configuração típica quando se utiliza a abordagem de
relaxação, na qual uma força externa F⃗ext é aplicada ao m-ésimo monômero localizado no meio da cadeia
polimérica. Figura também publicada no artigo relacionado a esta tese [43].

de torção (ou bending). O potencial de estiramento do filamento é dado, no tempo t, por

Uh(t) =
κ

2

N−1

∑
j=1

[

r⃗ j+1(t)− r⃗ j(t)
]2
, (2.14)

onde r⃗ j(t) é o vetor posição do j-ésimo monômero, κ = 3kBT/b2 é a constante elástica efetiva

do filamento e b é um parâmetro utilizado para definir a escala de comprimento efetiva do

sistema (tipicamente de alguns nanômetros), conforme obtido para o modelo de uma cadeia

gaussiana [51].

Já o potencial efetivo de torção, no tempo t, se escreve como [64]

Ub(t) =
κb

2

N−1

∑
j=2

[

r⃗ j−1(t)− 2⃗r j(t)+ r⃗ j+1(t)
]2

, (2.15)

onde κb = E/b4 é a constante efetiva de torção e E um parâmetro que determina o grau de

rigidez do filamento. O valor de κb pode ser relacionado ao comprimento de persistência ℓp

do filamento, visto que essa grandeza deve ser proporcional a Ap = E ′/b, sendo E ′ = E/kBT .

Convém mencionar que tanto κ como κb são medidos em unidades de força por unidades de

comprimento, e.g., pN.nm−1. Consequentemente, [E] = pN.nm3, [E ′] = nm2 e [Ap] = nm.



31

2.2.2 Simulações estocásticas

Para validar a abordagem de relaxação proposta, primeiramente comparou-se os resul-

tados desse método com aqueles provenientes de simulações estocásticas, em que a dinâmica

browniana do sistema é obtida resolvendo a equação de Langevin no regime superamortecido

para todas as posições dos monômeros do filamento, de modo que a evolução temporal do vetor

posição do i-ésimo monômero é dada, explicitamente, por

r⃗i(t +∆t) = r⃗i(t)+
√

2D0∆tξ⃗i(t)+
3D0

b2

[

X⃗i(t)−
A

3b
Y⃗i(t)

]

∆t . (2.16)

Essa equação pode ser resolvida numericamente utilizando o método de integração de

Euler, onde ∆t é o passo de tempo de integração e D0 = kBT/ζ é a difusão livre da partí-

cula de prova mapeada na dinâmica dos monômeros do MFE (vide a Subseção 2.2.1). Sendo

a partícula de prova esférica, o coeficiente de fricção independente do tempo é escrito como

ζ = 6πaηs, de modo que relação de Stokes-Einstein é D0 = kBT/6πaηs. A força aleatória

f⃗a(t) =
√

2D0/∆tξ⃗i(t) é definida para ξ⃗i(t) um vetor aleatório cujas componentes advêm de

uma distribuição gaussiana de média nula e variância unitária, sendo elas estatisticamente in-

dependentes entre si para qualquer valor de i, conforme descrito na Ref. [65]. Além disso,

F⃗i(t) = κX⃗i(t)− κb⃗Yi(t) é a força interna2 que atua no i-ésimo monômero, determinada para

κX⃗i(t) = −∇iUh(t) e κb⃗Yi(t) = ∇iUb(t), obtidas da Eq. (2.14) e Eq. (2.15), respectivamente,

para ∇i = x̂∂xi
+ ŷ∂yi

+ ẑ∂zi
.

Em conformidade à discussão feita na Subseção 2.1.3, impõem-se que a dinâmica das

partículas de prova numa solução de filamentos, mensurada pelo seu desvio quadrático médio

(DQM), pode ser efetivamente descrita pelas flutuações das posições dos monômeros no MFE,

que, por sua vez, é caracterizado pela equação

⟨∆r2(τ)⟩= ⟨[⃗r(τ + t0)− r⃗(t0)]
2⟩ , (2.17)

em que ⟨· · · ⟩ representa médias sobre NT monômeros e M amostragens do experimento nu-

mérico e τ = t − t0 > 0. Em todas as simulações, a configuração inicial corresponde à cadeia

completamente estirada na direção x do sistema de coordenadas, com a separação entre monô-

meros vizinhos satisfazendo a x̂ · [⃗ri+1(0)− r⃗i(0)] = b. As médias calculadas na Eq. (2.17) são

realizadas apenas após a termalização do sistema, ocorrida depois de um tempo de termalização

t0. O coeficiente de difusão dependente do tempo (DDT) dos monômeros no MFE é obtido pela

taxa de variação do DQM, como mostrado abaixo:

D(τ) =
1

2d

∂ ⟨∆r2(τ)⟩

∂τ
. (2.18)

Todos os resultados aqui apresentados foram obtidos para três dimensões espaciais

(d = 3). E para evitar efeitos de bordas nas estimativas tanto do DQM quanto no DDT, fo-

2Note que o deslocamento X⃗i(t) = r⃗i−1(t)− 2⃗ri(t)+ r⃗i+1(t), enquanto Y⃗i(t) = X⃗i−1(t)−2X⃗i(t)+ X⃗i+1(t).



32

ram consideradas médias sobre NT = N−2NE monômeros, nas quais NE são excluídos de cada

uma das extremidades do filamento do MFE.

2.2.3 MFE: filamentos flexíveis

Na Fig. 2.3, é mostrada uma comparação entre os resultados de simulação em que fo-

ram utilizados os métodos estocástico e de relaxação na obtenção do desvio quadrático médio

(DQM) e do coeficiente de difusão dependente (DDT) do tempo para o modelo de filamento efe-

tivo (MFE) flexível (κb = 0 pN.nm−1). A dinâmica dos monômeros no MFE pode ser obtida de

forma analítica através do modelo de Rouse [46, 51] e o DQM apresenta dois regimes difusivos

normais: para τ < τ0 = kBT/π2κD0, temos que ⟨∆r2(τ)⟩ = 6D0τ; agora, para τ > τ f = τ0N2,

tem-se que ⟨∆r2(τ)⟩= 6D f τ , em que D f = D0/N é o coeficiente de difusão do centro de massa

do filamento. Ademais, o modelo de Rouse prevê um regime subdifusivo [51] que ocorre para

tempos intermediários, isto é, τ0 < τ < τ f , no qual tem-se que ⟨∆r2(τ)⟩=
√

36kBT D0/πκ τ1/2.

Como se pode observar na Fig. 2.3(b), esses regimes são mais bem visualizados no gráfico do

DDT, que apresenta para τ0 < τ < τ f uma transição entre os regimes difusivos segundo a lei de

potência D(τ) =
√

kBT D0/4πκ τ−1/2, saindo do regime de difusão livre onde D0 = lim
τ→0

D(τ),

até o regime de difusão do centro de massa do filamento, em que D f = lim
τ→∞

D(τ).

De fato, para os parâmetros arbitrários N = 100, D0 = 90 nm2.ms−1, T = 27 ºC (kBT =

4,14 pN.nm), κ = 1,38 pN.nm−1 (b = 3 nm) e κb = 0 pN.nm−1 (A = 0 nm), o menor tempo

de relaxação vale τ0 = 3,4×10−3 ms. Conforme se observa na Fig. 2.3(a e b), a dinâmica dos

monômeros do filamento não é afetada pelas interações com seus vizinhos, e, até que se atinja o

tempo τ0, eles difundem-se como se estivessem livres (D0 = 90 nm2.ms−1). O mesmo acontece

após se passar um intervalo de tempo de τ f = 34 ms; a diferença é que agora a dinâmica

dos monômeros é coletiva, isto é, todos difundem-se com mesmo coeficiente de difusão do

centro de massa do filamento (D f = 0,9 nm2.ms−1). Em tempos intermediários, que para os

parâmetros mencionados corresponde a 3,4×10−3 < τ < 34 ms, o regime anômalo se apresenta

sob uma lei de potência em que o coeficiente de difusão diminui à medida que o tempo passa,

sendo D(τ) ∝ τ−1/2. Para ambas as abordagens numéricas, utilizou-se ∆t = 10−4 ms como

passo de integração. Particularmente, para simulações estocásticas (Eq. (2.16)), os dados da

Fig. 2.3 foram obtidos para M = 100 realizações independentes com NE = 7, tendo o sistema

passado por um intervalo de termalização de t0 = 500 ms (o que corresponde a 5×106 passos

de integração por monômero). Para as simulações de relaxação, a força externa aplicada ao m-

ésimo monômero teve módulo igual a F0 = 1 pN e nenhuma termalização anterior foi necessária

(ou seja, t0 = 0). Os detalhes técnicos de simulações de relaxação estão descritos na seção

seguinte.
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Figura 2.3: (a) Desvio quadrático médio (DQM) e (b) coeficiente de difusão dependente do tempo (DDT)
em função do tempo para o modelo de filamento efetivo (MFE) flexível (i.e., κb = 0pN.nm−1). As linhas
tracejadas em verde correspondem a simulações estocásticas, ao passo que as linhas contínuas em azul
correspondem a simulações de relaxação. Linhas tracejadas em preto indicam dois regimes difusivos
normais, para os quais o DQM é uma função linear do tempo, e o DDT do tempo é constante. Além disso,
é mostrado também um terceiro regime de difusão, denominado anômalo, em que ⟨∆r2(τ)⟩ ∝ τ1/2 e
D(τ)∝ τ−1/2, como esperado para cadeias flexíveis [51]. Figura também publicada no artigo relacionado
a esta tese [43].

2.3 Método de relaxação

2.3.1 Simulações de relaxação baseadas no TFD

No método de relaxação, tanto o DQM quanto o DDT são determinados por relações

matemáticas resultantes do teorema de flutuação-dissipação (TFD) [44, 51]. No caso de uma

força externa puxando um monômero central no MFE, é possível fazer uma simplificação im-

portante na ELG, que descreve a dinâmica do filamento. Se a força externa é fraca o suficiente

para permitir a aplicação do TFD, ao mesmo tempo em que é intensa o suficiente para que se

possa desprezar as forças aleatórias que atuam no filamento (segundo termo do lado direito da

Eq. (2.16)), então, a dinâmica do i-ésimo monômero será dada por

r⃗i(t +∆t) = r⃗i(t)+

[

δim
D0

kBT
F⃗ext(t)

]

∆t +
3D0

b2

[

X⃗i(t)−
A

3b
Y⃗i(t)

]

∆t . (2.19)

Nessa equação, δim é a delta de Kronecker, garantindo assim que a força externa seja aplicada

apenas ao m-ésimo monômero do filamento, conforme ilustrado na Fig. 2.2(c).
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Como descrito na Ref. [44], se a partir do instante t0 for aplicada uma força externa

(de componentes são Fj(t) ( j = x,y ou z)) no m-ésimo monômero do MFE, o seu deslocamento

r⃗m(t)− r⃗m(t0) deve depender linearmente das componentes dessa força de acordo com a equação

[⃗rm(t)− r⃗m(t0)]k = ∑
j

χk j(t)Fj(t), (2.20)

onde [⃗rm(t)− r⃗m(t0)]k indica a k-ésima componente do vetor deslocamento (k = x,y ou z) para

τ = t− t0 > 0. Além disso, a função resposta χk j(t) é um tensor cujas componentes (que podem

variar com no tempo) são determinadas pelo TFD [44] e valem

χk j(t) =
1

2kBT
⟨[⃗rm(t)− r⃗m(t0)]k [⃗rm(t)− r⃗m(t0)] j⟩. (2.21)

É importante ressaltar que, do lado esquerdo da Eq. (2.20), o deslocamento [⃗rm(t)− r⃗m(t0)]k
é uma medida realizada na presença da força externa (determinada pela Eq. (2.19)), ao passo

que as médias do lado direito da Eq. (2.21) são tomadas para o sistema em equilíbrio (isto é,

médias correspondentes a resultados obtidos da Eq. (2.16)). Assim, o TFD faz uma conexão en-

tre medidas do sistema perturbado (F⃗ext(t) ̸= 0⃗) com aquelas obtidas do sistema não perturbado

(F⃗ext(t) = 0⃗), o que possibilita a determinação de grandezas físicas complicadas de se medir no

sistema em equilíbrio mediante a aplicação de uma perturbação controlada.

Se, para τ < 0, o MFE é descrito pela Eq. (2.16) (sistema não perturbado), mas para

τ > 0 passa a atuar uma força constante F⃗ext(t) = ẑF0 no m-ésimo monômero do filamento,

de modo que o MFE passe a ser descrito pela Eq. (2.19) (sistema perturbado), então, o TFD

permite escrever a relação

zm(τ + t0)− zm(t0) = χzz(τ + t0)F0, (2.22)

em que χzz(τ + t0) = ⟨∆z2(τ)⟩/2kBT , de acordo com a Eq. (2.21). Assumindo que a difusão

do filamento é isotrópica, então, o DQM pode ser escrito como ⟨∆r2(τ)⟩ = d⟨∆z2(τ)⟩, com d

sendo a dimensão euclidiana do sistema. Assim, a relação entre o DQM e o deslocamento do

m-ésimo monômero do filamento é

⟨∆r2(τ)⟩= 2d
kBT

F0
[zm(τ + t0)− zm(t0)] . (2.23)

Agora, como o DDT é obtido através de uma derivada temporal, conforme descrito na

Eq. (2.18), obtém-se

D(τ) =
kBT

F0
vm,z(τ + t0), (2.24)

onde vm,z(τ+t0) é a componente da velocidade do m-ésimo monômero na direção z após a força

externa começa a puxar o filamento, ou seja, para t > t0, sendo t0 é um tempo de termalização.

Vale a pena mencionar as diversas vantagens do método de relaxação em relação ao

método estocástico. A primeira delas é que, no método de relaxação, nenhuma termalização



35

é necessária para descrever a dinâmica do sistema (vide os resultados da Fig. 2.3) e, portanto,

pode-se tomar t0 = 0 em todas as simulações em que o método foi utilizado, poupando, assim,

tempo de simulação. Além disso, os resultados apresentados na Fig. 2.3 mostram que a hipó-

tese de que o filamento difunde-se isotropicamente é bastante razoável, uma vez que as curvas

obtidas com os dois métodos de simulação são praticamente iguais.

O segundo ponto é que não é preciso realizar médias para se conseguir o DQM e o DDT

(obtidos da Eq. (2.23) e Eq. (2.24), respectivamente, no método estocástico). Uma vez despre-

zadas as forças aleatórias f⃗i(t) no método de relaxação, aumenta-se a eficácia das simulações,

pois deixa de ser necessário o cálculo de 3N números aleatórios a cada passo de integração

das equações de Langevin (vide a Eq. (2.16)), uma tarefa bastante custosa do ponto de vista

computacional. A título de exemplo, os dados mostrados na Fig. 2.3 foram obtidos em 144 min

pelo o método de relaxação, enquanto que, com o método estocástico, as simulações dura-

ram 3509 min, com as simulações realizadas sob as mesmas condições computacionais (Intel®

CoreTM i7-4700HQ; 16 Gb RAM).

O terceiro ponto é que a natureza ruidosa do DQM, obtido com o método estocástico,

produz grandes dificuldades no tratamento dos dados. No cálculo do DDT, definido como a de-

rivada do DQM, segundo a Eq. (2.18), deve-se necessariamente utilizar algum método de ajuste

local dos dados para determinar sua dependência temporal – neste trabalho, utilizou-se o coefi-

ciente angular de uma regressão linear simples como aproximação. Além disso, para determinar

as propriedades viscoelásticas do MFE, é necessário calcular numericamente a transformada de

Fourier do DQM (Eq. (2.5)) a fim de se obter a compliância complexa Ĵ(ω) e, posteriormente,

o módulo de cisalhamento complexo G∗(ω) (conforme a Eq. (2.5) e a Eq. (2.8)). Problemas

de instabilidade numérica surgem quando tenta-se determinar as propriedades viscoelásticas do

MFE com os dados provenientes das simulações estocásticas. Entretanto, esses empecilhos são

eliminados com a utilização do método de relaxação, uma vez que, com ele, os dados de saída

são funções suaves tanto para o DQM quanto para o DDT, ou seja, livres de ruídos aleatórios.

2.3.2 Propriedades viscoelásticas

Como discutido nas Seções 2.1.1 e 2.1.2, a viscoelasticidade de uma solução de filamen-

tos é caracterizada pelo módulo de cisalhamento complexo G∗(ω), que pode ser obtido a partir

da transformada de Fourier da compliância (Eq. (2.8)). A ideia central de usar uma abordagem

microrreológica é que se pode obter J(τ) diretamente do DQM das partículas de prova do MFE

usando a Eq. (2.5).

Quanto ao MFE, a primeira coisa que devemos obter são os parâmetros efetivos ou κ ,

Ap, N e D0 com o intuito de obter as funções viscoelásticas J(τ), G∗(ω) e η∗(ω) do sistema

juntamente com as informações experimentais que temos acesso, isto é, τ f , ηs, η0 e T . Para

ilustrar como fazer isso, considere a solução diluída de cadeias de polieletrólitos a seguir. Na

Fig. 2.4, é mostrada a comparação entre resultados obtidos de simulações de relaxação e dados

experimentais da Ref. [11], obtidos para uma solução de filamentos de poliacrilamida (PAM).

Conforme mencionado na Seção 2.2.3 e ilustrado pelos resultados numéricos apresen-



36

10
1

10
2

10
3

10
4

τ    [ ms ]

10
-1

10
0

10
1

10
2

J
(τ

) 
  
 [

 P
a-1

 ]

τ

τ
f

τ
0

η
s

_

τ_
η

0

Dados experimentais

Simulações

10
-2

10
-1

10
0

10
1

ω    [ rad/s ]

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

G
* (

ω
 )

  
  
[ 

P
a 

]

G ′(ω )

G ″(ω )

10
-2

10
-1

10
0

10
1

ω [ rad/s ]

10
-1

η
′(

ω
) 

  
 [

 P
a.

s 
]

a b c

~ω 2

~ω

η
0

η
0

/Νη
s 
= 

Figura 2.4: Dados experimentais (círculos) de uma solução de poliacrilamida (PAM) a uma concentra-
ção de 0,07 wt% [11] e resultados numéricos obtidos de simulações de relaxação (linhas contínuas).
(a) Compliância, (b) módulos de armazenamento (círculos fechados) e de perda (círculos abertos), e
(c) viscosidade dependente da frequência, em função da frequência angular. As simulações foram im-
plementadas para N = 10, F0 = 1 pN, D0 = 1,69 nm2.ms−1, κ = 7,28× 10−3 pN.nm−1, T = 25◦C e
∆t = 0,1 ms. Além disso, as grandezas G∗(ω) e η ′(ω) foram obtidas da Eq. (2.8) mediante a utilização o
método numérico descrito na Ref. [66]. Figura também publicada no artigo relacionado a esta tese [43].

tados na Fig. 2.3, a dinâmica dos monômeros no MFE flexível são muito bem descritas pelo

modelo de Rouse, em que o DDT vale aproximadamente D0 para tempos inferiores a τ0, en-

quanto que para τ ≫ τ f vale

D f =
D0

N
=

kBT

6πaηsN
(2.25)

onde o maior tempo de relaxação do MFE é dado pelo tempo de relaxação do modelo de

Rouse [51], ou seja,

τ f =
kBT

π2κD0
N2 . (2.26)

Assumindo que o coeficiente de difusão Da de uma partícula de prova, de raio a (Eq. (2.6))

seja igual ao coeficiente de difusão D f (Eq. (2.25)), é possível estabelecer uma conexão entre a

viscosidade relativa da solução ηr com o número efetivo de monômeros N do MFE segundo a

equação

ηr =
η0

ηs
= N . (2.27)

Essa equação é útil, pois permite uma estimativa do número de monômeros necessários

no MFE para que seja possível descrever corretamente o comportamento dos dados experimen-

tais estudados. Por exemplo, da Fig. 2.4(c) vê-se que o valor N = 10 pode ser inferido da viscosi-

dade complexa η ′(ω) ao perceber que, para altas frequências, tem-se ηs = lim
ω→∞

η ′(ω) = η0/N,

enquanto que, para baixas frequências, encontra-se η0 = lim
ω→0

η ′(ω). Outra maneira de se deter-

minar N é através de medidas dos coeficientes de difusão D0 e D f , obtidos do DQM da partícula

de prova mediante a aplicação da Eq. (2.25) (vide a Fig. 2.3). Mesmo assim, essa última abor-

dagem não fornece informações adicionais, pois o DQM e a compliância estão relacionados

pela Eq. (2.5) e, como mostrado na Fig. 2.4(a), J(τ) = τ/ηs para τ ≪ τ0 e J(τ) = τ/η0 para

τ ≫ τ f , de modo que a viscosidade relativa também pode ser escrita como ηr = D0/D f .

Como ηr depende da densidade de número n f e do peso molecular M f dos filamen-
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tos [46], a Eq. (2.27) mostra que o número de monômeros N do MFE também deve possuir uma

dependência similar nessas quantidades. A concentração de filamentos w f (dada em wt%) se

relaciona à densidade de número por w f = n f M f /(nsMs + n f M f ), em que ns e Ms são a den-

sidade de número e o peso molecular das moléculas do solvente, respectivamente. Se o peso

molecular das cadeias de poliacrilamida for considerado como sendo MPAM = 18×106 g.mol−1

(vide a Ref. [11]), a densidade de número e o peso molecular das moléculas de água como sendo

nágua = 3,34×1022 cm−3 e Mágua = 18 g.mol−1, e a concentração usada nos experimentos, isto

é, wPAM = 0,07 wt%, encontra-se nPAM = 2,33×1013 cm−3. Assumindo um módulo de relaxa-

ção similar à definida na Eq. (2.10), pode-se de calcular a diferença η0 −ηs da solução diluída

pela Eq. (2.4), de modo que se obtém

η0 −ηs =
4
3

τ f n f kBT. (2.28)

Apesar de ser possível obter uma expressão específica para filamentos flexíveis, partindo

da Eq. (2.10) com α = 1/2 (vide Eq. (2.12)), a Eq. (2.28) é uma expressão geral válida para

fluidos complexos [63]. De fato, assumindo η0 = 460 Pa.ms (ηs = 46 Pa.ms), τ f = 3380 ms,

T = 25◦C (temperatura em que os experimentos da Ref. [11] foram executados), a Eq. (2.28)

fornece n f = 2,23×1013 cm−3, em excelente acordo com nPAM calculado anteriormente.

Com os valores de ηs, η0 e τ f estimados dos experimentos, pode-se determinar a cons-

tante elástica κ , utilizando a Eq. (2.25), Eq. (2.26) e a Eq. (2.27) conjuntamente, o que fornece

κ =
6η2

0

πηsτ f

a. (2.29)

Essa expressão evidencia a dependência da constante elástica com o raio a da partícula de prova

utilizada nos experimentos, sendo ele o único parâmetro livre do MFE. Entretanto, uma vez que

D0 também depende de a, como mostrado na Eq. (2.6) e na Eq. (2.25), é possível verificar que,

para ambos os métodos numéricos, estocástico ou de relaxação, o DQM é proporcional a 1/a,

e, portanto, a compliância J(τ) calculada pela Eq. (2.5) não dependerá do raio da partícula de

prova (consequentemente, nem G∗(ω) nem η∗(ω) dependerão desse parâmetro). A eliminação

de a na Eq. (2.5) por meio da Eq. (2.25) e da Eq. (2.27) pode elucidar a relação entre compliância

e DQM, pois pode-se escrever

J(τ) =
1

2dD f η0
⟨∆r2(τ)⟩. (2.30)

Ainda assim, esta equação continua a possuir uma dependência implícita em a devido a

D f . Entretanto, tal dependência é cancelada com o DQM que também depende de a de maneira

inversa. Apesar do valor de a ser arbitrário no modelo, os valores da constante elástica κ e

do coeficiente de difusão livre D0 podem ser determinados livremente contanto que o produto

desses parâmetros tenha um valor bem definido, isto é, κD0 = kBT η2
0/π2τ f η2

s , conforme re-

querido pela Eq. (2.26) e Eq. (2.27). Por exemplo, para obter a compliância J(τ) mostrada na

Fig. 2.4(a), foi escolhido κD0 = 12,342 pN.nm.ms−1, que é consistente com os valores de τ f ,
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ηs, η0 e T obtidos dos experimentos. A liberdade na escolha de D0 e κ só desaparece quando

o valor do raio da partícula de prova é especificado, que para os experimentos da Ref. [11]

foi de a = 2,8 µm, e portanto, D0 = 1,69 nm2.ms−1 e κ = 7,28 pN.nm−1, de acordo com as

Eqs. (2.25) e (2.29).

Quanto às simulações, independente da abordagem utilizada, deve-se escolher muito

bem o incremento ∆t utilizado na integração da equação de Langevin para o MFE. Isso porque

é desejável que se observe o regime de difusão livre da partícula de prova, em que ⟨∆r2(τ)⟩ =

2dD0τ que ocorre para τ ≪ τ0. Da mesma forma, o regime de difusão do centro de massa do

filamento, em que ⟨∆r2(τ)⟩ = 2dD f τ , que ocorre para τ ≫ τ f , também deve ser observado, e

por isso o maior tempo de simulação tmáx também deve ser escolhido com cuidado. Além disso,

o menor e o maior tempo de simulação podem ser mapeados na frequência angular para as

medidas experimentais do módulo de cisalhamento complexo e da viscosidade complexa. Desse

modo, para escolha desses dois parâmetros de tempo, deve-se considerar, também, a maior e a

menor frequências em que há pontos experimentais, pois elas estão relacionadas aos parâmetros

de simulação via ωmín > t−1
máx e ωmáx < ∆t−1. Por via de regra, deve-se sempre tomar o passo de

tempo satisfazendo a ∆t < τ f N−2, enquanto o tempo máximo da simulação deve ser tmáx > τ f ,

pois, assim, todos os dados experimentais serão representados por dados de simulação. Por

exemplo, na obtenção dos dados mostrados na Fig. 2.4(a), foi tomado ∆t = 0,1 ms, muito

menor do que τ0 = 33,8 ms, enquanto que o maior tempo de simulação foi τmáx = 107 ms,

muito maior que τ f = 3380 ms. Por outro lado, a menor frequência correspondente a um

ponto experimental nas figs. 2.4(b e c) é ωmín = 2× 10−2 rad.s−1, muito superior a τ−1
máx =

10−4 rad.s−1; a maior frequência com um ponto experimental é ωmáx = 25,1 rad.s−1, muito

inferior a ∆t−1 = 104 rad.s−1.

Conforme discutido, o módulo de cisalhamento complexo é obtido da transformada de

Fourier compliância mediante a relação G∗(ω) = [iω Ĵ(ω)]−1, em que Ĵ(ω) é obtido numerica-

mente pelo método proposto na Ref. [66] (para mais detalhes, veja a Ref. [60]). A viscosidade

complexa, por sua vez, é obtida fazendo

η∗(ω) =
G∗(ω)

iω
. (2.31)

As Figs. 2.4(b, c) indicam que o módulo de armazenamento G′(ω), o módulo de perda

G′′(ω) e a viscosidade η ′(ω) = G′′(ω)/ω descrevem os dados experimentais de soluções de

PAM [11] de maneira satisfatória. Em particular, para ω ≪ τ−1
f ≈ 0,3 rad.s−1, G∗(ω)∼ ω2 +

iω , o que implica que a viscosidade η ′(ω) = G′′(ω)/ω se aproxima do valor constante η0 =

460 Pa.ms. Como mostrado na Fig. 2.4(c), η ′(ω) tende a ηs = η0/N para altas frequências,

conforme já mencionado nesta e na Seção 2.1.3 (vide a Eq. (2.11)).

É importante destacar que, como será mostrado, as relações obtidas nesta seção (da

Eq. (2.25) até a Eq. (2.30)) continuam válidas para κb ̸= 0, de modo que a mesma abordagem

aqui apresentada pode ser aplicada ao estudo de soluções diluídas de filamentos semiflexíveis.

Além disso, incluem-se, no Apêndice A, as simulações comparativas que validam o método de

relaxação para cadeias semiflexíveis.
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2.4 MFE: filamentos semiflexíveis

Nesta seção, são apresentados resultados obtidos para soluções de filamentos semiflexí-

veis, nos quais os efeitos de torção são analisados em filamentos curtos e longos (relativamente

ao comprimento de persistência das cadeias), demonstrando, assim, a eficácia das simulações

de relaxação apresentadas na Seção 2.3.

A Fig. 2.5 mostra resultados obtidos para soluções de filamentos semiflexíveis descritas

pelo modelo de filamento efetivo (MFE) composto por N = 1000 monômeros, definidos para

diferentes valores da constante de torção κb, mas com constante elástica κ fixa. Os parâmetros

utilizados na obtenção dos resultados apresentados na Fig. 2.5 foram escolhidos arbitrariamente

não apenas para demonstrar o poder das simulações de relaxação, mas também para mostrar os

efeitos de torção em escalas de tempo que são nitidamente distinguidas nas curvas do desvio

quadrático médio (DQM) e do coeficiente de difusão dependente do tempo (DDT) e nas curvas

das funções viscoelásticas, isto é, o módulo de cisalhamento complexo e a viscosidade com-

plexa. As diferentes semiflexibilidades das cadeias do MFE estão caracterizadas em termos de

Ap = E ′/b que, conforme discutido (veja a Subseção 2.2.1), se relaciona à constante de torção

por κb = E/b4 e E ′ = E/kBT , e ao comprimento de persistência do MFE, uma vez que Ap ∝ ℓp.

Ou seja, maiores valores de κb correspondem a valores mais altos de Ap, e, consequentemente,

o MFE descreve uma solução de filamentos com comprimento de persistência ℓp mais eleva-

dos. É claro que, como a constante de torção é efetiva, pois acopla o movimento da partícula

de prova aos filamentos em solução, o valor de ℓp representa também uma quantidade efetiva,

e não o valor do comprimento de persistência dos filamentos na solução individualmente. Na

Fig. 2.5, para ilustrar como são as curvas obtidas da dinâmica e as propriedades viscoelásticas

correspondentes, utilizou-se T = 27◦C, D0 = 1 nm2.ms−1 e b = 1 nm. Tais valores levam a

κ = 12,426 pN.nm−1 e τ f = 3,4×104 ms. Ademais, os gráficos da Fig. 2.5(c e d) são apresen-

tados relativamente à viscosidade da solução η0, isto é, G∗(ω)/η0 e η∗(ω)/η0.

Das Figs. 2.5(a,b), tem-se que a inclusão do termo de torção no sistema leva a modifi-

cações significativas na dinâmica dos filamentos no MFE. Particularmente, para tempos curtos,

a dinâmica do MFE flexível (Ap = 0 nm) é alterada em um novo regime subdifusivo em que

⟨∆r2(τ) ∝ τα para um expoente cada vez mais próximo de α = 3/4 à medida que Ap aumenta.

Esse resultado é mais bem visualizado na Fig. 2.5(b) com DDT, de onde se verifica que o menor

tempo de relaxação diminui à medida que Ap aumenta, enquanto que as variações de κb apa-

rentemente não alteram o maior tempo de relaxação τ f (pelo menos para Ap < 5000 nm). Além

disso, o regime subdifusivo em que D(τ) ∝ τ−1/4 torna-se cada vez maior à medida que Ap

aumenta. Considerando uma aproximação em lei de potência local para o DDT, i.e., D(τ) ∝ τν ,

calcularam-se derivadas numéricas de ν e, do seu ponto de inflexão, foram determinados dois

tempos característicos, τs e τb, que compreende os limites de tempo em que o efeito de torção é

dominante, como ilustrado para Ap = 500 nm na Fig. 2.5(b). Os resultados indicam que ambos

os tempos característicos dependem de uma forma muito simples de Ap, como mostrado no

gráfico interno à Fig. 2.5(b), isto é, τs ≈ 0,3A−1
p e τb ≈ 0,3Ap. Além disso, observamos que,

pelo menos para os valores de A considerados, o coeficiente de difusão do centro de massa dos
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Figura 2.5: (a) Desvio quadrático médio, (b) coeficiente de difusão dependente do tempo, (c) módulos
de armazenamento (círculos fechados) e de perda (círculos abertos), respectivamente, e (d) viscosidade
dependente da frequência obtidos para N = 1000, F0 = 1 pN, D0 = 1 nm2.ms−1, T = 27◦C e ∆t = 10−6 ms
e κ = 12,426 pN.nm−1. No gráfico interno em (b), são mostrados os tempos característicos τs e τb em
função de Ap, enquanto em (c) e (d) é mostrado como as propriedades viscoelásticas se comportam para
baixas frequências. Figura também publicada no artigo relacionado a esta tese [43].

filamentos continua sendo dado por D f = D0/N para o tempo de relaxação τ f inalterado. Com

isso, foi possível continuar utilizando a Eq. (2.25) e Eq. (2.26), obtidas para o modelo de Rouse.

As Figs. 2.5(c,d) mostram que a dinâmica do MFE semiflexível modifica a resposta vis-

coelástica da solução para altas frequências. Ao contrário do que acontece para o MFE flexível,

em que o expoente característico é α = 1/2 a altas frequências [51], o aumento de Ap produz um

regime subdifusivo diferente em que os módulos de armazenamento e de perda são dados por

G′(ω) ∝ ωα e G′′(ω) ∝ ωα , enquanto que a viscosidade complexa é dada por η ′(ω) ∝ ωα−1

para um expoente característico α ≈ 3/4 (veja a Fig. 2.1), o que vai ao encontro de diversas

previsões teóricas e computacionais da literatura [46, 55–59]. Ademais, como esperado dos re-

sultados da dinâmica dos filamentos, pode-se verificar nas Figs. 2.5(c,d) que o regime de baixa

frequência não é alterado com a adição do termo de torção.

2.4.1 Aplicação a soluções de biopolímeros

Observando com cuidado a Fig. 2.5(c), percebe-se que, mesmo para filamentos semi-

flexíveis, cujo expoente característico é α = 3/4, os módulos de armazenamento e de perda
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Ap = 1179 nm e ∆t = 10−6 µs. Figura também publicada no artigo relacionado a esta tese [43].

continuam a possuir uma faixa de frequências em que α = 1/2 para um certo intervalo de

frequências. Com isso, torna-se evidente que o expoente α não é constante, mas apresenta uma

variação com o tempo, e o MFE aqui proposto é capaz de descrever resultados experimentais

em que esse comportamento, de fato, acontece.

Na Fig. 2.6, por exemplo, encontram-se os gráficos das respostas viscoelásticas para uma

solução diluída (1 mg.mL−1) de DNA [62], que é muito similar ao comportamento observado na

Fig. 2.5(c) para valores intermediários de Ap, em que acontece uma transição entre os regimes

subdifusivos de α ≈ 1/2, em que τ−1
f < ω < τ−1

b , para α ≈ 3/4, em que τ−1
b < ω < τ−1

s . Infe-

lizmente, como mostrado no gráfico interno da Fig. 2.6, a viscosidade dependente da frequência

η ′(ω), obtida dos experimentos, não possui dados suficientes para determinar o valor de ηs (cal-

culada para ω → ∞), impossibilitando o uso da Eq. (2.27). Ainda assim, foi possível estimar

o valor do número de monômeros para o MFE observando a ordem de grandeza de ηr para os

dados experimentais que se tem, que, nesse caso, vale aproximadamente N = 1000. Conside-

rando κD0 = 31,846 pN.nm.µs−1, valor obtido para η0 = 30 Pa.ms, T = 23◦C (temperatura em

que os experimentos foram realizados na Ref. [62]) e o maior tempo de relaxação τ f = 13 ms,

obtém-se uma boa concordância quantitativa entre simulação e experimento. Como se pode

observar no gráfico interior à Fig. 2.6, a viscosidade complexa η ′(ω), obtida da simulação, des-

creve satisfatoriamente os dados experimentais para diversas ordens de grandeza, de modo que

apenas valores elevados de N seriam adequados para descrever esse experimento.

Na Fig. 2.7, foi feita uma comparação entre resultados numéricos de simulações de

relaxação e dados experimentais para uma solução de colágeno, a 2 mg.mL−1, extraídos da

Ref. [67]. Infelizmente, nesse caso, encontrou-se uma limitação similar ao ocorrido com os

dados experimentais de filamentos de DNA, mas agora para baixas frequências (i.e., o valor
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de η0 é desconhecido). Isso, mais uma vez, impede a utilização da Eq. (2.27), entretanto, é

possível estimar o número de monômeros observando o comportamento da função η ′(ω), que

leva ao valor de N = 15. Dos dados experimentais, estima-se τ f = 1023 ms, e da Eq. (2.26)

obtém-se κD0 = 9,045× 10−2 pN.nm.ms−1. Embora N seja pequeno, como também foi no

caso da solução de PAM, convém mencionar que diversas simulações foram realizadas para de-

terminar o melhor valor de κb, uma vez que não há uma equação (como a Eq. (2.25), Eq. (2.26),

Eq. (2.27) e a Eq. (2.28)) que permita determinar esse parâmetro em termos de outros. Os re-

sultados mostrados na Fig. 2.7 indicam que o expoente α observado para a lei de potência nos

módulos de armazenamento e de perda encontra-se entre 1/2 e 3/4 para frequências interme-

diárias. O valor α ≈ 0,7 é confirmado pelo comportamento da função η ′(ω) ∝ ωα−1, mostrado

no gráfico interno. Como sugerido na Ref. [67], esse comportamento pode ser explicado com

base no baixo valor da razão ℓ/ℓp entre o comprimento de contorno (ℓ ≈ 300 nm) e o compri-

mento de persistência (ℓp ≈ 15−160 nm) das moléculas de colágeno, o que coloca a resposta

viscoelástica da solução em uma região de transição do expoente. Entretanto, a densidade de

número da solução, estimada da Eq. (2.28), vale n f = 0,03× 1013 cm−3, o que é um valor

baixo para a concentração nominal de 2 mg.mL−1. Esse valor de n f leva a um peso molecular

de 2,2×109 g.mol−1, indicando que as estruturas dos filamentos em solução devem ser fibras

muito maiores que as moléculas de colágeno de 300 kDa assumidas na Ref. [67].

É possível escolher um valor arbitrário para o raio a da partícula de prova. Embora

as funções viscoelásticas J(τ) e G∗(ω) não dependam do valor de a, é aconselhável que seus

valores sejam restringidos à escala de alguns µm, como feito na maioria de experimentos de

microrreologia [1]. Além disso, a aplicação do MFE e do TFD se limitam aos casos onde
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abordagens e microrreologia são válidas, o que acontece particularmente quando as relações

generalizadas de Stokes-Einstein [68] são válidas.

A equação de Langevin, dada pela Eq. (2.16) ou (2.19), possui algumas características

úteis ao ajustar os dados numéricos aos experimentais. Em virtude de sua linearidade, os resul-

tados numéricos para a dinâmicas e viscoelasticidade do MFE, isto é, ⟨∆r2(τ)⟩, D(τ), G∗(ω) e

η∗(ω), podem ser simplesmente reescalados de modo a representarem melhor os dados experi-

mentais. No caso do resultado reescalado ser um bom ajuste, é possível, a partir dos parâmetros

iniciais da simulação, ou seja, κ, κb, τ f , D0, encontrar novos parâmetros que irão corresponder

aos dados finais reescalados. Isso diminui em muito o número de simulações necessárias para

que sejam encontrados bons parâmetros que representem os dados experimentais que se deseja

descrever. Mais detalhes sobre este procedimento, denominado aqui de simulações correspon-

dentes, são discutidos detalhadamente no Apêndice B, em que alguns exemplos de aplicação

são explorados.
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Capítulo 3

Modelo de filamento efetivo estendido

Neste capítulo, são apresentadas as discussões, as motivações e alguns resultados do

MFE em que os efeitos de volume excluído são inseridos nas simulações de relaxação. Será

mostrado que a inserção desse efeito produz mudanças na dinâmica dos filamentos e, conse-

quentemente, nas propriedades viscoelásticas das soluções correspondentes, de modo que o

MFE possa descrever, de maneira coerente, resultados experimentalmente para soluções semi-

diluídas.

3.1 Motivação

No MFE proposto anteriormente, os efeitos de volume excluído puderam ser despreza-

dos, pois, por hipótese, as soluções descritas eram suficientemente diluídas, de modo que as

cadeias poliméricas não interagiam umas com outras e nem com as suas diferentes partes (vide

a Subseção 2.2.1). Tais considerações se mostraram bastante razoáveis, pois os vários resul-

tados experimentais estudados nas Figs. 2.4, 2.6 e 2.7, quando comparados aos de simulação,

apresentaram uma concordância quantitativa satisfatória. Entretanto, à medida que soluções

mais concentradas passam a ser consideradas, percebe-se que o MFE, na versão até aqui discu-

tida, deixa de funcionar, uma vez que o aumento na concentração possibilita que interações, até

então desprezadas, passem a ocorrer, tendo um papel importante na dinâmica dos filamentos e

na viscoelasticidade da solução.

Nas Figs. 3.1(a,b), são mostrados dados experimentais para soluções de celulose em

cloreto de 1-butil-3-metilimidazólio para diversas concentrações (wcel = 0,5− 10 wt%) [69],

abrangendo regimes de soluções diluídas, semidiluídas e concentradas. Vê-se que, para wcel ≤

2,5 wt%, os dados experimentais apresentam certa semelhança com aqueles da Seção 2.4, em

que as curvas dos módulos de armazenamento e de perda se assemelham às curvas teóricas

mostradas na Fig. 2.1.

À medida que a concentração aumenta, observa-se que G′′(ω) e G′′(ω), inicialmente

separados, começam a se aproximar, tocando-se para wcel = 2,5 wt%. Percebe-se ainda que, a

partir de 6 wt%, é observado o aparecimento de dois pontos de cruzamento entre os módulos de

armazenamento e de perda em que G′(ω) > G′′(ω), o que é mais bem visualizado para amos-
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Figura 3.1: Caracterização reológica de uma solução de celulose em cloreto de 1-butil-3-metilimidazólio
a T = 288K para diversas concentrações wcel . Em (a) mostra-se como o aumento da concentração afeta
as curvas dos módulos de armazenamento (símbolos fechados) e de perda (símbolos abertos) da solução,
enquanto que em (b) mostra-se o mesmo efeito para a viscosidade dependente da frequência. Em (c),
(d) e (e) são mostradas comparações entre os resultados experimentais e curvas obtidas de simulações de
relaxação (linhas) para as concentrações mais baixas. Os dados experimentais (símbolos) foram extraídos
da Ref. [69].

tras de maior concentração [45], i.e., wcel = 10 wt% (Fig. 3.1(a)). Esse novo comportamento

pode vir a ser dominante nas curvas dos módulo de cisalhamento, inclusive se sobrepondo ao

comportamento esperado para soluções de filamentos flexíveis e semiflexíveis em tempos in-

termediários, em que leis de potência específicas seriam dominantes. Da Fig. 3.1(a), tem-se

que o intervalo em que G′(ω) > G′′(ω) corresponde a cinco ordens de grandeza e, conforme

será discutido, tal comportamento é proveniente de uma interação que ocorre para filamentos

flexíveis e semiflexíveis. De fato, a hipótese aqui é de que o que produz os efeitos nas curvas

mostradas na Fig. 3.1, para wcel = 10 wt%, é a interação de volume excluído, aqui descrito pelo

potencial de Weeks-Chandler-Andersen [70] e discutido a seguir.

3.2 MFE com volume excluído

3.2.1 Potencial de Weeks-Chandler-Andersen

O potencial de Weeks-Chandler-Andersen (WCA) [70] é o potencial de Lennard-Jones

truncado no mínimo da energia potencial, obtido para uma distância de corte rc e transladado

por uma quantidade ε na escala da energia, para que tanto a força quanto a energia potencial,
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calculadas para ri j(t) = |⃗ri(t)− r⃗ j(t)| > rc, sejam iguais a zero. Feitas essas considerações,

pode-se escrever a interação de WCA entre os monômeros i e j do polímero como:

Ui j(t) = ε

[

(

rc

ri j

)12

−2

(

rc

ri j

)6

+1

]

[

Θ(ri j)−Θ(ri j − rc)
]

. (3.1)

Nessa equação, Θ(x) é a função degrau (ou de Heaviside), ε é um parâmetro que caracteriza a

intensidade da interação de volume excluído e rc é um parâmetro que caracteriza o alcance do

potencial. Observe que a Eq. (3.1) expressa a interação entre dois monômeros i e j, apenas, e

para determinar a energia total de interação do filamento, deve-se calcular a soma

Uw(t) =
N

∑
i=1

N

∑
j ̸=i

Ui j(t), (3.2)

onde N é o número de monômeros da cadeia. Naturalmente, o duplo somatório na Eq. (3.2)

deve ser realizado evitando-se os casos em que os índices i e j são iguais, pois rii = 0 não se

aplica à Eq. (3.1).

O potencial WCA é comumente utilizado na descrição de sistemas fluídicos, sendo um

deles as soluções poliméricas [71]. Neste trabalho, o volume excluído entre as diferentes partes

dos filamentos no MFE será descrito pelas Eq. (3.1) e Eq. (3.2).

3.2.2 Simulações de relaxação com volume excluído

Como antes, a dinâmica dos filamentos no modelo de filamento efetivo (MFE) continua

sendo fornecida pela equação de Langevin no regime superamortecido, que é resolvida com o

método de integração de Euler. A mesma abordagem para as simulações de relaxação previ-

amente discutidas é utilizada aqui para resolver a equação de Langevin com volume excluído

para obter a evolução temporal da posição do i-ésimo monômero do filamento, que no tempo

t +∆t é dada pela equação

r⃗i(t +∆t) = r⃗i(t)+

[

δim
D0

kBT
F⃗ext(t)

]

∆t +
3D0

b2

[

X⃗i(t)−
A

3b
Y⃗i(t)+

4ε

kBT
W⃗i(t)

]

∆t. (3.3)

Nessa equação, κwW⃗i(t) = −∇iUwca(t) para κw = 12ε/b2, de modo que agora a força interna

que atua no i-ésimo monômero seja dada por1 F⃗i(t) = κX⃗i(t)−κb⃗Yi(t)+κwW⃗i(t).

Com a inserção do potencial WCA no sistema, a Eq. (3.3) passará a ser resolvida com

condições de fronteira periódica. Isso se deve ao fato de serem observadas instabilidades numé-

ricas quando se tenta utilizar condições de fronteira livres, nas quais os potenciais Uh(t) e Ub(t)

são definidos pelas Eqs. (2.14) e (2.15). Para as condições periódicas, a alteração que fazemos

nos potenciais consiste na inserção de dois monômeros fantasmas de cada lado do filamento, de

1Note que o deslocamento W⃗i(t) = b2 ∑ j ̸=i[(rc/ri j)
12 − (rc/ri j)

6] (⃗ri j/r2
i j)[Θ(ri j)− Θ(ri j − rc)] é uma soma

sobre todos os j-ésimos monômeros diferentes do monômero i para ri j > rc e r⃗i j = r⃗i − r⃗ j .
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Figura 3.2: No gráfico, estão mostrados o potencial harmônico, dado pela expressão Uh(r) =
κr2/2 (em azul), o potencial de volume excluído (WCA), dado por Uw(r) = ε[(rc/r)12 − (rc/r)6 +
1] [Θ(r)−Θ(r− rc)] (em verde) e o potencial efetivo Uef(r) = Uh(r)+Uw(r) (em vermelho). Os dados
do gráfico foram obtidos para os parâmetros arbitrários κ = 200pN.nm−1, rc = 21/6 nm e ε = 1pN.nm.
Os valores da distância de equilíbrio, req, que minimiza o potencial efetivo Uef(r), e do raio de corte do
potencial WCA, rc, são mostrados no gráfico.

modo que eles passam a ser dados por

Uh(t) =
κ

2

N+1

∑
j=−1

[

r⃗ j+1(t)− r⃗ j(t)
]2

e Ub(t) =
κb

2

N+1

∑
j=0

[

r⃗ j−1(t)− 2⃗r j(t)+ r⃗ j+1(t)
]2
. (3.4)

Nessas equações, os monômeros indexados por j =−1, 0, N+1 ou N+2, são fictícios, porém

interagem com os seus vizinhos conforme os potenciais mencionados. As posições dos monô-

meros fictícios são dadas pelas equações: (i) r⃗−k(t) = r⃗N−1−k(t)− r⃗ee(t) e (ii) r⃗N+k+1(t) =

r⃗k+2(t)+ r⃗ee(t), sendo que, em ambas, k assume os valores 0 ou 1, e r⃗ee(t) = r⃗N(t)− r⃗1(t) é

o vetor ponta-a-ponta do filamento. Além disso, na Eq. (3.3), as variáveis κX⃗i(t) = −∇iUh(t)

e κb⃗Yi(t) = ∇iUb(t) são obtidas dos potenciais definidos nas Fig. 3.4, enquanto que κwW⃗i(t) =

−∇iUwca(t) é obtido do potencial definido na Eq. (3.2).

A definição da configuração inicial se manteve conforme descrito na Seção 2.3. A única

diferença está na escolha da separação entre os monômeros consecutivos, que não é mais ar-

bitrária. Uma vez que o potencial WCA pode facilmente produzir forças muito intensas, a

depender da proximidade entre os monômeros, evitam-se instabilidades numéricas escolhendo

x̂ · [⃗ri+1(0)− r⃗i(0)] = req, onde req é uma solução de dUe f (r)/dr = 0 (isto é, uma posição de

equilíbrio estável) para Ue f (r) = Uh(r)+Uw(r). Conforme mostrado na Fig. 3.2, a distância

em que as forças se equilibram (req) é diferente do raio de corte (rc) do potencial WCA. Essa

escolha de separação inicial entre os monômeros evita que logo no início das simulações este-

jam atuando forças internas muito intensas no MFE, o que eventualmente causa instabilidades

numéricas. Vale mencionar que req é uma função de κ , de rc e de ε para cada simulação que se

almeja realizar e que seu valor muda à medida em que se altera esses parâmetros. O gráfico da

Fig. 3.2 representa um caso particular em que foram tomados κ = 200 pN.nm−1, rc = 21/6 nm
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e ε = 1 pN.nm.

3.3 Comparação com dados experimentais

3.3.1 Soluções de vírus

A inserção do potencial WCA no MFE altera consideravelmente a dinâmica dos filamen-

tos. Para explorar tais mudanças de maneira mais branda, considera-se, primeiramente, o caso

de um filamento flexível com os parâmetros arbitrariamente escolhidos: N = 100, F0 = 1pN,

D0 = 1nm2.ms−1, T = 27◦C, κ = 12,42pN.nm−1, κb = 0nm e ε = 1pN.nm. Na presente

análise, apenas o parâmetro rc está sendo variado.

Conforme mostrado na Fig. 3.3(a), para rc = 1,037nm o DQM e o DDT permanecem

inalterados, sendo eles equivalentes aos obtidos para o modelo de Rouse. Mudanças conside-

ráveis começam a aparecer para rc > 1,037nm, com elas ocorrendo no intervalo de tempos

intermediários τ0 < τ < τ f , e, por isso, modificando a assinatura do DQM e o DDT para ca-

deias flexíveis, uma vez que esses deixam de obedecer às leis de potência ⟨∆r2(τ)⟩ ∝ τα e

D(τ) ∝ τα−1 com α = 1/2. Para tempos curtos e longos nada é alterado, e continua-se ob-

servando os resultados esperados para uma cadeia flexível, i.e., ⟨∆r2(τ)⟩ = 6D0τ para τ ≪ τ0

e ⟨∆r2(τ)⟩ = 6D f τ para τ ≫ τ f , onde D0 = lim
τ→0

D(τ), D f = lim
τ→∞

D(τ) = D0/N e τ f = N2τ0

(conforme a Eq. (2.26)). Para rc = 1,086nm, particularmente, percebe-se alterações extremas

nas curvas do DQM e do DDT. É possível que, a depender do valor de rc, passe a existir inter-

valos de tempo em que difusividade dos filamentos seja negativa. Essa observação é ainda mais

evidente quando vista na Fig. 3.3(b), em que são mostradas as curvas do DDT. Por não ter sido

encontrado nenhum resultado que reflita esse comportamento na literatura, foram utilizados

apenas valores de rc em que isso não ocorre.

As modificações na dinâmica dos filamentos também alteram as propriedades viscoelás-

ticas correspondentes. Nas Figs. 3.3(c,d), são mostradas as componentes real e imaginária do

módulo de cisalhamento complexo e a viscosidade dependente da frequência para dois valores

distintos de rc. Quando rc = 0 nm, nenhuma novidade é observada, visto que a dinâmica, nesse

caso, corresponde aos resultados previstos para uma cadeia de Rouse, a saber G∗(ω) ∝ (iω)α

e η ′(ω) ∝ ωα−1 para α = 1/2 (vide as Subseções 2.1.3 e 2.2.3). Entretanto, essa dependência

em lei de potência desaparece para rc = 1,062nm e, na mesma faixa de frequências, aparecem

dois pontos em que o módulo de armazenamento G′(ω) e o módulo de perda G′′(ω) se cruzam,

com G′(ω) > G′′(ω) no intervalo entre eles. Para baixas e altas frequências, obtiveram-se re-

sultados similares aos já discutidos e, para estes valores de rc, observa-se G∗(ω) ∼ ω2 + iω e

η ′(ω) ∼ η0 para ωτ f ≪ 1, e η ′(ω) ∼ ηs para ωτ f ≫ 1. Apesar disso, não se pode continuar

utilizando toda a metodologia discutida na Seção 2.4 para estimar os parâmetros efetivos κ e D0

a partir das Eqs. (2.29) e (2.25), pois, com o potencial WCA inserido no modelo (cuja interação

é fortemente não-linear), as correspondências discutidas no Apêndice A deixam de ser aplicá-

veis. Apesar disso, a estimativa de τ f pela Eq. (2.26) e de N pela Eq. (2.27) continua sendo

possível.
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Figura 3.3: Em (a) e (b) estão mostrados os efeitos do volume excluído na dinâmica dos filamentos, isto
é, no desvio quadrático médio e no coeficiente de difusão dependente do tempo, respectivamente. Em
(c) e (d), estão mostradas as respostas viscoelásticas correspondentes, os módulos de armazenamento e
de perda e a viscosidade dependente da frequência. As simulações de relaxação foram realizadas para
N = 100, F0 = 1 pN, D0 = 1 nm.ms−1, T = 27◦C, κ = 12,425 pN.nm−1 e ∆t = 5×10−6 ms.

Ainda assim, foi possível descrever os resultados experimentais para uma suspensão de

vírus fd, a uma concentração de 20,1 mg.mL−1, preparados em uma solução salina a [NaCl] =

103 mM [61]. Conforme mostrado na Fig. 3.4, o acordo com os dados de simulação é satisfató-

rio e surpreende, pois, a suspensão não é diluída (até então, apenas soluções com concentrações

< 2 mg.mL−1 foram consideradas). Acontece que os efeitos de volume excluído só aparecem

quando as concentrações são maiores, uma vez que seu aumento está diretamente relacionado

a uma maior chance do soluto interagir entre si, possibilidade descartada no MFE inicialmente

proposto. Essa é, portanto, uma extensão natural do MFE a um classe de aplicação maior, per-

mitindo lidar com problemas em que a solução complexa encontra-se em um regime não só

diluído, mas também semidiluído [46].

Como observado na Fig. 3.4, o módulo de armazenamento não se ajusta bem aos dados

experimentais para todos os valores de frequências, porém, o acordo é razoavelmente aplicável

para 1 rad.s−1 < ω ≤ 100 rad.s−1. Por outro lado, o módulo de perda, obtido de simulações

de relaxação, concorda com os dados experimentais para todas as frequências disponíveis, ou

seja, 1 rad.s−1 < ω ≤ 106 rad.s−1, o que reflete na boa concordância da viscosidade depen-

dente da frequência η ′(ω) colocada no gráfico interno da Fig. 3.4. Para baixas frequências, o

comportamento esperado para soluções é observado, uma vez que G∗(ω)∼ ω2 + iω .
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Figura 3.4: Comparação entre dados experimentais obtidos para uma solução coloidal de vírus fd (cír-
culos vermelhos), a uma concentração de 20,1 mg.mL−1, obtidos da ref. [61], com resultados nu-
méricos obtidos de simulações de relaxação com N = 50, Ap = 2,43nm (κb = 10pN.nm−1), κD0 =
9,464 pN.nm.ms−1 e T = 25◦C. Além disso, F0 = 1 pN e ∆t = 5× 10−6 ms, com os parâmetros do
WCA iguais a ε = 1pN.nm e rc = 1,089 nm.

A novidade se encontra no intervalo de frequências em que G′(ω)> G′′(ω), que ocorre

para 19,9 rad.s−1 <ω < 288,3 rad.s−1, o que não ocorre para soluções complexas de filamentos

flexíveis e semiflexíveis na ausência de volume excluído (vide a Fig. 2.1). Conforme mostram

as Figs. 3.1 e 3.3, há fortes indícios de que um comportamento desse tipo, em que há dois pontos

de encontro entre os módulos de cisalhamento real e imaginário com G′(ω)> G′′(ω), seja uma

assinatura do efeito de volume excluído nas amostras, evidenciado nos dado experimentais da

Ref. [61] e nos resultados apresentados na Fig. 3.4.

Ainda que não tenha sido possível acessar os dados experimentais da viscosidade para

baixas frequências, pôde-se estimar a partir dos experimentos que ηs = 11 mPa.s. Com algumas

simulações realizadas, percebeu-se que N = 50 e Ap = 2,43 nm são os valores que melhor

descrevem os dados. Assim, estipulado o valor de N, foi possível estimar a viscosidade da

solução η0 = 550mPa.s, além de τ f = 110 ms e κD0 = 9,464pN.nm.ms−1. A temperatura das

simulações foi tomada como sendo igual àquela apresentada na Ref. [61], ou seja, T = 25◦C, em

que os experimentos foram realizados. Por isso, utilizou-se a Eq. (2.28) para estimar a densidade

de número dos vírus fd em solução, o que resultou em um valor de n f = 89,32× 1013 cm−3.

E, como a massa molar do vírus fd é [61] Mvírus = 1,64× 107 g.mol−1, determinou-se sua

concentração através da relação c = n f M f /NA, onde NA = 6,02× 1023 mol−1 é o número de

Avogadro e M f a massa molar dos filamentos. Resulta desse cálculo o valor 24,3mg.mL−1,

que é próximo daquele fornecido na Ref. [61].

3.3.2 Soluções de celulose

Por fim, tem-se que o MFE estendido pode ser utilizado para descrever os dados experi-

mentais apresentados na Fig 3.1, principalmente aqueles em que a concentração de filamentos
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na solução é relativamente baixa, i.e., 0,5−2,5 wt% (vide Figs. 3.1(c,d,e)) com os parâmetros

das simulações nos intervalos N = 5−140, D0 = 3,14−281,86nm.s−1, κb = 30−500pN.nm−1

e ε = 0. Seria interessante simular os dados em que wcel = 10 wt% para enfatizar ainda mais a

hipótese defendida nesta tese de que o comportamento discutido para o fd vírus está conectado

à interação de volume excluído, que aparece em soluções semidiluídas ou muito concentradas.

Entretanto, conforme pode ser observado na Fig. 3.1(b), a viscosidade dependente da frequência

η ′(ω) revela que o número de monômeros a ser utilizado no MFE seria da ordem de N ∼ 10.000

para wcel = 10 wt%, o que é coerente com a discussão feita na Seção 2.4, i.e., de que N é pro-

porcional à concentração dos filamentos em solução. Contudo, uma simulação dessa magnitude

levaria vários meses para ser concluída, mesmo com uma abordagem de relaxação. Faz-se ne-

cessário, portanto, que novas abordagens computacionais sejam empregadas juntamente com

método de relaxação, e.g., técnicas de programação paralela [72], as quais vão além do trabalho

aqui apresentado.
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Capítulo 4

Considerações finais sobre a Parte II

Nesta parte do trabalho, apresenta-se uma maneira eficiente de realizar simulações de

relaxação como método numérico alternativo capaz de fornecer a resposta viscoelástica de so-

luções diluídas de filamentos flexíveis e semiflexíveis. Em particular, esse estudo indicou que

o DQM e o coeficiente de difusão dependente do tempo das partículas de prova descritas pelo

MFE são obtidos algumas ordens de grandeza mais rápido para as simulações de relaxação em

comparação à abordagem estocástica. Além disso, ao considerar uma abordagem microrreoló-

gica do problema, foi possível estabelecer relações úteis que permitiram a obtenção do módulo

de cisalhamento e a viscosidade de soluções de filamentos não entrelaçados sem que seja ne-

cessário recorrer a protocolos de cisalhamento que são utilizados em soluções de polímeros

fortemente entrelaçados.

Apesar da utilização de um modelo simplificado, a concordância quantitativa entre os

resultados numéricos e os dados experimentais apresentados nas Figs. 2.6 e 2.7 demonstram a

eficácia do MFE em obter, satisfatoriamente, as funções viscoelásticas dependentes da frequên-

cia para soluções diluídas de filamentos semiflexíveis. Acredita-se que isso possa incentivar

o uso da metodologia de relaxação combinada com abordagens mais detalhadas. O primeiro

passo nesse sentido foi incorporar ao MFE os efeitos de volume excluído, a fim de descrever

outros cenários físicos, como soluções semidiluídas e soluções coloidais. Conforme mostrado

na Fig. 3.4, o MFE estendido demonstrou ser eficaz em descrever uma solução coloidal de

vírus fd [61]. Mesmo com a inserção dos efeitos de volume excluídos, que são fortemente não-

lineares, expressões úteis do MFE semiflexível se mantiveram aplicáveis mesmo quando ε > 0 e

rc > 0, e.g., as Eqs. (2.25), (2.26) e (2.27). Além disso, uma vez que as simulações de relaxação

foram adaptadas anteriormente para obter a dinâmica de redes poliméricas flexíveis aleatórias

por meio de um procedimento de média, também seria possível estendê-las para soluções mais

complexas que exibam propriedades viscoelásticas distribuídas localmente [63].

Embora a abordagem descrita na Subseção 2.3.2 seja útil para fornecer estimativas para

os parâmetros κb, D0 e N, o EFM não é um modelo microscópico, ou seja, não é um modelo ba-

seado em moléculas, portanto, carece do poder preditivo desejado em muitas aplicações da vida

real. Para soluções de polímeros semiflexíveis, em particular, pode ser necessário realizar um

grande número de simulações para testar EFMs definidos com diferentes valores da constante
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de torção κb até que se obtenham funções viscoelásticas apropriadas, ou seja, G′(ω), G′′(ω) e

η ′(ω), em uma ampla faixa de frequências. Desse modo, isso também destaca a importância

da eficiência da abordagem de relaxação apresentada na Subseção 2.3.1 em comparação com as

simulações estocásticas descritas na Subseção 2.2.2.

Finalmente, vale mencionar que, uma vez que a base teórica das simulações de relaxa-

ção é o teorema flutuação-dissipação, a determinação do deslocamento quadrático médio e do

coeficiente de difusão dependente do tempo dos monômeros a partir das Eqs. (2.23) e (2.24),

respectivamente, não precisa ser baseada nem nas simulações estocásticas nem no EFM para ser

realizada. Portanto, pode-se tentar explorar essas equações juntamente com as Eqs. (2.5) e (2.8),

assim como tem sido feito em experimentos de microrreologia, e associá-las a simulações base-

adas em moléculas a fim de fornecer a dinâmica de uma partícula de prova que leva em conside-

ração suas interações com todas as moléculas solventes e poliméricas em solução [52, 53, 63].

Alternativamente, pode-se considerar procedimentos sistemáticos de coarsening baseados tam-

bém em simulações mais fundamentais (ou seja, atomísticas), que poderiam ser utilizadas, por

exemplo, para desenvolver EFMs aprimorados estabelecendo potenciais efetivos nos quais a di-

nâmica da partícula de prova é afetada por condições microscópicas específicas dos polímeros

em solução.
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Parte III

Resposta elástica de hidrogéis
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Capítulo 5

Origem da contribuição negativa ao

módulo elástico

Publicação relacionada:
On the origin of the negative energy-related contribution to the elastic modulus of rubber-like gels [73]

Leonam K. R. Duarte, Leandro G. Rizzi

European Physical Journal E 46, 52 (2023)

5.1 Motivação

Já está bem consolidado na literatura [30, 33–35] que as propriedades elásticas das bor-

rachas naturais e sintéticas têm suas origens nas variações de entropia quando elas são defor-

madas. De maneira similar, também parece já estar estabelecido que a elasticidade de géis

poliméricos, que comportam uma grande quantidade de solvente em sua estrutura, também

possui a mesma origem entrópica. No entanto, recentemente foi demonstrado experimental-

mente [29, 31] que o módulo elástico de hidrogéis possui uma contribuição negativa não negli-

genciável. As consequências de sua existência são mensuráveis e permite diferenciar a elasti-

cidade da borracha e a elasticidade do gel. Neste capítulo, será apresentado um estudo teórico

desenvolvido com o intuito de explicar os resultados apresentados nas Refs. [29, 31], em que a

contribuição negativa para o módulo elástico do hidrogel de polietilenoglicol (PEG) foi carac-

terizada. Apesar de extremamente simples, o modelo considerado se mostrou bastante robusto

na descrição das propriedades de géis e hidrogéis.

5.2 Modelo de dois estados e sua termostatística

No modelo aqui considerado, assume-se que a cadeia polimérica é representada por N

segmentos que podem assumir apenas dois estados conformacionais: o estendido (swelled) ou

o enovelado (blob). Como mostrado na Fig. 5.1, o estado estendido corresponde a uma confi-

guração de maior distância ponta-a-ponta, cujo comprimento e energia valem ℓs e Es, respecti-

vamente. Por outro lado, o estado enovelado é caracterizado por uma distância ponta-a-ponta
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Figura 5.1: As cadeias na estrutura do gel são descritas por um modelo de cadeia polimérica simplificado
com N segmentos que podem se encontrar no estados conformacionais estendidos (s) ou enovelados (b),
cujas energias são Es para a distância ponta-a-ponta ℓs, e Eb quando se tem ℓb. Os comprimentos ℓs

e ℓb são interpretados como passos de uma caminhada aleatória unidimensional, na qual os passos são
positivos quando dados para a direita e negativos, para a esquerda. A distância ponta-a-ponta natural (i.e.,
relaxada) e estirada ( f ̸= 0) da cadeia é denotada por ℓ0 e ℓ, respectivamente. Figura também publicada
no artigo relacionado a esta tese [73].

ℓb e energia Eb < Es, de modo que tanto ∆ℓ = ℓs − ℓb quanto ∆E = Es −Eb sejam grandezas

positivas. A hipótese de que Es > Eb tem respaldo em diversas simulações numéricas realizadas

com modelos efetivos (ou coarse-grained) que incorporaram interações polímero-solvente para

descrever como cadeias poliméricas colapsam (veja, e.g., Refs. [39–42]). Como será mostrado

adiante, o valor negativo1 de ℓb é uma condição necessária do modelo para que seja possível

descrever polímeros com distância ponta-a-ponta igual a zero, i.e., ℓ= 0. Esse comportamento

é comumente observado em modelos de cadeia gaussianas, que têm sido utilizados para descre-

ver géis elásticos [75]. É importante destacar que tanto as energias Es e Eb quanto os valores

de ℓs e ℓb são independentes da força f e da temperatura T do banho térmico (i.e., da porção

de solvente que não interage diretamente com a cadeia). Naturalmente, é de se esperar que a

distância ponta-a-ponta das cadeias dependam de ambas as variáveis termodinâmicas.

Considerando que a cadeia tenha N =Us+Ub segmentos, onde Us e Ub são os números

de segmentos dos estados estirados e enovelados, respectivamente, o número de configurações

possíveis do sistema é dado por

Ω(N,Us,Ub) =
N!

Us!Ub!
. (5.1)

1O valor negativo para ℓb não é um problema quando se pensa no modelo de caminhada aleatória unidimensi-
onal em que cada passo tem custo energético diferentes para passos para trás ou para frente. De fato, o modelo de
polímero unidimensional conhecido na literatura por freely-jointed chain (FJC) [74] é um caso especial do modelo
aqui apresentado, obtido para Es = Eb e ℓs =−ℓb.
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A distância ponta-a-ponta da cadeia pode ser escrita como

ℓ(Us,Ub) = Usℓs +Ubℓb, (5.2)

e sua energia interna, que inclui a interação entre a cadeia e as moléculas de solvente vizinhas,

é dada por

U(Us,Ub) = UsEs +UbEb. (5.3)

A termostatística desse modelo de dois estados pode ser determinada tanto no constant-

stress ensemble, em que a força f é fixada e a distância ponta-a-ponta ℓ pode flutuar, quanto no

constant-strain ensemble, onde se fixa ℓ e a força f varia. Visto que ambas as abordagens levam

à mesma relação de força por extensão, a seguir serão apresentados os resultados em termos do

constant-stress ensemble, enquanto a abordagem alternativa pode ser contemplada na Ref. [73].

Considerando que a cadeia está submetida a uma força f constante em suas pontas e

suprimindo a dependência com Us nas Eqs. (5.1), (5.2) e (5.3), uma vez que Us =N−Ub, pode-

se escrever a densidade de probabilidade de se encontrar o sistema em um estados específico

como

pr(N,Ub, f ) =
Ω(N,Ub)e

−H(N,Ub, f )/kBT

N

∑
Ub=0

Ω(N,Ub)e
−H(N,Ub, f )/kBT

, (5.4)

onde a função H(N,Ub, f ) = U(N,Ub)− f ℓ(N,Ub) pode ser vista como uma entalpia. A

constante de normalização, isto é, o denominador da Eq. (5.4), é a função de partição do sistema,

podendo ser explicitamente calculada utilizando a Eq. (5.1) através do teorema binomial, o que

leva à expressão

Z (N,T, f ) =
N

∑
Ub=0

Ω(N,Ub)e
−H(N,Ub, f )/kBT =

[

e( f ℓs−Es)/kBT + e( f ℓb−Eb)/kBT
]N

. (5.5)

O resultado acima pode ser usado para calcular o potencial termodinâmico de Gibbs [74] dado

por G (N,T, f ) =−kBT ln[Z (N,T, f )], fornecendo

G (N,T, f ) =−NkBT ln
[

e( f ℓs−Es)/kBT + e( f ℓb−Eb)/kBT
]

, (5.6)

de onde é possível obter todas as propriedades termostatísticas do sistema. Particularmente,

pode-se estimar o valor médio da distância ponta-a-ponta da cadeia como2

ℓ(T, f ) =−

[

∂G

∂ f
(N,T, f )

]

N,T

= N

[

ℓs + ℓbe(∆E− f ∆ℓ)/kBT

1+ e(∆E− f ∆ℓ)/kBT

]

. (5.7)

Vale a pena notar que, para temperaturas finitas, esse resultado indica que, na ausência

de força aplicada, i.e., f = 0, a distância ponta-a-ponta não se anula. A Eq. (5.7) foi utilizada

2Por se assumir que N constante, sua dependência nas grandezas definidas a partir daqui será omitida por
simplicidade.
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para definir a distância ponta-a-ponta natural (i.e., relaxada) como ℓ0 ≡ ℓ(N,T,0), isto é,

ℓ0(T ) = N

(

ℓs + ℓbe∆E/kBT

1+ e∆E/kBT

)

. (5.8)

Assim, as Eqs. (5.7) e (5.8) podem ser usadas para definir a deformação γ através da

seguinte relação

γ =
ℓ− ℓ0

ℓ0
. (5.9)

Note que, uma vez que ℓ≡ ℓ(T, f ) e ℓ0 ≡ ℓ(T,0), a deformação é uma função da tempe-

ratura e da força aplicada à cadeia. Como esperado, essa definição é consistente com o fato de

termos γ = 0 quando f = 0 para qualquer valor de temperatura T . Ademais, a Eq. (5.9) indica

que a deformação γ pode ser tanto positiva quanto negativa, dependendo apenas se a cadeia está

sendo estirada (ℓ > ℓ0) ou comprimida (ℓ < ℓ0).

No constant-stress ensemble, é possível obter a força em termos da distância ponta-a-

ponta invertendo a Eq. (5.7), o que leva ao resultado [74]

f (T, ℓ) =
∆E

∆ℓ
+

kBT

∆ℓ
ln

(

ℓ−Nℓb

Nℓs − ℓ

)

. (5.10)

Vale a pena enfatizar que aqui ℓb < 0, e, portanto, ℓ corresponde à distância ponta-a-

ponta e não ao comprimento de contorno da cadeia. Além disso, a Eq. (5.10) está bem definida

no intervalo 0 ≤ ℓ(T, f ) < Nℓs. Ademais, uma vez que ℓb < 0 e a distância ponta-a-ponta na-

tural da cadeia ℓ0 deve ser positiva, por definição, então, as Eqs. (5.8), (5.9) e (5.10) terão um

significado físico preciso apenas para temperaturas T superiores a um temperatura caracterís-

tica T ∗
0 , que é encontrada pela condição ℓ(T ∗

0 ,0) = 0. As consequências dessa condição serão

exploradas nas seções subsequentes.

5.3 Estresse, temperatura e deformação

Uma maneira de conectar o comportamento do sistema macroscópico àquele descrito

pelo modelo simplificado de cadeia única (mesoscópico) é por meio da estipulação de que

ambos têm a mesma densidade de energia livre de Helmholtz F , o que é razoável quando

se considera sistemas homogêneos, como é o caso do hidrogel à base de tetra-PEG [29, 31].

Como a energia livre de Helmholtz relaciona-se à energia livre de Gibbs por uma transformada

de Legendre, i.e., F = G + f ℓ, segue que se Fgel/Vgel = Fcadeia/Vcadeia, a mesma relação

tensão-deformação descreve ambos os cenários: o macroscópico e o mesoscópico. O estresse

aplicado ao gel se relaciona à força aplicada à cadeia polimérica através da expressão σ = f/A,

em que A é uma área de secção transversal efetiva3 perpendicular à direção de aplicação da

3Assumi-se que A seja independente da temperatura do sistema. Porém, ela pode depender de outras quanti-
dades físicas, como a concentração (c) das moléculas que compõem o gel, a massa molar (Mw) dessas moléculas,
e a conectividade (p) da rede. Além disso, ao valor de A incorporam-se médias estruturais do gel sobre tomadas
sobre diferentes orientações das cadeias do sistema [76, 77], de modo que a forma como o estresse é aplicado (e.g.,
tensão uniaxial, cisalhamento, compressão isotrópica) produze mudanças imateriais em sua definição.
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força. Considerando as Eqs. (5.9) e (5.10), nas quais f e γ são definidos, pode-se escrever o

estresse σ(T,γ) como função de γ e T da seguinte maneira:

σ(T,γ) =
∆E

A∆ℓ
+

kBT

A∆ℓ
ln

[

γb(T )+ γ

γs(T )− γ

]

. (5.11)

Nessa equação, os parâmetros γb(T ) e γs(T ) são funções dependentes da temperatura T ,

e estão relacionados à distância ponta-a-ponta natural da cadeia através das relações γb(T ) =

[ℓ0(T )−Nℓb]/ℓ0(T ) e γs(T ) = [Nℓs − ℓ0(T )]/ℓ0(T ). Como ℓ0(T ) ∝ N (vide Eq. (5.8)), tanto

γb(T ) quanto γs(T ) serão independentes de N, de modo que a curva de força por extensão dada

pela Eq. (5.11) também não depende desse parâmetro. Além disso, a razão γb(T )/γs(T ) deve

ser consistente com o fato de que, para γ = 0, o estresse mecânico também deve se anular,

conforme definido pela Eq. (5.9). Isso implica que esses dois parâmetros são dependentes um

do outro, relacionando-se conforme a expressão

γb(T ) = γs(T )e
−∆E/kBT . (5.12)

Utilizando a definição de ℓ0(T ), obtém-se uma expressão explicita de γs(T ) em termos

dos parâmetros mesoscópicos ℓs, ℓb e ∆E, pois, partindo de γs(T ) = [Nℓs − ℓ0(T )]/ℓ0(T ) e da

definição de ℓ0(T ), dada na Eq. (5.8), chega-se a

γs(T ) =
(ℓs − ℓb)e

∆E/kBT

ℓs + ℓbe∆E/kBT
. (5.13)

Voltando à relação de tensão-deformação, pode-se obter sua forma em série de potências

que é convergente para todo γ/γs(T )< 1. Utilizando o resultado da Eq. (5.12) e a série de Taylor

do logaritmo na Eq. (5.11), pode-se escrever:

σ(T,γ) =
kBT

A∆ℓ

∞

∑
k=1

{

1+(−1)k+1e∆E/kBT

k [γs(T )]k

}

γk. (5.14)

No caso de o sistema ser deformado infimamente, isto é, se γ/γs(T )≪ 1, pode-se con-

siderar apenas o primeiro termo da expansão para descrever o suas propriedades mecânicas, ou

seja,

σ(T,γ)≈
kBT

A∆ℓ

[

1+ e∆E/kBT

γs(T )

]

γ. (5.15)

A expressão acima revela a linearidade entre o estresse e a deformação, construída através do

vínculo dado pela Eq. (5.12), necessário para que σ(T,0) = 0 para qualquer temperatura T .
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5.4 Módulo elástico e temperatura

Uma maneira de se obter o módulo elástico quando o sistema é isotrópico é considerar

sua definição a partir da expressão para o estresse, isto é,

G(T ) = lim
γ→0

[

∂σ

∂γ
(T,γ)

]

T

. (5.16)

Partindo da Eq. (5.11), (5.14) ou (5.15), pode-se mostrar que

G(T ) =
kBT

A∆ℓ

[

1+ e∆E/kBT

γs(T )

]

(5.17)

é o módulo elástico do sistema. Esse mesmo resultado poderia ser obtido a partir da expres-

são (5.15), fazendo a divisão G(T )≈σ(T,γ)/γ , se deformações relativamente pequenas fossem

consideradas.

Uma vez que σ ≈ Gγ , o módulo elástico G pode ser relacionado e determinado utili-

zando outra quantidade física: o coeficiente mecânico das cadeias da rede. Tal conexão emerge

da seguinte maneira: uma vez que γ = (ℓ− ℓ0)/ℓ0 e σ = f/A, segue que γ ≈ 0 é equivalente a

ℓ≈ ℓ0 e, portanto, σ ≈ Gγ ⇒ f/A ≈ G(ℓ− ℓ0)/ℓ0 ⇒ f ≈ (AG/ℓ0)(ℓ− ℓ0), que a lei de Hooke.

A constante de proporcionalidade entre a força aplicada e o estiramento é a constante elástica

κ0 discutida no Apêndice C. Logo, pode-se deduzir que4 AG/ℓ0 = κ0. Assim, tem-se que (vide

Apêndice C)

G(T ) =
1
A

lim
f→0

K(T, f ), (5.18)

onde K(T, f ) = kBT ℓ0(T )/⟨δℓ
2(T, f )⟩ é o módulo diferencial das cadeias da rede, dado pela

Eq. (C.15), como função da temperatura e da força.

Para determinar o módulo elástico explicitamente em termos dos parâmetros ∆E, ℓs e

ℓb, é possível simplesmente substituir a expressão para γs(T ), dada pela Eq. (5.13), no resultado

da Eq. (5.17), o que fornece:

G(T ) =
kBT

A∆ℓ2

(

ℓs + ℓbe∆E/kBT
)(

1+ e−∆E/kBT
)

. (5.19)

Além disso, para demonstrar a validade de resultados discutidos no Apêndice C, utiliza-

se as Eqs. (C.15) e (5.18). Primeiramente, o denominador da expressão (C.15), isto é, ⟨δℓ2⟩=

(U 0
s U 0

b /N)∆ℓ2, pode ser explicitada em termos dos parâmetros mesoscópicos como N∆ℓ2e∆E/kBT (1+

e∆E/kBT )−2, em que foram utilizadas as expressões dos números médios U 0
s ≡ Us(N,T, f )

∣

∣

∣

f=0

e U 0
b ≡ Ub(N,T, f )

∣

∣

∣

f=0
dadas por U 0

s = U 0
b e−∆E/kBT = N(1+ e∆E/kBT )−1. Com a distân-

cia ponta-a-ponta natural do filamento calculada pela Eq. (C.9), i.e., ℓ0 = U 0
s ℓs +U 0

b ℓb =

N(ℓs + ℓbe∆E/kBT )(1 + e∆E/kBT )−1, segue, da Eq. (5.18) um resultado idêntico ao dado pela

4É interessante notar que a relação G = (ℓ0/A)κ0 aparenta ser uma versão mecânica da 2ª lei de Ohm [78] para
sistemas homogêneos de secção transversal uniforme.
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Figura 5.2: Estresse σ(T,γ) em função da temperatura T para o hidrogel de tetra-PEG submetido a
diferentes deformações γ . Os círculos fechados correspondem a dados experimentais extraídos da Ref.
[29]. As linhas contínuas correspondem à curva de estresse-deformação dada pela Eq.(5.11) calcu-
lada para diferentes valores de γ , enquanto as linhas tracejadas denotam a relação fenomenológica [29]
σ(T,γ) = a(T − T0)γ para valores de a = (5,0 ± 0,2)× 10−2 kPa/K e T0 = (131 ± 8)K. No gráfico
interno, é mostrado o comportamento da distância ponta-a-ponta reduzida, Eq. (5.8), em função da tem-
peratura T . Todos os resultados teóricos desse gráfico foram obtidos com ∆E = 3,4 pN.nm, ℓs = 29nm,
ℓb =−4nm (i.e., ∆ℓ= 33nm) e A = 11,575nm2, resultando no valor T ∗

0 = 124,3K, onde ℓ(T ∗
0 ,0) = 0 e

σ(T ∗
0 ,γ) = 0. Figura também publicada na referência relacionada a esta tese [73].

Eq. (5.19). Uma comparação direta entre as Eqs. (5.17) e (5.19) permite confirmar que a fór-

mula explícita do parâmetro γs(T ) é de fato dada pela Eq. (5.13), confirmando, portanto, que os

resultados expressos nas Eqs. (5.18) e (5.19) estão corretos.

5.5 Estresse e temperatura

Para validar o modelo proposto, inclui-se, na Fig. (5.2), uma comparação entre resul-

tados teóricos descritos pela relação tensão-deformação, dada pela Eq. (5.11), e dados expe-

rimentais extraídos da Ref. [29] para uma amostra de hidrogel tetra-PEG. Após testar vários

conjuntos de parâmetros, encontraram-se aqueles que melhor descrevem, simultaneamente,

as curvas de tensão-deformação como função da temperatura para várias deformações no in-

tervalo γ ∈ [0,01; 1,2]. Tais parâmetros são: ∆E = 3.4pN.nm, ℓs = 29nm, ℓb = −4nm e

A = 11,575nm2. Conforme apresentado na Fig. 5.2, a Eq. (5.11) descreve bem os dados experi-

mentais, prevendo inclusive a existência de uma temperatura característica, aqui definida como

T ∗
0 , na qual tanto o estresse mecânico quanto a distância ponta-a-ponta das cadeias do gel se anu-

lam, não importando o valor da deformação γ aplicada, i.e., σ(T ∗
0 ,γ) = 0 e ℓ∗0 ≡ ℓ0(T

∗
0 ,0) = 0.

Para além disso, os resultados apresentados na Fig. 5.2 indicam que o estresse mecânico

pode não ser uma função linear da temperatura conforme sugerido na Ref. [29], na qual assume-

se que σ(T,γ) = a(T −T0)γ , para a e T0 constantes positivas. De fato, a Eq. (5.11) indica que

tal dependência é ligeiramente não linear tanto com temperatura quanto com a deformação;
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no primeiro caso, a não linearidade está relacionada aos parâmetros γb ≡ γb(T ) e γs ≡ γs(T ),

termicamente dependentes, inseridos no logaritmo da Eq. (5.11), enquanto, no segundo, pela

variável γ também estar no argumento da função logarítmica.

5.6 Temperatura característica T ∗
0

Curiosamente, a Fig. 5.2 indica que a relação tensão-deformação dada na Eq. (5.11) pos-

sui uma temperatura característica T ∗
0 tal que σ(T ∗

0 ,γ) = 0. Embora seja fisicamente impossível

submeter uma amostra a tal temperatura, uma vez que solventes como água congelariam, vale

a pena discutir as condições em que T = T ∗
0 , visto que isso pode esclarecer o aparecimento da

temperatura fenomenológica T0 definida na expressão σ(T,γ) = a(T −T0)γ da Ref. [29].

Primeiramente, assume-se que σ(T ∗
0 ,γ) = 0 é o mesmo que ter f igual a zero nessa

mesma temperatura específica, pois a tensão e a força estão conectadas pela relação σ = f/A.

Logo, como sugerido no gráfico interno da Fig. 5.2, em que ℓ0/N está mostrado como função

da temperatura T , pode-se argumentar que a condição f ≈ 0 (i.e., σ ≈ 0) será satisfeita quando

a distância ponta-a-ponta natural dos filamentos do gel tender a zero para T = T ∗
0 , ou seja,

ℓ∗0 ≡ ℓ0(T
∗

0 ,0) ≈ 0. Particularmente, se for imposto ℓ0 = 0, utilizando a Eq. (5.8), chega-se à

expressão

T ∗
0 =

∆E

kB ln(−ℓs/ℓb)
, (5.20)

que será positiva contanto que ∆E > 0, ℓb < 0 e ℓs > |ℓb|, conforme está sendo considerado.

Nessa temperatura, a razão determinada pela Eq. (5.12) é dada por γs(T
∗

0 )/γb(T
∗

0 ) = −ℓs/ℓb.

Além disso, da Eq. (5.9) tem-se que ℓ∗ ≡ ℓ(T ∗
0 , f ) = (1+ γ)ℓ∗0 ≈ 0. Portanto, a força calculada

pela Eq. (5.10) seria dada pela expressão f (T ∗
0 , ℓ

∗) = (∆E/∆ℓ)+ (kBT ∗
0 /∆ℓ) ln(−ℓb/ℓs), que é

precisamente igual a zero de acordo com a Eq. (5.20). Isso significa que, na temperatura T ∗
0 , o

estresse mecânico σ(T ∗
0 ,γ) também deve se anular. De fato, a condição σ(T ∗

0 ,γ) = 0 é possível

se a tensão dada na Eq. (5.11) for independente de γ . Isso ocorre quando o argumento do

logaritmo na Eq. (5.11) tende a um valor finito e constante, enquanto γs(T
∗

0 )≫ γ e γb(T
∗

0 )≫ γ .

Nesse caso, tem-se que [γb(T
∗

0 )+ γ]/[γs(T
∗

0 )− γ] ≈ γb(T
∗

0 )/γs(T
∗

0 ) ≈ −ℓb/ℓs. Como se pode

verificar, ao substituir esse resultado e a expressão de T ∗
0 , dada na Eq. (5.20), na Eq. (5.11),

o resultado é aquele observado na Fig. 5.2, i.e., com σ(T ∗
0 ,γ) = 0 para T ∗

0 = 124,3K, não

importando o valor da deformação γ aplicada ao sistema.

5.7 Contribuições S e E

Como descrito na Ref. [29], assume-se que tanto o estresse mecânico quanto o módulo

elástico pode ser definido como a soma de duas contribuições, isto é,

σ(T,γ) = σS(T,γ)+σE(T,γ), (5.21)
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e

G(T ) = GS(T )+GE(T ). (5.22)

A princípio, os autores da Ref. [29] usaram os subscritos S e E para denotar as contri-

buições entrópica e energética, respectivamente. Essa notação será mantida aqui para facilitar a

comparação com os experimentos. Abaixo serão derivadas expressões para ambas as contribui-

ções.

5.7.1 Módulo elástico

A contribuição S do módulo elástico pode ser obtida a partir da Eq. (5.19) por meio da

relação [29]

GS(T ) = T
dG

dT
(T ), (5.23)

resultando na expressão

GS(T ) =
kBT

A∆ℓ2

(

ℓs + ℓbe∆E/kBT
)(

1+ e−∆E/kBT
)

−
∆E

A∆ℓ2

(

ℓbe∆E/kBT − ℓse
−∆E/kBT

)

. (5.24)

O primeiro termo desta equação é simplesmente G(T ), dado pela Eq. (5.19). Assim,

considerando a Eq. (5.22), a contribuição complementar é facilmente obtida, sendo ela:

GE(T ) =
∆E

A∆ℓ2

(

ℓbe∆E/kBT − ℓse
−∆E/kBT

)

. (5.25)

Claramente, se ∆E = 0, a contribuição energética para o módulo elástico seria nula, i.e.,

GE(T ) = 0. Entretanto, se ∆E > 0, ℓs > 0 e ℓb < 0, a Eq. (5.25) indica que GE(T ) < 0 para

todos os valores de T > T ∗
0 . Além disso, para pequenas deformações, que ocorrem quando

γ/γs ≪ 1, o estresse mecânico pode ser linearizado de modo que suas componente S e E são

dadas, aproximadamente, por:

σS(T,γ)≈ GS(T )γ (5.26)

e

σE(T,γ)≈ GE(T )γ. (5.27)

Portanto, se GE(T ) < 0, é de se esperar que σE(T,γ) também seja negativo, de acordo

com a Eq. (5.27). Por outro lado, também é possível inferir que a contribuição σS(T,γ) será

sempre positiva no intervalo de temperaturas T > T ∗
0 (vide Eq. (5.24)), uma vez que σ(T,γ)≈

G(T )γ deve ser sempre positivo para γ > 0.
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5.7.2 Contribuição positiva (S) para o estresse

Seguindo a mesma abordagem apresentada na Ref. [29], a contribuição S para a tensão

mecânica pode ser calculada pela definição:

σS(T,γ) = T

[

∂σ

∂T
(T,γ)

]

γ

. (5.28)

Utilizando a relação tensão-deformação apresentada na Eq. (5.11), chega-se a

σS(T,γ) =
kBT

A∆ℓ
ln

[

γb(T )+ γ

γs(T )− γ

]

+α0(T )
kBT 2

A∆ℓ

[

γs(T )+1
γs(T )− γ

−
γb(T )−1
γb(T )+ γ

]

, (5.29)

onde γs(T ) e γb(T ) são dados, respectivamente, pelas Eqs. (5.12) e (5.13), enquanto

α0(T ) =
1

ℓ0(T )

[

∂ℓ0

∂T
(T )

]

N

=
∆E∆ℓ

kBT 2
(

1+ e−∆E/kBT
)(

ℓs + ℓbe∆E/kBT
) (5.30)

é o coeficiente de dilatação térmica das cadeias do gel, com G(T ) sendo o módulo elástico dado

pela Eq. (5.19).

Vale ressaltar que, sob tensão, ou seja, se f ̸= 0 e constante, o comportamento do coefi-

ciente de expansão térmica das cadeias é dado pela Eq. (C.16) aplicada ao resultado da Eq. (5.7),

isto é,

α(T, f ) =
1

ℓ(T, f )

[

∂ℓ

∂T
(T, f )

]

N, f

=
(∆E − f ∆ℓ)∆ℓ

kBT 2
[

1+ e−(∆E− f ∆ℓ)/kBT
][

ℓs + ℓbe(∆E− f ∆ℓ)/kBT
] .

(5.31)

Assim, se f > ∆E/∆ℓ, é possível que as cadeias do gel comportem-se segundo o efeito

Gough-Joule [79], com α(T, f ) sendo uma quantidade negativa, i.e., as cadeias poliméricas

do material, quando submetidas à tensão mecânica, se contrairão à medida que sua tempera-

tura aumenta, o que parece ocorrer para as amostras de hidrogéis de tetra-PEG explorados na

Ref. [29].

O resultado da Eq. (5.31) mais uma vez confirma a expressão geral deduzida no Apên-

dice C. De fato, pode-se mostrar que a covariância ⟨δHδℓ⟩ vale (UbUs/N)(∆E − f ∆ℓ)∆ℓ, ao

passo que a distância ponta-a-ponta dos polímeros é dada por ℓ = Us

[

ℓs + ℓbe(∆E− f ∆ℓ)/kBT
]

,

onde Us = Ube−(∆E− f ∆ℓ)/kBT = N
[

1+ e(∆E− f ∆ℓ)/kBT
]−1

, com a Eq. (C.12) definindo os pe-

sos estatísticos Us ≡ Us(N,T, f ) e Ub ≡ Us(N,T, f ). Com esses resultados e a expressão

da Eq. (C.18), obtêm-se os resultados da equações (5.30) e (5.31), pois deve-se ter α0(T ) ≡

α(T,0), como esperado.
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5.7.3 Contribuição negativa (E) para o estresse

Considerando a Eq. (5.21), i.e., σE(T,γ) = σ(T,γ)−σS(T,γ), pode-se utilizar os resul-

tados das Eqs. (5.11) e (5.29) para identificar a contribuição E da tensão como sendo:

σE(T,γ) =
∆E

A∆ℓ
−α0(T )

kBT 2

A∆ℓ

[

γs(T )+1
γs(T )− γ

−
γb(T )−1
γb(T )+ γ

]

. (5.32)

Diferentemente das definições convencionais utilizadas na literatura [33], tanto σE(T,γ)

quanto GE(T ) incluem não apenas termos relacionados à derivada da energia interna como tam-

bém termos relacionados à derivada da entropia, i.e., fE(T, ℓ) = AσE(T,γ) ̸= [∂U(T, ℓ)/∂ℓ]N,T .

Mais detalhes sobre tais definições podem ser encontrados no Apêndice D.

5.8 Contribuições para o estresse vs. deformação

Na Fig. 5.3, estão incluídas comparações entre os resultados teóricos e os dados experi-

mentais extraídos da Ref. [29] para o hidrogel tetra-PEG, cujos experimentos foram realizados

a uma temperatura constante de T = 288K. Na figura, pode-se observar o quão bem as equa-

ções não-lineares (linhas contínuas) obtidas para o estresse e suas contribuições, dadas pelas

Eqs. (5.11), (5.29) e (5.32), descrevem os resultados experimentais. É importante mencionar

que, de fato, a contribuição E do estresse é negativa para todo valor de γ , mesmo em sua forma

não-linear, Eq. (5.25), cujos efeitos começam a diferir de sua forma linearizada, dada pela

Eq. (5.27), por volta de γ = 1,6.

Além disso, os resultados apresentados na Fig. 5.3 indicam que, quando as contribui-

ções positiva (S) e negativa (E) do módulo elástico são calculadas pelas Eqs. (5.24) e (5.25),

respectivamente, as relações linearizadas (linhas ponto-tracejadas) para as contribuições cor-

respondentes para estresse mecânico, obtidas via Eqs. (5.26) e (5.27), também descrevem bem

os dados experimentais. Ainda assim, vale a pena mencionar que as relações linearizadas são

válidas apenas para deformações γ < γs(T ), uma vez que todas as expressões não-lineares para

σ(T,γ), σS(T,γ) e σE(T,γ) são divergentes em γ = γs(T ). Desse modo, o valor de γs(T ) esta-

belece o maior valor de deformação suportada pelo material a uma temperatura T .

5.9 Contribuições para o estresse vs. temperatura

Para ilustrar como o estresse e suas contribuições positiva (S) e negativa (E) se com-

portam quanto a variações de temperatura, mantendo fixo a deformação em γ = 0,6, inclui-se

na Fig. 5.4 uma comparação entre os resultados teóricos e os dados experimentais extraídos

da Ref. [29] para o hidrogel tetra-PEG. Como observado, a concordância entre as expressões

não-lineares (linhas contínuas), i.e., Eqs. (5.11), (5.29) e (5.32), e experimentos (símbolos fe-

chados) é satisfatória. Ainda que qualitativamente, um comportamento similar é observado para

as relações linearizadas (linhas ponto-tracejadas), isto é, as Eqs. (5.15), (5.26) e (5.27).
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Figura 5.3: Os símbolos cheios indicam os dados experimentais extraídos da Ref. [29], e correspon-
dem ao estresse mecânico como função da deformação, medidos à temperatura de T = 288K. A linha
preta denota o estresse σ(T,γ), enquanto as linhas verde-azulado e azul são as contribuições σS(T,γ) e
σE(T,γ), respectivamente. Linhas contínuas denotam as expressões não-lineares dadas pelas Eqs. (5.11),
(5.29) e (5.32), e as linhas ponto-tracejadas denotam as relações linearizadas, dadas pelas Eqs. (5.15),
(5.26) e (5.27). Os parâmetros utilizados aqui foram: ∆E = 3,4 pN.nm, ℓs = 29nm, ℓb = −4nm (i.e.,
∆ℓ= 33nm) e A = 11,575nm2. Figura também publicada no artigo relacionado a esta tese [73].
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Figura 5.4: Os símbolos cheios indicam os dados experimentais extraídos da Ref. [29], e correspondem
ao estresse mecânico como função da temperatura T , medidos à deformação γ = 0,6. Os círculos pre-
tos correspondem ao estresse total σ(T,γ), enquanto os diamantes verde-azulados e os quadrados azuis
indicam as contribuições σS(T,γ) e σE(T,γ), respectivamente. Linhas contínuas denotam as expressões
não-lineares dadas pelas Eqs. (5.11), (5.29) e (5.32), e as linhas ponto-tracejadas denotam as relações
linearizadas, dadas pelas Eqs. (5.15), (5.26) e (5.27). As linhas tracejadas correspondem ao compor-
tamento descrito pela relação fenomenológica σ(T,γ) = a(T − T0)γ proposta na Ref. [29], de onde
obtêm-se σS(T,γ) = aT γ e σE(T,γ) = −aT0γ com a = 4,75×10−2 kPa/K e T0 = 124,6K. Os parâme-
tros utilizados aqui: ∆E = 3,4 pN.nm, ℓs = 29nm, ℓb =−4nm (ou seja, ∆ℓ= 33nm) e A = 11,575nm2,
resultando no valor da temperatura T ∗

0 = 124,3K (Eq. (5.20). Figura também publicada no artigo relaci-
onado a esta tese [73].

Além dos resultados teóricos, estão incluídos também as curvas referentes à relação

tensão-deformação fenomenológica (linhas tracejadas) proposta na Ref. [29], escrita na forma
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σ(T,γ) = a(T −T0)γ , para a = 4,75×10−2 kPa/K e T0 = 124,6K. Vale a pena notar que a con-

tribuição positiva (S) prevista nesse modelo heurístico é uma função bilinear da temperatura e da

deformação, sendo dada por σS(T,γ) = aT γ . Consequentemente, a contribuição S do módulo

elástico é simplesmente GS(T ) = aT . A diferença entre as expressões encontradas a partir do

modelo de dois estados e as fenomenológicas são consideráveis, uma vez que as primeiras pos-

suem uma dependência não-linear em relação à temperatura. Ainda assim, qualitativamente,

elas levam a resultados similares, como pode ser observado na Fig. 5.4. Algo similar ocorre

para a contribuição negativa, em que tanto o estresse, em que σE(T,γ) =−aT0γ =−3,55kPa,

quanto o módulo elástico GE(T ) = −aT0 = −5,92kPa são previstos como independentes da

temperatura no modelo heurístico, o que evidentemente não ocorre no modelo de dois estados.

Ainda que diferentes, as expressões teóricas aqui propostas e as heurísticas, propostas

na Ref.[29], conduzem a resultados similares, conforme pode ser observado nas Figs. 5.3 e

5.4. De fato, pode-se mostrar que as relações fenomenológicas apresentadas pelos autores da

Ref. [29] são casos limites das expressões teóricas deduzidas nesta tese, sendo obtidas quando

se consideram (i) deformações relativamente pequenas, ou seja, γ/γs(T )≪ 1, e (ii) valores de

temperatura relativamente elevadas, o que corresponde a ∆E/kBT ≪ 1. Esses casos limites

serão explorados a seguir, quando será feita uma análise interpretativa do significado físico dos

parâmetros mesoscópicos ∆E, ℓs, ℓb e A do modelo de dois estados.

5.10 Significado físico dos parâmetros do modelo

Para entender de que forma os parâmetros do modelo de dois estados podem estar rela-

cionados aos resultados da Ref. [29], considera-se o caso limite da Eq. (5.11) para γ/γs(T )≪ 1

e ∆E/kBT ≪ 1. Ao impor tais limites, automaticamente, pode-se assumir a Eq. (5.15) como

válida e, portanto, é possível linearizar o módulo elástico, dado na Eq. (5.19), utilizando a apro-

ximação ex ≈ 1+x e rejeitando termos de ordem superior em x = ∆E/kBT . Esse procedimento

nos leva à equação:

G(T ) =
ℓs + ℓb

ℓs − ℓb

2kB

A(ℓs − ℓb)

(

T −
ℓs − ℓb

ℓs + ℓb

∆E

2kB

)

. (5.33)

Como comentado anteriormente, tal linearização leva, precisamente, ao resultado feno-

menológico da Ref. [29], isto é, G(T ) = a(T −T0), a partir da qual se pode identificar

a =
ℓs + ℓb

ℓs − ℓb

2kB

A(ℓs − ℓb)
(5.34)

e

T0 =
ℓs − ℓb

ℓs + ℓb

∆E

2kB
. (5.35)

Inicialmente, vale a pena considerar o que acontece se os parâmetros obtidos do modelo

de dois estados, utilizados na construção das Figs. 5.2, 5.3 e 5.4, forem usados na obtenção de a

e T0 definidos nas Eqs. (5.34) e (5.35). Assumindo os valores ∆E = 3,4pN.nm, ℓs = 29nm, ℓb =
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−4nm e A = 11.575nm2, encontra-se a = 5,47× 10−2 kPa.K−1 e T0 = 162,6K, o que é uma

superestimativa dos valores experimentais a = (5,0±0,2)×10−2 kPa.K−1 e T0 = (131±8)K

obtidos pelas expressões do modelo fenomenológico da Ref. [29]. Entretanto, espera-se que

não haja uma correspondência precisa entre teoria e experimento quanto à utilização das expres-

sões (5.34) e (5.35), uma vez que elas são resultados de aproximações com limite de validade

específica. De fato, a temperatura T0 = 162,6K (Eq. (5.35)), estimada pelos valores obtidos das

expressões lineares, difere não apenas da temperatura característica T ∗
0 = 124,3K (Eq. (5.20))

como também do valor estipulado pelo modelo fenomenológico, i.e., T0 = (131± 8)K. Ainda

assim, o estresse mecânico σ(T,γ) = G(T )γ , obtido através do módulo elástico definido pela

Eq. (5.33), se ajusta bem aos dados experimentais contanto que pequenas mudanças nos pa-

râmetros mesoscópicos sejam feitas, isto é: ∆E = 2,7pN.nm, ℓs = 30nm, ℓb = −4,35nm e

A = 11.575nm2. Com esses valores ajustados, as relações das Eqs. (5.34) e (5.35) fornecem

a = 5,18×10−2 kPa.K−1 e T0 = 131K, estando dentro das margens de erro dos valores deter-

minados na Ref. [29], esses últimos utilizados na construção das linhas tracejadas da Fig. 5.2.

De todo modo, é importante notar que, se os novos parâmetros são utilizados na Eq. (5.20), o

resultado é T ∗
0 = 101,3K, e a concordância com os dados experimentais é ruim. Isso indica

que a equivalência entre o módulo elástico definido pela Eq. (5.33) e a relação fenomenológica

G(T ) = a(T −T0) é fortuita em virtude do procedimento de linearização.

Como pode ser inferido das Refs. [29, 31], os resultados experimentais apresentados

nas Figs. 5.2, 5.3 e 5.4 foram todos medidos nas mesmas condições experimentais, em que

os hidrogéis foram preparados com conectividade de rede p = 0,915, a partir de moléculas

precursoras tetrafuncionais de massa molecular igual a Mw = 20kg/mol, e a uma concentração

de c = 60kg/m3. A seguir, os dados experimentais das Refs. [29, 31] serão explorados com

intuito de entender melhor como os parâmetros ∆E, ℓs, ℓb e A podem depender das quantidades

p, Mw e c.

5.10.1 Diferença de energia e temperatura característica

Primeiramente, será analisado como a diferença de energia ∆E varia conforme os valores

de p, Mw, e c mudam. Para isso, iremos considerar, em vez de c, a densidade de número das

moléculas precursoras definida pela relação:

n = c
NA

Mw
, (5.36)

onde NA = 6,03×1023 mol−1 é o número de Avogadro. Conforme discutido nas Refs. [29, 31],

T0 ≡ T0(c,Mw), isto é, a temperatura fenomenológica é independente da conectividade da rede

p, e depende apenas da concentração c e da massa molar Mw das moléculas precursoras. Além

disso, fica sugerido na Ref. [29] que T0 ∝ M
−1/2
w n−1/3 para valores baixos de Mw e n. Uma

vez que a Eq. (5.35) estabelece que ∆E ∝ T0, é necessário discutir como δℓ/∆ℓ depende das

condições experimentais, em que δℓ= ℓs+ℓb e ∆ℓ= ℓs−ℓb. Assumindo que ℓs e ℓb possuem a
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(z = 4). (a) Temperatura T0 = ∆E∆ℓ/2kBδℓ (Eq. (5.35)) como função da concentração c da moléculas
precursoras com diferentes massas molares Mw. (b) Curva mestre para os dados apresentados em (a),
mostrando que T0 = ∆E∆ℓ/2kBδℓ ∝ M

−1/2
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da conectividade p das redes. As linhas tracejadas correspondem a funções lineares provenientes de um
ajuste da expressão a = w∗gz(p)kBn (Eq. (5.40)), para cada valor de p, aos dados experimentais.(d) Os
símbolos cheios correspondem aos valores da função gz(p) encontrados do ajuste linear da Eq. (5.40)
provenientes de (c), assumindo w∗ = 2,17. A linha tracejada corresponde ao ajuste linear da função gz(p)
(Eq. (5.38)) impondo que gz(1) = 1, o que leva a p∗z = 0,47. (e) Resultados para o coeficiente de cor-
reção dependente da temperatura w(T ) = G(T )/gz(p)nkBT . Símbolos cheios correspondem aos dados
experimentais da Fig. 5.2 para valores do módulo elástico estimados pela expressão G(T ) ≈ σ(T,γ)/γ

para as deformações γ = 0,2 e γ = 0,4, em que gz(p) foi calculado utilizando p = 0,915, p∗z = 0,47,
M = 20kg/mol, c = 60kg/m3. A linha contínua indica a estimativa teórica dada pela Eq. (5.44). Figura
também publicada no artigo relacionado a esta tese [73].

mesma dependência com a massa molar5 e nenhuma dependência com a densidade de número

das moléculas precursoras, descobre-se que δℓ/∆ℓ é independente tanto de Mw como de n.

Logo, pode-se inferir que a diferença de energia se comporta exatamente da mesma maneira

que T0, i.e., ∆E ∝ M
−1/2
w n−1/3. Na Fig. 5.5(a), está incluído o lado direito da Eq. (5.35) como

função da concentração c para diferentes valores de Mw, enquanto na Fig. 5.5(b) está indicado

que ∆E, assim como T0, é de fato proporcional a M
−1/2
w n−1/3, como sugerido na Ref. [29].

Por fim, vale a pena notar que, por causa da definição de T ∗
0 , dada na Eq. (5.20), que en-

volve a razão ℓs/ℓb, conclui-se, também, que T ∗
0 ∝ ∆E, de modo que essa temperatura comporta-

se da mesma maneira que T0 com relação à massa molar e à densidade de número, isto é,

T ∗
0 ∝ M

−1/2
w n−1/3. Embora procedimentos sistemáticos baseados em simulações numéricas

de sistemas poliméricos sugiram que potenciais efetivos devem depender da densidade de nú-

mero [80], não foi encontrada na literatura nenhuma relação quantitativa entre ∆E com Mw ou

n que seja obtida de primeiros princípios.

5A dependência de ℓs e ℓb com Mw pode ser inferida a partir de diversos modelos de polímeros [46] tais
como, e.g., cadeia gaussiana, worm-like chain (WLC), e freely-jointed chain (FJC). Por exemplo, pode-se assumir
M f = 2(Mw/z) como sendo a massa molar de uma das cadeias conectadas da rede, cuja funcionalidade é z, de
modo que as medidas ℓs e ℓb seguem a mesma dependência da distância ponta-a-ponta em M f , i.e., uma lei de
potência do tipo ℓ ∝ Mν

f , em que ν é o expoente de Flory [33].



70

5.10.2 Pré-fator do módulo elástico para diferentes conectividades

Nas Refs. [29, 31], são apresentados estudos aprofundados sobre as propriedades me-

cânicas dos hidrogéis de tetra-PEG que foram submetidos a diversas condições experimentais.

Consequentemente, tem-se acesso a uma grande quantidade de dados dos quais se pode extrair

informações relevantes para o modelo aqui considerado. Particularmente, uma das condições

avaliadas foi a conectividade p da rede do hidrogel, enquanto outras quantidades como n e Mw

foram mantidas fixas. Com isso, foi possível explorar esses resultados de modo a inferir como o

pré-fator, relacionado à secção transversal dos filamentos A, presente Eq. (5.11) e nos resultados

provenientes dela, depende das quantidades n, Mw e p.

Do ponto de vista teórico, redes poliméricas diluídas com diferentes conectividades p

podem ser descritas por um meio efetivo baseado em redes regulares, conforme apresentado na

Ref. [81]. Nesse caso, o módulo elástico pode ser escrito como

G(T ) = gz(p)Gc(T ), (5.37)

com Gc(T ) sendo o módulo elástico de uma rede totalmente conectada, i.e., p = 1. Evidente-

mente, gz(p) é uma função que depende apenas da conectividade da rede, por definição. Para

redes suficientemente conectadas, i.e., p∗z ≪ p≤ 1, a expressão dessa função é linear [81], sendo

dada por

gz(p) =
p− p∗z

1− p∗z
, (5.38)

onde p∗z = 2/z é um parâmetro relacionado ao número de coordenação (ou funcionalidade) z

das cadeias em uma rede ideal completamente conectada (e.g., z= 4 e z= 6 para redes regulares

quadradas e cúbicas, respectivamente). Como os experimentos são realizados com géis de tetra-

PEG [82, 83], em que as moléculas precursoras apresentam número de coordenação igual a z =

4, é de se esperar que p∗z = 1/2 e gz(p) = 2p−1. Além disso, como sugerido nas Refs. [29, 31],

o módulo elástico de um gel com rede completamente conectada pode ser expresso por

Gc(T ) = w∗nkB(T −T0), (5.39)

onde n é a densidade de número usual, dada pela Eq. (5.36), T0 é a temperatura heurística e w∗

é um parâmetro fenomenológico que pode ser determinado por meio da análise experimental

das amostras (nas Refs. [29, 31], os autores encontram seu valor como sendo igual a 2,4). Con-

siderando o módulo elástico heurístico G(T ) = a(T −T0) [29] juntamente com as Eqs. (5.37) e

(5.39), conclui-se que

a = w∗gz(p)kBn, (5.40)

sendo confirmado pela relação linear observada para a= 2kBδℓ/A∆ℓ2 apresentada na Fig. 5.5(c).

Portanto, tomando os dados da Ref. [29] e reanalisando-os de modo a tornar gz(1) = 1 consis-

tente, pode-se encontrar, pelos dados expostos na Fig. 5.5(c), que o parâmetro w∗ deve ser

próximo de 2,17. Na Fig. 5.5(d), é mostrada a função gz(p) encontrada pelo ajuste linear dos
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dados como função de p e pode-se verificar que a relação linear dada na Eq. (5.38) descreve

bem os dados extraídos da Ref. [29]. Ademais, o ajuste dos dados da Eq. (5.38) aos dados da

Fig. 5.5(d), impondo que gz(1) = 1, leva a p∗z ≈ 0,47, que é próximo do valor esperado para o

hidrogel tetra-PEG, cuja rede possui funcionalidade z = 4.

Através da identidade dada na Eq. (5.40) e da relação fenomenológica expressa na

Eq. (5.34), pode-se concluir que

A∆ℓ=
2

w∗

δℓ

∆ℓ

1
gz(p)n

. (5.41)

Como discutido anteriormente, assume-se que δℓ/∆ℓ = (ℓs + ℓb)/(ℓs − ℓb) é indepen-

dente tanto de p quanto de Mw, assim a Eq. (5.41) implica que A∆ℓ ∝ [gz(p)n]−1. Embora não

seja possível determinar exatamente de que modo a área efetiva A depende dos parâmetros fí-

sicos p, n e Mw, visto que não se sabe exatamente como ∆ℓ varia com tais parâmetros, pode-se

inferir, pelo menos, que o produto dessas duas quantidades é inversamente proporcional tanto a

gz(p) quanto a n.

Além disso, mesmo tendo ℓs, ℓb e A como parâmetros fundamentais em análises ante-

riores, tem-se que apenas dois deles (além de ∆E) são independentes. São eles qℓ = −ℓs/ℓb e

rℓ = A∆ℓ. Por exemplo, se qℓ = 7,25 e rℓ = 381,975nm3, é possível considerar a metade dos

comprimentos determinados previamente, i.e., ℓs = 14,5nm e ℓs = −2nm, e o dobro da área

efetiva, A = 23,150nm2, para obter exatamente6 os mesmos resultados mostrados nas Figs. 5.2,

5.3 e 5.4, contanto que qℓ e rℓ se mantenham inalterados. Acontece que a Eq. (5.41) estabelece

uma relação interessante entre qℓ e rℓ que pode ser convenientemente utilizada para explorar

outros estudos em outras condições experimentais. Por fim, vale a pena mencionar que os va-

lores ℓs = 29nm e ℓb = −4nm considerados previamente são consistentes com as estimativas

obtidas para cadeias únicas de PEG utilizadas na obtenção de curvas experimentais de força por

extensão [84].

5.11 Fator de correção dependente da temperatura

É importante notar que os autores das Refs. [29, 31] não explicaram a origem da cons-

tante fenomenológica w∗ que aparece nas Eqs. (5.39), (5.40) e (5.41). Pode-se argumentar que

tal parâmetro faz parte de um fator de correção do módulo elástico G(T ). Para descobrir de que

forma isso ocorre, convém definir

w(T )≡
G(T )

gz(p)nkBT
, (5.42)

que deve ser constante se nenhum fator dependente da temperatura for necessário para descrever

os dados experimentais, como é o caso do módulo elástico obtido considerando apenas as con-

tribuições entrópicas do sistema, onde G(T ) ∝ kBT . No gráfico da Fig. 5.5(e), é mostrado w(T )

6A única exceção é o gráfico interno na Fig. 5.2, pois ℓ0/N passaria a ser metade do que era antes.
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como função de T para dados extraídos da Fig. 5.2 (apenas aqueles em que γ = 0.2 e γ = 0.4,

com os respectivos módulos elásticos calculados pela expressão G(T ) ≈ σ(T,γ)/γ). Ao con-

trário do que se espera para modelos puramente entrópicos, a Fig. 5.5(e) mostra que w(T ) não

é constante, indicando que tal fator dependente da temperatura deve ser incorporado ao modelo

para que seja possível descrever, além de borrachas, também hidrogéis elásticos como os géis

de tetra-PEG [29, 31].

Assim, percebe-se que a relação tensão-deformação, dada na Eq. (5.11), e sua versão

linearizada, escrita na Eq. (5.15), descrevem bem os dados experimentais da Ref. [29], como

apresentado nas Figs. 5.2, 5.3 e 5.4. Portanto, se for assumido que a Eq. (5.41) é também válida

para as relações não-lineares, segue que

1
A∆ℓ2 =

w∗gz(p)n

(ℓs + ℓb)
, (5.43)

a qual pode ser substituída na expressão do módulo elástico dada na Eq. (5.19). Desse modo, o

fator de correção dependente da temperatura pode ser explicitamente escrito como

w(T ) = w∗

(

1+ e−∆E/kBT

2

)(

ℓs + ℓbe∆E/kBT

ℓs + ℓb

)

. (5.44)

Como é possível observar na Fig. 5.5(e), a expressão acima descreve os experimentos da Ref. [29]

de maneira razoável. Se temperaturas relativamente elevadas forem consideradas, de modo que

se pode assumir que ex ≈ 1+ x para x = ∆E/kBT ≪ 1, então, a Eq. (5.44) leva ao resultado

w(T )≈ w∗

(

1−
∆ℓ

2δℓ

∆E

kBT

)

= w∗

(

1−
T0

T

)

, (5.45)

onde se identifica a definição de T0 (Eq. (5.35)) na última passagem. De acordo com esse

resultado, essa aproximação leva à expressão teórica do módulo elástico precisamente na sua

forma fenomenológica, isto é, a Eq. (5.19) é levada a G(T ) = a(T − T0), com a dado pela

Eq. (5.40). É interessante perceber que, se ∆E = 0, então w(T ) = w∗ para qualquer temperatura

T , e a Eq. (5.42) fornece G(T ) = w∗gz(p)nkBT , i.e., G(T ) ∝ kBT , o comportamento esperado

para o módulo elástico de géis puramente entrópicos.

Como mencionado, a origem de w∗ não foi explicada nas Refs. [29, 31]. De acordo

com os resultados apresentados, é plausível que a origem de tal parâmetro esteja relacionada

à contagem correta do número de filamentos elásticos efetivos em solução. Particularmente,

se a densidade de número das cadeias entrelaçadas (crosslinked) for considerada como sendo

n f = cNA/M f , e a massa molar de uma molécula precursora, cuja coordenação seja z, como

M f = 2(Mw/z), encontra-se n f = (z/2)n, com n a densidade de número dada na Eq. (5.36).

Portanto, ao assumir que a densidade de número efetiva dos elementos elásticos em solução é,

de fato, ne = gz(p)n f ≈ w∗gz(p)n, segue que n f ≈ w∗n, o que leva a

w∗ ≈
z

2
, (5.46)
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que, para o caso do hidrogel tetra-PEG, aproxima-se do valor obtido nos estudos das Refs. [29,

31], i.e., 2,17. Na prática, considerando que a relação acima esteja correta, pode-se utilizar tal

resultado para reescrever a função w(T ) (Eq. (5.44)) de forma mais geral, o que leva à expressão

final do módulo elástico:

G(T ) = gz(p)nkBTw(T ) (5.47)

É importante destacar que n corresponde à densidade de número das moléculas precur-

soras (também é proporcional à densidade de número das cadeias reticuladas nc) de funciona-

lidade z, p é a conectividade das cadeias na rede (que deve estar no intervalo 2/z ≪ p ≤ 1),

e w(T ) é o fator de correção dependente da temperatura, que também depende de z segundo a

equação

w(T ) =
z

4

(

1+ e−∆E/kBT
)

(

ℓs + ℓbe∆E/kBT

ℓs + ℓb

)

. (5.48)

De acordo com com essa expressão, hidrogéis puramente entrópicos com funcionalidade z = 4

possuem w(T ) = 2 para qualquer temperatura se ∆E = 0. De maneira geral, quando ∆E = 0, a

Eq. (5.48) implica que w(T ) = z/2 para qualquer temperatura.
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Capítulo 6

Efeito de amolecimento induzido pela

interação cadeia-solvente

Publicação relacionada:
Revisiting the strain-induced softening behaviour in hydrogels [85]

Leonam K. R. Duarte, Leandro G. Rizzi

Soft Matter (2024)

6.1 Motivação

A viscoelasticidade de redes de polímeros é normalmente acessada mediante a aplicação

de uma deformação oscilatória de baixa amplitude na amostra [9, 45]. A partir dessa aborda-

gem, medem-se os módulos de armazenamento (G′) e de perda (G′′), que fornecem informações

sobre o quão sólido e líquido é o material estudado. Quando o módulo de armazenamento é

maior que o módulo de perda, i.e., G′(ω) > G′′(ω), com ω a frequência de oscilação da de-

formação, então, o material comporta-se majoritariamente como um sólido (como o hidrogel

de tetra-PEG discutido no Cap. 5), caso contrário, seu comportamento assemelha-se ao de um

líquido complexo (como as soluções poliméricas discutidas nos Caps. 2 e 3). Para um material

viscoelástico genérico, pode-se mostrar [45, 46] que a relação tensão-deformação, no cenário

em que a deformação é oscilatória, é dada pela Eq. (2.2), de modo que, no equilíbrio (i.e., t → ∞

ou ω → 0), o módulo diferencial do material, definido por K(T,γ), pode ser aproximado por

K(T,γ) = lim
ω→0

G′(ω,T,γ), (6.1)

em que γ representa a amplitude da deformação oscilatória. A aproximação na Eq. (6.1) é

válida para G′(ω)> G′′(ω), tornando-se melhor quanto maior for o módulo de armazenamento

em relação ao módulo de perda.

Conforme observa-se na Fig. 6.1, o hidrogel à base de colágeno possui propriedades

mecânicas sensíveis à adição de agentes químicos em sua composição [86]. Isso é comumente

explorado pela indústria da engenharia de tecidos em uma tentativa de encontrar uma forma
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Figura 6.1: Módulo diferencial como função da deformação para amostras de hidrogéis baseadas em
colágeno. Os gráficos ilustram o efeito de amolecimento (softening) ocorrendo para a amostra tratada
com TG2. As linhas em vermelho (ponto-tracejada e sólida) são as previsões do modelo do capítulo
anterior, em que ∆E = 0 para a amostra sem TG2 (círculos laranjados), e ∆E > 0 para a amostra com
TG2 (quadrados cianos). Dados experimentais extraídos da Ref. [86].

de melhorar as características físicas naturais dos materiais, ou mesmo para avaliar os efeitos

de uma droga atuando in vivo (e.g., Refs. [87–91]). No exemplo mostrado, percebe-se que a

amostra tratada com o agente transglutaminase (TG2) comporta-se de maneira bem diferente da

amostra selvagem (i.e., sem adição de agentes) que se mantém mais rígida por todo o intervalo

de deformações mostrado.

A ideia aqui é reportar o estudo realizado a partir da Eq. (6.1), utilizando a expressão

para a curva de tensão-deformação obtida no Capítulo anterior para o modelo de dois estados,

Eq. (5.11), de modo a compreender, por exemplo, o efeito de amolecimento (ou softening) que

visivelmente aparece na amostra de hidrogel em que foi ministrado o TG2. Será mostrado

que tal diminuição no módulo diferencial K(T,γ) está intimamente relacionada à diferença

de energia ∆E, isto é, às interações polímero-solvente, a mesma que dá origem à contribuição

negativa para o módulo elástico de hidrogéis. Além disso, será mostrado que o modelo proposto

no Cap. 5 pode ser aplicado a outros tipos hidrogéis, de modo que ele não se limita ao estudo

apenas daqueles à base de tetra-PEG.

6.2 Modelo e suas previsões

A relação de tensão-deformação que descreve as propriedades elásticas de hidrogel,

conforme discutido anteriormente, é dada pela Eq. (5.11), e pode ser reescrita como

σ(T,γ) = n̄

{

∆E + kBT ln

[

γb(T )+ γ

γs(T )− γ

]}

, (6.2)
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onde n̄ = 1/A∆ℓ = ne(qℓ + 1)/[2(qℓ − 1)], pelo resultado da Eq. (5.41), com ne = w∗gz(p)n

sendo a densidade de número efetiva dos elementos elásticos do hidrogel1, e qℓ definido por

qℓ =−
ℓs

ℓb

. (6.3)

Os parâmetros mesoscópicos ℓb e ℓs > |ℓb| são as distâncias ponta-a-ponta das conformações

enoveladas e estirada, respectivamente, de cada um dos N fragmentos menores que compõem

os polímeros reticulados da rede do hidrogel. As funções γs(T ) e γb(T ), dependentes da tem-

peratura, são dadas pelas Eqs. (5.12) e (5.13) e também dependem dos parâmetros qℓ e ∆E, de

modo que a Eq. (6.2) é uma função com três parâmetros livres, i.e., ne, qℓ e ∆E. De fato, tais

funções podem ser reescritas como

γs(T ) =
qℓ+1

qℓe
−∆E/kBT −1

, (6.4)

e

γb(T ) =
qℓ+1

qℓ− e∆E/kBT
, (6.5)

Cada polímero que compõe a rede pode ser estirado até um valor máximo cujo compri-

mento vale ℓc = Nℓs, podendo ser obtido quando uma força (ou tensão) elevada o suficiente é

aplicada, fazendo com que sua deformação se aproxime do valor limite γs(T ). Por outro lado,

quando não há forças externas aplicadas, a distância ponta-a-ponta natural dos filamentos da

rede é determinada pela expressão (5.8) que, em termos de qℓ e ∆E, é reescrita como

ℓ0(T ) =
ℓc

qℓ

(

qℓ− e∆E/kBT

1+ e∆E/kBT

)

(6.6)

A expressão acima estabelece que ℓ0 seja uma fração do comprimento ℓc independente de quais

sejam os valores de ∆E e |qℓ|> 1. Conforme discutido, a partir do comprimento natural ℓ0 das

cadeias, pode-se definir a deformação γ = (ℓ− ℓ0)/ℓ0, onde ℓ ≡ ℓ(T, f ), dado pela Eq. (5.7),

expressa o comprimento dos polímeros reticulados da rede quando submetidos a uma força

f ̸= 0. Além disso, conclui-se que γs(T ) é a deformação de ruptura das cadeias. De fato,

utilizando a Eq. (6.6) para ℓ0(T ) na definição de γ , mostra-se que a razão γs = (ℓc − ℓ0)/ℓ0

resulta na expressão mostrada na Eq. (6.4), como deveria ser.

Da relação tensão-deformação, dada pela Eq. (6.2), pode-se obter o módulo elástico das

cadeias utilizando a definição dada pela Eq. (5.16), de modo que é possível escrever

G(T ) = nekBT φ(T ) . (6.7)

Nessa expressão, utiliza-se a definição w∗φ(T ) ≡ w(T ), com w(T ) dado na Eq. (5.44), para

1No caso do hidrogel tetra-PEG, n é a densidade de número das moléculas precursoras de funcionalidade z,
w∗ = z/2 e gz(p) = (p− 2/z)/(1− 2/z), onde p é a conectividade da rede. Aqui será assumido que ne trata-
se apenas de um valor médio, uma vez que o modelo será aplicado também a redes desordenadas as quais não
apresentam um valor específico para z.
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que, assim, o módulo elástico fique explicitamente dependente de ne = w∗gz(p)n. Com isso,

pode-se escrever φ(T ) em termos de qℓ e ∆E como

φ(T ) =

(

1+ e∆E/kBT

2

)(

qℓe
−∆E/kBT −1

qℓ−1

)

. (6.8)

De acordo com essa expressão, φ(T ) é igual a 1 se ∆E = 0 para quaisquer valores de

|qℓ| > 1 e T , pois nesse caso, o resultado expressa o módulo elástico de uma rede puramente

entrópica, em que G(T ) = GS(T ) = nekBT . Por outro lado, quando ∆E ̸= 0, o fator de correção

φ(T ) comporta-se de maneira muito distinta a depender do sinal de qℓ. Caso qℓ > 1, como foi

para o hidrogel de tetra-PEG discutido no capítulo anterior, é possível determinar, a partir da

condição de que G(T )> 0, a temperatura característica T ∗
0 definida na Eq. (5.20), aqui reescrita

como

T ∗
0 =

∆E

kB ln
(

qℓ

) . (6.9)

Nesse caso, todas as equações para as tensões e os módulos elásticos são válidas apenas se

T > T ∗
0 . Agora, se qℓ < −1, fica claro das Eqs. (6.8) e (6.9) que a restrição de temperaturas

não existe, uma vez que φ(T ) é positivo para qualquer T > 0. Além disso, conforme pode ser

inferido da Eq. (5.25), tem-se que

GE(T ) =−
∆E

kBT

qℓ+ e2∆E/kBT

(

qℓ− e∆E/kBT
)(

1+ e∆E/kBT
)G(T ). (6.10)

Portanto, qℓ > 1 implicará sempre em uma contribuição GE(T ) negativa se ∆E > 0. Entretanto,

se qℓ < −1, a componente GE(T ) do módulo elástico pode assumir valores positivos ou nega-

tivos, o primeiro ocorrendo para T < T
†

0 , e o segundo para T > T
†

0 , em que a temperatura T
†

0 é

dada por

T
†

0 =
2∆E

kB ln
(

−qℓ

) . (6.11)

É fundamental destacar que ∆E ≥ 0 sempre, uma vez que esse parâmetro expressa a diferença

de energia de interação das cadeias com o solvente a sua volta, i.e., ∆E = Es −Eb > 0.

6.3 Módulo diferencial

Um vez estabelecida a relação de tensão-deformação, a qual já é calculada, por defini-

ção, no limite de baixas frequências, pode-se obter o módulo diferencial do sistema, Eq. (6.1),

considerando a seguinte definição:

K(T,γ) =

[

∂σ

∂γ
(T,γ)

]

T

. (6.12)

Por um lado, se a relação tensão-deformação fenomenológica [29] σ(T,γ) = a(T −T0)γ

for utilizada, obtém-se K(T,γ) = a(T −T0). Claramente, esse modelo é incapaz de descrever
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fenômenos como amolecimento (softening) e enrijecimento (hardening), uma vez que o mó-

dulo diferencial não depende de γ . Por outro lado, relações de tensão-deformação [92, 93]

provenientes do modelo WLC [94], por exemplo, são capazes de descrever apenas o efeito de

enrijecimento, o qual corresponde ao aumento significativo de K(T,γ) à medida que γ aumenta.

De fato, uma vez que o ponto de partida desses modelos é a curva de força por extensão obtida

por Marko & Siggia [94], segue que o módulo diferencial dos modelos é proporcional a deriva-

das da força, isto é, K(T,γ) ∝ [∂ f (T,x)/∂x]T . Pelo fato de f (T,x) ∝ [x−0,25+0,25(1−x)−2]

ser uma função convexa em seu domínio (∀x ∈ [0,1[), i.e., [∂ 2 f (T,x)/∂x2]T > 0, segue que o

módulo diferencial K(T,γ) é uma função estritamente crescente em γ (ou x); consequentemente,

modelos como os das Refs. [92, 93] são incapazes de descrever o efeito de amolecimento aqui

analisado.

Agora, se os resultados discutidos no Capítulo anterior forem considerados, em que a

relação de tensão-deformação é aquela descrita pela Eq. (6.2), obtém-se o seguinte resultado

para o módulo diferencial:

K(T,γ) =
G(T )

[1+ γ/γb(T )] [1− γ/γs(T )]
. (6.13)

Nessa expressão, G(T ) é o módulo elástico definido pela Eq. (6.7), enquanto γs(T ) e γb(T )

encontram-se nas Eqs. (6.4) e (6.5). Percebe-se que, quando γ → 0, o módulo diferencial

K(T,γ) se aproxima de G(T ), como esperado pelas definições dadas pelas Eqs. (6.1) e (5.16).

Por outro lado, à medida que γ → γs(T ), o módulo diferencial K(T,γ) aumenta rapidamente, o

que, como mencionado, caracteriza o efeito de enrijecimento do material.

Serão mostrados a seguir os resultados para a resposta não-linear associada ao efeito

de amolecimento nos hidrogéis. Também será feita uma comparação entre resultados teóricos

obtidos a partir da relação dada pela Eq. (6.13) e os dados experimentais de alguns hidrogéis

disponíveis na literatura. Além disso, será discutido brevemente o efeito de enrijecimento que

surge para valores mais elevados de deformação, i.e., quando γ ≲ γs(T ) para que a abordagem

proposta seja validada.

6.3.1 Efeito de amolecimento

Partindo da Eq. (6.13), pode-se observar que o módulo diferencial atinge um valor mí-

nimo quando seu denominador for maximizado. A deformação correspondente a essa situação

é dada por

γmin(T ) = γs(T )

(

1− e−∆E/kBT

2

)

. (6.14)

Substituindo a expressão acima na relação tensão-deformação, dada pela Eq. (6.2), pode-se de-

terminar o estresse mecânico correspondente ao mínimo do módulo diferencial, isto é, σmin =

n̄∆E, que, curiosamente, é independente da temperatura T . Por fim, fazendo a mesma substi-



79

tuição na Eq. (6.13), encontra-se o valor mínimo do módulo diferencial como sendo

Kmin(T ) = G(T )sech2
(

∆E

2kBT

)

. (6.15)

Diferença de energia nula

Se ∆E = 0, então sech(0) = 1; logo o mínimo do módulo diferencial vale simplesmente

Kmin(T ) = G(T ). De fato, pela Eq. (6.14) obtém-se γmin(T ) = 0 para qualquer temperatura.

Observe que a Eq. (6.13) torna-se K(T,γ) = G(T ){1− [γ/γs(T )]
2}−1, uma vez que γb(T ) =

γs(T ), conforme estabelece a Eq. (5.12). Isso implica em K(T,γ) > G(T ) para 0 < γ < γs(T ),

qualquer que seja T > 0, uma vez que T ∗
0 = 0 pelo resultado da Eq. (6.9) quando ∆E = 0.

Consequentemente, K(T ) é uma função convexa estritamente crescente no seu domínio e é

possível concluir que, se ∆E = 0, o modelo não consegue descrever hidrogéis que apresentarem

o efeito de amolecimento. Como pode ser verificado, se a diferença de energia é nula, então,

o modelo proposto descreve redes puramente entrópicas. É fácil verificar que, nesta situação,

o módulo elástico é dado por G(T ) = GS(T ), logo GE(T ) = G(T )−GS(T ) = 0, conforme as

Eqs. (5.22) e (5.25). Assim, espera-se que apenas o efeitos de enrijecimento aconteçam para

deformações próximas do valor limite das cadeias poliméricas, i.e., quando γ ≲ γs(T ). Isso

é precisamente o que acontece nos dados mostrados na Fig. 6.1 para a amostra selvagem de

hidrogel a base de colágeno, em que se observa um aumento substancial no módulo diferencial

para deformações relativamente grandes, i.e., γ ≳ 0,4.

Diferença de energia não nula

Uma vez que sech(∆E/2kBT )< 1 para ∆E ̸= 0, a Eq. (6.15) estabelece que o valor mí-

nimo do módulo diferencial agora corresponde a uma fração do módulo elástico G(T ). Além

disso, a Eq. (6.13) indica que K(T,γ) decresce para deformações γ < γmin(T ), alcançando valor

mínimo exatamente quando γ = γmin(T ), isto é, Kmin(T ) = K(T,γmin). Para deformações en-

tre γmin(T ) e γs(T ), o módulo diferencial aumenta indefinidamente, divergindo para γ = γs(T ).

É interessante notar que, quando γ = 2γmin(T ), obtém-se G(T ) = K(T,2γmin), i.e., o módulo

elástico das cadeias. Esse resultado, particularmente, mostra-se bastante útil na determina-

ção de γmin(T ) quando o valor de Kmin(T ) não está muito evidente nas curvas experimentais. É

digno de nota que, quando γ < 2γmin(T ), os géis são menos rígidos que para quando γ → 0, pois

K(T,γ)<G(T ) nesse intervalo. Assim, percebe-se que o efeito de amolecimento ocorre quando

γ < γmin(T ) (intervalo onde há diminuição do módulo diferencial), ao passo que o efeito de enri-

jecimento ocorre quando γmin(T )< γ ≲ γs(T ) (i.e., quando há aumento no módulo diferencial).

Um exemplo desse comportamento está mostrado na Fig. 6.1 para o hidrogel de colágeno alte-

rado. Facilmente identifica-se γmin(T ) = 0,1, confirmado pela deformação γ = 2γmin(T ) = 0,2,

onde, de fato, tem-se K(T,2γmin) = G(T ) = 0.25kPa. O efeito de amolecimento acontece para

γ < 0,1, enquanto para 0,1 < γ ≲ 0,45 o efeito de enrijecimento é predominante.
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6.3.2 Aplicação a hidrogéis de tetra-PEG

Um exemplo de estrutura polimérica hidrofílica tridimensional capaz de reter uma grande

quantidade de água em sua rede é o hidrogel de tetra-PEG.

Conforme discutido nas Refs. [22, 95], as propriedades mecânicas dos hidrogéis à base

de tetra-PEG são drasticamente sensíveis a variações da fração molar das cadeias hidrofóbicas

r. Por exemplo, um hidrogel totalmente composto por cadeias hidrofílicas, i.e., r = 0, a T =

37◦C, tem seu volume aumentado em 2,5 vezes quando inserido em um ambiente com água em

abundância; por outro lado, um hidrogel, agora com r = 0,4, nas mesmas condições, mantém

seu volume praticamente inalterado quando comparado com aquele que possuía antes de ser

inserido no meio rico em solvente. Na Fig. 6.2(a), são mostradas as curvas experimentais de

tensão-deformação extraídas da Ref. [95] para r = 0,2− 0,5 a uma temperatura T = 37◦C.

As linhas vermelhas tracejadas são provenientes da relação teórica dada na Eq. (6.2), que foi

aplicada aos dados com r = 0,2 (quadrados pretos) e r = 0,5 (círculos azuis). Como se pode

observar na Fig. 6.2(b), na qual a razão σ(T,γ)/G(T ) está graficada como função de γ/γs(T ),

em escala log-log, a expressão teórica representa bem os dados para todos os valores de r

mostrados.

Conforme mostrado na Fig. 6.2(c), os módulos diferenciais obtidos dos dados experi-

mentais também são bem descritos pelo modelo teórico. Pode-se notar, das Figs. 6.2(c,d) que

K(T,γ), para deformações intermediárias, decresce até atingir seu menor valor e, logo a seguir,

começa a aumentar. O primeiro comportamento comentado é justamente o efeito de amoleci-

mento, já o segundo diz respeito ao enrijecimento. Ambos os efeitos são melhor visualizados na

Fig. 6.2(d), em que estão plotados K(T,γ)/G(T ) como função da deformação reduzida γ/γs(T )

em escala log-log. Vale a pena mencionar que o amolecimento é mais pronunciado para um

menor valor de r, o que corresponde, pela Tab. 6.1, à maior diferença de energia ∆E, a qual está

relacionada com a interação cadeia-solvente, ficando mais evidente para os dados com r = 0,2

(quadrados pretos) e r = 0,5 (círculos azuis) mostrados nas Figs. 6.2(c,d). Isso não surpreende

quando se considera o resultado da Eq. (6.15), pois ali é prevista a diminuição de Kmin(T ) com

∆E. A vantagem das Eqs. (6.13) e (6.15) está em estabelecer uma conexão entre a interação das

cadeias da rede do hidrogel com o solvente em seu interior e o efeito de amolecimento.

Efeito de enrijecimento

À medida que a deformação γ se aproxima de seu valor limite γs(T ), o que se observa

é o enrijecimento abrupto do gel. Nesse caso, ele se torna tão rígido que seria necessário um

estresse mecânico enorme para deformá-lo um pouco mais. É para deformações como essa que

fica evidente uma das limitações do modelo teórico. Na prática, ao se estirar o material para

além de γs(T ), as ligações entre os polímeros que compõem a rede começam a se romper e, con-

sequentemente, a rede se desfaz, o que provoca uma diminuição abrupta no módulo diferencial

K(T,γ). Ainda que ambos os efeitos de amolecimento e enrijecimento sejam satisfatoriamente

descritos pela Eq. (6.13), deve-se limitar a situações em que σ(T,γ) seja moderado, de modo

que não haja rupturas da estrutura da rede polimérica. Além disso, sendo γs(T ) sensível a varia-
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Figura 6.2: (a) Estresse mecânico σ(T,γ) como função da deformação γ em escala linear. (b) Estresse re-
duzido σ(T,γ)/G(T ) como função da deformação reduzida γ/γs(T ), agora em escala log-log. O módulo
diferencial está graficado em (c) com K(T,γ) como função de γ em escala linear, e (d) K(T,γ)/G(T )
como função de γ/γs(T ) em escala log-log. Os dados experimentais foram extraídos da Ref. [95], em
que hidrogéis de tetra-PEG com diferentes frações estequiométricas de cadeias hidrofóbicos r foram
estudados. As linhas tracejadas correspondem às curvas teóricas obtidas das Eqs. (6.2) e (6.13), com
parâmetros utilizados que estão na Tab. (6.1).

ções da temperatura T e dependente da estrutura interna do material, i.e., ne, qℓ e ∆E, é esperado

que γs(T ) assuma valores diferentes ainda que se considere um hidrogel à base de mesmas ca-

deias reticuladas. Isso é confirmado pelos dados da Tab. 6.1, na qual γs(T ) difere conforme a

estrutura do hidrogel (i.e., r) é alterada.

Em alguns estudos na literatura [96–104], o módulo diferencial é apresentado, como

função da tensão em vez da deformação, i.e., K(T,σ). Por isso, é interessante deduzir uma

expressão que relaciona essas duas quantidades com base nos resultados teóricos apresentados.

Se a relação de tensão-deformação dada na Eq. (6.2) for utilizada juntamente com o resultado

da Eq. (6.13), pode-se escrever

K(T,σ) = Kmin(T )cosh2
(

σ/n̄−∆E

2kBT

)

. (6.16)

Perceba que para valores relativamente altos do estresse mecânico, isto é, σ ≫ n̄(∆E +2kBT ),

o comportamento assintótico do módulo diferencial pode ser escrito como2

K(T,σ)∼
1
4

Kmin(T )e(σ/n̄−∆E)/kBT . (6.17)

Curiosamente, o comportamento K(T,σ) ∼ eyσ , com y real e positivo, ocorre em um modelo

contínuo de filamentos rígidos, conectados por cadeias flexíveis, descrito pela densidade de

energia livre do modelo WLC [105].

2Note que cosh2(x) =
1
4
(2+ e2x + e−2x)∼

1
4

e2x para x ≫ 1.
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Figura 6.3: Módulo diferencial K(T,σ) como função do estresse σ . Comparação entre a expressão
teórica dada pela Eq. (6.16) e valores experimentais (símbolos cheios) calculados a partir dos dados
extraídos da Ref. [95].

As expressões dadas pelas Eqs. (6.13) e (6.16) são bastante úteis quando não se tem

acesso aos dados experimentais da curva de tensão-deformação, mas o módulo diferencial K,

como função de γ ou σ , está acessível. Nesse caso, ainda se pode estimar os valores mesoscó-

picos ne, qℓ e ∆E fazendo ajustes das expressões teóricas aos dados experimentais. O resultado

desses procedimentos são mostrados na Fig. 6.3 para os dados da Ref. [95]. Claramente, a ex-

pressão dada na Eq. (6.16) descreve satisfatoriamente os dados, conforme pode ser verificado

pelas linhas em vermelho na Fig. 6.3 para hidrogéis de PEG com diferentes valores de r. O

mesmo ocorre para a relação assintótica deduzida na Eq. (6.17) para valores elevados de tensão.

Como mostrado pela linha tracejada em roxo para o hidrogel com r = 0,2 (quadrados pretos),

quanto maior o estresse mecânico, melhor é a aproximação.

Análise da contribuição negativa

Ao aumentar r, observa-se também um aumento nas quantidades G(T ) e γs(T ), o que

pode ser verificado nas Figs. 6.2(a,b). Tais comportamentos são explicados pelas Eqs. (6.4) e

(6.7), nas quais, assim como no Capítulo anterior, foram requeridos valores qℓ> 1 e ∆E > 0, i.e.,

Es > Eb e ℓb < 0. Além disso, considerando os dados da Tab. 6.1, percebe-se que, quanto mais

cadeias hidrofóbicas na rede (i.e., maior r), menor será a interação efetiva delas com o solvente

presente no hidrogel, ou seja, ∆E diminui. Empiricamente, é possível estimar a dependên-

cia entre os parâmetros qℓ e ∆E através do ajuste não-linear3 qℓ(∆E) ≈ (0,28∆E)5,53 + 2,81,

onde ∆E(r) uma função desconhecida de r com [∂E(r)/∂ r]T < 0 (vide Tab. 6.1). Quando

qℓ(∆E) é substituído na Eq. (6.6) que define ℓ0(T ), segue que a derivada [∂ℓ0(T )/∂ r]T =

[∂ℓ0(T )/∂∆E]r,T [∂E(r)/∂ r]T < 0 no intervalo de energias ∆E = 3,36− 5,63pN.nm. Conse-

quentemente, pode-se concluir, pelo menos nesse intervalo de energias, que aumentar a fração

molar das cadeias hidrofóbicas na rede (i.e., aumentar r) significa também diminuir a distância

3Relação obtida pelo ajuste não-linear da fórmula qℓ(∆E)= (α∆E)θ +β aos dados da Tab. 6.1. Aqui, α = 0.28,
θ = 5,53 e β = 2,81 são os parâmetros obtidos na regressão (coeficiente de determinação: R2 = 0,993).
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Tabela 6.1: Aqui, ne, qℓ e ∆E são parâmetros obtidos do ajuste da Eq. (6.2) aos dados experimentais da
Ref. [95], em que as curvas de tensão-deformação das amostras do hidrogel de tetra-PEG com diferentes
frações molares de cadeias hidrofóbicas r são apresentadas (ver também Fig. 6.2). A partir desses três
parâmetros, obteve-se γs(T ) e G(T ) utilizando as Eqs. (6.4) e (6.7), respectivamente. Das Eqs. (6.14)
e (6.15) foram usadas para determinar γmin(T ) a deformação que minimiza o módulo diferencial, que,
por sua vez, atinge o valor mínimo Kmin(T ). Por fim, utilizaram-se as expressões dadas nas Eqs. (6.9) e
(6.10) para estimar a temperatura característica T ∗

0 e a razão GE(T )/G(T ).

r ne [nm−3] qℓ ∆E [pN.nm] γs G [kPa] γmin Kmin [kPa] GE/G T ∗
0 [K]

0.2 0.00666 13.502 5.435 5.198 14.512 1.870 9.934 -0.733 151.31
0.3 0.00761 6.577 4.518 5.887 14.554 1.920 11.146 -1.092 173.81
0.4 0.00868 4.183 3.664 6.678 15.519 1.921 12.711 -1.357 185.53
0.5 0.01121 3.200 3.133 7.801 18.070 2.025 15.848 -1.596 195.18

ponta-a-ponta natural dos filamentos ℓ0(T ). É interessante perceber que, de certa forma, isso

reflete o processo de inchaço do hidrogel para diferentes valores de r. De fato, o aumento de

volume do material pode ser controlado se a distância ponta-a-ponta das cadeias que constituem

a rede do hidrogel também for. Esse resultado explica imediatamente o aumento da deformação

de ruptura γs(T ) desses hidrogéis quando r aumenta, pois [∂γs(T )/∂ r]T ∝ −[∂ℓ0(T )/∂ r]T > 0

quando ∆E = 3,36−5,63pN.nm.

Uma vez que o hidrogel discutido aqui é formado por tetra-PEG, pode-se avaliar a exis-

tência da contribuição relacionada à energia ao módulo elástico para os dados experimentais da

Ref. [95], exatamente como feito no capítulo anterior e nas Refs. [29, 31]. Conforme mostra

a Tab. 6.1, embora [∂E(r)/∂ r]T < 0, observa-se um aumento na razão GE(T )/G(T ) em valo-

res absolutos. Isso se explica pelo fato da temperatura característica ser proporcional à razão

T ∗
0 ∝ ∆E/ ln(qℓ), como dada na Eq. (6.9). Ainda que haja uma diminuição em ∆E conforme se

aumenta r, o parâmetro qℓ diminui ainda mais, fazendo com que T ∗
0 aumente, e, consequente-

mente4, GE(T ) ∝ −T ∗
0 , efetivamente também aumente em valor absoluto.

6.4 Hidrogéis biopoliméricos

Conforme descrito a seguir, a parametrização do modelo a partir dos dados experi-

mentos é possível e direta. Desse modo, é possível expandir a aplicação do modelo a ou-

tros sistemas para além do hidrogel de tetra-PEG, e.g., redes de filamentos biológicos. O pri-

meiro passo é considerar a Eq. (6.1), que conecta os resultados teóricos aos experimentais,

de onde pode-se estimar o valor mínimo do módulo diferencial e a deformação correspon-

dente5, i.e., Kmin(T ) e γmin(T ), além do módulo elástico G(T ) obtido no limite de pequenas

deformações6, i.e., quando γ ≈ 0 ou σ ≈ 0. Daí, a energia de interação polímero-solvente é

4Na verdade, GE(T ) ∝ −T0, onde T0 = (∆E/2kB)(qℓ + 1)/(qℓ − 1) é diferente da temperatura característica
T ∗

0 = (∆E/kB)/ ln(qℓ). Porém, as duas temperaturas diferem por pouco para qℓ ∈]1,10], sendo intercambiáveis na
expressão de G(T ). De fato, pode-se mostrar que T0 −T ∗

0 ≈ (∆E/12kB) ln(qℓ).
5Aqui, a relação G(T ) = K(T,γ)|γ=2γmin(T ) mostra-se muito útil na determinação gráfica de γmin(T ).
6Conforme indicado pela Eq. (5.18), pequenas deformações implicam pequenas tensões, de modo que o módulo

elástico também pode ser determinado pela equação G(T ) = lim
σ→0

K(T,σ).
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Figura 6.4: Módulo diferencial K(T,γ) para amostras de (a) hidrogel de queratina (T = 25 ◦C), onde
ne = 1,05× 10−5 nm−3, qℓ = −1.55 and ∆E = 10.9pN.nm; (b) gel de fibroína da seda (T = 25 ◦C),
onde ne = 4,3× 10−6 nm−3, qℓ = −2.1 e ∆E = 3.9pN.nm; (c) redes de neurofilamentos (T = 37 ◦C),
onde ne = 1,67×10−6 nm−3, qℓ =−18 e ∆E = 7pN.nm; e (d) hidrogel à base de colágeno (T = 37 ◦C),
com ne = 6,0× 10−6 nm−3, qℓ = −3 e ∆E = 2.2pN.nm. Os dados experimentais, representados pelos
símbolos cheios, foram extraídos das Refs. [86, 106–108].

dada por ∆E = 2kBT sech−1[
√

Kmin(T )/G(T )], como estabelece a Eq. (6.15). Agora, utili-

zando a relação γs(T ) = 2γmin(T )/(1− e−∆E/kBT ), obtida da Eq. (6.14), pode-se determinar

qℓ = [γs(T )+ 1]/[γs(T )e
−∆E/kBT − 1], que, por fim, leva à densidade de número efetiva dos fi-

lamentos elásticos do hidrogel dada pela Eq. (6.7), isto é, ne = G(T )/kBT φ(T ), com o fator de

correção φ(T ) calculado pela Eq. (6.8) utilizando qℓ e ∆E previamente estimados.

De fato, as curvas teóricas da Fig. 6.4 foram obtidas conforme descrito no parágrafo

anterior. Nessa figura, exibem-se os dados experimentais para o gel de queratina [106], o gel de

fibroína de seda [107], de redes de neurofilamentos [108] e o hidrogel à base de colágeno [86].

Para todas as amostras, foi encontrado que ∆E > 0, indicando que, nos casos aqui considerados,

a energia de interação entre os polímeros da rede com o solvente em seu interior tem diferença

não nula. Ainda assim, diferentemente do que foi visto para hidrogéis à base de tetra-PEG, em

que encontrou-se qℓ positivo, a descrição dos dados experimentais é feita aqui com qℓ < −1,

o que significa que tanto ℓs quanto ℓb são positivos. Uma vez que esse parâmetro é negativo,

a temperatura característica definida na Eq. (6.9) não existe, o que implica em G(T ) > 0 para

qualquer temperatura T (no caso de qℓ positivo, G(T )> 0 para T > T ∗
0 ).

Outra consequência de qℓ ser negativo é que a contribuição do módulo elástico relaci-

onada à energia, i.e., GE(T ) pode assumir valores positivos ou negativos a depender da tem-

peratura da amostra. Conforme estabelece a Eq. (6.11), GE(T ) é positivo se T < T
†

0 e nega-

tivo quando T > T
†

0 . Por exemplo, para as amostras da Fig. (6.4) foram encontradas razões
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GE(T )/G(T ) aproximadamente iguais a +2,21 para o hidrogel de queratina, +0,233 para o hi-

drogel de fibroína de seda, +0,096 para o hidrogel de neurofilamentos e −0,008 para hidrogel

à base de colágeno. De todos os casos, o único com GE(T ) negativo foi o hidrogel de colá-

geno. Porém, aquele cuja contribuição foi mais relevante ocorreu para o hidrogel de queratina,

sendo GE(T ) correspondente a mais que o dobro do módulo elástico total do sistema (tendo

em vista a Eq. (5.22), isso corresponde a GS(T ) < 0). A temperatura T
†

0 , por sua vez, sugere

uma forma de testar experimentalmente a teoria aqui apresentada. Se for determinada a razão

GE(T )/G(T ) como função da temperatura no intervalo T ∈ [T †
0 − δT,T †

0 + δT ], então seria

possível verificar a mudança de sinal da razão GE(T )/G(T ), o que confirmaria, portanto, as

previsões apresentadas neste capítulo. Acontece que T
†

0 pode assumir valores tão elevados que

as amostras biológicas simplesmente seriam destruídas durante o procedimento experimental.

É o que ocorreria, por exemplo, para o hidrogel à base de queratina (T †
0 ≈ 3331◦C), para aquele

à base de fibroína de seda (T †
0 ≈ 489◦C), e para o hidrogel de neurofilamentos (T †

0 ≈ 78◦C).

Ainda assim, certamente existem exemplos de amostra em que a abordagem experimental su-

gerida seja factível. Pode-se citar aqui o exemplo do hidrogel à base de colágeno incluído na

Fig. 6.4(c), cuja temperatura específica é T
†

0 ≈ 17◦C.

Outra possibilidade de testar o modelo seria por meio da determinação do comprimento

de persistência dos filamentos do hidrogel como função da temperatura. No Apêndice E foi

feita a dedução de uma expressão para ℓp(T ) considerando a equivalência para pequenas defor-

mações entre o modelo aqui proposto e o modelo WLC. Pelo fato de não terem sido encontra-

dos dados correspondentes na literatura para hidrogéis, esse resultado foi aplicado em cadeias

únicas. Observa-se na Fig. E.1 que a expressão para ℓp(T ) descreve satisfatoriamente bem o

comprimento de persistência de filamentos obtidos de experimentos de cadeias únicas como

foi o caso do dsDNA (double-stranded DNA) [109] e poli(3-hexiltiofeno) (P3HT) [110, 111],

cujos valores de ℓp(T ) decrescem com a temperatura. Um caso curioso é aquele mostrado para

o ssDNA (single-stranded DNA) [109], em que se observou um aumento no comprimento de

persistência com a temperatura. Considerando o modelo proposto, constatou-se que qℓ > 1 cor-

responde aos casos em que ∂ℓp(T )/∂T < 0 para qualquer temperatura T > T ∗
0 , como foi para

o dsDNA e o P3HT, conforme mostrado na na Fig. E.1(a,b). Por outro lado, quando qℓ < −1,

tem-se ∂ℓp(T )/∂T > 0 para T < T
†

0 e ∂ℓp(T )/∂T < 0 para T > T
†

0 , ilustrado pelos dados do

ssDNA na Fig. E.1(c).
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Capítulo 7

Considerações finais sobre a Parte III

No Cap. 5, foi explorado um modelo de polímeros simplificado com o intuito de inves-

tigar a origem das contribuições negativa e positiva para o módulo elástico, dadas por GE(T )

e GS(T ), respectivamente, para amostras de hidrogel de tetra-PEG. Um vez calculada a ex-

pressão analítica para a energia livre do sistema, foi possível determinar a relação de tensão-

deformação não-linear dada pela Eq. (5.27), de onde foram determinadas suas contribuições

positiva, σS(T,γ), e negativa, σE(T,γ), para o estresse, escritas nas Eqs. (5.29) e (5.32), respec-

tivamente.

As expressões teóricas obtidas para os módulos G(T ), GS(T ) e GE(T ), escritas nas

Eqs. (5.19), (5.24) e (5.25), respectivamente, indicam fortemente que a contribuição negativa

para o módulo elástico tem como origem as interações efetivas que ocorrem entre as cadeias

da rede do hidrogel e o solvente que as rodeiam, caracterizada no modelo aqui proposto pela

diferença de energia positiva ∆E e o valor negativo do parâmetro ℓb. De fato, os resultados

do modelo indicam que GE(T ) < 0 se ∆E > 0, ℓs > 0 e ℓb < 0, enquanto a condição ∆E = 0

implica na não existência da contribuição negativa, isto é, GS(T ) = G(T ), e, portanto, GE(T ) =

G(T )−GS(T ) = 0. Essa última conclusão pode ser obtida diretamente das equações explícitas

deduzidas nas Eqs. (5.24) e (5.25) para as contribuições mencionadas, que levam a GE(T ) = 0

e σE(T,γ) = 0 quando ∆E = 0 para qualquer valor de temperatura T e deformação γ . Além

disso, pelas Eqs. (5.20) e (5.35), descobriu-se que T ∗
0 = 0 (ou T0 = 0) é uma forma equivalente

de concluir que a contribuição negativa do sistema é nula, i.e., ∆E = 0.

É digno de nota que, ao comparar os resultados teóricos com aqueles extraídos de expe-

rimentos, mostrou-se que, embora simples, o modelo apresentado resultou em expressões que

descrevem satisfatoriamente bem os dados experimentais da Ref. [29, 31] obtidos para o hidro-

gel de tetra-PEG. Em particular, foi possível validar a abordagem proposta através dos resulta-

dos obtidos para σ(T,γ) como função da temperatura para diferentes deformações (Fig. 5.2),

bem como suas contribuições positiva (σS) e negativa (σE) como funções tanto da deformação

(Fig. 5.3) como da temperatura (Fig. 5.4). Além disso, pôde-se inferir dos resultados experimen-

tais apresentados na Fig. 5.5 que a expressão geral para o módulo elástico deve ser escrita como

na Eq. (5.47), i.e., G(T ) = gz(p)nkBTw(T ), em que w(T ) é um fator de correção dependente da

temperatura, n é a densidade de número das moléculas precursoras de funcionalidade z, e gz(p)
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uma função da conectividade p da rede definida na Eq. (5.38). Curiosamente, a expressão final

do módulo elástico G(T ) obtida através do modelo considerado, isto é, Eq. (5.47), permite a

descrição da resposta elástica tanto de borrachas (∆E = 0) quanto de géis e hidrogéis (∆E > 0).

Portanto, acredita-se que as discussões gerais apresentadas aqui podem ser úteis em estudos

futuros que tenham como objetivo interpretar o módulo elástico de hidrogéis levando em conta

sua contribuição negativa, incluindo aqueles baseados em simulações numéricas [71, 112, 112].

Ademais, conforme apresentado no Cap. 6, verificou-se que a diferença de energia ∆E

está diretamente conectada a outro fenômeno comumente observado em medidas mecânicas

de materiais elásticos: o efeito de amolecimento (ou softening). Com o modelo considerado,

foi possível calcular o módulo diferencial K(T,γ) do material e observar de que maneira os

parâmetros ne, qℓ e ∆E afetam esta propriedade. Como indicado pela Eq. (6.13), o parâmetro

mais relevante para a descrição do efeito de amolecimento é a diferença de energia efetiva

entre configurações das cadeias poliméricas imersas em um solvente, isto é, ∆E, pois é ela que

determina, pelas Eqs. (6.14) e (6.15), para qual deformação γmin(T ) ocorrerá o menor valor do

módulo elástico denotado por Kmin(T ).

Como discutido, se ∆E = 0, tem-se γmin(T ) = 0 para qualquer temperatura T , o que in-

dica que o menor valor do módulo elástico, nesse caso dado por Kmin(T )=G(T ), ocorre quando

nenhuma deformação (ou tensão) é aplicada ao material; em outras palavras, para materiais com

∆E = 0 não há efeito de amolecimento. Por outro lado, verifica-se que, para ∆E > 0, γmin(T )> 0

e Kmin(T )< G(T ) e, portanto, o material torna-se menos rígido ao ser deformado. Isso pode ser

verificado na Fig. 6.2, em que os dados experimentais de hidrogéis à base de tetra-PEG [22, 95]

são comparados com as curvas teóricas. Os resultados apresentados nas Figs. 6.2(a,b) corro-

boram o que foi discutido no Cap. 5, pois, de fato, a relação tensão-deformação da Eq. (6.2)

descreve satisfatoriamente bem os dados experimentais para o hidrogel de tetra-PEG. Fica claro

a partir das Figs. 6.2(c,d), nas quais o módulo diferencial K(T,γ) está graficado como função

da deformação que há uma diminuição do módulo diferencial do material até que se atinja seu

menor valor Kmin(T ). E mais: quanto maior a diferença de energia ∆E, mais pronunciado o

efeito de amolecimento se apresenta. Tal resultado, verificado experimentalmente e mostrado

nas Fig. (6.2)(c,d), está em acordo com as previsões teóricas do modelo segundo a Eq. (6.15)

que estabelece o valor de Kmin(T ).

Uma análise similar foi feita para o módulo diferencial K(T,σ), dado pela Eq. (6.16),

agora determinado como função do estresse mecânico σ . Uma comparação entre teoria e expe-

rimento nesse cenário é apresentada na Fig. 6.3 para os dados extraídos da Ref. [95]. O módulo

diferencial é mínimo quando σmin = n̄∆E, o que é evidente da Eq. (6.16). Isso indica que,

quanto maior a densidade de número ne e maior a influência da interação dos filamentos do ma-

terial com o solvente, maior deve ser a região de deformações na qual o efeito de amolecimento

é observado no material.

Além disso, verificou-se que o modelo pode ser aplicado a outros sistemas físicos, i.e.,

géis e hidrogéis feitos de outros tipos de filamentos, e.g., biopolímeros. Exemplos são mos-

trados na Fig. 6.4, em que os dados experimentais para hidrogéis à base de queratina [106],
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fibroína da seda [107], redes de neurofilamentos [108] e colágeno [86] são comparados com

o módulo diferencial descrito pela Eq. (6.13). É interessante destacar que os dados são sa-

tisfatoriamente descritos pelo modelo. A maior limitação do modelo é a descrição do efeito

de enrijecimento quando a deformação a que o material está submetida é elevada o suficiente

para destruir estruturas na rede. É o que parece ocorrer mais evidentemente para o hidrogel

de queratina, mostrado na Fig. 6.4(a), em que os dados experimentais são descritos até pouco

acima da deformação γmin(T ). Ainda assim, a conexão entre efeito de amolecimento e interação

polímero-solvente pode ser observada, visto que em todas as amostras das Fig. 6.4 foi encon-

trada ∆E > 0. Contudo, diferentemente do que ocorreu para o hidrogel à base de tetra-PEG,

para todos os biopolímeros apresentados na Fig. 6.4, foi encontrado que qℓ < −1 e, portanto,

que a temperatura característica dada na Eq. (6.9) não é bem definida nesse caso. No seu lugar,

a temperatura característica relevante é T
†

0 , dada pela Eq. (6.11), sendo ela determinante para

o sinal da contribuição negativa GE(T ) desses hidrogéis, que pode ser positiva (T < T
†

0 ) ou

negativa (T > T
†

0 ) a depender da temperatura da amostra.

Finalmente, vale ressaltar que, conforme comentado no final do Cap. 6, essa abordagem

aplicada a hidrogéis de biopolímeros abre novos horizontes de aplicação dos resultados aqui

obtidos, sendo inclusive possível testar as predições do modelo experimentalmente para casos

em que qℓ é negativo. De fato, além de explicar a origem da contribuição negativa para o

módulo elástico de alguns tipos de materiais, como o hidrogel de tetra-PEG, o modelo prevê

materiais em que tal contribuição não necessariamente é negativa, ainda que em ambos os casos

(qℓ positivo ou negativo) o efeito de amolecimento esteja presente.
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Apêndice A

Validação do método de relaxação para

cadeias semiflexíveis

No gráfico da Fig. A.1 são mostradas as curvas do coeficiente de difusão dependente

do tempo (DDT) como função do tempo τ , obtidas com os métodos estocástico (linha trace-

jada verde) e de relaxação (linha sólida preta) para uma cadeia flexível (Ap = 0 nm) e outra

semiflexível (Ap = 16,67nm). Como se pode observar, em ambos os casos os resultados são

equivalentes, não dependendo do método escolhido. O mesmo se observa para o desvio qua-

drático médio (DQM) colocado no inset da Fig. A.1, visto que as curvas se sobrepõem, como

esperado. Esse resultado valida a aplicação do método de relaxação, o qual está descrito no

Cap. 2 para filamentos flexíveis e semiflexíveis.



90

10
0

10
1

10
2

D
 (

τ 
) 

  
 [

 n
m

2
/m

s 
]

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

τ  [ ms ]

10
0

10
2

10
4

〈∆
r

2
(τ

 )
〉 

 [
 n

m
2
 ]

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

τ    [ ms ]

10
0

10
1

10
2

D
 (

τ 
) 

  
 [

 n
m

2
/m

s 
]

Método de relaxação

Método estocástico

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

τ  [ ms ]

10
0

10
2

10
4

〈∆
r

2
(τ

 )
〉 

 [
 n

m
2
 ]

Ap = 0 nm

Ap = 16.67 nm

a

b

Figura A.1: (a) Desvio quadrático médio (DQM) e (b) coeficiente de difusão dependente do tempo (DDT)
em função do tempo para o modelo de filamento efetivo (MFE) flexível (i.e., κb = 0pN.nm−1). As linhas
tracejadas em verde correspondem a simulações estocásticas, ao passo que as linhas contínuas em azul
correspondem a simulações de relaxação (ver detalhes do Cap. 2). Linhas tracejadas em preto indicam
dois regimes difusivos normais, para os quais o DQM é uma função linear do tempo, e o DDT do tempo é
constante. Além disso, é mostrado também um terceiro regime de difusão, denominado anômalo, em que
⟨∆r2(τ)⟩ ∝ τ1/2 e D(τ) ∝ τ−1/2, como esperado para cadeias flexíveis [51]. Os parâmetros de simulação
utilizados para construção destes gráficos são os mesmos expostos na Subseção 2.2.3.
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Apêndice B

Simulações correspondentes

B.1 Velocidade dos monômeros

Considere a equação de Langevin, no regime superamortecido, que determina a veloci-

dade dos monômeros de uma cadeia semiflexível, isto é,

v⃗i(b,D0,F0,Ap; t) = δim
D0

kBT
F⃗ext(t)+

3D0

b2

[

X⃗i(t)−
Ap

3b
Y⃗i(t)

]

. (B.1)

É possível caracterizar completamente o resultado de uma simulação com base nos parâmetros

b, D0, F0 e Ap. Se for assumida sempre uma mesma configuração inicial para todas as simu-

lações e se for limitada a sistemas em que T e N são fixos, é possível relacionar os resultados

de simulações com diferentes parâmetros de entrada apenas escalando as dimensões espaciais

e temporais. Considere uma simulação em que b, D0, F0 e Ap são previamente especificados.

Eles produzem a dinâmica do polímero na solução segundo a Eq. (B.1), em que a velocidade

do i-ésimo monômero é v⃗i(b,D0,F0,Ap; t). Considere também outra simulação, em que os no-

vos parâmetros b̄ e D̄0 são dados pela reescala dos anteriores, i.e., b̄ = αb e D̄0 = βD0, com

α,β > 0. A dinâmica do sistema com os novos parâmetros é regida pela mesma equação que a

anterior, porém, agora, com a Eq. (B.1) dada por v⃗i(αb,βD0, F̄0, Āp; t̄). Para determinar a cor-

respondência entre as simulações, é necessário determinar de que forma os novos parâmetros

F̄0, Āp e t̄ são reescalados a partir dos anteriores.

Primeiramente, note que, para a nova simulação, o tempo de relaxação se reescala da

seguinte forma: τ̄ f = (α2/β )τ f (vide Eq. (2.26)). Isso sugere que toda dimensão temporal deve

ser reescalada a fim de que esse resultado seja satisfeito, isto é: t̄ = (α2/β )t. É possível obter

relações similares para F̄0 e Āp partindo da Eq. (B.1), pois

v⃗i(αb,βD0, F̄0, Āp; t̄) = δim
(βD0)F̄0

kBT
ẑ+

N2

π2τ̄ f

[

X⃗i(t̄)−
Āp

3(αb)
Y⃗i(t̄)

]

=
β

α2

{

δim
D0(α

2F̄0)

kBT
ẑ+

N2

π2τ f

[

X⃗i(t)−
(Āp/α)

3b
Y⃗i(t)

]}

=
β

α2 v⃗i(b,D0,α
2F̄0, Āp/α; t).
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Consequentemente, para que haja correspondência entre as simulações, deve-se ter α2F̄0 = F0

e Āp/α = Ap, e, assim, pode-se escrever

v⃗i(b,D0,F0,Ap; t) =
α2

β
v⃗i(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β ). (B.2)

Essa equação informa a velocidade do i-ésimo monômero na primeira simulação é ob-

tida da segunda mediante a uma reescala temporal por um fator β/α2, e uma reescalada da

velocidade pelo fator inverso, ou seja, α2/β . Isso revela o caráter fundamental dessa equação,

pois ela fornece precisamente qual a relação entre os parâmetros de entrada que se deve ter

para que duas simulações, inicialmente distintas, possam fornecer a mesma dinâmica mediante

a uma reescala adequada dos eixos.

B.2 Medidas dinâmicas

O resultado da Eq. (B.2) pode ser usado para relacionar o coeficiente de difusão de-

pendente do tempo (DDT) e o desvio quadrático médio (DQM) de simulações com diferentes

parâmetros de entrada. Pelo teorema flutuação-dissipação (TFD), o coeficiente de difusão de-

pendente do tempo é dado pela seguinte equação:

D(b,D0,F0,Ap; t) =
kBT

F0
[ẑ · v⃗m(b,D0,F0,Ap; t)], (B.3)

em que v⃗m(b,D0,F0,Ap; t) é a velocidade do m-ésimo monômero que está sujeito à força externa

F⃗ext(t) = F0ẑ. Aplicando o resultado da Eq. (B.2) na Eq. (B.3), obtém-se

D(b,D0,F0,Ap; t) =
kBT

F0/α2

1
α2

{

α2

β
[ẑ · v⃗m(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β )]

}

=
1
β

{

kBT

F0/α2 [ẑ · v⃗m(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β )]

}

=
1
β

D(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β ). (B.4)

Essa equação possui um interpretação muito similar ao discutido para a Eq. (B.2), pois o DDT

da primeira simulação é determinada pela segunda mediante a uma reescala no espaço temporal

por um fator β/α2, e do DDT pelo fator 1/β . E como o DDT se relaciona ao DQM através da

derivada temporal

D(b,D0,F0,Ap; t) =
1

2d

∂

∂ t
⟨∆r2(b,D0,F0,Ap; t)⟩, (B.5)
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Figura B.1: Dados obtidos da integração da Eq. (B.1) utilizando o método de Euler (com ∆t = 10−3 ms)
com kBT = 4.142pN.nm (T = 300K), N = 100, b = 1.0nm, D0 = 1nm2/ms, F0 = 1.0pN e Ap =
1.2072nm. As linhas azuis representam as curvas D(b,D0,F0,Ap; t) e ⟨∆r2(b,D0,F0,Ap; t)⟩ como fun-
ção do tempo t, enquanto as linhas pretas representam o coeficiente de difusão dependente do tempo
D(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β ) e ⟨∆r2(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β )⟩ o desvio quadrático médio,
também em função do tempo t. Os parâmetros que relacionam às duas simulações são obtidos para
α = β = 10. Em vermelho estão representados os pontos provenientes da aplicação das Eqs. (B.4) e
(B.6), comprovando sua aplicabilidade.

é possível deduzir, utilizando as Eqs. (B.4) e (B.5), que

∂

∂ t
⟨∆r2(b,D0,F0,Ap; t)⟩ =

1
β

[

∂

∂ (α2t/β )
⟨∆r2(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β )⟩

]

⇒
∂

∂ t
⟨∆r2(b,D0,F0,A; t)⟩ =

1
α2

∂

∂ t
⟨∆r2(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β )⟩

⇒ ⟨∆r2(b,D0,F0,Ap; t)⟩ =
1

α2 ⟨∆r2(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β )⟩+C ,

onde C é uma constante de integração. Por definição, em t = 0 o DQM deve ser nulo, logo,

⟨∆r2(b,D0,F0,Ap; t)⟩=
1

α2 ⟨∆r2(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β )⟩. (B.6)

Dessa equação, é possível obter o DQM da primeira simulação através dos resultados da se-

gunda fazendo uma reescala no espaço temporal por um fator β/α2, e do DQM por um fator

1/α2.

Na Fig. B.1, estão apresentadas as comprovações numéricas dos resultados da Eqs. (B.4)

e (B.6). Os resultados de simulação foram obtidos para T = 300 K e um filamento com N = 100

monômeros. No tempo t = 0 ms (configuração inicial), a cadeia polimérica foi posicionada ao

longo do eixo x, com os monômeros vizinhos separados uns dos outros pela distância fixa

x̂ · [⃗ri+1(0)− r⃗i(0)] = b. Os parâmetros da primeira simulação (em azul) foram b = 1nm, D0 =

1nm2.ms−1, F0 = 1pN e Ap = 1,2072nm. Os parâmetros da segunda simulação (em preto) são

obtidos da primeira para α = β = 10, ou seja, αb = 10 nm, βD0 = 10 nm2.ms−1, F0/α2 =

10−2 pN e αAp ≈ 12,072nm. Em ambas as simulações, foi utilizado ∆t = 10−3 ms. Como se

pode observar dos gráficos, o coeficiente de difusão dependente do tempo e o desvio quadrático

médio são precisamente os mesmos após a reescala dos eixos conforme as Eqs. (B.4) e (B.6).
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B.3 Propriedades microrreológicas

Os resultados anteriores podem ser utilizados para obter relações de correspondência

para o módulo de cisalhamento complexo G∗(ω) e a viscosidade complexa η∗(ω) do sistema.

Para isso, pode-se partir da Eq. (2.30), isto é,

J(b,D0,F0,Ap; t) =
1

2dD0ηs
⟨∆r2(b,D0,F0,Ap; t)⟩, (B.7)

onde ηs é a viscosidade do solvente que constitui o fluido complexo. Utilizando o resultado da

Eqs. (B.6) na Eq. (B.7), e tomando a transformada de Fourier1 da equação resultante, segue que

F
{

J(b,D0,F0,Ap; t)
}

(ω) =
1

2dD0ηs

1
α2

∫ ∞

0
dt ′ e−iωt ′⟨∆r2(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t ′/β )⟩

=
β 2

α4 F
{

J(αb,βD0,F0/α2,αAp; α2t/β )
}

(βω/α2) . (B.8)

A interpretação da Eq. (B.8) é análoga ao que foi feito para resultados anteriores, ou seja, nas

Eqs. (B.2), (B.4) e (B.6). A transformada de Fourier da compliância da primeira simulação é

obtida da segunda pela reescala no espaço das frequências de oscilação por um fator α2/β , e

do eixo das ordenadas por um fator β 2/α4.

Como o módulo de cisalhamento complexo se relaciona à transformada de Fourier da

compliância pela equação G∗(ω) = [iωF{J(t)}(ω)]−1, então, pela Eq. (B.8), pode-se concluir

que

G∗(b,D0,F0,Ap; ω) =
α2

β
G∗(αb,βD0,F0/α2,αAp; βω/α2). (B.9)

Ou seja, o módulo de cisalhamento complexo da primeira simulação é obtido da segunda si-

mulação pela reescala do espaço de frequências e das ordenadas por um mesmo fator: α2/β .

A viscosidade complexa, por sua vez, se relaciona ao módulo de cisalhamento complexo

pela equação η∗(ω) = G∗(ω)/iω , de modo que, utilizando o resultado da Eq. (B.9), é possível

obter

η∗(b,D0,F0,Ap; ω) =
1

iω

[

α2

β
G∗(αb,βD0,F0/α2,αAp; βω/α2)

]

=
1

i(βω/α2)
G∗(αb,βD0,F0/α2,αAp; βω/α2)

= η∗(αb,βD0,F0/α2,αAp; βω/α2). (B.10)

A relação entre viscosidade complexa proveniente da primeira simulação com a segunda se dá

pela reescala apenas no espaço das frequências de oscilação por um fator α2/β .

Na Fig. B.2, estão apresentadas as comprovações numéricas dos resultados das Eqs. (B.9)

e (B.10), cujos parâmetros são os mesmos utilizados para construir a Fig. B.1, isto é, b = 1nm,

1Define-se F{ f (t)}(ω) =
∫ ∞

0 dt ′e−ωt ′ f (t ′) como a transformada de Fourier da função f (t) [50].



95

10
-4

10
-2

10
0

10
210

-6

10
-4

10
-2

10
0

G
′(

ω
 )

 /
 η

s
  
[m

s-1
]

G*(b, D
0
 , F

0
 , A; ω)

G*(αb, βD
0
 , F

0
 /α 2 , αA; βω /α 2)

Aplicação da Eq. (B.9)  (α = β = 10)

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

10
0

10
1

10
2

η
′(

ω
) 

/ 
η

s

η*(b, D
0
 , F

0
 , A; ω)

η*(αb, βD
0
 , F

0
 /α 2 , αA; βω /α 2)

Aplicação da Eq. (B.10)  (α = β = 10)

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

ω  [rad/ms]

10
-2

10
0

10
2

10
4

10
6

G
"
(ω

 )
 /

 η
s
  
[m

s-1
]

10
-4

10
-2

10
0

ω  [rad/ms]

10
-1

10
0

10
1

η
"(

ω
 )

 /
 η

s

Figura B.2: Dados obtidos da integração da Eq. (B.1) utilizando o método de Euler (com ∆t = 10−3 ms)
com kBT = 4.142pN.nm (T = 300K), N = 100, b = 1.0nm, D0 = 1nm2/ms, F0 = 1.0pN e Ap =
1.2072nm. As linhas azuis representam as curvas G∗(b,D0,F0,Ap; ω) e η∗(b,D0,F0,A; ω) como
função da frequência ω , enquanto as linhas pretas representam G∗(αb,βD0,F0/α2,αAp; βω/α2) e
η∗(αb,βD0,F0/α2,αAp; βω/α2), também em função da frequência ω . Os parâmetros que relacionam
as duas simulações são obtidos para α = β = 10. Em vermelho, estão representados os pontos proveni-
entes da aplicação das Eq. (B.9) e (B.10), comprovando sua aplicabilidade.

D0 = 1nm2.ms−1, F0 = 1pN e Ap = 1,2072nm, com os parâmetros da segunda simulação ob-

tidos para α = β = 10. Nas duas simulações, foi utilizado o passo de integração ∆t = 10−3 ms
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Apêndice C

Modelo generalizado para um número

arbitrário de estados

C.1 Descrição

Aqui, o polímero é idealizado como sendo composto por diversos fragmentos menores

que podem ser encontrados em um dos vários estados de comprimento e energia disponíveis.

O par (ℓk, Ek), em que k = 1,2 . . . ,N , corresponde ao comprimento e energia do k-ésimo

estado possível. Pode-se contar quantos fragmentos encontram-se em cada estado para uma

certa configuração da cadeia polimérica. Para isso, consideramos a lista de número inteiros e

positivos U = (U1,U2, . . . ,UN ), em que Uk indica precisamente o número de fragmentos do

polímeros no estado (ℓk,Ek). Assim, pode-se definir as seguintes medidas do sistema como sua

energia interna

U(U ) =
N

∑
k=1

UkEk , (C.1)

sua distância ponta-a-ponta

ℓ(U ) =
N

∑
k=1

Ukℓk , (C.2)

e o número total de fragmentos que compõem a cadeia

N =
N

∑
k=1

Uk . (C.3)

É digno de nota que, se a lista U estiver bem definida, automaticamente U(U ), ℓ(U ), N

também estarão bem definidos, conforme indicam as Eqs. (C.1), (C.2) e (C.3). No caso da

cadeia estar submetida à ação de uma força externa, de módulo f , em suas extremidades, define-

se, também, a partir das Eqs. (C.1) e (C.2), a entalpia

H(U , f ) =U(U )− f ℓ(U ) =
N

∑
k=1

UkHk( f ) , (C.4)
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em que Hk( f ) = Ek − f ℓk. Caso f = 0, temos, obviamente, H(U ,0) =U(U ).

C.2 Densidade de estados

Para uma configuração específica da cadeia polimérica, i.e., uma lista U com valores fi-

xados, é possível determinar quantas maneiras diferentes os fragmentos que constituem a cadeia

podem ser trocados de lugar sem que a entalpia H(U , f ), definida na Eq. (C.4), seja alterada.

Uma expressão para o número de configurações do sistema, definida aqui como Ω(U ), é re-

lativamente fácil de ser calculada, pois trata-se de uma simples combinação multifatorial dos

fragmentos, de modo que se pode escrever

Ω(U ) =
N!

U1!U2! · · ·UN
. (C.5)

É importante destacar que, de fato, quando é feita uma mudança na posição dos frag-

mentos, desmonta-se e reconstrói-se a cadeia polimérica sem que H(U , f ) = U(U )− f ℓ(U )

mude de valor. Tendo em vista que os fragmentos são os mesmos, i.e., a lista U está fixada,

e, observando as Eqs. (C.1) e (C.2), vê-se que ℓ(U ) e U(U ) também não mudam de valor.

Por esse motivo, Ω(U ) é chamado de densidade de estados energéticos do sistema, pois deter-

mina a quantidade de estados distintos que uma cadeia polimérica pode ter com mesma entalpia

H(U , f ).

C.3 Relações termodinâmicas

Considere que a cadeia polimérica está em equilíbrio com um reservatório térmico de

temperatura T . Assim, a probabilidade de uma cadeia, submetida à força constante f , ser

encontrada com entalpia H(U , f ) será dada por1

pr(U ,T, f ) =
Ω(U )e−H(U , f )/kBT

∑
|U |=N

Ω(U )e−H(U , f )/kBT
, (C.6)

onde Ω(U ) é a densidade de estados definida na Eq. (C.5), e kB é a constante de Boltzmann. No

denominador da Eq. (C.6), está a função de partição do sistema, cujo valor representa a soma

da densidade de estados, ponderada pelo fator de Boltzmann, sobre todas as listas U sujeita à

restrição: ∑k Uk = N (Eq. (C.3)). Tal função é de grande interesse prático, pois a partir dela

se pode obter os resultados físicos relevantes a seu respeito. Particularmente, para o modelo

aqui descrito, essa função pode ser analiticamente obtida, visto que o teorema multinomial2 se

1Define-se ∑
|U |=N

≡
N

∑
U1=0

N−J1

∑
U2=0

· · ·
N−JN −1

∑
UN =0

, onde Jk = U1 +U2 + · · ·+Uk é a soma parcial dos k primeiros

termos de U .
2O teorema multinomial é: ∑

|U |=N

N!
U1!U2! · · ·UN

x
U1
1 x

U2
2 · · ·x

UN
N = (x1 + x2 + · · ·+ xN )N .
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aplica:

Z (N,T, f ) = ∑
|U |=N

Ω(U )e−H(U , f )/kBT

= ∑
|U |=N

N!
U1!U2! · · ·UN

[

e−H1( f )/kBT
]U1
[

e−H2( f )/kBT
]U2

· · ·
[

e−HN ( f )/kBT
]UN

=

[

N

∑
k=1

e−Hk( f )/kBT

]N

. (C.7)

O potencial termodinâmico de Gibbs, associado a essa função de partição no forma-

lismo das distribuições canônicas generalizadas, é definida pela expressão geral G (N,T, f ) =

−kBT lnZ (N,T, f ) [74], de modo que se obtém, mediante o uso do resultado da Eq. (C.7):

G (N,T, f ) =−NkBT ln

[

N

∑
k=1

e−Hk( f )/kBT

]

. (C.8)

Partindo do potencial de Gibbs acima, é possível estimar os valores médios da entropia (S),

da distância ponta-a-ponta (ℓ), e do potencial químico do sistema (µ), pois a diferencial dG =

−SdT − ℓd f +µdN desse potencial termodinâmico revela que

ℓ(N,T, f ) =−

[

∂G

∂ f
(N,T, f )

]

N,T

=
N

∑
k=1

Uk(N,T, f )ℓk , (C.9)

S(N,T, f ) =−

[

∂G

∂T
(N,T, f )

]

N, f

=
1
T

[

N

∑
k=1

Uk(N,T, f )Hk( f )−µ(N,T, f )

]

, (C.10)

e

µ(N,T, f ) =

[

∂G

∂N
(N,T, f )

]

T, f

=
1
N

G (N,T, f ) . (C.11)

Um olhar atento às Eqs. (C.9), (C.10) evidencia a natureza estatística desses resultados. De fato,

Uk(N,T, f ) representa, precisamente, o peso estatístico dependente de T e f e informa o número

médio de fragmentos do polímero presentes no k-ésimo estado disponível. Sua expressão é

facilmente determinada pelas derivadas anteriormente explicitas, podendo ser escrita como

Uk(N,T, f ) = Ne−Hk( f )/kBT

/

N

∑
j=1

e−H j( f )/kBT . (C.12)

Outros valores médios relevantes podem ser determinados por meio da utilização dos

pesos estatísticos Uk(N,T, f ) e do conhecimento prévio do espectro da quantidade de inte-

resse (i.e., da lista de valores disponíveis ao sistema). Por exemplo, o valor médio da en-

talpia e da energia interna são dados por H(N,T, f ) = ∑k Uk(N,T, f )Hk( f ) e U(N,T, f ) =
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∑k Uk(N,T, f )Ek.

C.4 Módulo diferencial

Para o modelo de filamentos aqui discutido, define-se o módulo diferencial pela equação

1
K(T, f )

=
1

ℓ0(N,T )

[

∂ℓ

∂ f
(N,T, f )

]

N,T

, (C.13)

em que ℓ(N,T, f ) é dado pela Eq. (C.9) e ℓ0(N,T ) ≡ ℓ(N,T,0). Conforme vê-se na definição

da distância ponta-a-ponta, sua derivada em relação à força externa depende das derivadas dos

pesos estatísticos Uk(N,T, f ), dados na Eq. (C.12), uma vez que

[

∂ℓ

∂ f
(N,T, f )

]

N,T

=
N

∑
k=1

[

∂Uk

∂ f
(N,T, f )

]

N,T

ℓk

=
1

kBT

N

∑
k=1

{

Uk(N,T, f )

[

ℓk −
1
N

N

∑
j=1

U j(N,T, f )ℓ j

]}

ℓk

=
1

kBT







N

∑
k=1

Uk(N,T, f )ℓ2
k −

1
N

[

N

∑
j=1

U j(N,T, f )ℓ j

]2






. (C.14)

Um olhar atento à última equação revela que (∂ℓ/∂ f )N,T = (1/kBT )∑k Uk(δℓk)
2 onde o es-

pectro δℓk é dado por ℓk − ℓ/N. Em outros termos, a derivada da Eq. (C.14) é proporcional à

variância do espectro de distâncias ponta-a-ponta ℓk.

Uma forma útil de escrever a Eq. (C.13), utilizando o que se acaba de discutir, é

K(T, f ) =
kBT ℓ0(N,T )

⟨δℓ2(N,T, f )⟩
, (C.15)

onde ⟨δℓ2(N,T, f )⟩ ≡ ∑k Uk(N,T, f )δℓ2
k(N,T, f ). É importante destacar que K(T, f )/ℓ(N,T )

pode ser interpretado como uma constante elástica efetiva da interação que une monômeros

vizinhos da cadeia polimérica. De fato, é possível obter relação f ≈ κ0(ℓ− ℓ0) expandindo a

Eq. (C.9) em série de Taylor (para f → 0), de onde conclui-se que κ0 ≡ lim
f→0

K(T, f )/ℓ0(N,T ).

Como a variância ⟨δℓ⟩ = ∑k Uk(δℓk)
2 ≥ 0 para qualquer temperatura T , segue que K(T, f ) é

sempre positivo, e o mesmo pode ser dito para a constante elástica κ0 dos filamentos, como

esperado.

C.5 Coeficiente de expansividade

De maneira similar, define-se o coeficiente de expansão térmica do filamento por

α(T, f ) =
1

ℓ0(N,T )

[

∂ℓ

∂T
(N,T, f )

]

N, f

, (C.16)
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e pode ser obtido a partir da curva de força por extensão dada na Eq. (C.9). De modo geral, esse

coeficiente depende tanto da temperatura quanto da tensão a que o filamento está submetido.

Como antes, a derivada em relação a temperatura de ℓ(N,T, f ) dependerá das derivadas dos

pesos estatísticos Uk(N,T, f ), pois, de fato,

[

∂ℓ

∂T
(N,T, f )

]

N, f

=
N

∑
k=1

[

∂Uk

∂T
(N,T, f )

]

N, f

ℓk

=
1

kBT 2

N

∑
k=1

{

Uk(N,T, f )

[

Hk −
1
N

N

∑
j=1

U j(N,T, f )H j

]}

ℓk

=
1

kBT 2

{

N

∑
k=1

Uk(N,T, f )Hkℓk −
1
N

[

N

∑
j=1

U j(N,T, f )H j

][

N

∑
i=1

Ui(N,T, f )ℓi

]}

(C.17)

Como antes, pode-se utilizar a definição δℓk = ℓk − ℓ/N e definir δHk = Hk −H/N, com ℓ é

dado pela Eq. (C.9) e H = ∑k UkHk. Desse modo, pode-se escrever a equação anterior como

(∂ℓ/∂T )N, f = ∑k UkδHkδℓk. O lado direito desse último resultado expressa a covariância dos

espectros ℓk e Hk, sendo o coeficiente de expansividade, portanto, proporcional a essa quanti-

dade estatística. De fato, pode-se escrever

α(T, f ) =
1
T

⟨δH(N,T, f )δℓ(N,T, f )⟩

kBT ℓ0(N,T )
. (C.18)

Como a covariância ∑k UkδHkδℓk é uma quantidade que pode ser positiva ou negativa, então,

o coeficiente de dilatação térmico, dado na Eq. (C.18), também possui essa característica. Um

caso importante em que α(T, f ) é negativo foi descrito pela primeira vez em 1805 por John

Gough [79] em uma série de experimentos por ele realizados, que trouxeram a tona as caracte-

rísticas básicas acerca da termodinâmica das borrachas naturais.
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Apêndice D

Definições de fS e fE

Neste apêndice, será feita uma discussão explícita acerca das definições das contribui-

ções fS(T, ℓ) e fE(T, ℓ), exploradas pelos autores da Ref. [29], uma vez que, no presente traba-

lho, tais definições parecem diferir do que é usualmente adotado na literatura [33].

D.1 Aproximações para fS e fE

No geral, para borrachas e materiais elásticos isotrópicos, tem-se a seguinte energia livre

de Helmholtz

F (V,T, ℓ) =U(V,T, ℓ)−T S(V,T, ℓ), (D.1)

cuja forma diferencial é dada por

dF =−PdV −SdT + f dℓ, (D.2)

onde V , T e ℓ são o volume, a temperatura e o comprimento uniaxial do material, enquanto P,

S e f são a pressão hidrostática, a entropia e a força uniaxial, respectivamente. Assim, pela

Eq. (D.2), tem-se a equação de estado

f (V,T, ℓ) =

[

∂F

∂ℓ
(V,T, ℓ)

]

V,T

, (D.3)

e pela Eq. (D.1), pode-se escrever

f (V,T, ℓ) =

[

∂U

∂ℓ
(V,T, ℓ)

]

V,T

−T

[

∂S

∂ℓ
(V,T, ℓ)

]

V,T

. (D.4)

Usualmente, para se determinar a variação da entropia no segundo termo do lado direito dessa

equação, utiliza-se a relação de Maxwell [29] −(∂S/∂ℓ)V,T = (∂ f/∂T )V,ℓ. Entretanto, a deter-

minação experimental (∂ f/∂T )V,ℓ não é prática. Para contornar esse problema frequentemente
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utiliza-se a seguinte aproximação [33]:

−

[

∂S

∂ℓ
(V,T, ℓ)

]

V,T

≃

[

∂ f

∂T
(V,T, ℓ)

]

P,λ

, (D.5)

que, juntamente com a Eq. (D.4), leva a

f (V,T, ℓ)≃

[

∂U

∂ℓ
(V,T, ℓ)

]

V,T

+T

[

∂ f

∂ℓ
(V,T, ℓ)

]

P,λ

, (D.6)

onde λ = ℓ/ℓ0 = 1+γ é a elongação do material, sendo γ a deformação correspondente, definida

na Eq. (5.9). Vale a pena mencionar que, usualmente, as definições aproximadas das contribui-

ções para a força são dadas, respectivamente, pelo primeiro e segundo termos da Eq. (D.6) [33].

D.2 Relações exatas para fS e fE

É interessante notar que, embora em alguns dos experimentos tenham sido realizados

com deformação e pressão constante, e, portanto, os subscritos γ e P foram omitidos nas deri-

vadas termodinâmicas apresentadas no texto da Ref. [29], aqui, evitaram-se tais simplificações

matemáticas com o objetivo de descrever os dados experimentais considerando que γ , e por-

tanto, λ , são funções dependentes da temperatura. De fato, nesse cenário, a forma diferencial

de ℓ, relacionada a λ e T pela Eq. (5.9), pode ser escrita como

ℓ=

(

∂ℓ

∂λ

)

T

dλ +

(

∂ℓ

∂T

)

λ

dT (D.7)

Assim, pela Eq. (D.2), e considerando o fato de que o hidrogel de tetra-PEG pode ser conside-

rado uma material incompressível [29], i.e., dV = 0, é possível reescrever a forma diferencial

da energia livre como

F =

{

−S+

(

∂ℓ

∂T

)

λ

}

dT +

{

f

(

∂ℓ

∂λ

)

T

}

dλ , (D.8)

portanto,
[

∂F

∂T
(T, ℓ)

]

λ

=−S(T, ℓ)+ f (T, ℓ)

[

∂ℓ

∂T
(T,λ )

]

λ

(D.9)

Agora, partindo da Eq. (D.3), tem-se que

[

∂ f

∂T
(T, ℓ)

]

λ

=

[

∂

∂T

[

∂F

∂ℓ
(T, ℓ)

]

T

]

λ

, (D.10)

e, considerando o fato de que as derivadas parciais no lado direito dessa equação são intercam-

biáveis, encontra-se

[

∂ f

∂T
(T, ℓ)

]

λ

=

[

∂

∂ℓ

{

−S(T, ℓ)+ f (T, ℓ)

[

∂ℓ

∂T
(T, ℓ)

]

λ

}]

T

. (D.11)
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Neste trabalho, define-se a contribuição positiva (S) para a força como sendo

fS(T, ℓ) = T

[

∂ f

∂T
(T, ℓ)

]

λ

, (D.12)

que, de acordo com a Eq. (D.11), é dada por

fS(T, ℓ) =−T

[

∂

∂ℓ

{

S(T, ℓ)− f (T, ℓ)

[

∂ℓ

∂T
(T, ℓ)

]

λ

}]

T

. (D.13)

Além disso, por essa definição, a contribuição relacionada à energia (E) para a força pode ser

calculada como fE(T, ℓ) = f (T, ℓ)− fS(T, ℓ), o que leva a

fE(T, ℓ) =

[

∂

∂ℓ

{

U(T, ℓ)− f (T, ℓ)

[

∂ℓ

∂T
(T, ℓ)

]

λ

}]

T

. (D.14)

Portanto, ao contrário do que se tem adotado na literatura [29, 33], fS ̸= −T (∂S/∂ℓ)V,T e

fE ̸= (∂U/∂ℓ)V,T . Ainda assim, mesmo que as expressões das Eqs. (D.13) e (D.14) não cor-

respondam às expressões usuais para as contribuições entrópica e energética, respectivamente,

a soma delas resulta na mesma equação de estado, i.e., Eq. (D.4).

D.3 Conexão com as contribuições σS e σE

Ademais, considerando as expressões para fS(T, ℓ) e fE(T, ℓ), bem como a relação ℓ =

λℓ0 = (1+ γ)ℓ0, pode-se determinar as expressões de σS(T,γ) e σE(T,γ) através das equações

σS(T, ℓ) =
1
A

fS(T, ℓ)
∣

∣

∣

ℓ=(1+γ)ℓ0

(D.15)

e

σE(T, ℓ) =
1
A

fE(T, ℓ)
∣

∣

∣

ℓ=(1+γ)ℓ0

, (D.16)

que podem ser facilmente verificadas como sendo consistentes tanto com os resultados teóricos

discutidos do Cap. 5 quanto com os dados experimentais da Ref. [29].
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Apêndice E

Comprimento de persistência dos

filamentos de um hidrogel

Com o módulo de elasticidade definido na Eq. (6.7), é possível estimar o comprimento

de persistência ℓp(T ) dos filamentos da rede do hidrogel fazendo uma comparação entre a re-

lação tensão-deformação, dada pela Eq. (6.2), com a expressão de força por extensão deduzida

através do modelo worm-like chain (WLC), ambos no limite de deformações relativamente pe-

quenas. Na condição mencionada, o WLC estabelece que [94]

f (T,x)≈
3kBT

ℓpℓc
x, (E.1)

onde x = ℓ−ℓ0 é o estiramento do filamento e ℓc seu comprimento de contorno. Por outro lado,

a Eq. (6.2) permite escrever

f (T,γ)≈
qℓG(T )

n̄ℓs(qℓ+1)
γ, (E.2)

com γ = (ℓ− ℓ0)/ℓ0 sendo a deformação e ℓ a distância ponta-a-ponta dos filamentos en-

trelaçados da rede, medidos quando uma força é aplicada. Na rede, pode-se assumir que

γ = x/ℓ0 ≈ x/ℓc, isto é, a distância ponta-a-ponta relaxada e o comprimento de contorno dos

filamentos tem a mesma ordem de grandeza. Se os filamentos descritos pela Eq. (E.2) se com-

portarem como aqueles previstos no modelo WLC, pelo menos para pequenas deformações,

então, pode-se deduzir uma expressão para o comprimento de persistência efetiva dos filamen-

tos da rede conforme mostrado a seguir:

ℓp(T ) =
3
4

(qℓ+1)2

(qℓ−1)
ℓs

qℓ

1
φ(T )

, (E.3)

onde φ(T ) é o fator de correção dependente da temperatura definido na Eq. (6.8). É interessante

destacar que a Eq. (E.3) está bem definida para o comprimento de persistência, ou seja, ℓp(T )>

0 para qualquer valor de |qℓ|> 1.

Particularmente, para qℓ > 1, como para o hidrogel de tetra-PEG discutido no Cap. 5, a

expressão aqui deduzida é válida para T > T ∗
0 , em que a temperatura característica é dada pela
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Figura E.1: Comprimento de persistência como função da temperatura absoluta para (a) dsDNA [109],
(b) poli(3-hexiltiofeno) [110, 111] e (c) ssDNA [109]. Conforme se observa nos gráficos, o modelo
proposto nesta tese prevê que o comprimento de persistência seja decrescente para qℓ > 1, e pode ser
crescente para qℓ < −1. A equação que descreve tal comportamento, em qualquer caso, é aquela dada
pela Eq. (E.3).

Eq. (6.9). No caso em questão, a expressão exata de φ(T ) pode ser razoavelmente aproximada

por φ(T )≈ 1−T ∗
0 /T , de modo que o comprimento de persistência pode ser escrito como

ℓp(T )≈
3
4

(qℓ+1)2

(qℓ−1)
ℓs

qℓ

T

T −T ∗
0
. (E.4)

Usualmente, espera-se que o comprimento de persistência de filamentos livres seja proporci-

onal ao inverso da temperatura absoluta do sistema [113–115], i.e., ℓp(T ) ∝ 1/T . Conforme

se observa na Eq. (E.4), o comportamento é similar ao reportado na literatura, porém com a

descontinuidade de ℓp(T ) transladada para T = T ∗
0 (ao invés de T = 0). De fato, a Eq. (E.3)

descreve rezoavelmente bem (linhas vermelhas) o comprimento de persistência de filamentos

como o dsDNA (double-stranded DNA) [109] e o poli(3-hexiltiofeno) [110, 111], conforme

pode ser observado na Fig. E.1(a,b).

Quando qℓ < −1, a expressão geral dada pela Eq. (E.3) não possui restrição de tem-

peratura, sendo válida para qualquer T > 0. A grande diferença desse caso para o anterior, é

que o comprimento de persistência pode aumentar com o aumento de temperatura. Ainda que

não se tenha encontrado dados experimentais para um comportamento como esse para hidro-

géis de biopolímeros e sintéticos, ele foi observado para filamentos de ssDNA (single-stranded

DNA) [109]. Conforme mostrado na Fig. E.1(c), a expressão para ℓp(T ) (linha vermelha) des-
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creve bem os resultados experimentais. O modelo proposto nesta tese prevê que o mesmo com-

portamento deve ocorrer para os hidrogéis de queratina, fibroína da seda, neurofilamentos e de

colágeno, mostrados nas Fig. 6.4, mas tais medidas aparentemente ainda não foram realizadas

e publicadas na literatura.

Os parâmetros utilizados na Eq. (E.3) para a construção das curvas teóricas (linhas ver-

melhas) da Fig. E.1 foram: (a) qℓ = 6,1, ℓs = 11,11nm e ∆E = 5,56pN.nm; (b) qℓ = 20,82,

ℓs = 0,84nm e ∆E = 10,63pN.nm; e (c) qℓ =−39, ℓs = 42,2nm e ∆E = 30,53pN.nm..
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