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Resumo

WILLIAMS, Ubaldo Huamani Quispe, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
dezembro de 2017. Um Jogo Infinito com Consequéncias Topolégicas.
Orientadora: Catarina Mendes de Jesus Sanchez.

No presente trabalho estudamos um jogo topologico infinito definido num
espaco uniforme, que gera um novo espago, chamado espago proximal. Mais
especificamente, estudamos as propriedades deste espaco como sua relagao com
W-espagos, teorema de caracterizacao de espaco métrico completo, e algumas
consequéncias topolégicos, como implicagoes a espagos colecao normal, espaco

meta-compacto e colecao Hausdorff.

vii



Abstract

WILLIAMS, Ubaldo Huamani Quispe, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
December, 2017. An Infinite Game with Topological Consequences.
Adviser: Catarina Mendes de Jesus Sanchez.

In this paper we study an infinite topological game defined in a uniform space,
that generates a new space, called proximal space. More specifically, we study
the properties of this space as its relation with W-space, complete metric
space characterization theorem, and some topological consequences, such as
implications for normal collection spaces, meta-compact space, and Hausdorff

collection.
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Introducao

A nocao de jogo topologico tem no principio a Banach e Mazur em 1935,
onde se propos no famoso livro de problemas de Banach, um jogo que estava
relacionado com a propriedade de Baire de um espacgo topologico.

A filosofia geral é mais ou menos a seguinte: define-se um jogo entre dois
jogadores A e B, envolvendo a topologia do espaco em questao e, prova-se por
exemplo, que um certo espaco tem certa propriedade se o jogador A sempre tem
estratégia vencedora. Muitas vezes isso nos permite descrever essa propriedades
em varios graus de "forca'distintos, o que possivelmente seria complicado de se
fazer sem recorrer ao jogo. Esse nome foi introduzido em 1956-7 por C. Berge e
A. R. Pears [9]. E uma técnica largamente usada, tanto para provar teoremas,
quanto para caracterizar propriedades topologicas (ver [10]).

Cronologicamente, temos uma lista de jogos topologicos definidos entre dois
jogadores; como jogo de Sierpinsky 1924, jogo de Banach-Manzur 1935, jogo de
Ulam 1935 (é uma modificagao do jogo de Banach-Manzur), jogo de Banach 1935,
jogo de Choquet 1937, jogo ponto aberto 1970 (este jogo nos chamaremos de jogo
Gruenhage, e serd de interesse neste trabalho). Todos esses jogos sao definidos
num espacgo topologico. Para mais detalhe e a contribui¢ao destes jogos (ver
[9, [10]).

Os jogos topologico citados acima foram definidos num espago topologico.
Este trabalho, apresenta um jogo topologico definido num espaco uniforme, o
qual foi publicado recentemente no 2014 por J. Bell em [2], e estara composto de
cinco capitulos que sao descritas em seguida.

O primeiro capitulo consta de uma breve revisao de espacos topologicos,
base topologicas, geracao de topologias através de propriedades dadas, topologia
inicial, topologia produto e espagos topoldgicos definidos em fungao de coberturas.
As principais referéncias sdo [6], 4, &8, [7, [3].

O segundo capitulo, apresenta uma breve introducao de espago uniformes,
munido de exemplos para sua melhor compreensao, algumas propriedades bésicas
e relagoes entre topologia e uniformidade. As referéncias principais [6], 4, [7, [3].

No terceiro capitulo, serd definido o principal jogo deste trabalho chamado
de jogo proximal definido num espaco uniforme. Este jogo ¢ realizado entre dois
jogadores A e B num espago uniforme X, onde as escolhas do jogador A sao
elementos da uniformidade e as escolhas do jogador B sao pontos de X. Além
disso sera definido alguns elementos do jogo proximal e consequentemente, o



espaco proximal em fun¢ao do jogo que permite caracterizar espagos métricos
completo. Este capitulo esta baseado em [2].

O quarto capitulo, apresenta o jogo Gruenhage ou ponto aberto, definido num
espaco topologico X, onde as escolhas do jogador A sao abertos da topologia e as
escolhas do jogador B sao pontos de X. Aleém disso serd elementos deste jogo e
o W-espaco em funcdo de jogo Gruenhage. A referéncia para este capitulo é [3].

Finalmente, o ultimo capitulo apresenta um enfraquecimento do jogo proximal
e as consequéncias topologicas deste jogo como implicagoes a espagos topologicos
colecdo normal, espacos topoldgicos meta-compactos e colecao Hausdorff. A
referéncia para este capitulo também é [2].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, daremos uma breve revisao sobre alguns conceitos bésicos
de topologia, necessarios para compreender o tema dissertado. As principais
referéncias sao 6], 4, 9, [8, 7], 3].

1.1 Topologia e Base

O conceito de espaco topoldgico foi introduzido por Felix Hausdorff em 1914 o
qual hoje é conhecido como espaco de Hausdorff. A topologia moderna ¢é baseada
na teoria dos conjuntos, assim como a maior parte da Matematica. O conceito
de espaco topologico é mais geral do que o conceito de espaco de Hausdorff e foi
introduzido por Kazimierz Kuratowski em 1922.

Definicao 1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma familia T de subconjuntos
de X ¢ uma topologia em X, se tem as sequintes propriedades:

1) 0, X pertencem a T;
2) Se Ay, As € T, entdo Ay N Ay € T;

3) Se ACT, entao |J A€ T.
ACA

O par (X, T) € chamado espago topoldgico, onde T é uma topologia em X e os
elementos de T sao chamados conjuntos abertos.

Daqui em adiante, a notagao de espago topoldgico sera X, assumiremos
que implicitamente estda munido de alguma topologia. Em outras ocasioes sera
denotada por (X, T), quando se precise em algumas defini¢bes para seu melhor
entendimento.

Definigao 1.2. Seja (X, T) um espacgo topoldgico. Uma subfamilia B de T € uma

base para T, se para todo A € T, existe B C B, tal que A = U B, onde os
BeB’
elementos de B sao chamados bdsicos.



4 1.1. TOPOLOGIA E BASE

Definig¢ao 1.3. Seja (X, T) um espaco topologico. Uma subfamilia S de T é uma

sub-base para T se B={ () S: S CS} ¢ uma base para T.
Ses’

Observacao 1.4. A Definicao quer dizer que S é uma sub-base para a
topologia T se, e somente se, para todo A € T — {0} e todo x € A existe S,

subconjunto nao vazio de S tal que z € (] S C A.
Ses’

A continuacao, enunciaremos uma proposicao que serve para gerar topologia
num conjunto qualquer.

As ideias expressadas e analisadas sobre topologia, base e sub-base sao
uma motivacao para obter métodos para construir topologias num conjunto
qualquer a partir de sub-colecoes do seu conjunto de partes que satisfazem certas
propriedades.

Definicao 1.5. Seja X um conjunto nao vazio. Uma familia B de subconjuntos
de X ¢ uma base topologica em X, se tem as sequintes propriedades:

1) X = B;

BeB

2) Se By, By € B e x € BiN By, entdo existe By € B tal que x € B3 C B1N By,
onde o0s elementos de B sao chamados bdsicos.

Este resultado nos proporciona um método para gerar uma topologia num
conjunto utilizando uma colecao de conjuntos, de tal forma que ela resulte ser
uma base da topologia gerada.

Proposicao 1.6. Seja X um conjunto nao vazio e B uma familia nao vazia de
subconjuntos de X.

1) Se B é uma base topoldgica em X, entio Ty = {A C X : 3B c B, A =
U B} € uma topologia em X.
BeB'

2) SeT € uma topologia em X, B C T e T = Tg, entdo B é uma base topoldgica
em X.

Demonstragao. Ver Proposicao 1.36, pg 33 de [§] ]

O seguinte conceito ¢ de muita utilidade para a andlise das propriedades
topologicas locais num espago topologico.  Intuitivamente, o sistema de
vizinhancas de um ponto determina o comportamento da topologia perto do
ponto.

Definigao 1.7. Seja (X, T) um espago topoldgico e x um elemento de X. Um
subcongunto V de X € uma vizinhanga de x em (X, T), se existe A € T tal que
reACYV.
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Notacao 1.8. O conjunto de todas as vizinhancas de x é chamada sistemas de
vizinhangas de x e denote-se por V(x).

Defini¢ao 1.9. Sejam (X, T) um espago topoldgico, x um elemento de X e
V(x) sistemas de vizinhangas de x. Uma familia B(x) de V(z) é uma base de
vizinhangas de x em (X, T), se para todo V € V(z) existe B € B(x) tal que
BCV.

Em seguida, definimos base local de vizinhancas ou simplesmente base de
vizinhangas.

Definicao 1.10. Seja X um conjunto nao vazio e x um elemento de X. Uma
familia B(z) de subconjuntos de X, comx € V € B, é uma base de vizinhancgas
de xz, se tem as sequintes propriedades:

1) Se Vi,Va € B(x), entao existe V € B(z) tal que, V C Vi N Vs,
2) SeV € B(x), entdao existe Vy € B(x) tal que sey € Vi entao existe W € B(y)
tal que W C V.

Como consequéncia da Definicao[l.10} temos a definicao de espacos topologicos
primeiro enumeravel.
Definicao 1.11. Um espaco topoldgico X € primeiro enumerdvel, se para todo
x € X existe uma base local de vizinhangas de x em X.

Um exemplo claro de espago primeiro enumeravel é:

Exemplo 1.12. Seja R e z um elemento de R, note que a familia S(z) formada
pelos elementos de forma [z, x 4 €) é uma base de vizinhancas de z em R para a
topologia de Sorgenfrey. Para mais detalhe podemos ver [§].

Conhecendo o comportamento de um sistema de vizinhancas de um ponto,
podemos saber o comportamento da topologia. A seguinte proposicao nos oferece
uma forma de construir espacos topologicos através de base de vizinhancas.

Proposicao 1.13. Seja X um conjunto nao vazio tal que para cada x elemento
de X tem-se B(z) uma familia de subconjunto de X.

1) Se B(z) ¢ uma base de vizinhangas de x, entao Ty = {A C X : Vx €
A,V € B(x);V C A} € uma topologia em X.

2) Se T é uma topologia em X e T = Ty, entao B(x) é uma base de vizinhangas

de x.

Demonstragao. Ver Proposicao 1.40, pg 38 de [§]. O
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1.2 Topologia Inicial e Produto

Nesta secao, construiremos uma topologia num conjunto a partir de fungoes
quando se tornam continuas, o qual gera uma topologia menor, cujas referéncia
sao [6, [, [8 [7, 3]

Seja Y um espago topolégico e X um conjunto nao vazio, o proposito é
obter uma topologia em X (topologia mais pequena em X). Considere a funcao
f: X — Y tal que, seja possivel que a funcao f se torne continua.

Note que para toda funcao f definida num conjunto X e com valores em Y e
para toda familia {A, : @ € I} de subconjuntos de Y se cumpre:

D A0 =0efTY]=X
2) fTHU A = U S 'Ad]

acl acl
3) S QIAa] = Qlf‘l[Aa]

As trés igualdades acima nos permitem definir uma topologia em X, quando
temos uma funcao f definida em X e com conjunto de valores num espaco
topologico Y.

Proposigao 1.14. Se (Y, T) é um espago topoldgico, entdo o conjunto T; =
{f7'[A] : A€ T} € uma topologia em X.
Demonstragao. Ver Proposicao 4.1, pg 113 de [§]. O

Notagao 1.15. A topologia Ty é chamada de topologia inicial em X definida
por [ eY ou topologia fraca induzida por f.

Observagao 1.16. A topologia T; é a menor topologia (ou mais fraca) das
topologias em X que tornam continua a func¢ao f.
Agora ilustraremos com um exemplo a topologia inicial.

Exemplo 1.17. Seja E um subconjunto de um conjunto X, e R a reta real com
a topologia usual. Consideremos a funcao caracteristica de F, Ap : X — R,
dada por:

0 sexe X —FE,
XE(x>_{ 1 sex e F.

A topologia induzida em X pela funcao carateristica X é o conjunto de imagens
inversas por Xz, de abertos em R da forma que:

Ty, ={0,X,E, X — E}.

Para um subconjunto aberto A de R, temos:

6
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1) Se {0,1} N A =0, entdo (Xg) '[A] = 0.
2) Se {0,1} C A, entao (Xg) '[4] = X.

)

)

3) Se {0,1} N A =0, entao (Xg) '[A]
) A

Al =X - F.
1[4 =

( —
4) Se {0,1} N A =1, entdo (Xg)~ E.

Mencionaremos um teorema muito importante para construir a topologia
inicial. Na topologia inicial a priori nao conhecemos os elementos da topologia,
mas tendo uma sub-base se pode gerar a topologia e saber como sao os elementos.

Teorema 1.18. Seja {(X,, To) : « € I} uma familia de espagos topoldgicos, X
um conjunto ndo vazio e F = {f, : X — X, : a € I} uma familia de fungoes.
Entio o conjunto S = {f;'[A] : « € I e A € T.} é uma sub-base para a
topologia Ty.

Demonstragao. Ver Teorema 4.5, pg 126 de [§]. ]

Notacao 1.19. Denote-se por Tr @ menor das topologias em X que tornam a
toda funcao f € F numa func¢ao continua.

Defini¢ao 1.20. Seja {(X,, Ty) : a € I} uma familia de espagos topoldgicos, X
um conjunto ndo vazio e F = {f, : X — X, : a € I} uma familia de funcoes.
A topologia Tr em X é chamada de topologia fraca ou inicial induzida por .

Como aplicacao deste resultado serd introduzido uma topologia num produto
cartesianos de dois elementos.

Observacao 1.21. Para todo par de conjunto X e Y se pode considerar o
conjunto produto X x Y. Se X e Y sao espaco topologicos, entao é natural
tentar construir uma topologia em X x Y. Usando a técnica de topologia inicial,
considere as projecgoes:

[y : X xY — X;
My : X xY — Y,
tal que, Iy (z,y) = x e Ily(x,y) = y respetivamente, para todo (z,y) € X X Y.

Definigao 1.22. Sejam X e Y espacos topologicos. A topologia Tp € chamada
topologia produto ou topologia de Tychonoff, em X X Y induzida por P =

{HXa HY}
A topologia Tp é a menor das topologias em X x Y que tornam Iy e IIy em
fungoes continuas.

Em seguida, veremos algumas propriedades importantes num espaco
topologico produto.

Observacao 1.23. Da Definicao tem-se:
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1) Se X ou Y é vazio, entao Tp = 0.

2) Se Bx é uma base em Tx e By é uma base em Ty, entdo o conjunto
{IN(B) NI (C) : B € By e C € By} é uma base para Tp.

Agora veremos alguns exemplos (ver [8, [7]) que vao ter muita importancia ao

longo do desenvolvimento destes trabalho.

Exemplo 1.24. Uma base da topologia usual na reta real R é a colecao de
intervalos abertos (a,b). Seja II; : R? — R a projegdo ao i-esimo fator para
i =1,2. A topologia produto em R? é gerada pela colecao de todos os conjuntos
da forma:

{(z,y) eER?*:a<x<bec<y<d}
Todo elemento da topologia produto R? se expressa da forma:
I [(a, )] N 115 [(c. d))
onde

1 *[(a, b)]

b (z,y) €R? :a < x < b},
2 '[(c, d)]

T,y
(z,y) €R? :c <y < d}.

—_

{
{

N

Exemplo 1.25. Uma base da topologia de Sorgenfrey na reta real R é a colecao
de intervalos da forma:

[a,b) = {(z,y) € R*:a < x < b}.

Seja IT; : R — R a projecao ao i-esimo fator para i = 1,2. Se pode descrever a
topologia produto em R2. A colecio B com elementos da forma:

I Y [a, 0)] NTI5  [e,d)] = {(z,y) ER*:a <z <bec<y<d}
¢ uma base para a topologia em R?, onde:

11, '[(a, b)]
11, ' [(c, d)]

{(z,y) €eR? :a < x < b},
{(z,y) eR*: c <y < d}.

Finalmente, para fechar esta secdo, vamos generalizar a topologia produto de
uma colecao finita de espacgos topologicos, para uma colecdo infinita de espaco
topologicos. Basicamente, para este trabalho precisaremos de uma cole¢ao infinita

de espaco topologicos, para o qual introduziremos de forma breve os seguintes
conceitos.

Considere I um conjunto de indices, e o produto cartesiano da familia de
espagos topologicos {(X,, T,) : a € I}.

[[Xo={f:1— X tal que Va € I, f(a) € X,}.

a€el ael
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Defini¢ao 1.26. Seja [[ X, o produto cartesiano da familia {X, : a € I}.
acl
Defina-se a projecao sobre o a-ésimo fator como

o : [[Xo — X,

acl

tal que para todo f € [[ Xa, existe a € I com 7,(f) = f(a).
acl

Notagao 1.27. O conjunto de projegoes {Il, : [[ Xo — Xo : a € I} serd
ael
denotado por P.

Definicao 1.28. Chame-se espago topoldgico produto ou espa¢o produto

Tychonoff de espagos X, no produto [[ X, o par:
acl

(HXOMTP)a

ael

onde Tp € induzida pela familia de projecoes P.

A topologia Tp é a menor das topologias em [] X, que tornam todo II, em
acl
fungoes continuas. Logo veremos algumas propriedades importantes de espagos

topoldgicos obtido pelo produtos Tychonoff.

Teorema 1.29. Seja {(X,,To) : « € I} uma familia de espagos topoldgicos.
Entaio o conjunto S = {II_}[B] : a« €l e B € T,} é uma sub-base da topologia
Tp, onde P € a familia de projecées das coordenadas o € 1.

Demonstragao. Ver Teorema 4.15, pg 132 de [8]. ]

A convergéncia de uma sequéncia num espaco produto estd determinada pela
convergéncia das sequéncias que determina cada projecao. A seguir, enunciaremos
uma proposicao para o caso quando a questao envolva convergéncia em espaco
produtos.

Proposicao 1.30. Uma sequéncia (z1,9,...,%p,...) de pontos em [[X,

acl
converge a um ponto de x de [[X., se, e somente se, a sequéncia
acl
(o (1), o (22), ..y Ho(24), -..) converge a Il,(z) em X4, para todo o € 1.
Demonstragao. Ver Proposigao 4.17, pg 134 de [§]. ]

1.3 Coberturas de Espacos

Nesta seccao, o objetivo é apresentar defini¢oes e alguns exemplo e implicagoes
de espacos topologicos, que estao definidos por meio de coberturas, como
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espaco compactos, para-compactos, meta-compactos, colecao Hausdorff e colecao
normal.

A seguinte definicao de para-compacidade fornece propriedades locais.

Definicao 1.31. Sejam X um espaco topoldgico, U uma cobertura aberta de X.
Uma familia V de subconjuntos de X € um refinamento aberto localmente
finito da cobertura aberta U, se satisfaz as sequinte propriedades:

1) Para todo V €V existe U € U tal que V C U.

2) Para todo x € X existem uma vizinhanca V(x) de x e V' C 'V finito, tal
que para todo V €V, tem-se que V(z) NV # (.

Observe que se a familia V na Definicao s6 satisfaz a propriedade 1),
entao V é um refinamento aberto de U.

Definicao 1.32. Um espaco topoldgico X é para-compacto, se para toda
cobertura aberta U de X, existe um refinamento aberto localmente finito V de

U.

Um exemplo claro de espagos para-compactos é um espaco compacto (um
espaco topologico X é compacto, se para toda cobertura aberta de X, existe uma
sub-cobertura finita de X). Para maiores detalhes ver [§].

As seguintes definicoes de meta-compacidade e colecao normal e colecao
Haudorff também estao definidas em funcao de coberturas.

Definicao 1.33. Um espaco topologico X € uma cole¢cao normal, se para toda
familia fechada disjunta dois a dois F existe uma familia aberta disjunta dois a
dois, U, tal que para todo F € F tem-se F' C A, com A € U.

Basicamente a Definicao deriva da defini¢io de um espaco normal (um
espaco topolégico X é normal, se para todo F) e Fy fechados disjuntos em X
existem abertos disjuntos A; e Ay tal que F} C Ay e F, C Ay). Para maiores
detalhes ver [§].

Definicao 1.34. Um espaco topologico X é meta-compacto enumerdvel, se
para toda familia de conjuntos fechados F de X, tais que:

FI2F2,..,2F,2,.. ¢ [|F. =0

neN

existe uma familia de conjuntos abertos U de X, tais que

Ul 2 U2 27"'72 Un 27 € ﬂUn:w’

onde para todo n € N, tem-se que F,, C U,.

10



11 1.3. COBERTURAS DE ESPACOS

Finalmente, temos a definicao colecao Hausdorff que se deriva da defini¢cao de
espaco topologico Hausdorff.

Definicao 1.35. Um topoligico X é Hausdorff se para todo x,y € X com x # y,
existe vizinhancas abertas U, V de x e y respetivamente tal que U NV = ().
Para maiores detalhes ver |8, [7, [3].

Definicao 1.36. Um espaco topoligico X ¢é uma colecao Hausdorff, se para
todo conjunto fechado discreto F' em X existe uma colecao aberta disjunta dois a
dois U tal que para todo x € F existe U € U, com x € U.

Como exemplos de espacos colecao Hausdorff temos os espacos euclidianos e
espacos métricos em geral. As definigoes desta se¢ao, serao de muita importancia
para o desenvolvimento do capitulo final.

11



Capitulo 2

Espacos Uniformes

Neste capitulo faremos uma breve introducao aos espacos uniformes e veremos
algumas propriedades relevantes como base de uma uniformidade, caracterizacao
de base uniformidade, topologia induzida por uma uniformidade e finalmente
propriedade de fechadura num espaco topolégico induzida por uma uniformidade
e suas consequéncias. [0} 4].

2.1 Uniformidade

En 1937 André Weil introduziu a primeira defini¢ao explicita de uma estrutura
uniforme ou espaco uniforme. Os conceitos de uniformidade, e completude, foram
discutidos usando espacos métricos. Nicolas Bourbaki forneceu a definicao de
uniformidade em termos de vizinhanca diagonal no livro "Topologie Générale'e
John Tukey deu a defini¢cao de cobertura uniforme.

Definigao 2.1. Sejam X um conjunto nao vazio e D = {(x,y) : (z,y) € X x X},
D' = {(y,z) : (z,y) € D}, A = {(z,x) : (z,x) € X x X} subconjuntos de
X x X. Defina-se os sequintes conjuntos em X x X :

1) D é simétrico, se D = DL

2)2D=DoD={(x,2) e XxX : 3ye X|(x,y) €De(yz) €D}

3) D ¢ diagonal, se D = A.

Definigao 2.2. Sejam X um conjunto nao vazio, A um subconjunto de X e x
um ponto em X. Defina-se os sequintes conjuntos em X:

1) D[z ={y e X : (x,y) € D}.
2) DIA]= UD[z|={ye X :3z € A/ (z,y) € D}.

TEA
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13 2.1. UNIFORMIDADE

A estrutura de uniformidade generaliza a estrutura do espago métrico, a
posteriori veremos que toda métrica induz uma uniformidade. Por outra parte, a
qualquer conjunto podemos muni-lo de uma uniformidade.

Definicao 2.3. Seja X um conjunto nao vazio. Uma familia D de subconjuntos
de X x X ¢ uma uniformidade em X, se satisfaz as sequintes propriedades:
1) Para todo D € D, A C D.
2) Se D €D, entdo D' € D.
3) Se D € D, entao existe E € D tal que Eo E C D.
4) Se D1, Dy € D, entao Dy N Dy € D.
5) SeDeDeDCE, entio E € D.
O par (X,D) é chamado espago uniforme, onde X €é um conjunto ndio vazio e

D € uma uniformidade em X e os elementos de D sao chamados de vizinhangas
diagonal.

Agora daqui em adiante a notagao de espaco uniforme s6 sera X, assumiremos
que implicitamente estd munido de alguma uniformidade. Em outras ocasioes sera
expressada por (X, D) quando se precise em algumas defini¢des para seu melhor
entendimento.

No seguinte desenho podemos observar duas vizinhancas diagonais induzidas
por uma particao no conjunto X.

| | | |
Figura 2.1: Vizinhancas Diagonais

Além disso, no desenho também se pode observar que uma é subconjunto da
outra. Para ilustrar veremos um exemplo da uniformidade relativa.

Exemplo 2.4. Seja (X,D) um espaco uniforme. Se F' é um subconjunto de X,
entao:

Dp={DN(F xF):D €D},
é uma uniformidade em F. De fato:

13



14 2.1. UNIFORMIDADE

1) Para todo D € D, A C D e como Ap € (F x F), entdo A C DN (F x F),
para todo DN (F x F) € Dp.

2) Sejam DN (F x F) € Dp e D™' € D, entao como D' N (F x F) =
(DN (F x F))™', assim (DN (F x F)™! € Dp.

3) Sejam DN (F x F),EN(F x F) € Dr e D € D tal que existe £ € D com
EoE CD,entdao EN(F X F) € Dp, assim EN(Fx F)NEN(F x F) C
DN (F x F).

4) Sejam DN (F x F),EN(F x F) € Dp, D,E € De DN E € D, entao
como (DNE)N(FxF) = (Dn(FxF)n(En((F x F)), assim
(DN (Fx FYNEN (F x F)) € Dp.

5) Sejam DN (F x F) € Dpe D € D, D C FE tais que E € D, entdo como
DN(FxF)CEN(F xF),assim EN(F x F) € Dg.
Portanto Dy é uma uniformidade em F'.

Definicao 2.5. Sejam X um conjunto nao vazio, D uma uniformidade em X.
Uma famiia E C D € base para a uniformidade D, se para todo D € D existe
E €E tal que E C D.

A seguinte proposi¢ao que vamos enunciar, diz que toda uniformidade possui
uma base uniformidade simétrica.
Proposicao 2.6. Se (X,D) um espaco uniforme, entao a familia
SM)={DeD : D=D""}

¢ base para a uniformidade D em X.

Demonstracao. Seja D uma uniformidade em X. Observe que para todo D € D,
existe E = DN D™ € S(D), pois

Etl=DOnDHt'=DOHY'NnD*'=DnD'=E.

Assim, E = E~'. Como £ = DN D™ entaio E=DND!'C D. Logo, S(D) é
uma base para a uniformidade D em X. O

Definigao 2.7. Seja (X, D) um espago uniforme. Um subconjunto S de D é uma
sub-base de D, se todas as interseccoes finitas de elemento de E formam uma
base para a uniformidade 1.

Agora, daremos um exemplo importante de uma sub-base para uma
uniformidade num produto.

Observacao 2.8. Considere-se X, Xo,..., X,,,... uma sequéncia de espacos
uniformes com as uniformidades D¢, D,, ..., D,,, ... respectivamente. Entao, defina-

se uma sub-base uniformidade E em [] X,,.
neN
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15 2.2. BASE UNIFORMIDADE

Para todo n € N e para todo D € D a sub-base uniformidade [] X,, esta formado
neN
pelos elemento da forma:

E={(x,y) € HX" X HX” : (z(n),y(n)) € D}.

neN neN
Agora, observe que a intersecao finita de elemento de [E forma uma base uniforme

para a uniformidade em [ X,.
neN

2.2 Base Uniformidade

Nesta secao, a ideia obter métodos para construir uniformidade num conjunto
X a partir de sub-cole¢oes de subconjuntos de X x X, que satisfazem certas
propriedades preestabelecidas. A definicao de base uniformidade é um método
para gerar uma uniformidade num conjunto, utilizando a colecao de subconjuntos
de X x X, de tal forma que ela resulte ser uma base uniforme da uniformidade
gerada.

Definicao 2.9. Seja X um conjunto nao vazio. Uma familia E de subconjuntos
de X x X € uma base uniformidade em X, se satisfaz as sequintes propriedades:

1) Para todo E € E, A C E.

2) Se E € E, entdo existe F € E tal que F~' C E.

3) Se E € E, entao existe F' € E tal que Fo FF C E.

4) Se By, Es € B, entao E; N Ey € E.

5) Se E€E e ECF, entao F € E.

Tendo definida base uniformidade agora veremos alguns exemplo destes, pois
serao de muita importancia mais adiante.

Exemplo 2.10. Seja S a linha de Sorgenfrey. A familia D de subconjuntos de
S x S formado pelos elementos da forma:

D =[a,b) x [a,b)

¢ uma base uniformidade em S, isso quer dizer que existe uma uniformidade que
gera a topologia de Sorgenfrey.

Exemplo 2.11. Seja X um conjunto nao enumerével. A familia D de subconjunto
de X x X, formado pelos elementos da forma:

Dp=FxFU(X —F)x (X —F),

¢ uma base uniformidade em X, onde F' ¢ um subconjunto finito de X.

15



16 2.2. BASE UNIFORMIDADE

Na proposicao que mencionaremos a seguir, caracterizaremos base de uma
uniformidade.

Proposicao 2.12. Sejam X um conjunto nao vazio e E uma familia nao vazia
de subconjunto de X x X. Podemos afirmar que:
1) Se E ¢ uma base uniformidade em X, entao Dy = {D C X x X : JF €
E,E C D} € uma uniformidade em X.
2) Se D ¢ uma uniformidade em X, E C D e D = Dg, entdo E é uma base

uniformidade em X.

Demonstra¢ao. Mostremos que Dy = {D C X x X : JE € E,E C D} é uma
uniformidade em X, ou seja, Dy satisfaz as propriedades da Definigao [2.3]

1) Se D € Dg, entao existe £ € E tal que £ C D, e como A C E, entdo
ACD.

2) Se D € Dy, entdo existe E € E tal que £ C D, e como E é ma
base uniformidade existe ' € E tal que F~!' C E, o que implica que
FCE1'C D! assim D! € Dy.

3) Se D € Dg, entdo existe £ € E tal que F C D, e como E é ma base
uniformidade existe F' € E tal que F'o FF C E assim F'o FF C D.

4) Se Dy, Dy € Dg, entao existem Ey, Fy € E tais que By C Dy e Ey C Ds.
Existe F3 € E tal que E3 C E1 N Ey C Dy N Dy, assim Dy N Dy € Dy.

5) Se E € Dg e E C D, entdo existe E' € E tal que E' C E C D, assim
D € Dg.

Portanto, Dg é uma uniformidade em X. Agora, mostremos que E é uma base
uniformidade em X, ou seja, E satisfaz as propriedades da Definicao [2.9]
1) Se E€E,entao E €D, ACE.

2) Se E € E, entao E € D, o que implica que E~! € D. Existe F' € E tal que
F CE™! assim F7! C E.

3) Se E € E, entdao E € D, existe F' € D tal que F'o F' C E. Por outro lado
existe H € E tal que H C F. Assim Ho H C FoFF C E.

4) Se Ey, Ey € E, entao E1, F; € D o que implica que £y N Ey; € D. Tome
E1 N EQ = Eg, temos E3 Q E1 N EQ.

5) SeDeEeDCE, entao D € D, assim E € E.

Portanto, [E é uma base uniformidade em X. O
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17 2.2. BASE UNIFORMIDADE

A continuacao veremos um exemplo de uma base uniformidade induzida por
uma métrica.

Proposicao 2.13. Se (X,d) é um espaco métrico e E uma familia de
subconjuntos de X x X, formado pelos elementos da forma:

E,={(z,y) € X x X :d(z,y) <27"}.

Entao E é uma base uniformidade em X.

Demonstragao. Sejam (X, d) um espaco métrico e n € N. Mostremos que E é
uma base uniformidade em X. De fato:

1) Seja E, € E, para todo n € N tem-se que:

(r,z) e A<= d(z,z)=0<27"
= (z,2) € E,.

Assim A C E,, para todon € N
2) Seja E,, € E, para todo n € N existe E,; € E tal que:

(y,7) € B,y = d(y,x) = d(w,y) < 27" <27
— (y,x) € E,.

Logo E;il CE,.
3) Seja E, € E, para todo n € N existe E, .1 € E tal que:

(x,2) € BEpp1oBEppn =3 ye X talque (z,y) € By e (y,2) € Eng
= d(z,y) <27 e d(y,z) < 27D
= d(x,2) < d(z,y) +d(y,z) <27"
= (z,2) € E,.

Assim E, 10 E, .1 C E,.

4) Sejam E,, E,, € E. Entao E, C E,, ou E,, C E,. Suponhamos que
E, C B, entao F, C £, N E,,, assim E, N E,, € E.

5) Sejam E, € Ee E, C E,,. Entao tem-se:

(x,y) € B, < d(x,y) < 2" <2™
= (z,y) € Ep,.

Logo F,, € E.

Portanto, [E é uma base uniformidade em X. O
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18 2.3. PROPRIEDADES DE UNIFORMIDADE

2.3 Propriedades de Uniformidade

A uniformidade apresenta uma estrutura mais forte que uma topologia, pelo
qual toda uniformidade induz uma topologia. A continuacao definiremos uma
topologia induzida por uma uniformidade, para o qual precisamos o seguinte
teorema.

Teorema 2.14. Se (X, D) é um espaco uniforme e x é um elemento de X, entao

V(z) ={Dlx| : D € D} € uma base de vizinhangas de x.

Demonstragao. Seja (X,D) é um espaco uniforme e x um elemento em X,
mostremos que V(z) = {D[z] : D € D} é uma base de vizinhancas em z. Primeiro
observe que para todo E € E, (z,z) € A C E, o que implica que z € E[z]. Com
isso temos:

1) Se Dilz], Dyjx] € V(x), entdo Dy, Dy € D e D1 N Dy € D. Logo:

y € Di[z] N Dylz] <=y € Di[z] e y € Dy|x]
<~ (z,y) € D1 e (z,y) € Dy
> (z,y) € (D1N Do)
<y € (DN Dy)[x],

assim D [z] N Dofz] € V().
2) Se D[z] € V(x), entdao D € D. Logo.

DeD=4d EFcD talque FoEC D
= Fo E[z] € V(z).

Por outro lado seja y € Efx] e z € Ely] € V(y),

yeE[z] e z€ Elyl = (x,y) € E e (y,2) € FE
— (z,2) €2EC D
= z € Dlz].

Assim Ely|] C D[z].

Portanto, V(x) é uma base de vizinhancas em x. O

Proposicao 2.15. Seja (X, D) um espaco uniforme e v € X. Se E € base da
uniformidade D, entio B(z) = {E[z] : E € E} € uma base de vizinhangas em .

Demonstragao. Sejam (X, D) um espaco uniforme, z um elemento em X e E uma
base para a uniformidade . Mostremos que B(z) = {E[x] : E € E} é uma base
de vizinhangas em . Primeiro observe que para todo £ € E, (z,z) ¢ ACFE, 0
que implica que z € E[z]. Com isso temos:
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19 2.3. PROPRIEDADES DE UNIFORMIDADE

1) Se Dy[x], Dolz] € B(x), entdo Ey, Es € E e Ey N Ey € E. Logo:

y € Ey[z] N Eslz] <=y € Ei[z] e y € Es[z]
< (z,y) € By e (z,y) € Ey
< (z,y) € (E1 N Ey)
<y € (£ N Ey)z].

Assim Ej[z] N Esfz] € B(z).
2) Se E[z] € B(z), entdo E € E. Logo,

EFEcE=JdFeE:FoFCUFE
= F o F[z] € B(x).

Por outro lado seja y € Flz] e z € Fly| € B(y)

yeFx] e z€ Fly = (zv,y) € F e (y,2) € F
= (z,2) €2F C FE
= z € Elz],

assim Fly|] C E[x].
Portanto, B(z) ¢ uma base de vizinhangas em z. O

Agora como consequéncia da Proposigao [2.15] tendo uma base de vizinhanga
local em funcao de vizinhancas diagonais, entdo podemos gerar uma topologia
chamada topologia uniforme.

Definigao 2.16. Seja (X, D) um espaco uniforme. A topologia uniforme em X,
induzida pela uniformidade D € dada por:

Tp={UCX:VazeU 3DeD; D[z] CU}.

O par (X,Tp) é chamado de espago topoldgico uniforme, onde Tp € a
topologia gerada pela uniformidade 1.

Observacao 2.17. Seja (X,D) um espago uniforme. D € D é aberto, se D é
aberto em X x X com a topologia produto. Por outra parte tem-se que D € D
é aberto, entdo D[z] é aberto em X para todo x € X.

Desde que toda uniformidade induz uma topologia, passamos a definir um
espaco topoldgico uniformizavél.

Definicao 2.18. Um espaco topologico X ¢é uniformaizdvel, se existe uma
uniformidade D que induz a topologia em X.

Exemplo 2.19. Seja R a reta real. Considere a familia D de subconjunto de
R x R, formada pelos elementos da forma:

D.={(z,y) e RxR: |z —y| <e}.

19



20 2.3. PROPRIEDADES DE UNIFORMIDADE

é uma base uniformidade R. Esta base uniformidade D induz uma base topologica
a qual gera a topologia usual em R.

Teorema 2.20. Seja (X, D) um espaco uniforme, (X, Tp) um espaco topoldgico
e A um subconjunto de X. Se E € base da uniformidade D, entao

A= (E[A]

EcE

Demonstracdo. Sejam x € A, E € E e F uma vizinhanca diagonal simétrica de
E tal que F' C E. Entao F[x] é uma vizinhanga de z e AN F[z] # 0. Logo existe
a € AN F[z] tal que:

(x,a) € F = (a,z) € F
=z € Fla] C F[A] C E[A]
— VE € E, z € E[A].

Assim z € [ E[A].

E€E
Sejam z € () E[A] e V[z] uma base de vizinhancas simétricas de x. Entao:
E€E
r € E[A]=3Jac A, talque (a,z) €FE
= (z,a) € E e a€ E[x]
—ac€ Elz]NA
= E[z]N A #0.
Logo = € A. Portanto, A = (] E|[A]. O

EcE

Antes de apresentar o proximo lema, precisamos da seguinte observagao.

Observagao 2.21. Se X é um espagco uniforme, observe que D[z] C 2D|x] para
todo D na uniformidade. De fato, por definicao tem-se:

Dlz] = () E[D[2]

C D[D[z]] = 2DJa].

Assim D[z] C 2D|x] para todo D e x € X.

Lema 2.22. Sejam (X, D) um espaco uniforme, D € D simétrico e x € X. Se
AC Dix] ey € A, entao A C 4D[y|.

Demonstragio. Seja D € D simétrico, y € A e A C D[x]. Entdo, A C D[x] C
2D|x], o que implica que y € 2D|x] e (x,y) € 2D[z]. Por outra parte, para todo

20



21 2.3. PROPRIEDADES DE UNIFORMIDADE

2 € A tem-se:

z€ AC D[z] C2D[z] = (2,2) € 2D
= (z,2) € 2D e (x,y) € 2D
= (z,y) € 4D = (y,2) € 4D
= 2z € 4D]y.

Portanto, A C 4D[y]. O

Agora finalmente enunciaremos as seguintes definicoes de cobertura num
espaco uniforme e refinamento estrela.

Definigao 2.23. Sejam (X, D) um espago uniforme, U e V coberturas de X e A
um subconjunto de X. Dizemos que:

1) U € uma cobertura uniforme, se existe D € D tal que Up = {D[z] : x €
X} refina a U.

2) Uma estrela do conjunto A, com respeito & cobertura uniforme U, é o
conjunto S(A,U) = J U, onde U ={U €U : UNA# 0}
vet’

3) U é um refinamento estrela de V, se para todo U € U, existe V €V tal
que S(U,U) C V.

4) U é uma cobertura normal, se U é uma cobertura aberta e se existe uma
sequéncia de coberturas abertas Vo, V1,Vy,.....V,, ... de X tal que Vo = U
e Vi1 € refinamento estrela de V,,.

O proximo resultado nos garante que baixo certas condicoes, é possivel
encontrar um refinamento aberto localmente finito.

Proposicao 2.24. Se (X,D) é um espaco uniforme e D € D é um aberto, entao
a famdlia V = {Dlz] : x € X} possui um refinamento aberto localmente finito U.

Demonstracdo. Suponha D um aberto em X x X. Para todo z € X tem-se que
D|x] é um conjunto aberto em X. Agora, tome uma vizinhanga diagonal aberta
simétrica £ em D tal que 4E C D. Entao

E={E[z]:2 € X}

é um refinamento estrela de V.= {D[z] : x € X} e V é uma cobertura normal para
X. Isto implica que, V possui um refinamento aberto localmente finito U. O
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Capitulo 3

Jogo Topologico Proximal

Nesta capitulo, definiremos o jogo proximal e tendo definido passaremos a
definir um novo espaco chamado espacgo proximal, além disso veremos algumas
caracterizagoes deste espago. A principal referéncia é 2]

3.1 Jogo Proximal

Nesta sec¢ao, definiremos o jogo topolégico infinito (jogo proximal) entre dois
jogadores A e B num espaco uniforme e suas regras. Antes de definir formalmente
podemos observar o jogo proximal graficamente no seguinte desenho.

77 Dafas]
. 7, |
Do |zs]
D[]
T3 b D, // | | | T
X2 - D2
D,

T

/

T To Xy -ttt In

Figura 3.1: Jogo proximal
No desenho, o jogo proximal entre os jogadores A e B num espacos uniforme

sao escolhas infinitas, onde o jogador A escolhe vizinhancas diagonais (elementos
da uniformidade em X) e o jogador B escolhe os pontos de X.
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23 3.1. JOGO PROXIMAL

Defini¢ao 3.1. Seja (X, D) um espago uniforme. Defina-se jogo proximal entre
0s jogadores A e B em (X,D) ou, jogo proximal, como as escolhas infinitas dos
jogadores A e B da sequinte forma:

1) Jogador A: escolhe X x X;
Jogador B: escolhe x1 € X;

2) Jogador A: escolhe Dy € D;
Jogador B: escolhe x4 € X;

3) Jogador A: escolhe Dy € D com Dy C Dy;
Jogador B: escolhe x3 € D1xs);

n) Jogador A: escolhe D, 1 € D com D,,_1 C ... C Dy C Dy;
Jogador B: escolhe x,, € D, _s[x, 1];

As jogadas de A e B neste jogo proximal € infinita, onde o conjunto de jogadas
escolhidas pelos jogadores sao chamadas de estratégias.

Uma vez tendo definido formalmente o jogo proximal entre os jogadores A
e B num espaco uniforme ou simplesmente jogo proximal, definiremos sobre
quais condigoes o jogador A vence o jogo proximal. Neste trabalho nao estamos
interessados se o jogador B vence o jogo proximal.

Definigao 3.2. Seja X um espaco uniforme. O jogador A vence o jogo prozimal
se, as escolhas infinitas dos jogadores A e B satisfaz a sequinte propriedade:
1) A sequéncia (x1,x2, ..., Ty, ...) converge em X, ou

2) N Dyp-1[zs] = 0.

neN

Na seguinte definicao fixaremos algumas defini¢oes sobre elementos do jogo
proximal.

Definigao 3.3. Seja (X, D) um espaco uniforme. Considere o jogo prozimal da
Definigao [3.1 Entao:
1) A sequéncia infinita (xq, 2, ..., Ty, ..) formada pelas escolhas do jogador B

€ chamada de sequéncia prozximal.

2) A sequéncia finita (x1, D1, 29, Da, ..., Dn — 1, x,,) formada pelas escolhas dos
jogadores A e B é chamada de jogo parcial proximal do jogo prozimal.

3) A sequéncia finita (x1,2,...,x,) formada pelas escolhas do jogador B é
chamada de sequéncia admissivel.
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24 3.1. JOGO PROXIMAL

Definicao 3.4. O conjunto de todas as sequéncias admissiveis no jogo proximal
¢ chamado de conjunto admissivel e serd denotado por A.

Como em todo jogo existem as estratégias, na definicao de jogo proximal vimos
que o conjunto de escolhas de cada jogador é uma estratégia. Agora formalmente
definiremos a estratégia para o jogador A no jogo proximal, por meio das escolhas
do jogador A, o qual sera descrita pela funcao a seguir:

Definic¢ao 3.5. Seja (X, D) um espago uniforme. Defina-se a estratégia para o
jogador A no jogo prorimal como uma funcao:

w:A—D

tal que:

1) w) =X xX.
2) Tpi1 € w(xy, o, .oy Tpo1)[Xn]-

3) W(._'El, Loy .eny xn) g Ld(l'l, Loy eny xn—1)7
onde A € o conjunto admissivel no jogo proximal em X.

Basicamente, podemos observar que as condicoes do jogo sao as estratégias
do jogador A. Para finalizar passamos a definir uma estratégia vencedora para o
jogador A no jogo proximal. Antes de passar na seguinte defini¢do, a posteriori
veremos as condicoes de vencer o jogo proximal.

Definigao 3.6. Sejam (X, D) um espaco uniforme e w : A — D uma estratégia
no jogo proximal, onde A ¢ o conjunto admissivel. Entao:

1) w é estratégia vencedora ou D-vencedora, se toda sequéncia prozimal
(X1, X2, ooy Ty, ...) ou converge em X ou (| w(x1, Ty oy Tp_1)[zn] = 0.
neN
2) w € uma estratégia absolutamente vencedora ou absolutamente D-
vencedora, se toda sequéncia proximal (x1,Ta, ..., Ty, ...) converge em X.

3) w € uma estratégia quase vencedora ou quase D-vencedora, se toda
sequéncia proximal (x1,To, ..., Tp,...), ou tem um ponto de acumulagdo em
X ou N w(zy, Ty ooy Tpo)[xn] = 0.

neN

Veremos que as condigoes de vencer um jogo (em geral) definem novos espagos
topologicos (espago proximal, quase proximal, absolutamente proximal). Porem
para seu melhor entendimento, veremos um exemplo bésico de espaco topologico
proximal.
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25 3.2. ESPACOS PROXIMAL

Exemplo 3.7. Seja X um subconjunto nao vazio de R e ID; uma uniformidade
induzida pela métrica d em X, com elementos da forma:

D, ={(z,y) e X x X : d(z,y) <27"}

Considere o jogo proximal entre os jogadores A e B como as escolhas infinitas da
seguinte forma:

1) Jogador A: escolhe X x X;
Jogador B: escolhe 1 € X;

2) Jogador A: escolhe D; € D
Jogador B: escolhe x5, € X;

3) Jogador A: escolhe Dy € D com Dy C Dy;
Jogador B: escolhe x3 € D1[zs];

n) Jogador A: escolhe D,, ; € D com D, 1 C ... C Dy C Dy;
Jogador B: escolhe z,, € Dy,_o[x,—1];

Assim para qualquer escolha do jogador B com as regras acima tem-se que toda
sequéncia proximal (xq,Zo, ..., Tp, ...) converge a algum ponto em X. Portanto, o
jogador A possui uma estratégia absolutamente vencedora.

3.2 Espacos Proximal

Nesta secao, uma vez definido um jogo topolégico infinito, podemos definir
novos espagos (espacos D-proximal, absolutamente D-proximal e quase D-
proximal) em fun¢do da sua uniformidade, e posteriormente definiremos estes
espagos em funcao da topologia gerada pela uniformidade (espagos proximal,
absolutamente proximal e quase proximal). Também veremos alguns exemplos
bésicos destes espagos. [2]

Definicao 3.8. Sejam X um espaco uniforme e w : A —> D uma estratégia para
0 jogador A no jogo proximal. Entdo:
1) X ¢ um espago D-proximal, se existe uma estratégia D-vencedora w para
0 jogador A no jogo proximal.

2) X € um espago absolutamente D-proximal, se existe uma estratégia
absolutamente D-vencedora w para o jogador A no jogo proximal.

3) X € um espago quase D-proximal, se eriste uma estratégia quase D-
vencedora w para o jogador A no jogo proximal.
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26 3.2. ESPACOS PROXIMAL

Como toda uniformidade induz uma topologia, entao passamos a definir os
seguintes espacos em funcao da topologia induzida pela uniformidade.

Definig¢ao 3.9. Sejam (X, D) um espaco uniforme e w : A — D uma estratégia
para o jogador A no jogo prozimal, onde A é o conjunto admissivel.

1) Um espago topoldgico X € um espago proximal, se existe uma
uniformidade D em X que induz a topologia em X tal que X um espaco
D-prozimal.

2) Um espago topoldgico X é um espaco absolutamente proximal, se existe
uma uniformidade D em X que induz a topologia em X tal que X um espaco
absolutamente D-proximal.

3) Um espago topoldgico X € um espago quase prozximal, se existe uma
uniformidade D em X que induz a topologia em X tal que X um espaco
quase D-proximal.

Como para toda uniformidade existe uma base uniforme. Podemos afirmar os
seguintes resultados.

Proposicao 3.10. Se X ¢ um espaco D-prozimal e E é uma base para a
uniformidade D, entao X € um espaco E-proximal.

Demonstracao. Suponha que X ¢é um espaco D-proximal, entao existe uma
estratégia D-vencedora w : A — D no jogo proximal.
Seja [E uma base para a uniformidade ). Defina-se a estratégia E-vencedora:

v:A—E

com, v(zy, Xa, ..., ) C w(xy, Ta..., ,), tal que:

1) v(0) =w(®) =X x X.

2) Se (z1,r9,...,x,) uma sequéncia admissivel, com =z, €
w(ry, T, ..., Tn_1)[xy], entdo existe um elemento v(xq,xa, ..., Ty 1)[x,] da
base E tal que z,,41 € v(z1, X2, ..., Tp_1)[n] C w(zy, X2, ..., Tpo1)[Xn].

3) Para todo w(wxy,xs,...,2,) C w(xy,Xo..., T, 1), existem v(xq,Zo, ..., T,) C

w(T1, T2, .oy Tp) € V(T1, X2, .oy Tno1) C w(T1, To, ..., Tym1), pela Definigio [3.1]
tem-se que, v(z1, Ta, ..., T,) C V(X1 Toy oy Tp_1).

4) Se (z1,x9,...,Zp,...) um sequéncia proximal e desde que para todo
n € N tem-se que v(r1,%2,...Tn_1)[x,] C w(xy, o, Ty 1)[Tn],

N w(x1, T2, ..., Ty_1)[xn] = 0, pois w & uma estratégia D-vencedora no jogo
neN
proximal, entdo () v(x1, T2, ..., Tn_1)[Ts] = 0.

neN

Portanto, v é uma estratégia E-vencedora e assim X também é um espaco E-
proximal. O
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27 3.2. ESPACOS PROXIMAL

Na seguinte proposi¢ao mostraremos que um espaco métrico X ¢ um espaco
Dg4-proximal com a uniformidade induzida pela sua métrica, que induz uma
uniformidade sobre o espaco.

Proposicao 3.11. Se X € um espaco métrico e Dy € a uniformidade induzida

pela métrica d em X, entao X € um espaco D-proximal.

Demonstracao. Sejam X um espaco uniforme com a uniformidade D, induzida
pela métrica d em X. Observe que da Proposicao [2.13|cujos elementos de Dy sao
da forma:

Doy = {(z,y) € X x X :d(z,y) < 27D,

Defina-se a estratégia w : A — Dy dada por w(xy, ..., z,) = Dy,4q tal que:

1) w® =X x X.
2) Pela definigao de jogo proximal, tem-se x,1 € w(x1, To, ..., Tp_1)[Tn).

3) Se w(x1,....,tn1) = D, e w(xy,...,x,) = Dyyq € observe que D,y C D,
pois
(#,y) € Dpyy = d(w,y) < 270" <277
= (z,y) € D,.

Assim w(z1, ..., Tn) C w(T1, .oy Tyo1)-

4) Seja (x1,29,...,Tp,...) uma sequéncia proximal e suponha-se que
N w(x1, T2, oy Tn1)[Tn] = () Dulzn] # 0 entdo para todo n € N existe.

neN neN
z € Dylx,] = d(x,,2) < 27"
— d(x,,2) — 0, quando n — 0.

logo, a sequéncia proximal (z1,za, ..., Ty, ...) converge a z.

Portanto, w ¢ uma estratégia Dy-vencedora, consequentemente X é um espago
Dg-proximal. O

No entanto, é o caso de que existe uma estratégia D-vencedora no jogo
proximal, onde X é um espaco métrico e D; é uma uniformidade compativel
com a uniformidade induzida pela métrica d do espaco X.

Agora veremos um exemplo onde existem espagos métricos que nao possuem
estratégia vencedora em relacao a alguma uniformidade diferente da uniformidade
natural (induzida pela do espago).

Exemplo 3.12. Seja W um conjunto nao enumeravel, munido da topologia
discreta. Observar que W munido da métrica discreta é um espaco metrizavel.
Consideremos a seguinte base uniforme D do Exemplo [2.11] herdada por um
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28 3.2. ESPACOS PROXIMAL

ponto de compacificacdo de W ,(Um espago Fort é a compacificacdo de um ponto
de um espaco discreto) formado pelos elemento da forma:

Dp=FxFU(W —F) x (W —F),

onde F' e um subconjunto finito de W. Como W estd munido de uma
uniformidade, podemos considerar o jogo proximal entre os jogadores A e B
com as seguintes escolhas:

1) Jogador A: escolhe Dp, = Fy x Fy U (W — Fy) x (W — F})
Jogador B: escolhe xy € W — F}

2) Jogador A: escolhe Dp, = Fo x Fo U(W — Fy) x (W — )
Jogador B: escolhe x5 € W — (F} U F3) tal que x5 € Dp (2] =W — Fy

3) Jogador A: escolhe Dp, = F3 x FyU (W — F3) x (W — F3)
Jogador B: escolhe x3 € X — (Fy U Fy U F3) tal que x3 € Dp,[xo] = W — Fy

n) Jogador A: escolhe Dp, = F, x F,, U(W — F,) x (W — F,)
Jogador B: escolhe z,, € W — (F{UF,U...UF,) tal que z,, € Dp,_,[r,—1] =
W — anl

E assim continua infinitamente o jogo proximal. Entao defina formalmente a
estratégia tendo as escolhas dos jogadores A e B, como w : A —> D dada por:

w($1,9€27 ,xn) = DF,LH =l x Fop U (W - Fn+1) X (W - Fn+1)

tal que:

1) W(Q)) = DF1~

2) Pela definicdo do jogo proximal tem-se que z,41 € Dglz,] =
w(T1, o, ooy Tn1)[Tn].

3) Pela definicdo de jogo proximal tem-se que w(xy,z9,...,2,) C
w(T1, To, ooy Ty_1).

4) Seja (xy1, 9, ..., Tp,...) a sequéncia proximal no jogo proximal e observe-se
que (w(xi,....xn_1)[xn] = N DrJza] = W — F, # 0. Alem disso a
neN

neN neN
sequéncia proximal (x1, s, ..., Zp, ...) ndo converge a nenhum ponto de W

Portanto, W nao ¢ um espaco D-proximal, mesmo assim a topologia de W sendo
metrizavél.
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29 3.2. ESPACOS PROXIMAL

Exemplo 3.13. Seja X = W U {co} um espago Fort ndo enumeravel munido de
uma base uniformidade D formado pelos elementos da forma:

Dp=FxFU(W —F) x (W —F),

onde F é um subconjunto finito de X. Entao tendo X munido de uma
uniformidade; para construir a estratégia podemos comecar o jogo proximal entre
os jogadores A e B com as seguintes escolhas:

1) Jogador A: escolhe X x X
Jogador B: escolhe x; € X com x; # o0

2) Jogador A: escolhe w(z1) = Dp, = F1 x F{ U(W — F}) x (W — F})
Jogador B: escolhe x5 € X x X|[z1] com x9 # 14

3) Jogador A: escolhe w(z1,x2) = Dp, = Fo x F, U(W — Fy) x (W — F)
Jogador B: escolhe x5 € Dp, [xs] com x3 # x4

4) Jogador A: escolhe w(xy,xe,x3) = Dp, = F5 x F3 U (W — F3) x (W — F3)
Jogador B: escolhe x4 € Dp,[x3] com x4 # x3

n) Jogador A: escolhe w((z1, 22, ...,2,) = Dg, = F,x F,U(W —F,)x (W —F,)
Jogador B: escolhe z,1 € Dg,_,[x,] com x,11 # z,

Suponha que Fy = {z1}, F5 = {x1, 22}, ..., F, = {x1, 22, ..., x, }. Temos que:
1) Se xy # w9, entao Dp [xe] = X — {x1} implica que na proxima jogada o
jogador B nao pode escolher x.
2) Se x; = x9, entdo Dp [x2] = {x1} implica que na proximas jogada o jogador

B esta obrigado a escolher z;.

Finalmente para obter uma estratégia vencedora neste jogo proximal, suponha
que Fy = {x1} —{oo}, F» = {x1, 22} — {00}, ..., Fi, = {x1, 29, ..., 2, } —{00}. Defina
a estratégia w como

W(.Tl,l'z, ,.Z'n) = DFn-

Entdo qualquer sequéncia proximal (xq,Zs,...,Z,,...) converge a oo ou é
eventualmente constante. Portanto, X é D-proximal.
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30 3.3. PROPRIEDADES DE ESPACOS PROXIMAL

3.3 Propriedades de Espacos Proximal

Nesta secao, provaremos algumas propriedades basicas de espacos proximal;
como sub-espaco proximal, caracterizacao de espaco métrico completo em funcao
do espaco absolutamente proximal e produto enumeravel de espacos proximal
com a uniformidade produto.

Proposicao 3.14. Se X ¢ um espaco D-proximal e F é um subconjunto fechado
de X, entao I € um espaco Dp-prorimal.

Demonstracao. Suponha X um espaco D-proximal, entdao existe uma estratégia
D-vencedora w : A — . Pelo Exemplo 2.4] a familia:

Dr={DN(F x F): D €D},

¢ uma uniformidade em F'. Defina-se a estratégia Dp-vencedora wp : A — Dp
dada por:

Wp(T1, Ty .y ) = W(T1, o, ..., Ty) N (F X F)

tal que:

1) wp(0) = F x F.

2) (21,9, ...,x,) seja uma sequéncia admissivel com (z1, z5...,z,) € F. Desde
que w é estratégia D-vencedora, x,11 € w(1,Ta, ..., Tn_1)[Tn] € Tpy1 €
(F x F)[z,]. Como

(w(x1, 22,y ooy Tn1) N (F X F))xn] = w(xy, ooy 1) 2] N (F X F)[x,],
entao ,.1 € Wp(ry, ..., Ty_1)[Tn]-

3) (z1,x, ..., x,) seja uma sequéncia admissivel com (x1, s, ..., z,) € F. Desde
que w ¢é estratégia D-vencedora, w(xy, T, ..., x,) C w(wy, T2, ..., Ty_1), €0ta0

w(r1, o,y ) N (F X F) Cw(wy, X9, .y Tpq) N (F X F).
Assim wp(xy, T9, ..., ) C wp(T1, T2y ooy Tn1)

4) (x1,x2,...,T,) seja uma sequéncia admissivel tal que (z1,x9,...,2,) € F e
suponha que [ w(x1,x2,...,Tn_1)[x,] # 0, entdao existe z € X tal que a

neN
sequéncia proximal (z1, X9, ..., Zy,...) converge a z, assim z € F pois F' é
fechado.
Portanto, F' é um espago Dp-proximal. O

A continuagdo, vemos que o jogo proximal define um espaco proximal que
caracteriza espaco métrico completo, basicamente é uma outra forma de dizer
espaco métrico completo.
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31 3.3. PROPRIEDADES DE ESPACOS PROXIMAL

Teorema 3.15. Seja (X, d) um espago métrico. Um espago Dg-prozimal (X, Dy)
é absolutamente D-prozimal se, e somente se (X,d) é completo.

Demonstragao. Seja (X,Dy) um espaco absolutamente Dy-proximal, onde Dy é
uma base uniformidade formado pelos elementos da forma:

D, ={(z,y) € X x X :d(z,y) < 27"}

Mostremos que (X,d) é um espago métrico completo. Existe uma estratégia
absolutamente Dg-vencedora w : A — Dy dada por w(zy, ..., z,) = D,y tal que:

Suponha que (X,d) é um espaco métrico ndo completo, isto é: Existe uma
sequéncia de Cauchy (z1,...,2,,...) em X com subsequéncia (yi, ..., Yn,...) que
nao converge. Desde que w(()) = Dy, observe-se que a subsequéncia definida por
(Y1 = Ty, Y2 = Thyy ey Yo = Tk, _,,-..) € uma sequéncia proximal. De fato:

1) w(@) = Dy,, com ky € N

2) As primeiras jogadas sao Dy, e xp,. Entao existe kg > 0 tais que
d(Tyy, Try ) < 270, para todo ko, k; > k. O que implica que zy, € Dy, [Tx,]-
Continuado com a induc¢ao tem-se:

Tk, € w(xkoa Lhyyeeos mknf2>[l'knflj| = Dknfl[l‘knfl]'

Assim Ynt1 € W(yla Y2, .-, yn—l)[yn] = Dn[yn]

3) Desde que K, 1 < K, com K, 1,K, € N, entao Dy, C Dy, _,. O que
implica que w(ylv Y2, -y yn) g w(ylv Y2, -y yn—l)'

4) Como (y1,Y2,---sYn,...) € uma sequéncia proximal e w é uma estratégia
absolutamente Dgj-vencedora, entdo a sequéncia (yi,ys, ..., Yn, ...) converge
em X.

Como supomos que a sequéncia (yi, Yo, ..., Yn,...) NAO converge e provamos que
converge entdo é uma contradi¢do. Portanto, (X,d) é um espaco métrico
completo.

Agora suponhamos que (X,d) um espago métrico completo e (X,D;) um
espaco uniforme. Mostremos que (X,D;) é um espaco absolutamente D4
proximal. Observe-se que w : A — Dy é uma estratégia absolutamente Dy-
vencedora definida por:

w(xy, Ty ..y Ty) = Dpyy.

31



32 3.3. PROPRIEDADES DE ESPACOS PROXIMAL

De fato, pela Proposicao obtemos que w ¢ uma estratégia. E desde que
(1,21, ..., Tp, ...) € uma sequéncia de Cauchy em X, e uma sequéncia proximal
no jogo absolutamente proximal. Entao a sequéncia (z1,x, ..., Zp,...) converge
em X, pois (X, d) é um espa¢o métrico completo.

Portanto, X é um espago absolutamente D;-proximal. O

Finalmente, provaremos que o produto enumeravel de espacos proximal é
um espacos proximal. Neste caso, precisaremos da uniformidade produto que
podemos ver na Observacao para o caso de produto enumeravel.

Teorema 3.16. Se X, Xo, ..., X,,, ... € uma sequéncia de espacos proximal, entao

[1 X, € um espaco proxzimal.
neN

Demonstracao. Suponha que Xi, Xs,...,X,,... & uma sequéncia de espacos
proximal, e Dy, Dy, ....D,, ... uma sequéncia de uniformidades. Entao para todo
n € N existem estratégias D,,-vencedoras w, : A, — D,. Considere-se para
todon € N e todo D € D,, a familia E formada pelos elementos da forma:

D21, 72,00y ) = {(2,9) € [[X0 x [[Xn : (2(n),y(n)) € D = wy(a1, 22, ..., )}

Da forma como esta definida cada elemento de E, entao é uma sub-base para

a uniformidade produto em [] X,. Para a construgdo da estratégia vencedora
neN
w: A — D, comecamos o jogo proximal entre os jogadores A e B com as

seguintes escolhas:

1) Jogador A: escolhe w(0) = [ X, x [[ X;
neN neN
Jogador B: escolhe x; = (x1(1),21(2),...,x1(n),...) € [] Xn;

neN

2) Jogador A: escolhe w(xy) = Wy (z1(a)), onde a toma valore de F; = {f1(1)}

€ Cl = {fl(l)afl(Q)v }>
Jogador B: escolhe x5 = (29(1), 22(2), ..., x2(n),...) € [] Xulz1];

neN
3) Jogador A: escolhe w(zy,x9) = () Wal(z1(a), za()), onde o toma valores
acly
de Fy = {f1(1), f1(2), f2(1), f2(2)} e C = {fz( ), f2(2), . };
Jogador B: escolhe x3 = (x3(1),23(2), ..., 23(n),...) € w( 1)[xa);
n) Jogador A: escolhe w(xy,xa,...,x,) = [ Walz1(), x2(), ..., xp(x)), onde
a€F),
a toma valores de F,, = {fi(j) :i <nej<n}eC,={fu(l), fu(2),..};
Jogador B: escolhe x,.1 = (T1(1),2,01(2), s 2001(n),...) €

W(l’b Ty ouny xnfl)[xn];

32



33 3.3. PROPRIEDADES DE ESPACOS PROXIMAL

Tendo desenvolvido o jogo proximal, agora passamos a definir a estratégia
w:A—D

dada por w(zy,xa, ..., 2,) = [ Walz1(), x2(a), ..., z,()), onde o toma valores
aGFn

de By = {fi(j) i <mej<n}eCy={fu(l), fa(2),...}.

Provemos que a estratégia w é uma estratégia vencedora. Observe-se que

para todo a € |JC,, desde que |JF, = |JC,, existe k tal que o €
neN neN neN
Fy. Por outra parte, desde que w, ¢ uma estratégia vencedora no jogo

proximal em X, entdo a sequéncia (zx(a), xpy1(a),...) converge algum y(a) ou

) wa(zk(@), Tpr1(@), ...y zp(@))[zni1 ()] = 0. Logo, se esta intersegao é vazia

n>k

para algum o € |J C,, entdo (" w(xy, x2,....,7,)|[xny1] = 0. Portanto, [ X, é
neN neN neN

um espaco proximal com a uniformidade produto. O

33



Capitulo 4

Jogo Topologico Gruenhage

Neste capitulo apresentaremos um jogo topologico antigo introduzido por G.
Gruenhage para definir o espaco chamado de W-espacos que é uma generalizacao
dos espaco primeiro enumeraveis [5]. Além disso, veremos algumas propriedades
basicas que satisfaz este espaco e também a ligacao entre os jogos Proximal e jogo
de Gruenhage.

4.1 Jogo Gruenhage

Nesta secao apresentaremos W-espacos que foi introduzido por G. Gruenhage
e provaremos que todo espaco proximal é um W-espaco. Para definir W-espacos
a priori temos que definir o seguinte jogo topoldgico infinito.

Antes de enunciar a definicao de um jogo Gruenhage num espago topologico
ou simplesmente jogo Gruenhage. O jogo Gruenhage sera realizado entre os
jogadores A e B. Graficamente podemos observar da maneira na qual estao
escolhidas as jogadas dos jogadores.

Figura 4.1: Jogo Gruenhage

Observe-se que as escolhas do jogador A sao abertos da topologia e as escolhas
do jogador B sao pontos do conjunto onde esta definida a topologia tal que cada
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35 4.1. JOGO GRUENHAGE

ponto escolhido por o jogador B esta contido num aberto escolhido por o jogador
A, assim passamos a definir o jogo Gruenhage como:

Definicao 4.1. Sejam X um espaco topoldgico, x um elemento de X. Defina-se
jogo Gruenhage entre os jogadores A e B em X ou jogo Gruenhage, como as
escolhas infinitas dos jogadores A e B da sequinte forma:

1) Jogador A: escolhe X;
Jogador B: escolhe x1 € X;

2) Jogador A: escolhe Uy vizinhan¢a aberta de x;
Jogador B: escolhe xo9 € Uy;

3) Jogador A: escolhe Uy vizinhanga aberta de x;
Jogador B: escolhe x3 € Us;

n) Jogador A: escolhe U,_y vizinhanca aberta de x;
Jogador B: escolhe x,, € U,_1;

As jogadas dos jogadores A e B neste jogo Gruenhage € infinita, onde o conjunto
de jogadas escolhidas pelos jogadores sao chamadas de estratégias.

Uma vez definido formalmente o jogo Gruenhage entre os jogadores A e B num
espaco topoldgico ou simplesmente jogo proximal, definiremos sob que condicoes
o jogador A vence o jogo Gruenhage. Neste trabalho, ndo estamos interessados
se o jogador B vence o jogo proximal. Para maiores referéncias sobre o jogo
Gruenhage se observa em [5].

Definicao 4.2. Sejam X um espac¢o topologico e x um elemento de X. O jogador
A vence o jogo Gruenhage em X | se a sequéncia (1, s, ..., Ty, ...) escolhida pelo
jogador B converge a x em X.

Na seguinte definicao a mencionar, definiremos alguns elementos do jogo
Gruenhage.
Definicao 4.3. Seja X um espaco topoldgico. Considere o jogo Gruenhage da
Defini¢ao [4.1]

1) A sequéncia infinita (xq, 2, ..., Ty, ..) formada pelas escolhas do jogador B

€ chamada de §-sequéncia.

2) A sequéncia finita (Uy,x1,Us, 2o, ...,Un,x,) formada pelas escolhas dos
jogadores A e B é um jogo parcial Gruenhage do jogo Gruenhage.

3) A sequéncia finita (x1,2,...,x,) formada pelas escolhas do jogador B é
chamada de sequéncia admaissivel.
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36 4.2. W- ESPACOS

Notacao 4.4. O conjunto de todas as sequéncias admissiveis no Gruenhage é
chamada conjunto admissivel e denote-se por A.

Como em todo jogo existem as estratégias; na definicao de jogo Gruenhage
vimos que o conjunto de escolhas de cada jogador é uma estratégia. Agora
formalmente definiremos estratégia para o jogador A no jogo Gruenhage, por
meio das escolhas do jogador A.

Definicao 4.5. Sejam X um espaco topologico e x um elemento de X. Defina-se
a estratégia para o jogador A no jogo Gruenhage como uma funcdo:

5: A —s N(z)

tal que

1) 6(0) = X;

2) Tpt1 € (5(.1'1, T2, "'>xn)7
onde A € o conjunto admissivel, e N(z) um sistema de vizinhancas de x em X.

Basicamente podemos observar que as condicoes do jogo Gruenhage é a
estratégia do jogador A. Para finalizar passamos a definir uma estratégia
vencedora para o jogador A no jogo Gruenhage. Antes de passar na seguinte
definicao, a posteriori veremos as condi¢oes de vencer o jogo Gruenhage.

Definicao 4.6. Sejam X um espaco topoldgico, x um elemento de X ed : A —
N(z) uma estratégia no jogo Gruenhage. 6 € uma estratégia vencedora, se a §-
sequéncia (1, xg, ..., Ty, ...) converge a x, onde A € o conjunto admissivel e N(x)
um sistema de vizinhancas de x em X.

4.2 W- Espacos

Nesta secao, tendo definido o jogo Gruenhage, passaremos a definir o espaco
topologico chamado de espago "W-espago "e também veremos alguns exemplos
basicos, como; a relacao que existe entre os jogos proximal e Gruenhage. Como
este jogo Gruenhage também definiu alguns outros espagos topologicos [5], mas
nosso interesse é s definir W-espagos para comparar com o espaco proximal.

Definicao 4.7. Um espaco topologico X ¢é um W-espago, se eriste uma
estratégia vencedora § : A — N(x) para o jogador A jogo Gruenhage.

No seguinte teorema veremos a relagao que existe entre o jogo proximal e o
jogo Gruenhage; que diz que todo espaco proximal é um W-espaco. Cabe aclarar
que a topologia do espaco onde se realiza o jogo Gruenhage é uma topologia que
provem de uma uniformidade.
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37 4.2. W- ESPACOS

Teorema 4.8. Se X ¢é um espaco proximal, entao X € um W -espaco.

Demonstra¢ao. Seja X um espago topologico proximal, (X,D) um espago D-
proximal, D uma base uniformidade aberta simétrica, entao existe uma estratégia
D-vencedora,

w: A—D

tal que:

1) w@)=XxX

3

)

2) Yni1 € w(x, Y1, T, Y2, Ty ooy T, Yp, T) ]
) w(T, Y1, T, Y2, Ty ooy Ty Y, ) C W(T, Y1, Ty Y2y Ty ey Ty Y
)

4 sequéncia proximal (x,y1,%, Y2, T, ..., &, Yn, T,...) converge em X ou

A
ﬂ W((“f’a%a%%a% 7x7yn)[$] = (Z)
neN

De maneira intuitiva vemos o seguinte desenho, ajuda a ver de que maneira
podemos definir uma estratégia vencedora no jogo proximal Gruenhage.

Yn

Y1

Neg
oy
8
<
3

Figura 4.2: Proximal Gruenhage

Agora fixemos x um elemento de X, e considere N(z) um sistema de
vizinhangas abertas de z. Defina-se a estratégia vencedora 6 : A — N(x)
no jogo Gruenhage dada por:

5<y17 7?/”) = W(.T,yl,l', "'7x7ynax)[x]

tal que:
1) Observe-se que 0(()) = w(z)[z] é uma vizinhanca de .
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38 4.3. PROPRIEDADES DE W-ESPACOS

2) Desde que Ypy1 € w(x7y17m7 "'Jxaynux)[‘x]ﬂ entao Ynt1 € U(ylv Jyn>

3) Seja (z,y1,2,Y2, &, ..e, T, Yn, T, ...) & sequéncia proximal no jogo proximal,
entao como w por hipotese é uma estratégia D-vencedora implica que a
sequéncia (z,y1,%, Y2, T, ..., T, Yn, T,...) € convergente entdo converge a .
Por outra parte a subsequéncia (y1, Y2, ..., Yn, ...) € uma d-sequéncia no jogo
Gruenhage que converge a x.

Portanto, X é um W-espaco. O

4.3 Propriedades de W-Espacos

Nesta secao, provaremos algumas propriedades bésicas de W-espagos, como
W-sub-espacos, um teorema importante que é a generalizagao de espagos primeiro
enumeraveis [5] e finalmente produto enumeravel de W-espagos com a topologia
de Tychonoff (ou topologia produto).

Proposicao 4.9. Se X ¢ um W-espaco e F' € um sub-espaco topologico de X,
entao I € um W -espaco.

Demonstracao. Sejam F' um subconjunto de X, x um elemento de X tal que
r € F e X um W-espago, entdo existe um estratégia vencedora 0 : A — N(z).
Defina-se a estratégia vencedora ¢ : A" — N(z) dada por:

/

0 (z1,%9, ..oy ty) = 6(T1, X2, .oy Ty) N F

tal que:

1) 5(0) = F

2) Seja (x1, z, ..., T,) uma sequéncia admissivel tal que (21, za, ..., T, ...) € uma
sequéncia em F'| entdo como x,1 € §(x1, T3, ..., x,) pois 0 é uma estratégia

. . . !
vencedora, assim implica que T, 41 € 0(x1, X2, ..., T,) N F =8 (21, T2, ..., Tp)

’ N . .
3) Dada (z1,x,..., %y, ...) a 0 -sequéncia no jogo Gruenhage e F sub-espago
2 s ~ / A .
de X. Como ¢ é uma estratégia vencedora, entdo a J -sequéncia
(1, T2, .y Ty, ...) CONVErge a .

Portanto, o sub-espaco F' é um W-espaco. O

Os W-espacos basicamente é uma generalizacao dos espacos primeiro
enumeraveis. O seguinte teorema nos diz que todo espago primeiro enumeravel é
um W -espaco.

Teorema 4.10. Se X ¢é um espago primeiro enumerdvel, entao X ¢é um W-
espaco.
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39 4.3. PROPRIEDADES DE W-ESPACOS

Demonstracao. Suponha que X é um espaco primeiro enumeravel e r um
elemento de X, entao existe uma base de vizinhanca local U de x, tal que:

UL2U0,2..2U0, 2 ...

Logo defina-se uma estratégia vencedora § : A — N(x) tal que:

2) Pela definigao de jogo Gruenhage defina-se que x,,,1 € U,, = 0(x1, 22, ..., Tp,),

3) Seja (x1,x2,...,Tp,...) & d-sequéncia no jogo Gruenhage, entdo como
U,U,,...,U,,... € uma sequéncia encaixada de abertos, implica que a
sequéncia (x1, T, ..., Tp, ...) CONVErge a x.

Portanto, X é um W-espaco. O

Agora provaremos que o produto enumeravel de W-espacos com a topologia
Tychonoff,(topologia produto) é um W-espago.

Teorema 4.11. Se X1, Xs, ..., X, ... € uma sequéncia de W-espagos, entio [[ X,
neN
é um W -espaco.

Demonstracao. Suponha que Xi, Xs, ..., X,,,... € uma sequéncia de W- espacos,
entdo para todo X, existe uma estratégia vencedora 9, : A — N(z,) no jogo
Gruenhage.

Entao, como para todo n € N existem estratégias vencedoras ¢, e todo
U € N(z,) a familia N formada pelos elementos da forma:

(21,0, .y xy) ={y € HX" cy(n) € dp(xy, oy .oy 2p) }

neN

E uma sub-base para a topologia produto. Agora para a construcio da estratégia
vencedora ¢ : A — N(z), comegamos o jogo Gruenhage entre os jogadores A e
B com as seguintes escolhas:

1) Jogador A: escolhe 6(0) = [] Xn
neN
Jogador B: escolhe 21 = (z1(1),21(2),...,z1(n),...) € T[] X»

neN

2) Jogador A: escolhe §(z1) = d4(x1(0)), onde a toma valore de F; = {f1(1)}
€ Cl = {fl(l)afl(z)v }

Jogador B: escolhe x5 € 6(z1) = 04(21(a))
3) Jogador A: escolhe §(x1,z2) = (21(cx

Oa
de B, = (A1), £(2), A1), S]] ¢ Cs - (2
Jogador B: escolhe x3 = (x () 3(2), ..., z3(n), . )Ew(xl,xg)

), r2(a)), onde o toma valores
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40 4.3. PROPRIEDADES DE W-ESPACOS

n) Jogador A: escolhe 0(xq,xo,...,2,) = (lga(xl(a),:c o(a), ..., zp(c)), onde
acltn

a toma valores de F,, = {fi(j) :i <mnej<n}eC,={fu(l), fu(2),...}
Jogador B: escolhe x,11 = (Tu1(1),2,01(2), .., 2ni1(n),...) €
w(T1, T, ooy Ty [0

Uma vez desenvolvido o jogo Gruenhage no ponto = = (z(1),x(2),...,z(n),..) €

[ X, entdo passamos a definir a estratégia:
neN

d: A— N(x)

dada por §(x1,29,...,2,) = [\ da(z1(a),22(), ..., 2,()) onde o toma valores
CMGFn

de F, ={fi(j):i<nej<n}eC,={fu(1), fu(2),..}

Agora provemos que a estratégia ¢ é uma estratégia vencedor. Observe-se que

para todo a € |J C,, desde que |J F,, = |J C,, existe k tal que o € Fj. Por
neN neN neN
outra parte desde que J, é uma estratégia vencedora no jogo Gruenhage em X,,

entdo pela Proposigao a sequéncia (rg(a), xgr1(@),...) converge a x(«) para
todo . Assim a sequéncia (1, X, ..., Ty, ...) CONverge a .

Portanto, [] X, é um W-espago com a topologia produto. O
neN
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Capitulo 5

Consequéncias Topologicas

Nesta capitulo, apresentaremos os resultados da teoria desenvolvida a priori;
onde veremos consequéncias topologicas dos espacos definidos nos capitulos
anteriores. Assim, como as implicacoes a colecdes meta-compactas, normal e
Hausdorff. Também veremos alguns contra-exemplos de espagos quase proximal.

5.1 Jogo Proximal Fraco

Nesta segao, apresentaremos um caso particular de um jogo proximal chamado
jogo k-proximal, para definir este jogo em menc¢ao num espaco uniforme, tomemos
em conta que o jogo k-proximal sera realizado entre os jogadores A e B.

/’ kD, [2]
. / |
]CDQ[QZQ]
]{?Dl[ﬁl}
I3 ./ 4 A 1 1 | ......
kD,
) i
Dy

/ kD
Z1

/

Ty T2 T3y cemmreceeceees Ty -

Figura 5.1: Jogo k-Proximal

Onde as escolhas do jogador A sao elementos de uma uniformidade e as
escolhas do jogador B sao pontos do conjunto onde esta definida a uniformidade.
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42 5.1. JOGO PROXIMAL FRACO

Definig¢ao 5.1. Seja (X, D) um espaco uniforme e k um numero inteiro positivo.
Defina-se jogo k-proximal em (X,D) entre os jogadores A e B ou jogo k-
proximal como as escolhas infinitas dos jogadores A e B:

1) Jogador A: escolhe X;
Jogador B: escolhe v1 € X;

2) Jogador A: escolhe Dy € D;
Jogador B: escolhe x5 € X;

3) Jogador A: escolhe Dy € D com Dy C Dy;
Jogador B: escolhe x3 € kDy[x5);

n) Jogador A: escolhe D, 1 € D com D, 1 C ... C Dy C Dy;
Jogador B: escolhe x,, € kD, _s[x,—1];

As jogadas dos jogadores A e B neste jogo k-proximal € infinita, onde o conjunto
de jogadas escolhidas pelos jogadores sao chamadas de estratégias.

Uma vez definido o jogo k-proximal entre os jogadores A e B num espago
uniforme ou simplesmente jogo k-proximal, definiremos sobre quais condigoes o
jogador A vence o jogo k-proximal.

Definicao 5.2. Seja X um espaco uniforme. O jogador A wvence o jogo kD-
prozimal, se a sequéncia (T1,Ta, ..., Ty, ...) escolhida pelo jogador B no jogo kD-
proximal converge em X.

Neste jogo k-proximal existem elementos como na defini¢ao do jogo proximal
3.1], porem para simplificar nao mencionaremos novamente. Entao passaremos a
definir a estratégia no jogo k-proximal.

Definicao 5.3. Sejam X um espaco uniforme e w : A —> D uma estratégia
para o jogador A no jogo k-prozimal. O jogador A quase-vence o jogo k-proximal
se a sequéncia proximal (1, To, ..., Ty, ...) satisfaz as sequintes propriedades:

1) A sequéncia k-proximal (1,2, ..., Ty, ...) converge em X, ou

2) N kw(z1, 22, .oy Tn1)[2,]) = 0,

neN

onde A é o conjunto admissivel e D é a uniformidade em X.

Definida uma estratégia k-vencedora, podemos definir um novo espaco que
chamaremos de espaco k-proximal.
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43 5.1. JOGO PROXIMAL FRACO

Definicao 5.4. Sejam X um espaco uniforme e w : A —> D uma estratégia para
o jogador A no jogo k-proximal.

1) X é um espaco kD-proxzimal, se existe uma estratégia kD-vencedora w para
o jogador A no jogo k-prorimal.

2) Um espaco topoldgico X ¢é um espago k-proximal, se existe uma
uniformidade em X que induz a topologia em X tal que X € um espaco
kD-proximal.

Como primeira consequéncia do jogo proximal e k-proximal é que todo espaco
k-proximal é proximal, desde que kD O D para todo k inteiro positivo e toda
vizinhanca diagonal D.

Observacao 5.5. Se X é um espaco k-proximal, entao X é uma espaco proximal.

De fato: Suponha X um espago k-proximal, entdo existe uma estratégia
kD-vencedora kw : A — . Agora defina-se uma estratégia D-vencedora
w: A— D com,

w(zy, 9, ..., Ty) C kw(zy, 22, ..., Ty)

1) w®) =kw(@) =X x X

2) Se (x1,x3, ..., ;) uma sequéncia admissivel, z, 11 € kw(z1,xa, ..., Ty_1)[Tn].
Pela defini¢ao de jogo proximal existe um elemento w(zy, xa, ..., Ty_1)[Ty]
tal que zp11 € w(w1, 2, ..., Tn) [T0] C kw (@1, T2, ., o) [T

3) Para todo kw(xy,z9, ..., x,) C kw(xy, Ta..., T,_1), existem w(zq, o, ..., T,) C
kw(xy, o, ..., zn) € w(x1, T2y .oy 1) C kw(xy, z9,...,2,_1). Pela definicao
de jogo proximal tem-se que, w(z1, T, ..., T,) C w(T1, To, ..., Tp_1)

4) Seja (z1,9,...,Zy,,...) uma sequéncia proximal desde que para todo
n € N tem-se que w(zy,Ta,....,Tp 1), C kw(xy,xo,...;Tn1)[xn] €

N kw(z1, T2, .y Tpo1)[zn] = 0, pois kw é uma estratégia D-vencedora no
neN
jogo proximal, entdo [ w(x1,xa, ..., Tn_1)[x,] =0

neN

Portanto, w é uma estratégia D-vencedora, assim X também é um espaco D-
proximal.

Na seguinte proposicao provaremos que a reciproca é verdadeira. No sentido
que existe um k natural tal que acontece o seguinte lema.

Lema 5.6. Se X ¢ um espaco D-proximal e k um numero inteiro positivo, entao
existe uma estratégia kD-vencedora kw : A — D para o jogador A no jogo
k-proximal.
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Demonstracao. Suponha X um espaco D-proximal, entao existe uma estratégia
D-vencedora w : A — D. Defina-se uma estratégia D-vencedora kw : A — D

com,

kw(xy, o, ..., Tn) C w(xy, T9, ..., Tp),

tal que:

1)
2)

kw(@) =w(@) = X x X

Se (z1,xa, ..., x,) ¢ uma sequéncia admissivel, z,,11 € w(x1, Ta, ..., Tpn_1)[Tn].
Pela definigao de jogo k-proximal existe um elemento kw(z1, xa, ..., Tp_1)[2y]
tal que x,11 € kw(xy, X2, ..., xp)[2n] C w1, T, .oy Ty1)[T0].

Para todo w(xy, za, ..., x,) C w(xy, X2, ..., Tp_1), existem kw(xy, Ta, ..., 2,) C
w(wy, T, ..., Ty) € kw(xy, oy .oy ty1) C kw(xy, T9,...,T,_1), pela definicao
de jogo proximal tem-se que, kw(x1, xo, ..., x,) C kw(zy, T2y .oy Tp1)

Seja (x1,xg, ..., Tp,...) um sequéncia proximal desde que para todo n €
N tem-se que kw(zy,xo,...,Tn-1)[xs] C w(y,29...,70-1)[x,] e como
N w(x1, T2, ..., y_1)[xn] = 0, pois w & uma estratégia D-vencedora no jogo
neN
proximal, entao () kw(z1, 22, ..., Tn_1)[x,] =0

neN

Portanto, kw é uma estratégia kD-vencedora, assim X também é um espaco kD-
proximal. ]

Na seguinte observacao, daremos um exemplo de um espago quase proximal
o qual dara informacao sobre o produto de espacos quase-proximal.

Observagao 5.7. Seja S a linha de Sorgenfrey munido da base uniformidade D
pelos elementos da forma:

D =[a,b) x [a,b)

Entao tendo S munido de uma uniformidade comegamos o jogo proximal entre
os jogadores A e B com as seguinte escolhas:

1)

2)

Jogador A: escolhe Dy = [a1,b1) X [a1,b1).
Jogador B: escolhe z; € S.

Jogador A: escolhe Dy = [ag, by) X [ag, bs).
Jogador B: escolhe xy € Dy[z1] = [ay,b1)

Jogador A: escolhe D3 = [as, b3) X [ag, b3).
Jogador B: escolhe z3 € Dylxs] = [ag, by)

Jogador A: escolhe D,, = [a,,by,) X [an,by).
Jogador B: escolhe x,, € D,,_1[zp_1] = [an—1,bn_1)
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45 5.2. SEPARACAO E COBERTURA

Das escolhas dos jogadores A e B tem-se que se n tende a oo entdo a |a, — by,
tende a "0". Entao, temos as seguintes possibilidades:

1) Se as escolhas do jogador B sdo eventualmente ndo decrescente entdo o
jogador A vence o jogo proximal pela condicao 2.
2) Se as escolhas do jogador B nao ¢ eventualmente nao decrescente entdo as

escolhas do jogador B possui uma subsequéncia convergente.

Portanto, podemos encontrar um estratégia vencedora em S com a uniformidade

D.

5.2 Separacao e Cobertura

Nesta secao, como consequéncias dos espacos definidos pelo jogo proximal,
ganhamos alguns exemplos para espacos ja conhecidos como, espagos colecao
normal e espacos meta-compactos enumeraveis.

O primeiro resultado nos diz que todo espaco topologico proximal é um
espaco topologico colecao normal.

Teorema 5.8. Se X é um espacgo topologico prorimal, entao X é uma colegcao

normal.

Demonstracao. Seja X um espaco topolégico proximal. Entao X ¢ um D-
proximal, e assuma que D é uma base uniformidade aberta e simétrica. Observe
pelo Lema [5.6) existe w : A — D estratégia quase 4D-vencedora no jogo 4-
proximal.

Suponha F uma familia fechada discreta de X. Entao aplicando
recursivamente a estratégia 4ID-vencedora existe uma familia Lg, Ly, Lo, ..., Ly, ...
de familias abertas localmente finitos tais que para todo n € N tem-se:

1) L,y refina L;
2) Ln = Rn U Qn; € Rn = Ln - QTL? onde

Qn=1{S€L,:3F,€F com SNF,+#0}.

De fato, aplicando o seguinte procedimento por inducao vemos que a familia
Lo, Ly, Lo, ..., L,, ... ¢ uma familia de refinamentos aberto localmente finito.

LO) Seja LO = {X} [§] RO = LU-
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L1)

L2)

L.3)

Ln)

Seja (1) uma sequéncia admissivel tal que z; € Fy. Entao, pela Proposigao
para {w(zy)[z] : € X} existe um refinamento aberto localmente finito
Ly que cobre X. Seja Ry = L1 — )1, onde:

Qi={S€L :3F,€F com, SNF,#0}.

Sejam (x1,r9) uma sequéncia admissivel tal que, =y € F, o € Fy e
A; € Ry. Entdo, pela Proposicao para {w(x1,x2)[z] : x € X} existe um
refinamento aberto localmente finito 7T5(A;) que cobre X. Logo considere

LQ(Al) = {SﬂAl ) € TQ(Al)} (§] L2 = U L2(A1> (& R2 = L2 - QQ, onde:
A1€Ry

Q={S€L,:3F, €F com, SNF,#0}.

Sejam (x1,x2,z3) uma sequéncia admissivel tal que z1 € Fy, 29 € Fy, 23 €
F3 e Ay € Ry. Entéo, pela Proposigao para {w(xq,x2, z3)[x] : © € X}
existe um refinamento aberto localmente finito 73(Ay) que cobre X. Logo
considere L3(Ay) = {SNAy : S € T35(A))} e Ly = | L3(Ay) e

A2€Rs
Rg = L3 — Qg, onde:

Q3={S€Ls:3F,€F com SNF,#0}.

Sejam (x1, T, ..., T,) uma sequéncia admissivel tal que, =, € Fy,...,x, € F,
e A,_1 € R,_;. Entao pela Proposi¢io para {w(z1,...,z,)[x] : z € X}
existe um refinamento aberto localmente finito 7,,(A,_1) que cobre X. Logo
considere L, (A,—1) = {SNA,_1: S €T, (A1)} e L, = U  Lu(An1)

An—leRn—l

e R, =1L, —Q,, onde:

Q.={SelL,:3F,eF
com SNF,#0}.
Assim, note que L, é¢ uma familia aberta localmente finita, desde que

L,(A,—1) é um refinamento aberto localmente finito de A,_;, para todo
n € N, onde A,,_; é um elemento da familia aberta localmente finito L,,_;.

Agora precisamos encontrar uma familia aberta disjunta dois a dois. Entao, seja

0=

UJ @n, para todo z € |J F existe A € Q com z € A.
neN FelF

De fato, suponha que nao acontece isso, entao existe um x € [J F' tal que

FelF

x € A e A nao pertence Q.

1)

Desde que L; é cobertura de X, existe A; € L; com z € A;. Entao,
Al € Ry, A1 € Q1 e Ay Cw(x)|y1], onde x1 € Fy e yy € X.
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2) Desde que Ly(A7) é cobertura de Ay, existe Ay € Ly(A;) com z € Ay, Entao

As € Ry, Ay € (2 e também existem y, € X ez € |J F, onde x € F, com
FEF
Ay C w(wy, x2)[ye] C dw(xq)[z2]. Continuando por indugao tem-se:

n) Desde que L,(A,_1) é cobertura de A, i, existe A, € L,(A,_1) com

r € A,. Entdo A, € R,, A, ¢ @, e também existe z,, € |J F com
FEF
Ap CAw(zy, ooy Tp1) [0

Logo, para todo n € N =z € A, C dw(r,xe,..,T, 1)[x,], entdo
N4w(xy, ..., Ty 1)[xn] # 0. Desde que w é uma estratégia D-vencedora entao a
ieN

sequéncia proximal (z1, z, ..., Ty, ...) converge. No entanto, isso é impossivel, uma
vez que nao ha dois termos consecutivos na sequéncia proximal (z1, za, ..., Zp, ...)

sao elementos de um mesmo conjunto de F.

Para finalizar a demonstracao temos que encontrar uma familia de abertos
disjunto dois a dois. De fato:

Sejam Q = |J @, e para cada A € @, define-se:

neN

A=4A-JQu |Jeu--u |J @

Qe Q2 Qe Qs QE Qn-1

Entao, W = {WW = A* : A € Q} ¢ uma familia localmente finita cobrindo F. Para
cada o € [ considere:

Hy= |JA onde Ac Q"= 3IF,€F com ANF, #0;
AeQx

G, = H, — UW WeW <« WnEF,+#0.
wWwew

Logo, F, C G, para todo @ € I e os GG, sao disjuntos dois a dois. De fato,
suponha que o # f3 e:

yecGoNGg=yc UQ;
QeQ
=3 A€ @ com yeEA
—=3J WeW com yecW C A
= ANG,=0 ou ANGz=10;
= WNG,=0 ou WNGz=10;
=y € G, ou y¢&GGp.

Portanto, X é uma colecao normal. O]
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48 5.2. SEPARACAO E COBERTURA

Continuando com as caracterizacoes por meio de um espago proximal em
seguida, temos a caracterizagao por meio de espago quase proximal, que diz que
todo espago quase proximal é meta-compacto enumeravel[1.34 Mais precisamente
enunciamos a continuacao.

Teorema 5.9. Se X é um espaco topoldgico quase proximal, entao X € meta-
compacto enumerdvel.

Demonstracao. Seja X um espago topolégico quase proximal. Entao X é um
espaco quase D-proximal, e assuma que D é uma base uniformidade aberta e
simétrica. Oberserve pelo Lema [5.0] existe w : A — D estratégia quase 4DD-
vencedora no jogo 4-proximal.

Suponha K uma familia de conjuntos fechados de X tal que:
KiDK; 2 CK,Coo e [|K,=0
neN

Entao, aplicando recursivamente a estratégia quase 4ID-vencedora existe uma
familia Lo, Ly, Lo, ..., Ly, ... de familias abertas localmente finitos tais que para
todo n € N tem-se:

1) L,y refina L,.
2y K, = ULneR,=L,— Q,, onde

neN
Qn={S€L,:SNK, =0}
De fato, aplicando o seguinte procedimento por inducao vemos que a familia
Lo, Ly, Lo, ..., L,, ... ¢ uma familia de refinamentos aberto localmente finito:
LO) Seja LO = {X} (& RO = LU-

L1) Seja (x;) uma sequéncia admissivel tal que z; € K;. Entdo pela Proposicao
para {w(x;)[z] : * € X} existe um refinamento aberto localmente finito
Ly que cobre X. Seja Ry = Ly — )1, onde:

QIZ{SGlengQZQ}.

L2) Sejam (x;,22) uma sequéncia admissivel tal que z; € Kyj,x9 € Ky e
Ay € Ry. Entdo, pela Proposicao para {w(z1)[z] : ¢ € X} existe um
refinamento aberto localmente finito T5(A;) que cobre X. Logo considere

L2(A1) = {S NA :S5¢€ T2(A1)}7 Ly = U L2(A1) e Ry = Ly — ()2, onde:
A1E€ER;

QQZ{SELglnggzw}

L3) Sejam (x1, 2, x3) uma sequéncia admissivel tal que x; € Ky, 29 € Ky, x5 €
K3 e Ay € Ry. Entao, pela Proposi¢ao 2.24] para {w(x1, 22, 23)[z] : © € X}
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49 5.2. SEPARACAO E COBERTURA

existe um refinamento aberto localmente finito 75(Ay) que cobre X. Logo
considere Lg(AQ) = {Sﬁ AQ 5 € Tg(AQ)}, L3 = U Lg(AQ) e R3 =

A2€Ry
L3 — Qg, Onde:

Q3:{SEL3I§QK4:®}

Ln) Sejam (x1, z3, ..., T,) uma sequéncia admissivel tal que z; € K1, ...,x, € K,
e A,_1 € R,_1. Entdo, pela Proposicao para {w(xy,x9,...,z,)[x] :
r € X} existe um refinamento aberto localmente finito 7,(A,—_1) que
cobre X. Logo, considere L,(A,—1) = {SNA,1 : S € T,(4,-1)},

Ln - U Ln(An—1> € Rn - Ln - Qm onde
AnfleRnfl

Qn:{SGLngﬂKn+1:®}

Assim, note que L,(A,_1) é um refinamento aberto localmente finito de
A,_1 para todo n € N cuja uniao é A,_;, onde A,_; sao elementos da
familia aberta localmente finita L,, ;. Entao, L,, é localmente finito. Logo,

L, é um refinamento aberto localmente finito de L, _; tal que K,, C (J L
LEL,
para todo n € N.

Agora em seguida mostremos que para cada x € X, existe n € N com A € @, e
x € A. De fato, suponha que isso nao acontece:

1) Desde que L; cobre X, existe A; € Ly comx € A, entdo A; € Q1 e A; € Ry,
assim existem z; € Ky e y; € X tal que Ay C w(z)[y1]-

2) Desde que Li(As) cobre A, existe Ay € Ly com x € A, entdo Ay & Qs €
Ay € Ry, assim existem z5 € Ky e yo € X tal que A, C w(xy,z2)[y2] C
dw(zq)[xs)-

n) Desde que L,(A,_1) cobre A, i, existe A, € L, com =z € A, entao
A, € Q, e A, € R,, assim existem z, € K, e y, € X tal que
A, Cw(r, o, oy o) [Yn] C dw(x1, Ty ooy Ty [T0]-

Logo, para todo n € N, 2z € A, C Adw(r,xe, .., Tn 1)Tnl,

N dw(x1, T2, ..., ®p1)[xn] # 0 e como w é uma estratégia quase D-vencedora
neN
entao a sequéncia proximal (xy, g, ..., Zp, ...) tem um ponto de acumulagdo. Por

outra parte, x,, T,y1,... € K,, qualquer ponto de acumulagao de x,,, 1, ... esta
também em K,,. Assim, todos os pontos de acumulacao da sequéncia proximal

(21,2, ..oy Tp, ...) pertencem a () K, o que contradiz que () K, = 0.
neN neN
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Para finalizar a demonstracao temos que encontrar uma familia de abertos
encaixados. De fato:

Uy = UL

LEL1

e para todo n > 1, considere:

v=Jr- Jeuv Jou-u (J @

Lel, Qe Q2 Q€ Q3 Q€ Qn-1

Entéo, para todo n € N tem-se que K,, C U,, U,y1 C U, e (U, = (. Portanto,
neN

X é meta-compacto enumeravel. O]

5.3 Consequéncia Topologica

Nesta secao, apresentaremos o seguinte teorema que diz, que todo espaco
quase-proximal é uma cole¢ao Hausdorff [1.36]

Teorema 5.10. Se X ¢ um espaco topoldgico quase prorimal, entao X € uma

colecao Hausdorff.

Demonstracao. Seja X um espago topolégico quase proximal. Entao X é um
espaco quase D-proximal, e assuma que D ¢ uma base uniformidade aberta e
simétrica. Observe pelo Lema [5.6] que existe w : A — D estratégia quase 4ID-
vencedora no jogo 4-proximal.

Suponha F um conjunto fechado discreto em X. Entao, aplicando
recursivamente a estratégia 4ID-vencedora existe uma familia Ly, Ly, Lo, ..., Ly, ...
de familias abertas localmente finitos tais que para todo n € N tem-se:

1) Ly refina Ly;
2) L,=R,UQ,, e R, =L, —Q,, onde

Qn={S€L,:3 x,€F com, Sn{x,}#0}.

De fato, aplicando o seguinte procedimento por indugdo vemos que a familia
Lo, Ly, Lo, ..., L,,... ¢ uma familia de refinamentos aberto localmente finito.

LO) Seja LO = {X} € RO = Lg.

L1) Seja (x1) uma sequéncia admissivel tal que x; € F;. Entao, pela Proposicao
para {w(x1)[z] : x € X} existe um refinamento aberto localmente finito
Ly que cobre X. Seja Ry = L, — )1, onde:

Qi={S€L;:3 2, €F com, SN{x,}#0}.
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L2)

L3)

Ln)

Sejam (1, x2) uma sequéncia admissivel tal que 21 € Fy, 29 € Fy e
Ay € Ry. Entao, pela Proposicao2.24] para {w(x1, 22)[z] : 2 € X} existe um
refinamento aberto localmente finito 75(A;) que cobre X. Logo, considere
Ly(A)) ={SNA :SeTy(A)}eLy= |J L2(A1) e Ry = Ly — @2, onde:

A1€ER:

Qy={S€Ly:3 2, €F com, SN{x,}#0}.

Sejam (x1,x2, x3) uma sequéncia admissivel tal que x1 € Fy, 29 € Fy, 23 €
F3 e Ay € Ry. Entao pela Proposicdo para {w(xy,x9, z3)[x] : x € X}
existe um refinamento aberto localmente finito 73(Ay) que cobre X. Logo
considere L3(Ay) = {SN Ay : S € T35(A))} e Ly = | L3(Ay) e

A2€R>
Rg = L3 — Qg, onde:

Qs={S€L3:3 2, €F com, SN{x,}#0}.

Sejam (z1, xa, ..., T,) uma sequéncia admissivel tal que z; € F,...,x, € F,
e A,_1 € R,_1. Entao pela Proposi¢io para {w(z1,...,z,)[x] : z € X}
existe um refinamento aberto localmente finito 7,,(A,_1) que cobre X. Logo
considere L,(A,—1) ={SNA,_1: S €T, (A1)} e L, = U  Lu(An-1)

An—lERn—l

e R, =1L, —Q,, onde:
Qn={S€L,:3 z,€F;SN{x.} #0}.

Assim, note que L, é uma familia aberta localmente finita, desde que
L,(A,—1) é um refinamento aberto localmente finito de A,_;, para todo
n € N, onde A,,_; é um elemento da familia aberta localmente finito L,,_;.

Agora precisamos encontrar uma familia aberta disjunta dois a dois. Entao, seja
Q = |JQn, para todo x € F existe n tal que z € |J@Q,, de outra forma isto

neN

define uma sequéncia proximal (1, xa, ..., Ty, ...) contida em F' que tem um ponto
de acumulacgao, contradizendo que F' é um conjunto discreto. Assim Q possui um
refinamento aberto localmente finito W. Logo para todo x, € F seja:

Ha:U{AG Q tal que z, € A}

Ga:Ha—U{W tal que W eW e z, W}

Logo, z, € G, e a familia de G’s sao disjuntos dois a dois. Portanto, X é uma
colecao Hausdorff. O

ol



Consideracoes Finais

A partir deste trabalho, podemos concluir que os espacos induzidos pelo jogo
proximal, caracteriza espaco métrico completo, goza de certas propriedades e
tem uma relacao com o espaco induzido pelo jogo Gruenhage. Alem disso tem
implicacoes a espacos colecao normal, espacos meta-compactos e espagos colecao
Hausdorff.
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