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Resumo

RODRIGUES, Elen Michele, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, dezembro de
2020. Superficies Compactas Construidas por Grupos Fuchsianos Associ-
ados as Tesselacoes {8¢-4,4} e {20n-10,5}. Orientador: Mercio Botelho Faria.

O objetivo principal desse trabalho é a construgao de emparelhamentos de arestas
de poligonos hiperbdlicos regulares relacionados as tesselagoes hiperbdlicas {8¢-4,4}
e {20n-10,5}. Através dos grupos fuchsianos estudamos todas as isometrias do plano
hiperbdlico a fim de encontrarmos emparelhamentos que deem origem a superficies
compactas de género g > 2. O grupo das isometrias de emparelhamentos de ares-
tas de um poligono, quando age de maneira propriamente descontinua no plano
hiperbédlico H?, forma um conjunto gerador para o grupo fuchsiano. Além disso,
podemos representar o espago 6rbita H?\I' por esse poligono, que ¢ construido como
dominios de Dirichlet. O meio que utilizamos para encontrar esses emparelhamentos
foi estudando todos os possiveis caminhos fechados em grafos quadrivalentes imersos
em uma superficie de género 2. Encontramos também algumas generalizagoes para

alguns destes emparelhamentos.

Palavras-chave: Tesselacao hiperbdlica. Emparelhamento de arestas. Grafos qua-

drivalentes em superficies.



Abstract

RODRIGUES, Elen Michele, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, December,
2020. Compact Surfaces Built by Fuchsian Groups Associated With Tes-
selations {8¢-4,4} and {20n-10,5}. Advisor: Mercio Botelho Faria.

The main objective of this work is the construction of regular hyperbolic polygon
edge pairings related to the {8g — 4,4} hyperbolic tessellation. We apply Fuchsian
groups to study all the isometries of the hyperbolic plane in order to find pairings
that give rise to a compact surface of the genus g > 2. The group of isometric
pairings of a polygon’s edge matching, when acting in a discontinuous way in the
hyperbolic plane H? forms a generator set for the Fuchsian group and. In addition,
we can represent the orbit space ]H%Z for this polygon, which is built as Dirichlet
domains. The means we used to find these pairings was studying all possible closed
paths in quadrivalent graphs immersed in a surface of genus 2. We also found some

generalizations for some of these pairings.

Keywords: Hyperbolic tessellation. Pairing edges. Quadrivalent graphs on surfaces.



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4

2.1

3.1

4.1
4.2

5.1
0.2
2.3
5.4

5.5
5.6
5.7
5.8

2.9
5.10

5.11
5.12

5.13
0.14

5.15

Projecao Estereografica. . . . . . . . . . .. ... ..
Inversao de um ponto em um circulo. . . . . . . ...
Reflexao de um ponto em uma reta. . . . .. . ... ... ... ...

Triangulos Hiperbdlicos com 0, 1, 2 e 3 vértices ideias. . . . . . . .
Dominio fundamental do grupo ciclico ' =(T(z) =z+1). . . . . . .
Construcao de um poligono fundamental para um grupo fuchsiano T'.

Grafos Ky noplano R%. . . . . . . . .. ... ... ... .. ...

Grafo imerso em Si. . . . . ...

Grafos que satisfazem a Proposicao 5.1 . . . . . .. ... .. .. ...
Grafo A. . . . . . e
Caminho fechado no Grafo A. . . . . ... ... ... ... ......
Emparelhamento de arestas do poligono hiperbdlico regular de 12

arestas relacionados ao caminho fechado dado na Figura 5.2. . . . . .
Caminhos sobre o Grafo A.. . . . . . .. ... L.
Caminhos sobre o Grafo A.. . . . . .. .. ...
Possiveis caminhos no Grafo A (caso C2). . . . ... ... ... ...
Emparelhamento de arestas poligono hiperbdlico 12 arestas relacio-

nado ao caminho fechado da Figura 5.7. . . . .. .. ... ... ...
Possiveis caminhos no Grafo A (caso C3). . . . ... ... ... ...
Emparelhamento de arestas de um poligono hiperbélico de 12 lados

relacionado ao caminho fechado da Figura 5.9. . . . .. ... .. ..
Possiveis caminhos no Grafo A (caso C4). . . . ... ... ... ...
Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-

dos na Figura 5.11. . . . . . . . ...
Possiveis caminhos no Grafo A (caso C5). . . . ... ... ... ...
Emparelhamento de arestas de um poligono hiperbélico de 12 lados

relacionado ao caminho fechado da Figura 5.13. . . . . . .. ... ..

Possiveis caminhos no Grafo A (caso2). . . ... .. ... ... ...

o8

72



5.16
5.17

5.18
5.19

5.20
5.21

5.22
5.23

5.24
5.25

2.26
5.27

0.28
5.29

5.30
5.31

5.32
2.33
5.34
2.35

9.36
5.37

5.38
5.39

5.40
5.41

0.42

Possiveis caminhos no Grafo A (caso D1). . . ... ... ... .. .. 79
Emparelhamentos de arestas relacionados ao caminhos fechados dados
na Figura 5.16. . . . . . . . Lo 79
Possiveis caminhos no Grafo A (caso D2). . . ... ... ... .. .. 80
Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-
dos na Figura 5.18. . . . . . ..o 81
Possiveis caminhos no Grafo A (caso D3). . . ... ... ... .. .. 82
Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos dados na Fi-
gura 5.20. . ... Lo 83
Possiveis caminhos no Grafo A (caso D4). . . . ... ... ... .. 84
Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-
dos na Figura 5.24 . . . . . .. ..o 85
Possiveis caminhos no Grafo A (caso D5). . . . ... ... ... ... 86
Emparelhamento de arestas de um poligono hiperbdlico de 12 lados
relacionado ao caminho fechado dado na Figura 5.24. . . ... . .. 86
Possiveis caminhos no Grafo A (caso D6). . . . ... ... ... ... 87
Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-
dos na Figura 5.26. . . . . . . ... Lo 88
Possiveis caminhos no Grafo A (caso D7). . . . ... ... ... ... 89
Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-
dos na Figura 5.28. . . . . ... Lo 89
Possiveis caminhos no Grafo A (caso D8). . . . ... ... ... ... 90

Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-

dos na Figura 5.30. . . . . ... 90
Grafo B . . . . e 91
Possiveis caminhos no Grafo B. . . . . .. ... .. ... ... .... 91
Possiveis caminhos no Grafo B (caso C1). . . . ... ... ... ... 92

Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-
dos na Figura 5.34. . . . . . .. 93
Possiveis caminhos no Grafo B (caso C2). . . ... ... ... ... .. 94
Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-
dos na Figura 5.36. . . . . . . ... ... o 95
Possiveis caminhos no Grafo B (caso C3). . . ... ... ... .... 96
Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados da-
dos na Figura 5.38. . . . . . . ... ... 96
Possiveis caminhos no Grafo B (caso C4). . . . ... ... ... ... 97
Emparelhamentos relacionados aos caminhos fechados dados na Fi-
gura 5.40. . ..o 98

Possiveis caminhos no Grafo B (caso C5). . . . .. ... ... .... 99



5.43

0.44
5.45

5.46
5.47
2.48

5.49
5.50
5.51

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

Emparelhamentos relacionados aos caminhos fechados dados na Fi-
gura 5.42. . ... 100
Possiveis caminhos no Grafo B (caso C6). . . . .. ... ... .... 101

Emparelhamentos relacionados aos caminhos fechados dados na Fi-

gura .44, ..o L 101
Grafo C' . . . 102
Possiveis caminhos no Grafo C. . . . . . . . .. ... ... 102

Emparelhamentos relacionados aos caminhos fechados dados na Fi-

gura 5.47. . .. 104
Emparelhamentos de arestas do poligono de 12 arestas. . . . . . . .. 105
Grafos com cinco arestas e dois vértices. . . . . . . .. ... ... .. 107
Emparelhamentos de arestas do poligono de 10 arestas. . . . . . . .. 108
Poligono hiperbdlico de 60 arestas com emparelhamento ®3,. . . . . 118
Poligono hiperbdlico de 36 arestas com emparelhamento ®3. . . . . 121
Poligono hiperbdlico de 20 arestas com emparelhamento ®5,. . . . . 122
Poligono hiperbdlico de 12 arestas com emparelhamento ®%,. . . . . 123
0-célula, 1-célula, e 2-células. . . . . . . . ... ... ... ... ... 131

Exemplos superficies. . . . . . ... oo 132



Sumario

1 O Plano Hiperbdlico
1.1 Notas Histéricas . . . . . . . . . . . . . ... .. ... .
1.2 Transformagoes de Mobius . . . . . . . . ...
1.2.1 Inversoes . . . . . . . . . e
1.2.2 Reflexdes . . . . . . . .. ...
1.2.3  Transformagoes de Mobius . . . . . . . . .. ...
1.3  Geometria Hiperbdlica Plana . . . . . . .. .. .. ... ... ....
1.3.1 O Modelo do Plano de Lobatchevsky . . . .. ... ... ...
1.3.2 O Modelo do Disco de Poincaré . . . . ... ... ... ....
1.4 Poligonos Hiperbdlicos . . . . .. .. .. .. ... ... ...

1.4.1 Transformacgoes Lineares Fracionarias . . . . . . . . .. .. ..

2 Grupos Fuchsianos
2.0.1 Classificagao dos Elementos de PSL(2,R) . . ... ... ...
2.1 Isometrias . . . . . . . . ..
2.1.1 Isometrias Elipticas . . . . . . . . ... .. ... ... .....
2.1.2  Isometrias Parabdlicas . . . . .. ... ... ... .......
2.1.3 Isometrias Hiperbdlicas . . . . . . . . ... ... ... .. ...
2.2 Subgrupos Discretos . . . . . . ..o Lo

2.3 Dominios Fundamentais e Dominios de Dirichlet . . . . . . . . . . ..

3 Emparelhamento de Arestas
3.1 Geradores de um Grupo Fuchsiano . . . . . ... ... .. ... ...
3.2 O Teorema de Poincaré . . . . . . . ... .. ... ... .. ... ..
3.3 Grupos Geometricamente Finitos . . . . . . .. ... ...
3.4  Grupos Fuchsianos Co-Compactos . . . . . . . . ... ... ... ...

3.5 A Assinatura de um Grupo Fuchsiano . . . . . . . ... .. ... ...

4 Grafos Imersos em Superficies
4.1 Teoria dos Grafos . . . . . . . . ...
4.2 Sistemas de Rotagao . . . . . . . ...

14
14
17
17
19
21
23
23
27
29
30

34
34
36
36
37
37
39
40

47
47
49
53
54
26



5 Tesselacoes {8g-4,4} e {20n-10,5}

5.1 Grafos Quadrivalentes Imersos em uma Superficie de Género 2 . . . .

5.2  Caminhos Fechados . .
5.3  Tesselagao {20n-10,5} .

6 Emparelhamento Generalizado {8¢-4,4}

Consideracoes Finais
Referéncias Bibliograficas

Apéndice

6.1 Conjuntos Localmente Finitos . . . . . . . . . . ... ... .. ....

6.2 Introducao a Topologia

109

125

127



11

Introducao

Neste trabalho, estuda-se as isometrias do plano hiperbdlico a fim de encontrar
emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbdlicos no qual o quociente do plano
hiperbdlico por um grupo fuchsiano I', dé origem a superficies compactas de género
g > 2. O grupo das isometrias de emparelhamento de aresta de um poligono quando
age de maneira propriamente descontinua no plano hiperbélico H? forma um con-
junto gerador para o grupo fuchsiano. Além disso, o espago érbita H?\I' pode ser
representado por esse poligono, o qual é construido como dominios de Dirichlet.
Este trabalho tem como objetivo principal a construcao de emparelhamentos de
arestas do poligono hiperbdlico regular com 8¢ — 4 lados e angulos iguais a m\2,
onde todos os ciclos de vértices sejam compostos por quatro angulos congruentes
e também a generalizacao de alguns destes emparelhamentos. O emparelhamento
destes poligonos estd relacionados a tesselagao hiperbdlica {8¢-4,4} e esta fornece
empacotamentos de esferas com boas densidades de empacotamento, proximas a
densidade maxima e, desta forma, estao relacionados com a construcao de codigos
6timos cuja probabilidade de erro é minima.

Existem 8 formas de emparelhar as arestas de um poligono hiperbdlico regu-
lar de 12g — 6 arestas e angulos internos iguais a 27\3 de forma que se obtenha
uma superficie compacta de género 2. Isso foi descoberto por Jorgensen e Ndatanen
(1982) que estudou emparelhamentos de arestas relacionados a tessela¢ao hiperbdlica
{12¢9 — 6, 3}. Utilizando métodos semelhantes ao de [8] e considerando g = 3, Gou
Nakamura (2004), através de grafos trivalentes obteve os 927 padroes de emparelha-
mentos. Deduzindo formas de se obter caminhos fechados sobre grafos trivalentes
citados em [8] e [12], Silva (2011) construiu exemplos e resultados para casos em que
g > 3. Algumas generalizacao de emparelhamentos de poligonos hiperbélicos relacio-
nados a tesselacao hiperbdlica {8g —4, 4} foram apresentadas por Rodrigues (2017).
Usaremos neste trabalho métodos parecidos para encontrar mais alguns emparelha-
mentos de arestas de poligonos hiperbdlicos relacionados a tesselagao hiperbdlica
{8g — 4,4} com suas generalizagoes.

Um poligono hiperbdlico é um conjunto fechado delimitado por segmentos geodé-
sicos. No Capitulo 1 vamos nos dedicar ao estudo de todas as geodésicas do plano

hiperbdlico a fim de construir poligonos hiperbdlicos. Comecaremos estudando as
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transformagcoes de Mobius que sao uma composi¢ao de um numero finito de reflexdes
em hiperplanos e inversoes em esferas. A importancia desse estudo estd no fato de
que essas transformacoes mantém o plano hiperbdlico invariante. Apresentamos
dois modelos mais usados para a geometria hiperbdlica, o Plano de Lobatchvsky
H? e o Disco de Poincaré D? mostrando que existe uma bijecao entre eles. Por
este fato, uma vez que o grupo das transformacoes de Mobius age transitivamente
no plano hiperbdlico como isometrias, ou seja, preservando distancias, concluimos
que as geodésicas de D? sdo os diametros e os arcos de circulos que intersectam
perpendicularmente & fronteira do Disco de Poincaré D?. Visto como sao os poligonos
de D? veremos algumas condicoes que garantem nao sé a existéncia de um poligono
hiperbdlico, mas também a sua convexidade.

Para emparelhar as arestas de um poligono hiperbélico faremos um estudo das
isometrias do plano hiperbdlico. O grupo projetivo especial PSL(2,R) é isomorfo
ao grupo das transformacoes de Mobius que preservam orientacao e este por sua vez
estd dentro do conjunto das isometrias do plano hiperbdlico. Desta forma, pode-
mos estudar as isometrias do plano hiperbdlico através do grupo PSL(2,R). Neste
sentido, no Capitulo 2, apds uma classificacao dos elementos deste grupo através
da quantidade de pontos fixos pelo mesmo, trabalharemos com as isometrias hi-
perbélicas, pois elas nao possuem pontos fixos em H2. Se a acao de um subgrupo
I' de PSL(2,R) em H? for propriamente descontinua, ou seja, a drbita de qual-
quer ponto for discreta e os estabilizadores forem finitos, entao I' é discreto e o
chamaremos de grupos fuchsianos. Esses grupos garantem a existéncia de dominios
de Dirichlet. Neste trabalho, consideramos os dominios poligonais. O conjunto de
isometrias de emparelhamento destes geram um grupo fuchsiano.

O terceiro capitulo, sera dedicado ao Teorema de Poincaré que nos dara algumas
condicoes que o emparelhamento deve obedecer para que o conjunto gerado pelas
isometrias de emparelhamento de um poligono P seja um grupo fuchsiano e P um
dominio fundamental de I'. Se esse conjunto é finito qualquer dominio poligonal
convexo de y possui finitas arestas. Temos que a reciproca é verdadeira. Estudare-
mos também as condigoes que tornam o espago Orbita ]H%Q compacto. Finalizaremos
este verificando que toda superficie compacta de género g > 2 pode ser modelada no
plano hiperbdlico, o que equivale a dizer que para todo g > 1 existe um grupo fuch-
siano agindo em H? sem pontos fixos tais que o espaco érbita H%Q seja uma superficie
compacta de género g.

No Capitulo 4 veremos que se a acao de um grupo fuchsiano for propriamente
descontinua entao o quociente ]H%z ¢ uma superficie. Essa superficie pode ser obtida
pela colagem das arestas congruentes do poligono fundamental de I". Para calcular-
mos o genero desta superficie usaremos a identidade de Euler.

As arestas do poligono fundamental de I', apds a identificacao das arestas pelas
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isometrias de I', podem ser vistas na superficie como arestas de um grafo e as
intersegoes das arestas dos poligonos, ou seja, os vértices congruentes, podem ser
vistos como um vértice no grafo, formando assim um grafo conexo G.

No Capitulo 5, apresentamos novas formas de emparelhar as arestas de um
poligono fundamental Pg,_4 de 12 arestas. Para tanto, exibimos os grafos G as-
sociados e em seguida estudamos todos os possiveis caminhos fechados permitidos
sobre eles. Através desses caminhos fechados, obtém-se 6 emparelhamentos distintos
para Pg,_4. Pela identificacao das arestas, obtém-se uma superficie compacta ori-
entada de género 2. Finalizamos este capitulo descrevendo 6 formas de emparelhar
um poligono hiperbdlico regular de 10 lados e angulos medindo 27/5 de forma que
as isometrias de emparelhamento geram um grupo fuchsiano I' e o espago orbita H%Q
seja uma superficie compacta orientada de género 2.

Por fim, no Capitulo 6, apresentamos generalizagoes de alguns emparelhamentos
de poligonos fundamentais hiperbdlicos com 8¢ — 4 arestas e angulos internos iguais

s
aQ..
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Capitulo 1
O Plano Hiperbdlico

Neste capitulo estudaremos dois modelos da Geometria Hiperbdlica plana que
nos servirao de instrumentos para a construcao de emparelhamentos de poligonos
hiperbélicos. Mais precisamente, estudamos o modelo do semi-plano superior H? e
o modelo disco de Poincaré D?. Usaremos o grupo das transformacoes de Mobius
para estudar todas as isometrias do plano hiperbdlico, pois estas sao conhecidas por
manterem o espaco hiperbélico H? invariante. Veremos dois tipos importantes de
transformacoes de Mobius que sao as inversoes em um plano compatificado e as re-
flexoes em esferas. Em seguida apresentaremos os conceitos da geometria hiperbdlica
plana, como distancias, isometria, area e critérios para a existéncia e convexidade
de poligonos hiperbdlicos planos. Por fim, estudaremos a relacao existente entre o
grupo das transformagoes de Mobius que preserva orientagao e grupo linear especial
projetivo PSL(2,R) que é formado pelas matrizes 2x 2 com entradas reais e cujo
determinante é 1. Os resultados que aqui nao demonstramos e assuntos relacionados

podem ser encontrados nas referéncias [1], [5], [9],[13], [3].

1.1 Notas Historicas

As geometrias nao-euclidianas foram descobertas a partir das tentativas de provar
o postulado das paralelas como um teorema a partir dos restantes nove ”axiomas”e
"postulados” da geometria euclidiana.

O postulado das paralelas de Euclides teve varios substitutivos, embora essa
alternativa particular tivesse sido usada por outros e tivesse sido enunciadas ja no
século V por Proclo:  Por um ponto fora de uma reta dada hd uma e apenas uma
paralela a essa reta, o mais comumente usado é aquele que se tornou conhecido nos
tempos modernos, enunciado pelo matematico e fisico escocés John Playfair (1748-
1819).

A primeira investigacao realmente cientifica do postulado das paralelas s6 foi

publicada em 1773 e seu autor ¢ o jesuita italiano Girolamo Saccheri (1667 - 1733).
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Nesse trabalho, intitulado Fuclides ab omni naevo vindicatus, Saccheri aceita as
vinte e oito proposicoes iniciais dos Elementos de Fuclides que nao necessitam dos
postulado das paralelas para sua demonstracao. Com a ajuda desses teorema, ele
empreendeu o estudo de um quadrilatero ABC'D no qual os angulos A e B sao retos
e os lados AD e BC' sao iguais. Tracando as diagonais AC' e BD e usando entao
teoremas simples de congruéncia (que se encontram entre as vinte e oito proposigoes
iniciais de Euclides), Saccheri mostrou facilmente, como poderia fazé-lo um aluno
do primeiro grau, que os angulos D e C' sao iguais. H& entao trés possibilidades:
os angulos D e C sao angulos agudos, retos ou obtusos iguais. Saccheri referiu-se
a essas trés possibilidades como hipdtese do angulo agudo, hipotese do angulo reto
e hipdtese do angulo obtuso. O plano de trabalho era mostrar que a suposicao da
hipdtese do angulo agudo ou a suposicao da hipétese do angulo obtuso levam a uma
contradicao, entao, por reductio ad absurdum, deve valer a hipétese do angulo reto, a
qual, Saccheri mostrou, implica o postulado das paralelas. Assumindo tacitamente
a infinitude da reta, Saccheri prontamente eliminou a hipdtese do angulo obtuso,
mas o caso referente a hipotese do angulo agudo mostrou-se muito mais dificil. Seu
trabalho recebeu pouca consideragao de seus contemporaneos e logo foi esquecido,
e somente foi ressuscitado em 1889 por seu conterraneo Eugenio Beltrami.

Trinta e trés anos apds a publicagao da obra de Saccherri, o suico Johann Hein-
rich Lambert escreveu uma investigacao semelhante intitulada Die Theorie der Pa-
rallellinien que, porém, sé foi publicada depois de sua morte. Lambert tomou um
quadrilatero contendo trés angulos retos (metade de um quadrilatero de Saccheri)
como figura fundamental e considerou trés hipdteses conforme o quarto angulo fosse
agudo, reto ou obtuso. E foi consideravelmente além de Saccheri na dedugao das
proposicoes com as hipdteses do angulo agudo ou do angulo obtuso. Assim, como
Saccheri, ele mostrou que para as trés hipdteses a soma dos angulos de um triangulo
¢ menor, igual ou maior que dois angulos retos, respectivamente, e entao, indo além,
que a deficiéncia abaixo de dois angulos retos, na hipdtese de angulo agudo, ou o
excesso de dois angulos retos, na hipdtese do angulo obtuso, é proporcional a seu
excesso esférico e conjecturou que a geometria decorrente da hipotese do angulo ob-
tuso, é proporcional a drea do triangulo. Observou a semelhanga entre a geometria
decorrente da hipdtese do angulo obtuso e a geometria esférica na qual a area do
triangulo é proporcional a seu excesso esférico e conjecturou que a geometria decor-
rente da hipétese do angulo agudo poderia talvez se verificar numa esfera de raio
imaginario. A hipdtese do angulo obtuso foi eliminada, fazendo a mesma suposigao
tacita de Saccheri, mas suas conclusoes com respeito a hipdtese do angulo agudo
foram imprecisas e insatisfatérias.

Adien-Marie Legendre (1752- 1833), analista francés do século XVIII, conside-

rando as hipdteses de a soma dos angulos internos de um triangulo ser menor, igual
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ou maior que dois angulos retos e assumindo tacitamente a infinitude da reta, foi ca-
paz de eliminar a terceira hipdtese, mas, apesar de varias tentativas, nao conseguiu
descartar a primeira. Esses varios esforgos apareceram nas sucessivas edigoes de
seu Eléments de Géométrie, um texto largamente adotado, e dessa forma Legendre
contribuiu muito para popularizar o problema do postulado das paralelas.

Nao ¢ de se surpreender que nao se tenha encontrado nenhuma contradicao
sob a hipdtese do angulo agudo, pois hoje se sabe que a geometria desenvolvida
a partir de uma colecao de axiomas compreendendo um conjunto basico de axiomas
crescido da hipdtese do angulo agudo é tao consistente quanto a geometria euclidiana
desenvolvida a partir do mesmo conjunto basico acrescido da hipétese do angulo reto,
isto é, o postulado das paralelas é independente dos demais postulados e devido a isso
nao pode ser deduzido dos demais. Os primeiros a suspeitarem desse fato foram o
alemao Kade Friedrich Gauss, o hingaro Janos Bolyai (1802 - 1860) e o russo Nicolai
lvanovitch Lobatchevsky (1793- 1856). Esses homens abordaram a questao através
do postulado das paralelas na forma de Playfair, considerando as trés possibilidades
seguintes: Por um ponto dado pode-se tracar mais do que uma, exatamente uma
ou nenhuma paralela a uma reta dada. Essas situagoes equivalem, respectivamene,
as hipoteses do angulo agudo, reto e obtuso. Novamente, assumindo a infinitude
da reta, elimina-se o terceiro caso facilmente. Suspeitando, a tempo, que sob a
infinitude da reta, elimina-se uma geometria consistente, cada um deles, de modo
independente, levou a tempo desenvolvimentos geométricos e trigonométricos ambos
a partir dessa hipdtese angulo agudo).

E provavel que Gauss tenha sido o primeiro a alcancar conclusdes penetrantes
relativas a hipdtese do angulo agudo, mas, como nunca publicou nada sobre essa
matéria em toda a sua vida, a honra da descoberta dessa geometria nao-euclidiana
¢ dividida entre Bolyai e Lobatchevsky. Bolyai publicou suas primeiras descobertas
em 1832 num apéndice de um livro de matematica de seu pai. Mais tarde ficou-se
sabendo que Lobatchevsky havia publicado descobertas semelhantes ja em 1829-
1830, mas, devido as barreiras da lingua e a lentidao com que as informagoes de
novas descobertas se propagavam naqueles dias, seu trabalho permaneceu ignorado
na Europa Ocidental por varios anos.

A real independéncia do postulado das paralelas dos outros postulados da geome-
tria euclidiana so foi estabelecida inquestionavelmente por Beltrami, Arthur Cayley,
Felix Klein, Henri Poincaré e outros. O método consistia em construir um mo-
delo euclidiano para esta geometria, de modo que o desenvolvimento abstrato da
hipdtese do angulo agudo pudesse ter uma interpretacao concreta no espago eucli-
diano. Entao, qualquer inconsisténcia na geometria nao-euclidiana implicaria uma
inconsisténcia correspondente na geometria euclidiana.

Em 1854, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826- 1866) mostrou que, descar-
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tando-se a infinitude da reta, e admitindo-se simplesmente que a reta seja ilimitada,
entao, com alguns outros ajustamentos pequenos nos demais postulados, pode-se
desenvolver uma outra geometria nao-euclidiana consistente a partir da hipétese do
angulo obtuso. As trés geometrias, a de Bolyai e Lobatchevsky, a de Euclides e a de
Riemann foram batizadas por Klein em 1871 de geometria hiperbdlica, geometria

parabdlica e geometria eliptica, respectivamente.

1.2 Transformacoes de Mobius

As transformacoes que mantém o semi-espaco H? invariante sao conhecidas como
Transformacgoes de Mobius. Introduziremos dois tipos de transformagoes de Mobius,

as inversoes e as reflexoes e veremos que elas sao geradoras do Grupo Geral de
Mobius.

1.2.1 Inversoes

Consideremos o espaco euclidiano n-dimensional R™ e sua compactificagao por
Rr = R" U {o0}, onde as vizinhangas do assim chamado ponto ideal oo sdo os
conjuntos da forma (R™\ A)U{oo} onde A é um conjunto compacto qualquer de R™.

Com esta topologia, R" 6 homeomorfo & esfera
S"={z = (21,.... xp41) ER"M|zP =a]+ ... + 25, =1}.
De fato, considerando a imersao i(zy,...,2,) = (21,...,7,,0),i : R — R
podemos definir a projecao estereografica
v SY\N — i(R") = R"
onde N = (0, ...,0,1) é o "polo norte”da esfera. Esta projecao é definida do seguinte

modo (Figura 1.1):

Dado um ponto x € S™\N, existe uma tnica reta determinada por = e por N.
Sendo = # N, sua tltima coordenada é diferente de 1, logo a reta por x e por N

interceptara o hiperplano i(R™) em um unico ponto que denotaremos por my(x).

E fécil verificarmos que se & = (1, ..., Zns1) entio my(z) = (T1,...,Tpn,0).

l_mn+1
Mais ainda, podemos verificar diretamente 7y é um homeomorfismo. Além disto,

n\oo A 3 n
se (x™)2, for sequéncia em S”, constatamos que

lim z" = N <= lim |7y(2")| = 0.
n—oo n—oo

Logo, ao adicionarmos um ponto ideal a R™ e definirmos suas vizinhangas como
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Figura 1.1: Projegao Estereografica.

acima, a projecao estereografica se estende a um homeomorfismo 7 : S — R".
Denotaremos por S, (a) a esfera de R™ de centro a e raio r.

Com essas consideragoes temos condigoes de enunciar a definicao de inversao.

Defini¢ao 1.1. Dada uma esfera S = S,.(a) no espaco euclidiano a inversao ig :
R* — R em torno de S é a aplicacdo tal que is(a) = o0, ig(c0) = a e para

z ¢ {a,00}, ig(z) é o tnico ponto da reta az tal que |a — z||a — ig(x)| = r2.

Exemplo 1.1. (Inversdo no plano euclidiano) Seja II um plano euclidiano e seja
C = C(O,r) um circulo em II de raio r e centro O. Pela definicdo que acabamos
de ver, a inversao ic : II — {O} — II — {O} em torno de C, é tal que dado
PelIl,P+# 0O, ic(P) é o tnico ponto P’ da semi-reta OP tal que

|OP| - |OP'| = r*.

Observe que a inversao permuta as partes internas e externas do circulo, pois

para OP < r temos OP’ > r e para OP > r temos OP’ < r.

E importante notar que os unicos pontos do plano que permanecem fixos sob a
acao da inversao sao os pontos sobre a propria esfera. Apresentamos a seguir uma

formula explicita para a inversao.

Proposicao 1.1. Dada a esfera S = S,.(a), temos que para todo x # a, oo,

ZS(Z’)—(I—{—T m
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Figura 1.2: Inversao de um ponto em um circulo.

2 xz—a
|z—al?

Demonstracao. De fato, os pontos x, a e a + r sao colineares e

]a—x!a—(a+r‘x_—al2)‘ = \a—x\rm
o, T —a
= T"Cl-$‘ m

]

Enunciaremos duas propriedades importantes sobre inversoes em esferas: elas
sao conformes e inverterem a orientacao de R™. Comecemos com a definicao de

aplicacao conforme.

Definicao 1.2. Uma aplicacao diferenciavel ¢y : R — R” ¢é dita conforme se

preserva angulos entre curvas continuamente diferencidveis.
Podemos enunciar agora as seguintes propriedades da aplicacao inversao.

Proposicao 1.2. Para toda esfera S = S,(a), a inversao ig é uma aplica¢ao con-
forme de R™\{a}.

Proposigao 1.3. Para toda esfera S = S,(a), a inversao ig reverte a orientacao de

R™ {a}.

1.2.2 Reflexoes

Consideremos um hiperplano compactificado P = Py(a) U {cco}, onde Pi(a) =
{z € R"| (x,a) =t € R}. Segue a definigao de reflexao.

Definicao 1.3. A reflexao ip em P é a aplicacao que a cada ponto x € R™ associa
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um ponto ip(x) tal que o segmento de reta por x e ip(x) é ortogonal a P e intercepta

o plano P em seu ponto médio e ip(0c0) = 00.

Em particular, ip mantém fixos os pontos de P;(a).

Vejamos como exemplo a reflexao no plano euclidiano.

Exemplo 1.2. Dada uma reta [ de um plano euclidiano II,, como vimos, a reflexao
em | é a aplicagao i; : I — II que associa a cada ponto x € I um ponto i;(z) tal
que o segmento de reta por x e ij(z) é ortogonal a [ e intercepta a reta [ em seu

ponto médio.

U

@ ---mmmmmmlemeeee-@

g

Figura 1.3: Reflexdo de um ponto em uma reta.

Vejamos uma féormula explicita para a reflexao:

Proposicao 1.4. No hiperplano P, a reflexao ip é dada por

Demonstracao. Se considerarmos mp a projegao ortogonal em P;(a), como x —mp(x)
é ortogonal ao hiperplano Py(a) e mp(x) pertencer a P,(a) temos que mp(x) satisfaz

as equagoes © — mp(x) = €a, ou seja

mp(r) =2 —€a (1.1)

(rp(x),a) =t (1.2)
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Substituindo 1.1 em 1.2, obtemos

(x,a) —t

(z,a) —elaf* =t = €= af?

Logo,

ip(x) =2 —2(x —mp(x)) :x—26a:x—2%
[

Assim como a inversao, a reflexao também é uma aplicacao conforme e inverte
a orientacao. Além disso, a reflexao é uma isometria do espaco euclidiano, como

VEeremos a Seguir:

Teorema 1.1. Dados um hiperplano P e pontos quaisquer z,y € R" |z — y| =

lip(z) — ip(y)].
Teorema 1.2. Para todo hiperplano P = P;(a) a reflexao ip é conforme.

Teorema 1.3. Para todo hiperplano P = P,(a) a reflexdo ip inverte a orientagao.

1.2.3 Transformacoes de Mobius

Veremos que as inversoes e as reflexoes sao geradores do grupo geral de Mobius.
Tanto uma reflexao quanto uma inversao invertem a orientagao, portanto para man-
termos a orientacao do espaco, devemos ter uma transformagao que é uma com-
posi¢ao de um numero par de inversoes e reflexoes. Apresentamos agora o Grupo de

Mobius, um grupo formado por transformacgoes de R™ que preservam a orientacao.

Definicao 1.4. Uma transformagao de Mobius de R" é uma composicao de
um numero finito de reflexdes em hiperplanos e inversoes em esferas. O conjunto
das transformagoes de Mobius de R" serd chamado de grupo geral de Mobius, o
qual denotamos por GM (R™).

Observacgao 1.1. GM (H?@”) é de fato um grupo. Pela propria definicao ele é fechado
para a composicao e esta é associativa. Além disso, se ig é a inversao em torno de

S = S,(a) e ip é a reflexdo no plano compatificado P, entao

- (a+r*p=p) —a
Z%(I) = ZS(ZS(.ZU)) = /L.S (a+r2u) =a+ T2| [ |2
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in(r) = ip(ip(x)) =ip (a: — 2Ma>

|a?

(z,a)

= <x—2ma) _2<($ - 2T2_ta),a> —t

|af?

a

_ <x—2ma) 20 (era) — 2 (w,a) +20 — 1) =

-~ aP?

Portanto cada gerador de GM (]1/%7‘) ( uma inversao ou uma reflexao) é um ele-

mento de ordem 2, cada elemento € inverso de si mesmo.

Observacgao 1.2. Como as reflexoes e as inversoes sao elementos que invertem a
orientacao de R", temos que um elemento o € GM (]1/@) preservara a orientacao se,
e somente se, for composicao de um ntmero par de inversoes e reflexoes. E possivel
verificar que a inversa de um elemento que preserva orientagao também preserva

orientacao, assim como a composicao de dois tais elementos.
Com isso podemos definir o Grupo de Mobius.

Definigio 1.5. O Grupo de Mébius M (R") ¢ o subgrupo de GM (R") formado

pelas transformacoes de R™ que preservam a orientacao.

A imersao

r=(21,...,T,) —> T = (T1,...,2,,0).

de R" em R, induz uma imersdo de GM (]ﬁ”) em GM (H@”“) : a0 considerarmos

inversio ig em esfera S,.(a), obtemos a inversio i, em torno da esfera S,(@) e ao
considerarmos a reflexdao ip em um plano P = P(a) obtemos a reflexao ip(a).
Assim, para cada elemento ® € GM (I@”) obtemos um elemento ® € GM <I@"+1>

que estende a acao de ¢, no sentido de termos

~ ~ —_~—

(7)) =P(zy...,2,,0) = (21, ...,2,) = P(2).

Enunciaremos o proximo resultado apenas para referéncia futura.

Teorema 1.4. Seja ® — @ a imersao de GM <I@"> em GM (]1@”“) definida

acima. Entao esta imersao é um homomorfismo de grupos. Além disso, o hiperplano

{(.1'1, ce ,$n+1> € RnJrl‘anrl = 0}
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assim como 0s semi-espacgos

{(1‘1, e ,ZL’n_H) € Rn+1|$n+1 > 0}

{(z1,- 0 2pp1) € R 2y < 0}

sao invariantes pela acao de &), para todo ® € GM (I@") )

1.3 Geometria Hiperbdlica Plana

1.3.1 O Modelo do Plano de Lobatchevsky

Um dos modelos euclidianos mais usados para a geometria hiperbdlica é o modelo
do Plano de Lobatchevsky. Vamos denotar um ponto complexo z € C, por z = x+1y
cuja parte real e parte imagindria sdo denotadas respectivamente por Re(z) = z e

Im(z) =y.

Definicao 1.6. O modelo do plano de Lobatchevsky ou Semiplano Superior

de Poincaré ¢ dado pelo conjunto

H? = {z € C;Im(z) > 0} = {(z,y) € R*y > 0}
com fronteira
OH? = {» € C; Im(z) = 0} U {00}
ldz] _ \/da*+dy?

Im(z) y

dotado da métrica riemanniana ds? =

Denotaremos por H2 quando nos referirmos ao conjunto {H? U 9H?}.

Note que podemos trabalhar com os elementos de H? como ntimeros complexos
ou como um ponto de R?. Munidos com uma métrica, podemos determinar o com-
primento de curvas, a area de regioes e definir angulos. Assim, considere as seguintes

definigoes:

Definigao 1.7. Seja v : [0,1] — H? um caminho diferencidvel no semi plano supe-
rior, onde (t) = (z(t),y(t)). Definimos o comprimento hiperbdlico ||y|k:= da
curva «y(I) por

Definig¢ao 1.8. Dados dois pontos p, q € H?, a distancia hiperbdlica entre p e ¢
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é dada por
d(p, q) = inf[|y[je

onde o infimo é considerado sobre todas as curvas v unindo p e ¢ em H?.

Proposi¢ao 1.5. O Plano de Lobachevisky H? com a distancia d é um espaco
métrico (H?, d).

Demonstracao. Sejam p, ¢ e w € H?2.

dz )2 (dv)?
1. d(p,q) > 0 pois w > 0, onde a igualdade é vélida para todo t € [0, 1]
dr _ dy __

se, e somente se, - = 2+ = 0, ou seja, se p = q.

2. d(p,q) = d(gq,p). De fato, se v : [0,1] — H? é tal v(0) = p e y(1) = ¢ entao
(t) = v(1 —t) é tal que ¥(0) = v(1) = g e (1) = 7(0) = p. Assim, fazendo

t=1-—s, temos dt = —ds, de modo que

vl =

Portanto, inf{|y[[= inf||7]| ou seja, d(p, ¢) = d(q,p).

3. d(p,w) > d(p,q) + d(q,w). De fato, sejam os caminhos «, 3 : [0,1] — H? com
a(0) =p, a(l) = B(0) = q e B(1) = w, entdao o caminho

ﬁy(t):{ a(2t), se 0<t<1/2
B2t —1), se 1/2<t<1

é um caminho tal que v(0) = p, v(1) = w e||v||=||a||+]|]| De forma que
d(p,w) > d(p,q) + d(g, w).

]

Tendo em vista o conceito de distancia podemos definir o conceito de isometria.
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Definigao 1.9. Uma isometria em (H?, d) ¢ uma transformacio de H? em H? que
preserva a distancia hiperbélica. O grupo formado por todas isometrias em H? é

denotado por Isom(H?).

Dados dois pontos, queremos encontrar uma curva entre eles cujo comprimento

seja o menor possivel. Este é o conceito de geodésica que exibimos a seguir .

Definigao 1.10. Uma curva v : [a, b] — H? é dita geodésica de H? se para quais-

quer pontos s,t € [a,b], com s # t tivermos

\/ dz(t) y(t>>2
dt
d(~( / dt,

ou seja, se v minimizar a distancia entre pontos de seu traco.

Uma questao que se levanta apds definir geodésicas é saber quais curvas do espago

H? sao geodésicas. Visando isso, temos o seguinte resultado:
Lema 1.1. As semirretas ortogonais a fronteira OH? sao geodésicas de H?2.

Demonstragao. Consideremos dois pontos r = (z,a), y = (z,b) € H> com 0 < a < b

e seja v : [0,1] — H? uma curva continuamente diferencidvel por partes ligando

estes dois pontos. Entao, supondo v(t) = (z,a + t(b — a)), temos que % =0e
dztt) =b—a. Logo
MY
dt dt
v/l = dt
dy(t)
dt
= —dt
o a+tb—a)

' b—ua
B /Oa—l—t(b—a)dt
_ m(é)
a

Como In (g) ¢ justamente comprimento hiperbdlico do segmento vertical ligando
x ey no plano, segue o resultado.
O

O préximo resultado é de suma importancia para o presente trabalho. Ele nos diz
que as transformacoes de Mobius agem em H? como isometrias, ou seja, preservam

distancia em HZ2.
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Teorema 1.5. A métrica riemanniana

(da)* + (dy)*
y

dt® =

de H? ¢ invariante pela acao de elementos de ® € GM (]1/@), ou seja,
GM(H/%\Z) C Isom(H?).

Vamos usar o grupo de isometrias de H? para determinarmos todas as geodésicas

de H2. Antes, considere o seguinte teorema.

Teorema 1.6. Seja G o conjunto de todas as semicircunferéncias e semirretas de
H? ortogonais ao eixo real. Entao, GM(R?) age transitivamente sobre G, ou seja,
dados 71,72 € G existe & € GM (R?) tal que &)(%) = .

Teorema 1.7. As geodésicas de H? sao as semirretas e as semicircunferéncias or-

togonais a OHZ.

Demonstracao. Conforme vimos no Lema 1.1, as semirretas ortogonais a OH? sao
geodésicas. Dada uma semi-circunferéncia v ortogonal a 9., H?, sabemos pelo Teo-

rema 1.6 que existe & € GM (]@) tal que 5(7) ¢ uma, semirreta ortogonal a 9, H?2,

ou seja, uma geodésica. Mas como d age como isometria de H? (Teorema 1.5),
temos que v também é uma geodésica. Para provarmos que estas sao todas as
geodésicas, consideremos 21, 2, € H? e uma curva o ligando estes dois pontos. Seja
~ o semicirculo ou semirreta ortogonal a OH? contendo estes dois pontos. Sem perda
de generalidade podemos supor que v seja uma semirreta (caso contrario podemos
levar v a uma semirreta pela agao de algum elemento (f, com & € GM (]@)) Nesta
situacao, se observarmos a demonstracao do Lema 1.1, podemos constatar que «

minimiza distancias se, e somente se, o = 1. [

O conhecimento das geodésicas em H? nos permite explicitar a funcao distancia

em HZ.
Teorema 1.8. Dados z,w € H?, sao validas as seguintes igualdades:

|z—w|—|z—w|

1. d(z,w) =In (W) :

Z—'LU2
2. cosh(d(z,w)) =1+ m

3. sinh (5d(z,w)) = W
4. cosh (3d(z,w)) = Mné;%
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5. tanh (3d(z,w)) = |zl

A equivaléncia entre as cinco igualdades decorre por manipulacao de igualdades

trigonométricas hiperbdlicas e a demonstragao de uma delas é feita na referéncia [2].

1.3.2 O Modelo do Disco de Poincaré

Um outro modelo que existe para estudar a Geometria Hiperbdlica plana é o
modelo do disco de Poincaré. Vamos encontrar uma maneira de aproveitar o estudo
feito no modelo de Lobatchevsky e usa-lo para esse modelo.

O modelo do disco unitario ou disco de Poincaré ¢é dado por
D* = {z € C; [z < 1} = {(z,y) € R% |(z,y)| < 1},

ou seja, o conjunto dos nimeros complexos cuja norma é menor que 1, dotado com
métrica riemanniana

4(dx? + dy?

ds = —( Tt Ay )
1— (2% +y?)
Note que a fronteira de D? é 9D? = {z € C;|z| = 1}.

Com o objetivo de relacionar os dois modelos, considere as seguintes aplicacoes:

Z—1

:H? —» D? dad = .

n ada por 7(2) P
2+ 1

. D? — H? dad _rrt
S ada por ¢(z) 1

A aplicacao ¢ é a inversa de 1. De fato,

. . 1241 :
Zz+l> vl !

nw@:n(

_ iz+1 .
z+1 gt
1z+1+z1—1
— —z+l
= Gtz 7
—z+1

z—1 Zﬁ—l—ﬁ
gon(z) = g( ): +

z—1
z+ 1 z+1 + 1
iz—i%+ziti?
_ z2+1i _
- —z+itz+i Z.

241



28

Portanto 1 é uma bijecao e transforma o semiplano superior H? no disco de
Poincaré D?, ou seja, n : H? — D? é uma isometria entre espacos.

Considerando « : [0,1] — D? um caminho diferencidvel no disco de Poincaré
temos que ¢ o« : [0, 1] — H? é um caminho diferencidvel no semi plano superior. O

comprimento hiperbdélico em D? de o é dado por

1
2 /
||Oz||D2 |ICOO[||]HI2 /0 1—’@(t)’2|a( )l

Definigao 1.11. A distancia entre dois pontos z e w em D? é dada por:
dp2 (2, w) = dpz(s(2), < (w))

Uma vez definido a distancia no disco hiperbdlico, podemos enunciar a seguinte

proposicao cuja demonstracao é analoga a demonstracao da Proposicao 1.5.
Proposicao 1.6. O disco unitario D? é um espaco métrico com a métrica dpe.

Antes de estudarmos quem sao as geodésicas do disco de Poincaré considere o

seguinte resultado:

Proposigao 1.7. Seja 7 uma isometria em H?. Entdo no 7 o¢ é uma isometria em

]D)Z
Demonstracao. Sejam z,w € D? temos que

doa (7 (2), " (w)) = dye (70" (2), 70 (W)

]

A aplicacao 7 é uma isometria no plano complexo que preserva angulo entre
curvas e transforma circulos e retas em circulos e retas, entao 7 leva o eixo real na
fronteira do disco unitério H2. As geodésicas do disco de Poincaré sao as imagens por

n das geodésicas do semiplano superior H?. Com isso, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.9. As geodésicas no disco de Poincaré sao os diametros do dico D? e os

arcos de circulos que intersectam perpendicularmente a fronteira OD?.
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1.4 Poligonos Hiperbdlicos

Nessa secao veremos expressoes que relacionam &area hiperbdlica e angulos de
poligonos hiperbdlicos, além de condigoes para convexidade de um poligono. As

demonstragoes dos resultados podem ser encontradas em [1].

Definigao 1.12. Dados trés pontos v,, vy, v. € H?, um tridngulo hiperbdlico A
¢ formado pelas geodésicas ligando esses pontos. Os vértices que estdao sobre OH?
sao chamados vértices ideais e os que nao estao situados sobre a fronteira sao

chamados vértices ordinarios.

Podemos ter um ou mais vértices na fronteira OH?.

V

Figura 1.4: Triangulos Hiperbodlicos com 0, 1, 2 e 3 vértices ideias.

Definicao 1.13. Um poligono hiperbdlico de n lados ¢ um conjunto fechado
de H? delimitado por n segmentos geodésicos hiperbélicos. Se dois segmentos se

intersectam, entao o ponto de intersecao é chamado de vértice do poligono.

Definicao 1.14. A 4rea hiperbdlica de um subconjunto X C H? é dada por

dxdy
M(X)Z/ >
x Y

onde z = x + y1.

Teorema 1.10. A &rea hiperbélica em H? é invariante sob a acdo do grupo de
Mobius M (R?).

O teorema acima nos diz que dada uma transformacgao 7' € M (@) temos que

p(T (X)) = p(X).
A seguir, apresentamos uma versao simplificada do Teorema de Gauss-Bonnet,

que nos diz que a area hiperbdlica de um triangulo hiperbdlico depende somente de

seus angulos.

Teorema 1.11 (Gaus-Bonnet). Seja A um triangulo hiperbdlico com angulos «, 3,
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~. Entao
W) =7 —a—f—7.

Podemos generalizar o Teorema de Gauss-Bonnet para todo poligono fechado

limitado. Como veremos no préximo resultado.

Teorema 1.12. Seja P um poligono hiperbdlico fechado com vértices vy, ..., v,. Seja

ay o angulo interno de vg. Entao

pua(P) = (n—2)m — Zak.

A prova do teorema acima é feita decompondo o poligono hiperbélico em triangulos
hiperbdlicos e usando o Teorema 1.11 para calcular a area de cada triangulo da de-
composicao. A area do poligono é dada entao pela soma das areas dos triangulos da
decomposigao.

O proximo teorema nos da uma condicao para existéncia de um poligono hi-

perbdlico.

Teorema 1.13. Sejam «y, ...a;,, uma colegao de n niimeros reais no intervalo [0, 7).
Entao, existe um poligono hiperbdlico plano de n lados com angulos internos as, ..., a,
se, e somente se,

ar+ -+ a, < (n-—2)m.

Havendo uma condicao para existéncia de um poligono hiperbédlico, o nosso in-
teresse agora é saber se esse poligono é convexo. O proximo teorema relaciona a
convexidade de um poligono com seus angulos internos e sua demonstragao esta feita

na referéncia [[2]] Secao 7.16.

Teorema 1.14. Seja P um poligono hiperbdlico com angulos internos dados por

aq, -+ ap. Entao P é convexo se, e somente se, para cada k=1,...,n, 0 < a; < 7.

1.4.1 Transformacoes Lineares Fracionarias

Nessa subsecao veremos que existe uma forte conexao entre transformacao de
Mobius e matrizes 2 x 2. Estudaremos a acao de matrizes quadradas como trans-

formagoes lineares fracionarias.

Definicao 1.15. Uma transformacao linear fracionaria é uma transformagao
T : H?> — H? dada por

az+b
cz+d’

T(z) =
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com T'(=2) = o0, T(00) = 2 se ¢ # 0 e T((00) = 0o se ¢ = 0, onde a,b, ¢,d € C.

[

Consideremos o grupo das matrizes reais 2 x 2 com determinante igual a 1

a b

C

SL(2,R) = {A -

] ;a,be,deR e ad—bc:l}.
Para cada A € SL(2,R) consideremos a transformacao linear fracionaria
Ty:H — H

az+b
cz+d

A transformacao T4 é uma acao de grupo, ou seja,

Tup(z) = Tu(Tp)(2), VA, B € SL(2,R), z € H2.

Porém, podemos ter matrizes A # B tais que T4 = Tg. Para determinarmos
todas as matrizes satisfazendo tal igualdade, basta determinarmos as matrizes C' tais
que Te = Trqg = Id, poisse Ty = T entao Id = Tx(Tg) ™t = TaTg-1 = Typ-1 = Tyq.
Mas se considerarmos os pontos 0,7 € H obtemos que

b
Ty(0) =~ =0=b=0

ac ad
2 5 T2 2
cc+d cc+d

Considerando que 1 = ad — be, temos que b=c=0e a =d = £1. Assim

A= 0 ==xId
0 =£1
L(2,R
Denotamos por PSL(2,R) = % = U {A, —A}, este é chamado
AESL(2R)

grupo linear especial projetivo. Mostraremos que este grupo é isomorfo ao grupo

Ta(i) = i=i=c=0a=d

M (R") das transformagoes de Mdbius que preservam orientagao.

Teorema 1.15. O grupo PSL(2,R) é isomorfo ao grupo M (@) das transformacoes

de M6bius que preservam orientacgao.

Demonstragao. Consideremos uma inversao em uma circunferéncia S = S,(p). Da

Proposicao 1.1 temos:

2 #—D
|z — p?

is(z) = p+r (1.3)
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_ plz=p)+r°
Z2—=DPp
_ pEAr =P
zZ—p
= 4 =P
_ B
1=_P
T T
seescrevermosazg,b:@,c:%,dzg, entao ig(z) é da forma
az+b
, ad —bc=—1 1.4
czZ+d (14)

De maneira similar, pode-se mostrar que a reflexdo ip em um plano P = P,(p)

pode ser expressa como

2t
ip Z2)=—Z+ —
(2) 5
tomando a = —1, b = %, c¢=1,d =0 temos que ip(z) também é da forma 1.4.

Pode-se verificar que a composicao de duas transformagoes como em 1.4 pode

ser expressa de forma geral como

az+b

d—bc=1.
cz+d’ “ ¢

A~

Como os elementos de M(R) sdao composigoes de uma quantidade par de trans-

~

formagoes da forma 1.4 (Observagao 1.2). Segue se M (R) C PSL(2,R).

a b
Seja p = A € SL(2,R) e provemos que A pode ser expressa como a
c

composicao de um numero par de reflexdes e inversoes. Suponhamos inicialmente
que ¢ = 0. Entao, se considerarmos que ad — bc = ad = 1, isto é, é = a, temos que
a b
Ta(z) = =z + = = a’z + ab,
d d
ou seja, T’y é a composicao de uma dilatagao com uma translacao. Mas a dilatagao

z + a’z pode ser expressa como o produto ig o ig onde S = S,.(0), S’ = S,/(0)

T,/

com (7)2 = a e a translacao z — z + ab pode ser expressa como a composi¢ao de
duas reflexées ipr 0 ip onde P’ = Py (1), P = P,(1) com 2(t' —t) = ab. Logo, T'x é o

produto de um numero par de reflexdes e inversoes, ou seja, T4 € GM (R).

(%)

Suponhamos agora que ¢ = (. Temos entao que

U EEAN
c c|

1
c

Sz{zEC;|cz+d|:1}:{z€<C;
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determina uma circunferéncia com centro real —%l de raio ﬁ Se considerarmos a

expressao explicita para a inversao em torno de S, obtemos:

‘ d z+ 4
ZS(Z):_E+W

Agora, observe que:

ais(z) +b

cis(z) +d

a(cig(z) +d) — (ad — be)
c(cis(z) +d)

a(—é—l—i)—i-b

c | cz+4P2

c(—4+ cas )+d

c ' c2lz+dp?

TA @) Zs<Z) =

—c(ad—bc)‘z+%|2+a(z+%l)
c(z+9)
(z+9)(a—c(z+9)
c(z+9)
a—d

Cc

= —Z+4

Assim, T4 o ig é a composicao da reflexdo z — —Z com a translacao z +—
a—d
zZ +

c
reflexdes. Obtemos assim que T4 015 pode ser expressa como produto de um nimero

Conforme vimos anteriormente, uma translacao é o produto de duas

impar de reflexoes e inversoes. Portanto, T4 é expressa como produto de um nimero
par de tais transformacoes e segue da Observacao 1.2 que Ty € M (]l/é)
O
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Capitulo 2
Grupos Fuchsianos

Neste capitulo classificaremos os elementos do grupo linear especial projetivo
PSL(2,R) usando a funcao trago de uma matriz. Veremos os trés tipos de isome-
trias e como elas podem ser classificadas de acordo com o numero de seus pontos
fixos. Para entendermos melhor a geometria da agao de um grupo Fuchsiano no
semiplano superior H?, estudaremos os conceitos de dominio fundamental e dominio
de Dirichlet. Se este ultimo possuir um nimero finito de arestas entao este deve ser

um nimero par. Para mais informacoes veja [2], [5], [9].

2.0.1 Classificagao dos Elementos de PSL(2,R)

Vimos no capitulo anterior que o grupo PSL(2,R) é isomorfo ao grupo M (@)
das transformacgoes de Mobius que preservam a orientagao (Teorema 1.15) e este por
sua vez estd dentro do conjunto de isometrias do plano hiperbdlica (Teorema 1.5).
Usaremos o grupo de isometrias do plano hiperbélico H? para estudarmos o grupo
PSL(2,R). Comecaremos com a classificagdo dos elementos deste tltimo.

Considere tr : SL(2,R) — R a fungao trago dada por

b
tr(a >:a+d.
c d

Seja Tr : SL(2,R) — R, a aplicagdo dada por Tr(A) = [tr(A)| = |a + d|.
Classificamos os elementos de PSL(2,R) em trés tipos de acordo com o valor da
funcao T'r(A):

b
¢ p ) € SL(2,R) dizemos que A é:

C

Definicao 2.1. Dado A = (

1. Eliptica se Tr(A) < 2;

2. Parabdlica se Tr(A) = 2;
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3. Hiperbdlica se Tr(A) > 2.

Observagao 2.1. A classificagao acima é invariante por conjugagao, uma vez que o
traco de uma matriz ¢ invariante por conjugacao, isto é, tragco(BAB™!) = traco(A),
para toda matriz A e para toda matriz B € GL(2,R).

Observagao 2.2. A definicdo acima depende exclusivamente do nimero de auto-

valores reais da matriz A.

De fato,o polinémio caracteristico de A € SL(2,R) é

pa(z) = det(xld— A)
= 2° — (a+d)z +ad — be
= 2% —tr(A)x + det(A)
= 22 —tr(A)z+1

onde A = tr(A)? — 4. Assim, temos os seguintes casos:

1. Se A > 0, entao A possui dois autovalores reais distintos e portanto A é

diagonalizavel. Assim, a menos de conjugacao, A pode ser escrita da seguinte

(0 0)

Como det(A) = 1 temos que d = L. Logo, se a # £1 temos Tr(A) = |a + 1| >
2.

forma:

2. Se A = 0, entao A possui um tnico autovalor real. Logo, pa(z) = (z — \)%
Mas como o termo constante A\? deste polinomio é o determinante de A, assim
A2 =1, donde segue que A = £1 e Tr(A) = |2)\| = 2.

3. Se A < 0, entdao A possui dois autovalores complexos conjugados A e A. Seu
polinoémio caracteristico deve ser da forma py(z) = 22 — 2Re(\)z + | A%, onde
|A|? = det(A) = 1. E como A # +1, temos que Re()\) < 1. Portanto, TR(A) =
[tr(A)] = [2Re(N\)] < 2.

Veremos os aspectos geométricos de cada tipo de isometria a partir de familias
especiais que contém representantes de cada classe de conjugacao. Dentre eles o
conjunto de pontos fixos. Consideremos entao algumas definicoes e constatacoes

elementares.

Definicao 2.2. Uma permutagao de um conjunto X é uma bijecao X — X.
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Definigao 2.3. Seja G um grupo de permutacoes de um conjunto X # (). Dado

xr € X, chamamos de estabilizador de z ao subgrupo
Go = {g € Glg(z) = «}.
Observacao 2.3. Gy, = hG,h™!, paratodoz € X e h € G.

De fato, seja g € Gpr) = {g € G|gh(z) = h(z)}, entao h~'gh(z) = h~'h(z) = =
e portanto g € hG,h™ ", considere agora p € hG,h™!, entao p = hgh™' com g(z) = x
donde ph = hgh™'h = hg e ph(x) = hg(z) = h(z). Assim, p € hG,h™! e concluimos
a igualdade.

Definigao 2.4. Seja G um grupo de permutacoes de um conjunto X # (). A érbita

de um ponto z € X é o conjunto
G(z) = {g(x) € X|g € G}

Definigao 2.5. Seja G um grupo de permutacoes de um conjunto X # . O

conjunto de pontos fixos de um elemento g € G é o conjunto
F, ={z € X|g(z) = x}.

Definigao 2.6. Seja G um grupo de permutacoes de um conjunto X # (). Dizemos

que um subconjunto A C X ¢é invariante por g € G se g(A4) C A.

2.1 Isometrias

O mnosso objetivo aqui ¢ identificar todas as isometrias do plano hiperbdlico.
Antes de estudarmos os diferentes tipos de isometria, consideremos o seguinte lema

que sera fundamental no decorrer da secao:

Lema 2.1. Sejam A € SL(2,R) e z,y € H? dois pontos fixos por T. Entdo, a
geodésica 8 contendo z e y (incluindo o caso em que f(o0) = x e/ou f(—o0) = y)

¢ invariante por T4. Se algum dos pontos x ou y for um ponto ordinario, Ty = Id.

2.1.1 Isometrias Elipticas

Consideremos a familia de matrizes

0 in6
Ag= | Y T g<p<on
—sinf cos@
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Note que, para 6 # kmr, com k € Z,Tr(Ag) = |2cosf| < 2, ou seja, Ty = Ty, ¢
de fato eliptica.
Temos que Ty(i) = i, de fato:

cos(8)i + sin(0) _ (cos(6)i + sin(0))(sin(0)i + cos(0))
—sin(#)i + cos(0) | — sin(6)i + cos(0)|?
(— cos 0sin @ + cos 0 sin 0) + (cos? 6 + sin® 0)i

c0s20 + sin’ 0

Ty(3)

Como Ty # Id pelo lema anterior Ty nao possui pontos fixos ordinarios. Se
existisse 2 € H? tal que Ty(z) = z entdo a geodésica ~y ligando os pontos i e z seria
invariante por Ty e entao Ty restrito a v seria igual a identidade. Concluimos que ¢

é o unico ponto fixo de Tp.

2.1.2 Isometrias Parabdlicas

Consideremos entao a familia de matrizes

1 ¢
A = : 0+4teR.
t(“) y

Note que Tr(A;) = |1+ 1] = 2, de modo que T; = T4, é de fato isometria parabdlica.

Se observarmos que
T(e) = Ty
2) = =z
t 0z+1 ’

podemos ver que para z # 0o, Ty(z) # z. Mas, se considerarmos a geodésica y(s) =
e’i com 7y(00) = oo, temos que

lim Ty(y(s)) = lim (i +t) = 0o

§—00 §—00

. . —2
assim T}(00) = 0o e T} possui apenas um ponto fixo em H' .

2.1.3 Isometrias Hiperbdlicas

Consideremos agora a familia de matrizes

@:(¢g 0), k0.

0 7=

Temos que T,(Ax) = Vek + \/%71@ > 2 se k # 0, de modo que T}, = T}, é de fato

isometria hiperbdlica.
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Observemos ainda que

_\/e_’“z+0_ &

ez,

Ti(z) =
0z + —
«/ek

. . . =2 . .
ou seja, T}, nao possui pontos fixos em H~ com excecao do ponto ideal 0 € OH? e
do ponto co. Para constatarmos que Tj(00) = oo basta notarmos que a geodésica

v(t) = €'i é invariante por T:
Te(y(t)) = eFeli = eF i = y(k + t).

Sabemos que o traco de uma matriz é invariante por conjugacgao, e portanto
T,(BAB™1) =—traco(BAB™!)| = |trago(A)| = T,.(A).

Temos assim que as matrizes da forma BAy,B~! induzem isometrias elipticas, as

1

matrizes da forma BA;B~! induzem isometrias parabdlicas e as da forma BA,B~!

isometrias hiperbodlicas, onde B € GL(2,R). O préximo teorema garante que toda
matriz A € PSL(2,R) é conjugada a alguma das matrizes da forma Ay, A; ou Ay,
ou seja, o estudo de todas as isometrias do plano hiperbélico H? se baseia no estudo

desses trés tipos de isometrias.

Teorema 2.1. Dada transformagao Id # Tx € PSL(2,R), existe B € SL(2,R) tal

que TgoTy 0 Tgl é da forma Ty, T; ou Tj.
Podemos resumir a discussao acima no seguinte teorema:

Teorema 2.2. Seja T # Id uma isometria do espaco hiperbdlico que preserva

orientacao. Entao, as afirmacgoes em cada um dos itens abaixo sao equivalentes:

1. e T é uma isometria eliptica.
e T é conjugada em PSL(2,R) a Ty, para algum 0 < 6 < 27.

e T possui um ponto fixo ordinario p.

2. e T é uma isometria parabdlica.

T é conjugada a T;, para algum 0 # t € R.

T possui um tnico ponto fixo ideal e.

3. e T é uma isometria hiperbdlica.

T é conjugada a T}, para algum k£ > 0.

T possui dois pontos fixos ideais.
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2.2 Subgrupos Discretos

Para entender melhor a geometria da agao de um grupo I' em um espaco to-
poldgico X, veremos a definicao de dominios fundamentais e dominios de Dirichlet.
Esse tltimo é construido a partir de um grupo Fuchsiano. Veremos como os dominios
de Dirichlet podem ser tuteis na compreensao da estrutura de grupos Fuchsianos e
que sao também dominios fundamentais.

Apresentamos a definicao de grupos fuchsianos:
Defini¢ao 2.7. Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto I' de PSL(2,R).

Note que, dado um subgrupo discreto I' de isometrias de H?, temos que o sub-

grupo
Iy = {g € T'|g preserva orientacao de H?*}

¢ um subgrupo discreto de PSL(2,R). Com isso, podemos estudar os subgrupos
discretos de PSL(2,R), ou seja, os grupos fuchsianos a partir dos subgrupos discretos
do grupo de todas as isometrias de H? .

O préximo teorema nos da uma equivaléncia entre um subgrupo de PSL(2,R) ser
discreto e sua acao em H? ser propriamente descontinua. Mas antes de enuncié-lo,

comecaremos com dois lemas cujas provas podem ser encontradas em [5].

Lema 2.2. Sejam w € H? e K C H? compacto. Entdo, o conjunto
H={T € PSL(2,R)|T(w) € K}
é compacto.

Lema 2.3. Seja I' € PSL(2,R) grupo com acao propriamente descontinua em H?Z.

Entao os pontos fixos por elementos de I', ou seja, o conjunto
{ e H*AT € [, T(2) = 2}
é discreto.

Teorema 2.3. Um subgrupoI' C PSL(2,R) é discreto, ou seja, um grupo fuchsiano

se, e somente se, sua acao em H? for propriamente descontinua.

Demonstragao. Suponha que I' é discreto. Entao, para todo z € H? e para todo

compacto K C H?,

(T €T|T(z) € K} = {T € PSL(2,R)|T(z) € K}NT.
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O lema 2.2 garante que {T" € PSL(2,R)|T(z) € K} é compacto, logo {T" €
[|T(z) € K} ¢é intersecao de um conjunto compacto com outro discreto e entao é
finito, em particular, para z € K C H?, T(K) N K # () para um nimero finito de
elementos T' € I', pela equivaléncia (1) e (4) do Teorema 6.2 temos que a agao de I'
é propriamente descontinua. Suponhamos agora que I' age de modo propriamente
descontinua e que I' nao seja discreto em PSL(2,R). Seja z um ponto que nao é
fixo por qualquer elemento de I' a nao ser a identidade. A existéncia de tal ponto
é garantida pelo Lema 2.3, j4 que o conjunto de pontos fixos por elementos de I" é
discreto. Assumindo que I' ndo é discreto, temos que existe sequéncia (7,,)5°, de
elementos distintos de I" tal que lim,,_,o, T}, = Id. Temos entao que lim,,_, 7, (z) = 2.
Mas como T, (z) = z para todo n € N, temos uma sequéncia de pontos distintos de
z convergindo para z, ou seja, para toda vizinhanca V, de z, existe uma infinidades
de elementos T € I tal que T'(z) € V(2), pela equivaléncia (1) e (2) do Teorema 6.2

a acao de I' nao ¢é propriamente descontinua contradizendo a hipdtese. O

A préxima definicao é essencial para o entendimento dos préximos assuntos.

Definigao 2.8. Um subgrupo I' € PSL(2,R) é dito grupo elementar se existe
z € H2 tal que a érbita I'(z) é finita.

2.3 Dominios Fundamentais e Dominios de Diri-
chlet

Nesta secao, queremos entender melhor a geometria da agao de um grupo Fuchsi-
ano no semiplano superior H?, ou seja, a acao do grupo de isometrias em subconjunto
do plano hiperbélico H2. Para tanto, definiremos dominios fundamentais e dominios
de Dirichlet. Esses ultimos sao construidos a partir de um grupo Fuchsiano e sao
uteis para a compreensao da estrutura desse grupo. Veremos que dominios de Di-
richlet sao dominios fundamentais e que se o dominio de Dirichlet centrado em um
ponto que s6 ¢ fixo pelo elemento identidade do grupo Fuchsiano possui um nimero
finito de arestas, entao este é necessariamente par e os elementos de I' emparelham

as arestas desse dominio de Dirichlet.

Definigao 2.9. Seja X espaco métrico e I' grupo de homeomorfismo agindo em
X de maneira propriamente descontinua. Um subconjunto fechado D C X é dito

dominio fundamental de I' se satisfaz as seguintes condicoes:

1) U TD)=X;

Tell

2) intD(\T(intD) = 0, para todo Id # T € T};



41

3) intD # ),
Aqui, intD é o interior do conjunto D.

O conjunto 0D = D — intD ¢ a fronteira de D e a familia
[T(D);T eT}

é dita um ladrilhamento (ou tesselagao) de X.
Através dos grupos Fuchsianos, podemos garantir a existéncia de dominios fun-

damentais, estes chamados de Dominios de Dirichlet.

Definigao 2.10. Sejam I' grupo fuchsiano e p € H? tal que T'(p) # p para toda

T €T'. O Dominio de Dirichlet centrado em p é o conjunto definido por
D,(T) = {z € H*|d(z,p) < d(2,T(p)),VT € T'}.

Em outras palavras, consideramos a érbita I'(p) e escolhemos os pontos z € H?
que estdo mais proximos de p do que qualquer outro ponto da drbita I'(p). Como
d(z,T(p)) = d(T~'(z), p) podemos considerar:

D,(T) = {z € H*|d(z,p) < d(T(2),p),VT € T'}.

Observagao 2.4. Na defini¢ao acima, a existéncia do ponto p € H? tal que T'(p) # p
para toda T' € I' é garantida pois o Lema 2.3 nos garante que o conjunto dos pontos

fixos por algum elemento de I' é discreto.

Exemplo 2.1. SejaI' € PSL(2,R) o grupo ciclico gerado por T'(z) = z+ 1. Temos
entao que
Dy ={z e H?|k < Re(z) < k+1}

¢ dominio fundamental da acao de I'" em HZ.

De fato, temos que I' = {T"(z) = 2z + n|n € Z} e |J T(Dy) C H? Agora, dado
Ter
r € H?, considere z € H? tal que k < Re(z) < k+1ex—2=n € Z. Temos que

r=z4+n="T"z) comk < Re(z) < k+1,logoz € T"(Dy) C U T(Dy). Além
Ter
disso, int(Dy) N T (int(Dy)) # 0 e int(Dy) # O ( ver Figura 2.1).

Antes de demonstrarmos que Dominios de Dirichlet sao dominios fundamentais

vamos considerar a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.11. Sejam p,q € H? pontos distintos. Chamamos de bissetor per-
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Dy, Di+1 Di+2

d
2
ol
&

k k+1 k42 kE+3 kE+4
Figura 2.1: Dominio fundamental do grupo ciclico I' = (T'(z) = z + 1).

pendicular dos pontos p e q ao conjunto

{z € Hld(z,p) = d(z,q)}

Denotando por
Ly(T) = {z € H* | d(z,p) = d(2,T(p))}
o bissetor perpendicular de p e T'(p). Temos que este é a fronteira topoldgica de
Hy(T) = {z € H* | d(z,p) < d(=,T(p))}.
E imediato constatarmos que

D,(') = ﬂ H,(T).

Id£Ter

Exemplo 2.2. Seja I' o grupo gerado ciclico gerado por T(z) = z + 1. Como T é
parabdlico, I' nao possui pontos fixos e podemos considerar p € H? qualquer. Temos

entao que

A) = {2 € B | Re(s) - Relp)] < 3
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¢ dominio de Dirichlet de I'. De fato, constatamos imediatamente que

H(T) = {= € B | Re(e) - Relp) < 3

|

HP(T_I) = {z € H? | Re(z) — Re(p) >

N —

de modo que

D, c A,(T)

Mas dado z € H? com —1 < Re(z) — Re(p) < 3, temos que Re(T™(z)) = Re(z) +n,
logo para |n| > 1,

IRe(T"(2)) — Re(p)| > 5(In] ~1) > . Vol > 1,

ou seja, se z for ponto interior de A,(I"), T™(z) nao o serd, a menos que 1" = Id,

de modo que D,(T") = A,(T).

O préximo resultado garante que Dominios de Dirichlet sao dominios fundamen-

tais.

Teorema 2.4. Seja I' grupo fuchsiano e D,(I') dominio de Dirichlet centrado em

p. Entao D,(I') é dominio fundamental da acao de I'.

Demonstragdo. Dado z € H?, a 6rbita I'(z) é discreta, entao, existe (ndo necessa-
riamente nico) zo € I'(z) mais proximo de p. Temos que d(zp,p) < d(T(zp),p)
para todo T" € I, logo, 2y € D,(I') e obtemos que o dominio de Dirichlet contém ao
menos um representante de cada 6rbita. O dominio D,(I") possui interior néo vazio.
De fato, seja € = minrer{d(p,T(p))}. Entdo a bola Be(p) C D,(I'). Mostraremos
agora que dois pontos interiores de D,(I') ndo podem pertencer a mesma Orbita.
Se d(z,p) = d(T(z),p) para algum Id # T € T entao d(z,p) = d(z,T'(p)), de
modo que z € L,(T~1). Temos entdo que, caso pertenca a D,(T"), z pertence a sua
fronteira, nao sendo portanto ponto interior.

]

Corolario 2.1. Todo dominio de Dirichlet de um grupo fuchsiano é geodesicamente

convexo, ou seja, dados z1, z2 € D,(I"), o segmento geodésico zZ1z5 C D,(I).

Provaremos a seguir alguns resultados que mostram como um dominio de Diri-
chlet pode ser 1til na compreensao da estrutura de grupos. O primeiro resultado

nos diz que todo subconjunto compacto do plano hiperbdlico H? intercepta apenas
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um nimero finito de imagens 7'(D,(I")), onde T € T..

Teorema 2.5. Seja I' grupo fuchsiano e D = D,(I') dominio de Dirichlet. Entao o
ladrilhamento {T'(D)|T € I'} é localmente finito.

Demonstragdo. Sejam q € H?, K vizinhanga compacta de g e r = sup, . {d(p, 2)}.
Como K é compacto temos que r < oo. Suponhamos que exista uma sequéncia
(T,,)22; de elementos distintos de T" tal que K NT, (D) # (). Existe entao sequéncia
zp € D tal que w, = T,(z,) € KNT,(D). Mas

d(p, Tn(p))

IN

d(p, wy) + d(wn, Tn(p))
= d(p,wn) + d(zn,p)

d(p, wy) + d(wn, p)
2r.

IN

IN

e como p nao é fixo por qualquer elemento de I', a sequéncia T, (p) é sequéncia de
pontos distintos contidos na bola fechada de centro p e raio 2r, contradizendo a

hipétese de as dérbitas de I' serem discretas.

]

Temos a seguinte consequeéncia:
Corolério 2.2. Dado z € 9(D,(I')), existe Id # T € I tal que T'(z) € 9(D,(I)).

Demonstragao. De fato, como o ladrilhamento {T'(D,(I')),T € I'} ¢ localmente
finito, dado 2z € H? existe uma bola B.(z) e elementos T}, ..., T,, € T distintos tais
que

2 € Ti(Dp(1)) N N T (Dy(T))
B.(2) € Ti(Dy(I)) U U T, (D, ().

A segunda condicao acima nos garante que a sequéncia 711, ..., T, é maximal satis-
fazendo a primeira condicao, ou seja, se T'(D,(I")) N Bc(z) # 0 entdo T = T} para
algum j € {1,...,n}. Mas para z € 9(D,(I")), tomamos T} = Id e temos entao que
n > 2, pois do contrario terfamos z € B.(z) € D,(I'), contradizendo a hipdtese de z
ser ponto da fronteira de D, (T").

O

Definigao 2.12. Seja P um poligono convexo de H?. Dizemos que P é um poligono
fundamental de um grupo fuchsiano I' quando P é um dominio fundamental lo-

calmente finito de T.
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A fronteira de um Dominio de Dirichlet é formada pela uniao de geodésicas,
raios geodésicos ou segmentos geodésicos. A cada uma destas geodésicas (raios ou
segmentos) chamaremos de aresta ordindria. Diremos que um ponto da fronteira
de um dominio de Dirichlet é um vértice ordinério se este for a intersecao de duas
arestas ordindrias distintas de D,(I"). O préximo resultado garante que cada aresta
de um dominio de Dirichlet estd contida na imagem de T'(D,(I')) para alguma 7" € T’

e que um vértice ordinario é também imagem de duas transformacoes distintas de

.

Teorema 2.6. 1. Seja A aresta de D,(I'). Entdo existe Id # T € T tal que
A€ D,(T) N T(D,(T)).

2. Seja V vértice de D,(I'). Entao V é vértice ordindrio se, e somente se, exis-
tem elementos distintos Id # 11,7, € I tais que V = D,(I') N T1(D,(I')) N
T5(Dy ().

Demonstracao. 1. Seja z € A um ponto que nao é vértice. Conforme vimos no
coroldrio, existe T~ € T tal que w = T~!(z) € 9(D,(T')). Temos entao que
A C D) NT(D,(T)).

2. Consideremos V' vértice de D,(I"). Sejam A; e A, arestas de D,(I") tais que
V = AN A, Sejam T; e Ty como acima tais que A; = D,(I')NT;(D,(I)),i =
1,2. Temos entao que V = D,(I')NT1(D,(I")) NT(D,(I')). Além disto, temos
que T = T5 se e somente se V' for ponto interior de aresta ordinaria, ou seja,
se e somente se V for vértice singular.

]

Dois pontos de H? sao ditos congruentes se pertencerem a mesma I'-érbita. Esta
¢ uma relacao de equivaléncia e é claro, a partir da definicao de dominio fundamental,
que dois pontos congruentes de um dominio fundamental devem estar contidos em
sua fronteira. A restricao da relacao de congruéncia tanto ao conjunto dos vértices
como ao conjunto das arestas de um dominio de Dirichlet também define uma relagao

de equivaléncia. Comecemos estudando as classes de equivaléncia de arestas de
D, ().

Teorema 2.7. Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Dirichlet

D,(I') contém exatamente dois elementos.

Demonstracao. Seja I' tal que A C D,(I') UT(D,(I")), conforme constatamos no
teorema precedente. Temos entdo que T71(A) é aresta de D,(I'), logo existe ao

menos uma aresta equivalente a A e distinta desta.
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Dado A; na classe de equivaléncia de A, temos que existe T; € I' tal que

A_T,(4) C Ti(D,(T) N T(D,(D))).
Logo, se tivermos A;eAs na mesma classe de equivaléncia de A teremos que

= Dy(I) N Ty T(Dy(I) N T, T(Dy(I)).

A C D,(I)NTT(D,(T)) N D(T) Ty ' T(Dy(T))

Mas, se Ty = T5 o teorema precedente nos garante que A é um vértice de D,(I").
Logo Ty = T5 e temos que a classe de equivaléncia de uma aresta possui no maximo
dois elementos.

m

Desta forma, se D,(I") possui um ntimero finito de arestas, este é necessariamente
um numero par. Veremos no capitulo seguinte que dada uma aresta a existe uma
unica aresta o/ # « e um unico elemento 7' € T" tal que T'(a)) = . Dizemos neste
caso que {a, '} é um par de arestas congruentes e que 7' relaciona o par, ou entao
que T emparelha as arestas. Veremos também que se T relaciona o par {«, o'},

entao T~ também o relaciona.
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Capitulo 3
Emparelhamento de Arestas

Neste capitulo veremos a definicdo de emparelhamento de arestas. Ao empa-
relharmos as arestas obtemos ciclos de vértices, que sao os vértices equivalentes.
Dizemos que o vértice v; é equivalente ao vértice v, se existir uma isometria de
emparelhamento I" tal que v(ve) = v1. Demonstraremos o Teorema de Poincaré, que
nos da algumas condigoes que o emparelhamento deve obedecer para que o grupo I'
gerado pelas isometrias de emparelhamento de um poligono P seja um grupo dis-
creto de Tsom(H?) e o P seja dominio fundamental de I'. Se a agdo de I' em H?
for propriamente descontinua entao I' é um grupo fuchsiano e é gerado pelo con-
junto das isometrias de emparelhamento de arestas de um poligono. Veremos que
um grupo fuchsiano I' é finitamente gerado se, e s6 s,e qualquer dominio poligonal
convexo de vy possuir finitas arestas.

No préoximo capitulo veremos que em algumas condicoes o espaco das érbitas de
H%Q ¢ uma superficie, estudaremos neste capitulo condicoes que garantem a compa-
cidade do quociente H%Q. As principais referéncias para este capitulo sao: [2], [5],

[9].

3.1 Geradores de um Grupo Fuchsiano

Seja P um poligono hiperbédlico e A o conjunto de arestas de P. A seguir

definimos um emparelhamento de arestas para o poligono hiperbélico.

Definicao 3.1. Um emparelhamento de arestas para o poligono hiperbdlico P

¢ um conjunto p = {7T,| a € A} de isometrias que, para toda aresta o € A:

1. Existe uma aresta o’ € A; com T'(a) = /.
2. As isometrias T, e T, satisfazem a relagao (T,) ' = T.;

3. Se « for aresta de P, entao o = P N (T,) ' (P).
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Ao emparelhar as arestas de um poligono obtemos os ciclos de vértices:

Definicao 3.2. Seja I' um grupo fuchsiano e D = D,(I') um dominio de Dirichlet
de I'. Definimos um ciclo de vértices como sendo uma classe de equivaléncia de

vértices congruentes, ou seja, como sendo um conjunto da forma
{T(2) | T €T, zeT(z) sao vértices de D,(I")}.

Notemos que sendo o ladrilhamento {T'(D,(I'))|T" € I'} localmente finito (Teo-
rema 2.5) temos que os ciclos sao finitos.
O préximo resultado nos diz quem sao os geradores de um grupo fuchsiano ao

emparelharmos as arestas de um poligono hiperbdlico.

Teorema 3.1. Seja D = D,(I') dominio de Dirichlet de I'. Considere o conjunto
{T;]i € I} de elementos de I' que relacionam arestas distintas de D. Entao, {T;|i € I}

é um conjunto de geradores de I'.

Demonstragao. Seja A = (T;), o conjunto gerado pelos elementos de I' que relacio-

nam arestas de D e definamos:

X=Jsw).y= J s
SeA Ser/A

E evidente que X UY = H2 e X # 0 pois D é um dominio de Dirichlet, logo, um
dominio fundamental. Sendo H? conexo, se demonstrarmos que X e Y sao fechados,
teremos que X NY = ) é equivalente a termos Y = (), ou seja, a termos A =T.

Seja entao Z = J,c; Si(D), uniao qualquer de imagens de D por elementos de I’
e consideremos sequéncia {z,}°°; de elementos de Z, convergindo para algum ponto
2p. Como D é dominio fundamental, existe 7" € I' tal que zy € T'(D). Mas como o
ladrilhamento por D ¢é localmente finito, em particular existe vizinhanca de zy que
intercepta apenas um numero finito de elementos da familia {S;(D)|i € I}. Logo,
algum destes elementos, digamos Sy (D) contém uma subsequéncia de z, convergindo
para zp. Mas Si(D) é fechado, e obtemos que zy € Si(D) C Z. Como tomamos
Z uniao arbitraria de ladrilhos, temos que em particular X e Y sao fechados e
consequentemente A =T se, e somente se, X NY # ().

Consideremos entao T' € A e Sy € I tais que T'(D) e Si(D) tenham uma aresta
em comum. Teremos que T71S;(D) tem aresta em comum com D, de modo que
T-'S1(D) = T;(D) para algum T} gerador de A. Mas como S; = TTj, temos que
S1 € A, pois ambos T e T; pertence a A. Suponhamos entao que para Sy € I,
tenhamos que T'(D) e Sy(D) tenham um vértice em comum. Entdao T7'S5(D) tem
um vértice, digamos v; = T~ 15(v), em comum com D. Mas o ladrilhamento

{S(D)| S € T'} é localmente finito, logo existe apenas um numero finito de arestas
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que tem v; como vértice e temos que D e T1S5(D) podem ser conectadas por
uma sequéncia finita de ladrilhos, cada um possuindo uma aresta em comum com
o anterior. Logo, aplicando o raciocinio feito anteriormente para este nimero finito
de ladrilhos obtemos que S, € I'.

Obtemos assim que apenas as imagens de D por A podem interceptar X. Em ou-
tras palavras, X NY = (). Mas conforme mencionamos anteriormente, a conexidade

de H? garante que termos I' = A é equivalente a termos X NY = (), ou seja,

X=Jsm) =m
SeA
e consequentemente A = (T;) =T
[l

Observagao 3.1. A um dominio de Dirichlet D = D,(I") de um grupo fuchsiano
podemos associar um grafo Gr(T') que pode ser imerso em H?. Os vértices do grafo
serdo os pontos da 6rbita I'(p). Observemos que como p nao é fixo por qualquer
elemento de I', temos uma relacao bijetora entre os elementos de I' e os vértices de
Gr(I'). Dados dois vértices T'(p) e S(p), estes serao ligados por uma aresta se, e
somente se, os ladrilhos T'(D) e S(D) tiverem uma aresta em comum, o que equivale
a dizer que D e T71S(D) tem uma aresta A em comum. Mas A é uma aresta em
comum a D e T715(D) se, e somente se, existe transformacao de emparelhamento
Ta tal que T4(D) = T1S(D), ou seja, Ty = T'S. Resumindo, dois vértices
T(p) e S(p) sdo unidos por uma aresta se, e somente se, TS for transformagao
de parelhamento. Obtemos com isto um grafo, conhecido como grafo de Coxeter da

apresentacao de I' definida pelas transformacoes de emparelhamento.

3.2 O Teorema de Poincaré

Uma questao que surge de maneira natural é estabelecer condigoes para poder-
mos determinar um grupo discreto de isometrias (grupos fuchsianos) a partir de um
dominio dado. Considere entdo D um dominio poligonal fechado (com interior nao
vazio) em H?, ou seja, estamos supondo que (D) = D\ D° seja uniao de geodésicas
(ou segmentos ou raios) chamados de arestas de D. Consideremos A = {a; « é aresta
de D} o conjunto das arestas e suponhamos que exista um emparelhamento de ares-
tas. Se denotarmos por I' o grupo gerado pelas isometrias 7T, buscamos condicoes
sobre D que possam garantir ser I' um grupo discreto com dominio fundamental D.
Podemos encontrar condigoes adequadas em uma situagao bem mais genérica:

Seja X espago métrico, P = P° U J(P) C X um poligono convexo com interior

nao vazio e conjunto A de arestas emparelhadas por isometrias de X, de modo que
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To(a) =a e T,y = (T,)"'. Denotemos por I' o grupo de isometrias de X gerado
por {T,|a € A}. Seja o conjunto I' x P = {(T,z)|T' € ' e z € P}

E considere sobre I' x P a relacao ~ definida por
(T,x) ~(S,y) <= [T'=Secx=yloux€ay=Ty(zr)eT =5T,]
1. A relagdo ~ é reflexiva: (T,z) ~ (T,z)pois T =T ex =z

2. Também temos que ~ é simétrica: (7,z) ~ (S,y) entdao T'= S e x = y ou
sex € a,y = Ty(x) e T = ST, que podemos escrever: S =T e y = x ou se
yeETa)=a =T ' =T\ (/) e S=TT ' =Ty,

3. Mas nao ¢ transitiva. Suponhamos que seja, e consideremos (7', z), (S, y),
(R, z) € I'xP de modo que T, S, R seja dois a dois disjuntos e x, y, z dois a dois
distintos. Suponhamos que (T, x) ~ (S,y) ~ (R, z), como estamos supondo ~
transitiva deveriamos ter (T, z) ~ (R, z). Assim, terfamos T'= R e x = z um
absurdo ou terfamos = € o, T, (z) = z e T = ST,. Mas como (T, z) ~ (S,y)
temos, se € o, T,(x) =y e T = ST,. Dal terlfamos y = T,,(z) = z, ou seja,

y=zeST,=T = RT,, isto ¢ S = R que também ¢é um absurdo.
Para torna-la transitiva, e portanto uma relacao de equivaléncia, estenderemos
a definicao de ~ considerando:
(T, x) = (S, y)

se, e somente se, existir uma sequéncia finita de elementos em I' x Pg,_4 satisfazendo
(T,z) = (Th,x1) ~ oo ~ (T, ) = (S, 9).

De fato, sejam (T, z),(S,y),(R,z) € T x P. Assim, se (T,x) * (S,y) entdo, existe

uma sequeéncia finita (7}, x;), com j = 1,...,n tal que
(T,z) = (Th,x1) ~ cc. ~ (T, ) = (S, 9).

E se (S,y) * (R, z) entao, existe uma sequéncia finita (T}, zx) com k = 1,...,m tal
que
(87 y) = (51,1'1) ~oe Y (S’maym) = (R, Z)

Logo,

(T,x) = (Th,x1) ~ oc. ~ (T, ) = (S, y) = (S1,21) ~ oo ~ (Sp, Ym) = (R, 2)

Portanto, (7', z) * (R, z). A simetria e reflexdo em * é herdada por ~. Assim, * é

uma relacao de equivaléncia.
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Denotaremos por [T, x] a classe de equivaléncia determinada por (T,z) e X* o
conjunto das classes de equivaléncia.
Consideremos as aplicagoes:
U:I'x P — X* dada por V(T,z) = [T, z].
¢ :I'x P — X dada por ®(T,z) = T(z).
Q: X* - X dada por Q[T z]) = T(x).
A aplicacao ) estd bem definida, de fato, se [T, x] = [S,y], entao T = Sexz =y

ouzx € a,y="T,(x)eT = ST,. Em ambos os casos, temos

Q[T z]) = T(x) = STalx) = S(y) = QA[S, y]).

O diagrama abaixo é comutativo, pois Qo (T, z) = Q([T,z]) = T(z) = ®(T, )

FXPLX*

N

Devemos notar que estamos considerando em I' uma topologia discreta, em I' x

P a topologia produto e em X* a topologia quociente.
Lema 3.1. As aplicagoes @, 2, ¥ dadas acima sao continuas.

Demonstracao. Note que ¥ é uma aplicacao continua e aberta pela forma que a
definimos e por ela induzir a topologia quociente de X*.

Mostraremos que ® é continua. Para isso considere A C X aberto, temos que

o1 (A) = [JUTY x (171 (A4) nint(P))),

Ter
como a topologia em I" é a topologia discreta, {T'} ¢ aberto. Logo {T'} x (T7'(A)N
int’P) é aberto em I' x P e portanto ¢~ (A) = Urer({T} x (T7H(A) Nint(P))) é
aberto, ou seja, ® é continua. Agora, como ® = W o) = &1 = Q1o U~! entao
O A) =0 HQ(A) e U(DPHA) = Q7 (A) e como U é aberta e ® é continua,

segue () é continua. O

Proposicao 3.1. Sejam X , X* | P, I' e ) como acima. Entao,

U7 =

Tel

se () for sobrejetora, e para T', S € I' distintos

T(intP) () S(intP) = 0
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se (1 for injetora.

Demonstra¢ao. Como o diagrama visto acima comuta,temos que T'(P) = &(T,P) =

Q(U(T,P)) = QT,P]), dessa forma temos que

U T =J (..

Tell Tell

Supondo (2sobrejetora e sabendo que ela é continua,temos

U a@ey= U a«rrh=a | .P)=0x") =X

Ser A Ser A Ser A
demonstrando a primeira igualdade da proposicao. Agora, supondo 2 injetiva, temos

que

T(intP) () S(intP) = Q([T,intP]) (S, intP))
= Q([T,intP)) ()([S, intP))
= Q(0)
= 0

Isto demonstra a segunda igualdade da proposicao.

]

A proposicao acima nos fornece uma situagao semelhante a existéncia de um
dominio fundamental, ou seja, se I' for um grupo fuchsiano, a proposi¢ao nos garante
que P é um dominio fundamental, desde que () seja bijetora.

Para que 2 seja sobrejetora, devemos garantir para pontos na fronteira de P
que alguma vizinhanca seja coberta por imagens de P e que esta cobertura seja
consistente com a relacao *. Se x for ponto interior de alguma aresta « de P,
podemos constatar que a classe de equivaléncia [Id, z] contém apenas os elementos
(Id,z) e (To) ', Tu(x)) e que PN (T,) (P) contém uma vizinhanca de z. se z for
vértice de P deveremos expressar essa situacao com a condicao:

Condicao C): Dado um vértice x € P, consideremos a classe de equivaléncia
[Id,z] = {(T\,z1), ..., (T, x,) }. Entdo, a familia T;(intP) ¢ uma familia de conjun-
tos dois a dois disjuntos, para € > 0 suficientemente pequeno B(z,€) C U?:ll T;(P)
e Tj11 =T, 01T,, onde a é aresta de P.

No caso em que temos X = H? R?,S?, onde a nocao de angulo é bem definida,
a condicao acima pode ser substituida pela condicao:

Condicao C§ Dado um vértice V' de P, sejam V = Vi, ..., V. os vértices de P

tais que T;(V;) = V, para algum T; € T e sejam 6, ..., 6, os angulos internos nos
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respectivos vértices. Entao, se denotarmos por m a ordem de I'y , 61 + ...+ 0, = %’r

Proposicao 3.2. Se P satisfazer a Condicao Cf, entao X* serd um espago de

Hausdorff conexo e 2 : X* — X um homeomorfismo local.

Estamos interessados em tornar a aplicagao €2 : X* — X uma aplicacao de
recobrimento. Feito isto, se considerarmos o caso em que X = H? R? ou S?, todos
simplesmente conexos, sendo X* conexo, obteremos que «, além de sobrejetora,
também serd injetora, e entdo, pelo Lema 3.1 temos que o par (I',P) é tal que
Urer T(P) = H? e T(intP) (intP # O = T = Id. Nessas condigdes temos I' um
grupo Fuchsiano e P um dominio fundamental de T'.

O motivo pela qual €2 possa deixar de ser aplicacao de recobrimento esta no fato
de as constantes €, determinadas na demonstracao da Proposicao 3.2 nao serem
necessariamente limitadas inferiormente. Para garantir que €2 seja uma aplicagao de
recobrimento exigimos a seguinte condigao:

Condigao Cs: A constante € > 0 da Condigao (' pode ser escolhida indepen-
dentemente do ponto z.

Esta condicao é satisfeita se o poligono P tiver um ntumero finito de arestas e
vértices, bastando tomar € como o minimo do comprimento das arestas de P.

Através deste estudo temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2 (Teorema de Poincaré). Seja P um poligono hiperbdlico com um
emparelhamento p satisfazendo as condicoes C} e Cy. Entao o grupo I' gerado pelas
isometrias de emparelhamento é um grupo discreto de Isom(H?) e P um dominio

fundamental de T.

3.3 Grupos Geometricamente Finitos

Conforme visto no Teorema 3.1, um grupo fuchsiano que possua um dominio de
Dirichlet com nimero finito de arestas é finitamente gerado. Estamos interessados
em entender melhor a relagao entre grupos finitamente gerados e grupos geome-
tricamente finitos. Veremos que qualquer dominio poligonal convexo de um grupo

fuchsiano I' possui finitas arestas se, e somente se, [' é finitamente gerado.

Definicao 3.3. Um grupo fuchsiano I é dito geometricamente finito se existir algum

dominio fundamental poligonal convexo com niimero finito de arestas.

O proximo teorema nos da a relagao entre grupos finitamente gerados e grupos

geometricamente finitos.
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Teorema 3.3. Seja I' um grupo fuchsiano nao elementar. Entao, as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:

1. T" é geometricamente finito, isto é, I' possui poligono fundamental convexo com

finitas arestas.

2. T’ é finitamente gerado.

Observacao 3.2. E possivel tornar o Teorema 3.3 mais forte, substituindo o item
1 pela seguinte afirmacao:

1”. Qualquer dominio poligonal convexo de I' possui finitas arestas.

3.4 Grupos Fuchsianos Co-Compactos

Veremos nesta subsegao condigoes para que o quociente H? /T seja compacto. Seja
I um grupo fuchsiano de PSL(2,R) agindo de maneira propriamente descontinua
sobre H?. Dados z,w € H?, definimos

z~w << existe T €' tal que w =T(2).

Temos que ~ é uma relacdo de equivaléncia sobre H?. Onde as classes de equi-

valéncia

[2] = {w € B*|w ~ 2z} = {T(2)|T €T}
é a ¢rbita I'(z) de z. Assim, obtemos a parti¢ao de H? = |J, . I'(2).

Neste caso, o espaco das érbitas

H2  H?
T ~

é um espaco topoldgico com a topologia induzida pela projecao

={I(2)| = € H*}

H2
T H2 —» —.
r
Definicao 3.4. Um grupo fuchsiano I' é dito co-compacto se o espago quociente

H?/T for compacto.

Observagao 3.3. Se I' possuir dominio fundamental compacto D, como a restri¢ao
de P a D é sobrejetora, entao I' é compacto. A reciproca também é vélida, como

Veremos a seguir.

Teorema 3.4. Seja I' um grupo fuchsiano e suponha que I' possua dominio funda-

mental convexo nao compacto. Entao H?/T' nao é compacto.
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Demonstracao. Seja D dominio fundamental convexo nao compacto. Como D é
fechado e ndao compacto, existe sequéncia ilimitada (z,),—1 de pontos de D. Sem
perda de generalidade podemos assumir que z, converge para um ponto a € OH?.
Dado p ponto interior de D, a sequéncia dos segmentos geodésicos ligando p a
z, converge para um raio vy geodésico ligando p a a. Mas como D é convexo e
p ponto interior, temos que 7 estd contido no interior de D. Logo, se tomarmos
uma cobertura de v que nao possua subcobertura finita por abertos suficientemente
pequenos, estes se projetarao homeomorficamente sobre sua imagem, e obteremos
uma cobertura por abertos para H? /T’ que nao admite subcobertura finita e portanto
H?/T nao é compacto.

O]

Como consequéncia temos o seguinte resultado:

Corolario 3.1. Um grupo Fuchsiano I' é co-compacto se, e somente se, todo dominio

de Dirichlet de I' for compacto.

O seguinte resultado nos da uma relacao entre co-compacidade e a inexisténcia

de elementos parabdlicos.

Teorema 3.5. Seja I' um grupo Fuchsiano co-compacto. Entao I" nao possui ele-

mentos parabdlicos.

O proximo resultado tem como consequéncia uma informagao muito interessante,
que nos diz que se um grupo Fuchsiano nao possui elementos parabdlicos, entao ele

é co-compacto.

Teorema 3.6. Scja I' um grupo Fuchsiano e D = D,(I") dominio de Dirichlet nao
compacto mas com area finita. Entao:

(i) Cada ponto € € 9,,D é ponto fixo de algum elemento parabdlico T € T’

(ii) Se n € O, H? é ponto fixo por algum elemento parabélico de T, existe S € T
tal que S(n) € 0xD.

Corolario 3.2. Um grupo Fuchsiano I' é co-compacto se, e somente se, nao possuir

elementos parabdlicos e u(H?/T') < oo

Demonstragdo. Se T' for co-compacto entao obviamente p(H?/T') < oo e pelo teo-
rema 3.5, I nao possui elementos parabdlicos. Agora o teoremad.6 nos garante que
se u(H?/T') < oo e I' nao possuir elementos parabdlicos, entdao qualquer dominio de
Dirichlet D de I' nao possuira pontos ideais. Mas sendo D convexo, temos que D é

limitado e assim sendo, o corolario 3.1 nos garante que I' é co-compacto. O
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3.5 A Assinatura de um Grupo Fuchsiano

O principal resultado dessa secao é que toda superficie compacta de género g > 2
pode ser modelada pelo plano hiperbdlico, isso quer dizer que para todo inteiro g > 1
existe um grupo discreto de isometrias (grupo fuchsiano) agindo no plano hiperbélico
H? tal que o conjunto das érbitas ]H%Q de I'" é uma superficie. Para mais informagoes
indicamos [5] e [9].

Seja I' um grupo fuchsiano co-compacto. Vimos pelo Corolario 3.1 que todo
dominio de Dirichlet de I" é compacto e sabemos portanto (Teorema 3.3) que I’
é geometricamente finito, ou seja, qualquer poligono fundamental de I possui um
numero finito de arestas. Ao emparelharmos as arestas deste poligono por isometrias
hiperbdlicas, nao teremos pontos fixos ordindarios e o grupo I' serd co-compacto.
Vimos (Teorema 3.1) que essas isometrias de emparelhamento de arestas sdo os
geradores do grupo fuchsiano I', através dela, veremos aqui uma representacao para
um grupo fuchsiano hiperbdlico, ou seja, seus elementos sao isometrias hiperbélicas,
cuja superficie dada pelo quociente H%Q tenha género g.

Os estabilizadores dos vértices sao conjugados, ou seja, se T'(v;) = v; entao
r, =7 *1FUJ.T, como vimos na Observacao 2.3, de modo que os estabilizadores em
I' de qualquer um dos vértices de um ciclo tém sempre a mesma ordem.

Podemos entao falar da ordem de um ciclo. Considere D dominio de Dirichlet de
I'. Sejam my, ..., m, as ordens dos distintos ciclos elipticos de D. Notemos que pela
definicao de dominio fundamental os pontos fixos de elementos elipticos devem estar
contidos na fronteira de qualquer dominio fundamental, de modo que cada ciclo é
representado na fronteira de qualquer dominio fundamental. Temos entao que os
nimeros my, ..., m, nao dependem de D mas apenas de I'.

Se I' nao possuir elementos elipticos, entao T' nao possui pontos fixos ordinarios,
para toda 7' € ' e assim a acao de I' em H? ¢ livre, isto é, a tnica isometria
que fixa elementos do plano hiperbdlico é a identidade. Como I'" é um grupo fu-
chsiano (subgrupo discreto de PSL(2,R)), entdo sua acao em H? é propriamente
descontinua (Teorema 2.3) e portanto a projecao P : H? — H?/T" é uma aplicagio
de recobrimento (Teorema 6.4 ).

Temos entao que D/T" é superficie compacta (Teorema 3.1), orientével (pois o
quociente foi feito por isometrias que preservam orientagao), de género g (veremos
mais a frente), com r pontos p1, ..., p, diferenciados, a imagem dos r distintos ciclos
elipticos de T'. Além disto, I age como grupo de isometrias de D/T") e cada um dos
i € fixo por npmy, elementos distintos de I', onde ny é o numero de pontos distintos

de D contidos no mesmo ciclo.

Definicao 3.5. Nas condicoes acima, chamamos de assinatura de I' ao conjunto

ordenado de inteiros (g; myq, ..., m,). Caso o grupo fuchsiano I ndo possua elementos
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elipticos, sua assinatura é (g;0, ...,0), ou simplesmente, (g; —).

O proximo resultado nos garante uma férmula explicita para calcular a area de
uma superficie compacta proveniente de um grupo fuchsiano através da assinatura

do mesmo.

Teorema 3.7. Seja I' grupo fuchsiano co-compacto e (g; my, ..., m,) sua assinatura.

Entao
W2 T) =27 [(29—2)+Z (1 - m%)] .

k=1

Vale a reciproca deste teorema, como veremos a seguir:

Teorema 3.8. Dados inteiros g > 0,7 > 0,m; > 2(1 < k < r), tais que

(29—2>+i(1—mik) >0, (3.1)

existe grupo fuchsiano co-compacto com assinatura (g; my, ..., m;).

Como o0 nosso interesse estd somente nos grupos fuchsianos I' cujas isometrias
sao hiperbdlicas, faremos a demonstracao de um caso particular deste teorema, o
caso em que o grupo I' nao fixa elemento algum do plano hiperbélico H? e portanto
nao contenha elementos elipticos. Neste caso, r = 0 e para que a inequacao seja
satisfeita devemos considerar g > 2. O préximo resultado nos diz que toda superficie

pode ser modelada no plano hiperbélico H?.

Corolério 3.3. Para todo inteiro ¢ > 1 existe um grupo fuchsiano agindo em H?

. H2 . ;. A~
sem pontos fixos tais que 5= ¢ uma superficie de género g.

Demonstragao. Vamos usar o modelo do disco unitdrio D? da geometria hiperbdlica.

Para o centro de D? desenhe (4¢) raios com angulos iguais, ou seja, cada angulo entre
2
4g°
que a distancia euclidiana deles até o centro seja t. Vamos juntar esses sucessivos

dois raios tem medida Seja 0 < t < 1 e escolha pontos sobre esses raios tais
pontos por geodésicas e obtermos um poligono hiperbdlico regular M (t) de 4¢ lados.
Chamaremos esses lados de oy, 81, a7, Bi, ..., oy, B, i, By e orientar como indica a
Figura 3.5. Set — 0, u(M(t)) — 0. Se t — 1, esse poligono pode ser visto como
uniao de 4g triangulos, cada um com angulos internos medindo i—’gr, 0,0. Utilizando
o Teorema de Gauss-Bonnet, obtemos que a drea de cada um destes triangulos é

2 : .
= g disto temos que:
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lim u(M(0) = 3 (r— ) 32)
= 4g(m — i—g)
= 27m(29—1)
> 2m(2g — 2)

B

Us
V4
as
V.
e [y U3 c

Figura 3.1: Construcao de um poligono fundamental para um grupo fuchsiano I'.

Qg
) 5
vg

Pela continuidade de pu(M(t)) e compacidade de M (t), existe 0 <ty < 1 tal que
a area hiperbdlica de M (Ty) = 27(2g — 2). Por construcao, «; e o/ possui o mesmo
comprimento que 3; e 6;-. Como o grupo de Mdbius age de maneira transitiva
em D? (Teorema 1.6), existem isometrias hiperbélicas que preservam orientacao,

A;,Bj,i,7 =1,...g tais que

Ai(e;) = o e Bj(B)) = B;.

Agora, vamos calcular as classes de equivaléncia de vértices, ou seja, os ciclos
de vértices. Comecaremos chamando o vértice inicial de 3, de v;. Ele é congruente

(via B ') ao inicio de ), que chamaremos de v, e que também o final de . Este ¢



29

congruente (via A;') ao final de o, que vamos chamar de v3. O vértice vs é também
, /7 .

o final de 3; que é congruente (via B,) ao final de 3, que chamaremos de v,. O

vértice vy é também o inicio de o, que é congruente (via A,) ao inicio de «, e este ¢

por sua vez o inicio de 3,_;. Continuando esse processo, vemos que todos os vértices

do poligono M (ty) pertence ao mesmo ciclo de vértice. Disto concluimos que

BlAlAl_lBl_l cee AngAngg_l(U1> = V1.

Chamaremos de X a soma dos angulos internos do poligono M (¢y). Como a édrea

de M(ty) é 2m(2g — 2) pela férmula de Gauss-Bonnet temos que

w(M(ty)) = (n—2)mr — X = X(4g — 2)m — (27(29 — 2)) = ¥ = 27.

Seja I' o grupo gerado por {4;, B;|i,j = 1,...,9} Como as isometrias sdo hi-
perbolicas, entao sao livres, assim a ordem do estabilizador I'y, de qualquer vértice
V é 1. portanto a condicao C é satisfeita e como o poligono possui um nimero
finito de arestas, a condicao Cs é satisfeita, pelo teorema de Poincaré o grupo I'
é um grupo discreto de I'som(H?) e M(ty) é um poligono fundamental para T'. A
érbita de cada ponto de D? é um conjunto discreto e portanto a acao de I' em H? é
propriamente descontinua e I' é um grupo fuchsiano.

Como I ¢ finitamente gerado, entao qualquer poligono convexo fundamental de I"

possui finitas arestas. Sendo assim, todo poligono fundamental de I' é co-compacto,

. 2, , .
ou seja, H% é uma superficie compacta.
. 2, L
O espaco quociente H% é decomposto em 1 vértice, 2g arestas e 1 face, pela

identidade de Euler, o género h de ]H%Q satisfaz:

2-2h=1-2g+1=h=g

Concluimos que a assinatura de I' ¢ (g; —).

Temos algumas consequéncias deste resultado, como veremos a seguir.
Corolario 3.4. Seja I' grupo fuchsiano com assinatura (g;my, ..., m,). Entao
_ | o
<A1,Bl, oy Ag, Bgy AiB1AT By - AgBJA B = Id>
é uma presentacao de I'.

Demonstracao. Segue da demonstracao do coroldrio que este conjunto é conjunto
de geradores. A relagao é exatamente o elemento de I' que mantém cada o ciclo

U1, ..., V4g INvariante. L]
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Capitulo 4
Grafos Imersos em Superficies

Vimos que as isometrias do plano hiperbélico H? que emparelham um poligono
hiperbélico P geram um grupo fuchsiano I' quando estas satisfazem as condigoes do
Teorema de Poincaré, e ainda, P é um dominio fundamental para o grupo fuchsiano
I'. Veremos nesta secao que, se essas isometrias satisfazem algumas condigoes o
espaco das orbitas dado pelo quociente H%Q ¢ uma superficie. Pode se pensar nessa
superficie como sendo obtida pela colagem das arestas equivalentes do poligono
fundamental P. As arestas deste poligono, apds a identificacao das arestas pelas
isometrias de I' podem ser vistas na superficie como arestas de um grafo e as in-
tersegoes das arestas dos poligonos, ou seja, os vértices congruentes, podem ser vistos
como um vértice no grafo, formando assim um grafo conexo G. Faremos uma breve
exposicao dos conceitos de grafos e quando estes podem ser ditos imersos em uma
superficie. E por ultimo definiremos um sistema de rotacao de um grafo, pois é
através dele que obteremos caminhos sobre o grafo. Para maiores detalhes ver [6],
[7], [10], [11],[16], [17] e [18].

4.1 Teoria dos Grafos

Veremos nessa se¢ao defini¢oes e resultados basicos da teoria de grafos necessarios
para o desenvolvimento do nosso trabalho. Definindo uma rotacao para um grafo
G obtemos um caminho no grafo. Se a rotagao é tal que o caminho é fechado, o
grafo é conexo e esta imerso em uma superficie compacta S, cortando S ao longo do
grafo GG obtemos um poligono com um emparelhamento associado a esse caminho
fechado.

Defini¢ao 4.1. Um grafo G é uma tripla que consiste de um conjunto V(G) de
vértices, um conjunto A(G) de arestas e uma relacdo que associa cada aresta a dois

vértices (nao necessariamente distintos) chamados extremos.
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Quando u e v sdo pontos extremos de uma aresta a escrevemos a = uv (ou

a = vu). Além disso, dizemos que u e v sdo adjacentes e sao também vizinhos.

Definicao 4.2. 1. Um lago é uma aresta do tipo a = uu, ou seja, possui vértices

finais iguais.

2. Arestas miultiplas (ou paralelas) sao arestas distintas contendo o mesmo

par de vértices finais.

3. Uma aresta é dita dirigida (ou orientada) se é formada por um par ordenado
(u,v) de vértices distintos, onde o vértice u é a cauda e o vértice v é a cabega
da aresta (u,v) = uv. Os dois vértices sdo os extremos da aresta. Neste caso,

uv # vu.

4. Um grafo é dito ser dirigido (ou orientado) se possui todas as arestas diri-

gidas. Este também é denominado digrafo.

Neste trabalho, utilizaremos caminhos fechados em grafos conexos quadrivalentes
para gerar emparelhamentos de arestas de um poligono hiperbdlico. Considere as

seguintes definigoes.

Definicao 4.3. 1. O grau (ou valéncia) g de um vértice v é o nimero de arestas

(cada lago conta duas vezes) incidentes a ele, ou seja,

g(v) = #{a € A(G)|v é extremo de a}.

2. Um vértice de grau 0 é um vértice isolado.
3. Um grafo G onde cada vértice tem o mesmo grau k é um grafo k-regular.
4. Um grafo 3-regular é chamado trivalente.

5. Um grafo 4-regular é chamado quadrivalente.

Definicao 4.4. Um caminho C' em um grafo é uma sequéncia alternada de vértices

e arestas, iniciando e terminando com vértices, digamos
C = o, a1, V1,0a2,V2,0A3, ", Qp, Uy

onde a; = (v;_1,v;), 0 < i < n. Dizemos que C' é um caminho de vy a v, e neste
caso, vy € v, sao os extremos do caminho C. O comprimento de um caminho é
o numero de arestas (ndo necessariamente distintas) que este possui. Se vy = vy, 0

caminho é dito ser fechado.
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Definicao 4.5. Um grafo G é conexo se, para qualquer par, u e v, de vértices de

GG existe um caminho com extremos u e v. Caso contrario, G é desconexo.
Definigao 4.6. A ordem de um grafo G' é o nimero de vértices de G.

Veremos agora o grupo de permutagao de um grafo GG, conceito necessario para

definir um sistema de rotagao no grafo.

Definicao 4.7. Uma bije¢ao de um conjunto finito sobre ele mesmo é chamada uma
permutacao. Um Grupo de Permutagao ¢é o grupo cujos elementos sao todas as

permutacoes agindo no mesmo conjunto finito, chamado conjunto objeto.
Uma permutacao P particiona o conjunto objeto pela relacao de equivaléncia
T = y se, e somente se, P*(z) =y para algum k € Z.

Definicao 4.8. As classes de equivaléncia sao chamadas de érbitas de X sobre a

acao de P.

Veremos mais adiante o conceito de rotacao em um grafo, esta da origem a um
caminho orientado no grafo. Estamos interessados em caminhos fechados em um
grafo conexo em superficies compactas orientadas. Definiremos agora uma imersao

ou encaixe de um grafo em uma superficie.

Observagao 4.1. Um arco em M é uma imagem homeomorfa de [0, 1]; um arco

aberto é um arco menos seus pontos finais, as imagens de 0 e 1.

Definicao 4.9. Seja G um grafo, com V(G) = {vy,...,v,} ¢ A(G) = {x1,..., 24}
Seja M uma bi-variedade. Uma imersao (ou encaixe) de G em M é um subespago
G(M) de M tal que

q

G(M) = Ju(M)yulJa; (M)

=1 i=

onde
i) v1(M),...,v,(M) s@o pontos distintos de M.
ii) z1(M),...,z,(M) sao arcos abertos disjuntos dois a dois em M.
iii) z;(M)Nu(M)=0,i=1,...,p;j=1,...,q.

iv) se s; = {v;1,v;2} entdo o arco aberto z;(M) tem v;; (M) e vjo(M) como pontos

finais, j =1, ..., 4.
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Em outras palavras, um grafo é dito ser imerso em uma superficie M se pode ser
“desenhado” em M de tal forma que as arestas se intersectam somente nos vértices

comuns.

K4Z K4I A

Figura 4.1: Grafos K, no plano R2.

A Figura 4.1 mostra dois desenhos de K, no plano, mas somente o segundo é

1imersao.

Definigao 4.10. Seja um grafo GG imerso em uma superficie M. As componentes

de M — G s@o chamadas regioes(ou faces) de imersao.

Por exemplo, a imersao de K4 na Figura 4.1 possui quatro regioes.
A préxima definicdo é de suma importancia para o entendimento do préximo

assunto.

Definicao 4.11. Uma regiao de imersao de um grafo G' em uma superficie M ¢é dita
ser uma bi-célula se ¢ homeomorfa ao disco unitario aberto. Se toda regiao de uma

imersao é uma bi-célula, a imersao é dita ser imersao bi-célula.

O préximo teorema, fornece a identidade de Euler, que é um dos resultados mais
importantes de toda teoria topoldgica de grafos. A partir daqui, chamaremos um
k-toro de .S}, .

Teorema 4.1. Seja G um grafo conexo, com um encaixe bi-célula em Sy, com p

vértices, ¢ arestas e r regioes. Entao
p—q+r=2-—2k

Observagao 4.2. O numero 2 — 2k é chamado caracteristica de Euler da superficie
Si. Notagao: X (Sy) =2 — 2k.

Veremos agora o conceito de género de um grafo.

Defini¢ao 4.12. O género, v(G), de um grafo G ¢ o género minimo dentre todas

as superficies na qual G pode ser imerso.

Por exemplo, se v(G) = k,k > 0, entdo G pode ser imerso em Sy, mas nao em

Sh, para h < k. Além disso, G pode ser imerso em S,,, para todo m > k, basta
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adicionar m — k alcas a imersao de G em S;. E claro que todo grafo G possui um
género. Se (G possui ¢ arestas, entao coloque os vértices de GG na esfera e adicione

uma alca para cada aresta. Temos entao que v(G) < q.

Definicao 4.13. Uma imersao de um grafo G em uma superficie Sy é dito ser uma

imersao minima se v(G) = k.

O préximo resultado é extremamente 1til, pois nos diz que a identidade de Euler

se aplica a qualquer imersao minima de um grafo conexo.

Teorema 4.2. Se um grafo conexo GG é imersao minima em uma superficie, entao

a imersao ¢ uma imersao bi-célula.
Uma consequéncia imediata é dada por:

Corolario 4.1. Se a imersao de um grafo conexo G é uma imersao minima em Sy,

com p vértices, g arestas e r faces, entao
p—q+r=2-—2k.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 4.1 e do Teorema 4.2. O

O préximo resultado, que serd muito importante para os proximos capitulos, nos
dé uma condi¢ao para o numero de circulos disjuntos de um grafo imerso em uma

superficie de forma que o seu complemento S/G seja conexo.

Teorema 4.3. Seja S uma superficie orientavel de género g. Entao existe g circulos
disjuntos em S cujo complemento é conexo, mas qualquer g + 1 circulos disjuntos

desconecta S.

4.2 Sistemas de Rotacao

Um dos interesses nosso neste trabalho é encontrar novos emparelhamentos para
um poligono hiperbdlico. Nesta secao apresentaremos como encontrar os possiveis
caminhos fechados em um grafo conexo e isto equivale a encontrar um sistema
de rotacao no grafo. Cada sistema de rotacao d& origem em um grafo orientado
imerso na superficie. Antes de introduzir a teoria de grafos imersos e com problemas
especificos de encaixe de grafos em superficie vamos apresentar uma ferramenta
poderosa para resolver tais problemas: a técnica de permutagao de Edmonds. Isto
é equivalente a uma descrigao algébrica, para todo encaixe bi-célula de um grafo G.

Denote o conjunto de vértices de um grafo conexo G por V(G) = {1, ...,n}. Para
cada i € V(G), considere V(i) = {k € V(G)|{i, k} € A(G)}. Seja p; : V(i) — V(i)
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uma permutacao ciclica em V' (i), de tamanho n; = |V (4)| ; A aplicagao p; é chamada
rotacdo de i. O conjunto {p1,pa,...,pn} de rotagdes é chamado um sistema de
rotagao. Existe uma bijecao entre uma imersao bi-celular de GG e o sistema de

rotacao para GG, dada por:

Teorema 4.4. Cada escolha {pi, ..., p,} determina uma imersao bi-celular G(M) de
G em uma superficie M, tal que exite uma orientagao em M a qual induz uma ordem
ciclica de arestas {i,k} em i o qual o sucessor imediato de {i,k} é {i,p;(k)},i =

1,...,n.

Observacgao 4.3. Dado {p1, ..., p,}, existe um algoritimo que produz a determinada
imersao. Por outro lado, dada uma imersao bi-celular G(M) numa superficie M
com uma dada orientacdo, existe uma correspondéncia {pi,...,p,} determinando

um grafo imerso.

Exemplo 4.1. Considere o encaixe de um grafo G na esfera S; como na Figura 4.2
Seja V(G) = {1,2,3,4,5,6}, com V(1) =V (2) = V(3) = {4,5,6};V(4) =V (5) =
V(6) ={1,2,3}. Entao

p1: (47576) 2/ (17273)
P2 - (47576) bs - (17273)

Figura 4.2: Grafo imerso em .5;.

descreve esse encaixe. As érbitas sobre o conjunto das permutagoes P* do con-
junto D* = {(a,b)| (a,b) é aresta direcionada de G} sao:
(1) (1,5),(5,2),(2,6),(6,3),(3,4), (4,1)

(2) (5,1),(1,6),(6,2),(2,4),(4,3),(3,5)

(3) (2,5),(5,3),(3,6),(6,1), (1,4), (4,2)
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Considere p* : D* — D*, definida por p*(a, b) = (b, pp(a)). Temos que p*(4,1) =
(1,5); p*(3,5) = (5,1); p*(4,2) = (2,5); Como abuso de notagao vamos denotar uma
érbita como em (1) por 1 —5—2—6— 3 — 4. Isto implica que ps(3) =1 e p;(4) =4

O género de um grafo conexo pode ser computado, selecionando dentre as [ ], (n;—
1)! possiveis permutagoes P* (isto é, sistema de rotagao), uma que fornece o niimero
méaximo de érbitas e portanto, determina o género do grafo.

A dificuldade em se aplicar esse procedimento é que selecionar uma P* adequada

nos da um grande nimero de possiveis n-uplas ordenadas de rotacoes p;.
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Capitulo 5

Tesselagoes {8g-4,4} e {20n-10,5}

Uma tesselacao regular no plano hiperbdlico é uma particao deste plano em
poligonos regulares isométricos nao sobrepostos, todos congruentes, sujeitos a res-
tricao de se interceptarem somente em suas arestas ou vértices, de modo a termos
o mesmo numero de poligonos partilhando um mesmo vértice, independente do
vértice. A notacao {p, ¢} indica um poligono regular com p lados, que tessela o
plano hiperbdlico, de forma que em cada vértice da tesselagao existem ¢ outros
poligonos.

Existem 8 formas distintas de emparelhar as arestas de um poligono hiperbdlico

2
3

uma superficie compacta de género 2, [8]. Neste capitulo mostraremos que existem

regular de 129 — 6 arestas e angulos internos iguais a =* de forma que se obtenha
6 formas essencialmente diferentes de emparelhar as arestas de um poligono funda-
mental P de 12 arestas de forma que se obtenha uma superficie compacta orientada
de género 2. Para isso, primeiramente exibimos os grafos GG associados e em se-
guida estudamos os possiveis caminhos fechados permitidos sobre eles. Jorgensen e
Néétdnen(1982) abordaram grafos trivalentes, isto é, cada vértice do grafo possuia
trés arestas incidentes, era possivel definir uma rotacao no grafo de uma forma muito
simplificada para se obter caminhos fechados. Ao chegar em um determinado vértice
por uma aresta, havia apenas outras duas arestas a se seguir, assim denotando o
vértice por bola fechada que indica que devemos seguir a aresta a esquerda ou por
bola aberta indicando que devia seguir pela aresta a direita da aresta que chegamos
ao vértice se obtinha os caminhos fechados sobre os grafos. No presente trabalho,
por se tratar de grafos quadrivalente, ou seja, chegando em um vértice por uma
arestas temos outras 3 possibilidades para seguir. Nao conseguimos uma notacao
simplificada para os vértices do grafo, como no caso de Jorgensen e Naatanen para
obter os caminhos fechados. Porém, sabendo que é através de caminhos fechados,
que obtém-se emparelhamentos distintos para um poligono P, calculamos todos os
possiveis caminhos fechados sob o grafo. Cada caminho fechado da origem a um em-

parelhamento do poligono de 12 arestas e angulos internos iguais a 5. Tais poligonos
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podem ser vistos como dominios de Dirichlet. Dai pela identificacao das arestas e
usando o Teorema de Poincaré, obtém-se uma superficie compacta orientada de

genero 2.

5.1 Grafos Quadrivalentes Imersos em uma Su-

perficie de Género 2

Seja I' um grupo fuchsiano agindo de maneira propriamente descontinua e sem

pontos fixos em H?2. Podemos representar o espaco érbita B por um poligono funda-
: T

mental P. Segue do Teorema 3.1 que o conjunto das isometrias que emparelham as

arestas de P geram o grupo I' e que (Teorema 6.4) o quociente ]H%Q ¢ uma superficie

compacta. Buscamos novos emparelhamentos relacionados a tesselacao hiperbdlica

{8g — 4,4}. Encontramos isometrias do plano hiperbdlico H?* que emparelham um

poligono hiperbdlico regular de 12 lados e angulos iguais a 7 que sao dominios de Di-

H2
T

que emparelham as arestas do poligono.

richlet da superficie == compacta de género g = 2, onde I' é gerado pelas isometrias

Pensando nessa superficie como sendo obtida pela colagem das arestas equiva-
lentes do poligono fundamental P, as arestas deste poligono, apds a identificagao
das arestas pelas isometrias de I' podem ser vistas na superficie como arestas de
um grafo e as intersegoes das arestas dos poligonos, ou seja, os vértices congruen-
tes, podem ser vistos como um vértice no grafo, formando assim um grafo conexo
G. O complemento deste grafo sobre a superficie é uma tnica componente conexa,
que corresponde ao poligono P. Percorrer as arestas deste poligono, corresponde a
um caminho fechado em G, onde cada aresta é atravessada uma unica vez em cada
sentido.

Seja G um grafo quadrivalente imerso em uma superficie fechada de género 2 de
forma que S\G tenha uma tnica componente conexa correspondente a um poligono
P, ou seja, de tal forma com que G possua uma tunica regiao de encaixe e que essa
regiao seja bi-célula. Sejam a o ntimero de aresta de G e v 0 niimero de vértices de

G. Pela identidade de Euler, para g = 2 temos
2—-29g=v—a+f=>a=v+3

Considerando que o género da superficie é g = 2, temos que p = 8¢ — 4 = 12.
Como as arestas sao emparelhadas aos pares, ou seja, cada aresta do grafo corres-
ponde a dois lados do poligono, temos que G possui 6 arestas e considerando as
informagoes acima temos que G possui 3 vértices. Como S é orientavel de género 2,
pelo Teorema 4.3 quaisquer 3 circulos desconectam S, portanto, estamos interessa-

dos em grafos com no maximo dois circulos disjuntos. Com as observacoes acima,
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podemos enunciar a seguinte proposic¢ao:

Proposicao 5.1. Existem 3 grafos G' que satisfazem as condigoes:
(a) G tem 3 vértices e 6 arestas.
(b) Cada vértice de G possui exatamente 4 arestas incidentes.

(¢) Geontém no maximo 2 circulos disjuntos.

U3 U3 U3

2 V1
v v
2 1 V2

Grafo A Grafo B Grafo C

Figura 5.1: Grafos que satisfazem a Proposicao 5.1

Demonstracao. Se G nao possui lacos, sé existe o Grafo A da Figura 5.1 satisfazendo
as trés condigoes. Se GG possui somente um laco entao sé existe uma possibilidade
que é o Grafo B da Figura 5.1 e se G possui dois lagos, a tnica possibilidade é o
Grafo C' da Figura 5.1. O

5.2 Caminhos Fechados

Considere os grafos dados na Proposi¢ao 5.1 imersos em uma superficie S de
forma que S\G é conexo. Se cortarmos S ao longo de G' obtemos um poligono de
12 lados com um emparelhamento associado. Percorrer ao redor da fronteira do
poligono P uma vez, corresponde no grafo G a um caminho fechado onde todas as
arestas sao percorridas uma vez em cada sentido. Tais caminhos devem obedecer as

seguintes condigoes:

(I) Nao voltaremos imediatamente pela aresta que percorremos;
(IT) Nao caminharemos pela aresta mais de uma vez em cada sentido;

(III) Retornaremos ao vértice inicial por uma outra diregao diferente da que parti-

mos;
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v3
a d
k¢ TS
f

Figura 5.2: Grafo A.

Se tomarmos no caminho um outro ponto de partida veremos que o item (III) é
equivalente ao item (I). Nao podemos voltar imediatamente pela aresta que percor-
remos pois isso significaria uma correspondéncia entre duas arestas consecutivas no
poligono e dai terfamos uma isometria de emparelhamento fixando um ponto. Como
as isometrias de emparelhamento formam o grupo I, teriamos que a acao de I" no
plano hiperbdlico H? nao ¢ livre e assim nao terfamos a garantia de que o espaco
orbita ]H%Q seja superficie. O nosso interesse sao apenas nas isometrias hiperbdlicas.

Como nosso interesse é encontrar um poligono P e isometrias que emparelham
suas arestas de forma que P seja dominio de Dirichlet para o grupo I' gerado pelas
funcoes de emparelhamento, pelo Teorema 2.7 a classe de equivaléncia de um dominio
de Dirichlet contém dois elementos. Percorrer um caminho fechado no grafo equivale
percorrer a fronteira do poligono fundamental. Como cada aresta do grafo pode ser
vista como uma “colagem”de duas arestas do poligono, ao percorrermos um caminho
no grafo devemos atravessar a aresta uma unica vez em cada sentido e por isso a
condi¢ao (II) deve ser satisfeita.

Vamos encontrar todos os possiveis caminhos fechados em cada grafo da Pro-

posicao 5.1, assim encontraremos os diferentes emparelhamentos de arestas para

P.

Proposigao 5.2. Caminhos fechados sobre os grafos A, B e C tais que as condigoes
(I), (IT) e (III) sao satisfeitas dao origens a 6 formas diferentes de emparelhamento

de arestas do poligono de 12 arestas e angulos internos iguais a 7.

Demonstracdo. Encontraremos todos os possiveis caminhos fechados sobre os grafos
A BeC.

Faremos uma descrigao mais detalhada de como encontrar um caminho fechado
no Grafo A, pois a compreensao do método é de suma importancia para 0 nosso
trabalho. Considere o Grafo A da Figura 5.1.

Rotule as arestas do Grafo A por a,b, ..., f como na Figura 5.2. Sairemos do

vértice vy em dire¢do a aresta a e numeraremos esta com o nimero 1 (para contar



71

o caminho). Ao chegar no vértice vs, como nao podemos retornar pela aresta a
(condigao I), podemos seguir pelas arestas b, ¢, ou d. Neste caso, seguiremos pela
aresta b e numeraremos por 2. No decorrer desse trabalho analisaremos os outros
casos, ou seja seguindo pelas arestas ¢ ou d. Chegamos ao vértice de partida vs.
Nao podemos seguir pelas arestas a (condigao II) e b (condic¢ao I). Devemos seguir
pelas arestas e ou f. Como estamos interessados nos pares de comprimentos de
uma aresta, isto é, o comprimento para irmos e o comprimento para voltarmos pela
aresta, e as arestas e e f ainda nao foram percorrida em nenhum sentido, percorrer a
aresta e é equivalente a percorrer a aresta f. Vamos seguir pela aresta f e enumera-
la por 3. Chegamos ao vértice v; e nao podemos retornar pela aresta f. Podemos
seguir pelas arestas c,d e e. Escolha a aresta e e enumere-a por 4. Voltamos ao
vértice vy. Na@o podemos seguir pelas arestas a e f (condi¢ao II) e e (condigao
I). Obrigatoriamente seguiremos pela aresta b e enumeraremos por 5. Retornamos
ao vértice 3 e podemos seguir por a, ¢ ou d. Escolha a aresta c e rotule-a por 6.
Voltamos ao vértice v; e ndo podemos seguir pela aresta e (condigao II ). Escolha a
aresta d e enumere-a por 7. Retornamos ao vértice vz e obrigatoriamente devemos
seguir pela aresta a (condigoes I e II ) e rotuld-la por 8. Voltamos ao vértice vy
e obrigatoriamente devemos seguir pela aresta e (condigao II) e enumerd-la por
9. Chegamos ao vértice v;. Note que podemos seguir por f e ¢ somente, mas se
seguirmos pela aresta f ao chegarmos no vértice vy, pela condigao II, nao teriamos
por onde seguir com o caminho e conseguiriamos um caminho fechado onde algumas
arestas do grafo (¢ e d) ndo foram percorridas uma vez em cada diregao. Logo, ao
chegar no vértice v; seguiremos pela aresta ¢ e a rotulemos por 10. Chegando ao
vértice v s6 podemos seguir pela arestas d (condigao II) e enumeré-la por 11 e em
seguida seguir pela aresta f (condigao II) e rotuld-la por 12, fechando assim um

caminho de comprimento 12.

Figura 5.3: Caminho fechado no Grafo A.

A este caminho podemos associar um emparelhamento de aresta de um poligono

hiperbdlico de 12 lados. Apds encontrar um caminho fechado sobre o Grafo A
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cada aresta y do grafo foi rotulada com dois nimeros, digamos n, e m,, indicando
o comprimento do caminho no sentido de ida e volta da aresta. Enumerando as
arestas do poligono de 12 lados como mostra a Figura 5.2 vamos associar a aresta
Ty, a aresta 7, . No caminho dado pela Figura 5.2, a aresta a foi rotulada pelos
nimeros 1 e 8 entao vamos associar no poligono, a aresta 7; com a aresta 73 do
poligono. A aresta b foi rotulada com os nimeros 2 e 5, entao associaremos a aresta
Ty com a aresta 75. Assim, o emparelhamento de aresta relacionado ao caminho

fechado da Figura 5.2 é dado por:
v
. T4 Y4 T3 V3

V2
T1
01
T12
V12

Vg U11
T9 019710

Figura 5.4: Emparelhamento de arestas do poligono hiperbdlico regular de 12 arestas
relacionados ao caminho fechado dado na Figura 5.2.

Os ciclos de vértices sao dados por
C1 = {v1,v9,v5,v3}

C(2 == {U27 Ve, V11, US}
Cs = {U47010,U777J12}

Se considerarmos no Grafo A a rotacao {p1, p2, p3} com

p1 = (ecdf)
pa = (aebf)
ps = (abed)

obtemos o caminho fechado indicado na Figura 5.2.

Sabendo entao como encontrar um caminho fechado, vamos agora encontrar
todos os possiveis caminhos fechados sobre os grafos A, B e C.

Partiremos, em todos os casos, do vértice v, na direcao da aresta a. Analisaremos
primeiro o Grafo A. Partindo de vy, na direcao da aresta a, ao chegarmos no vértice

v3 temos duas possibilidades para continuar o caminho, a aresta b (que retorna ao
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vértice de origem) ou a aresta ¢ (ou d). Como estamos interessados nos pares de
”comprimentos”do caminho em cada aresta, seguir por ¢ ou d nos dard caminhos

equivalentes. Temos entao dois casos:

U3 U3

U1 U1

Figura 5.5: Caminhos sobre o Grafo A.

Analisaremos primeiro o caso 1. Para o terceiro passo,como nao podemos retor-
nar novamente pela aresta a, pois esta ja foi percorrida no sentido de vs, temos duas
arestas a serem escolhidas, a aresta e e a aresta f. Pelo mesmo critério da escolha
da aresta ¢, vamos escolher a aresta f.

Para o quarto passo podemos retornar pelo vértice de partida v, percorrendo a
aresta e ou podemos ir para o vértice vz pela aresta ¢ (ou d). Calcularemos a partir
de agora todos os caminhos possiveis, sem descrever os passos, apenas analisando

as arestas pelas quais podemos seguir obedecendo as regras (I), (IT) e (III). Temos:

U3 U3
NN N
V1 U1
vy 1
(] 3 (] 3
Al A2
U3 U3 U3 U3
TN M 5 N N
U1 U1 U1 U1
Vg 3 Vo 3 Vg 3 (%) 3
B1
U3 U3 U3 U3 U3
7
\ 5 4 5 4 4 4
U1 U1 U1 U1 U1
1 l 1 1 1 l 1
Vo 3 (%) 3 Vo 3 (% 3 (% 3 6
C1 C2 C3 C4 Ch

Figura 5.6: Caminhos sobre o Grafo A.

Note que a Figura Bl nao fecha nenhum caminho. O caso da Figura C1 é o

caminho que computamos anteriormente.
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Para o caso C2, temos os possiveis caminhos:

(2 U3
5 \ 5 \
U1 U1
1)/ 1)/
V2 3 (] 3
All Al2
U3 U3 U3 V3 7 U3 7
5 \ 5 0 5 5 \ 5 0
U1 U1 U1 U1 U1
(%) 3 (%) 8 (%) 3 Vo 3 (%) 3
Nao admite Nao admite Nao admite Nao admite Caminho
caminho fechado | caminho fechado | caminho fechado | caminho fechado fechado

Figura 5.7: Possiveis caminhos no Grafo A (caso C2).

O emparelhamento relacionado ao caminho fechado citado acima é dado por:

Ty, U4 T3

(%

71
U1

Ti2

V12

V11
T9  v19 T10

Figura 5.8: Emparelhamento de arestas poligono hiperbdlico 12 arestas relacionado
ao caminho fechado da Figura 5.7.

Para o caminho em C3, temos:
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Caminho Nao admite
fechado caminho fechado

Figura 5.9: Possiveis caminhos no Grafo A (caso C3).

Temos um caminho fechado e o emparelhamento de aresta a qual ele da origem

¢ dado por:

T4 V4T3

(%)

T9 19 T10

Figura 5.10: Emparelhamento de arestas de um poligono hiperbdlico de 12 lados
relacionado ao caminho fechado da Figura 5.9.

Este nao é 4-regular, pois seus ciclos de vértices sao:
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C1 = {v1,v6};
Cy = {va, v11, V8, V5 };
Cs = {113,1)10};
Cy = {vyg,v9};
Cs = {v7,v12}.

Portanto este emparelhamento nao da origem a uma superficie de género 2, pois,
as arestas consecutivas 711, 712 € 71 que sao emparelhadas com as arestas consecu-
tivas 77, 7¢ € 75 podem ser vistas como duas arestas emparelhadas. Assim como as
arestas consecutivas 7, 73 € 74 emparelhadas com as arestas consecutivas g, 79 € Tg.
Assim, tal emparelhamento do poligono pode ser visto como emparelhamento de um
poligono hiperbédlico de 4 lados. Daqui em diante, por esta razao, vamos considerar
apenas os emparelhamentos que sao 4-regular.

Para o caminho em C4 temos:

V2
U1

N2

V3 3
v2 11 v2 g
8 10

(%} (%1

1 .
Vs 3 19 Vs 12

Caminho fechado | Caminho fechado

Figura 5.11: Possiveis caminhos no Grafo A (caso C4).

Temos dois caminhos fechados que dao origem aos seguintes emparelhamentos:



T, V4 T

(%

1

(%1

T12

V12

%)

T vy T10

Ciclos de vértices:

C) = {01705 }
Cy = {02704,218,@10}
Cy = {71677112 }
Cs = {U7,1111}

T, V4 T3

V2

1

U1

T12

V12

%)

T9 w9 T10

Ciclos de vértices:

Ci = {01,011,7)7703}
Cy = {UQ,U5,U8,U10}
C3 = {U4;U9;U6;U12}

7

Figura 5.12: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados

na Figura 5.11.

Note que o primeiro emparelhamento nao ¢é 4-regular.

Para o caminho em C5, temos:

U1

U3
1
(%) 3
v3
4
U1

1
() 6

3

Nao admite
caminho fechado

311

U1

V2

Nt

Caminho
fechado

Figura 5.13: Possiveis caminhos no Grafo A (caso C5).

O caminho fechado dé& origem ao seguinte emparelhamento:
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U3

T1
U1

T12

V12

Vg V11

Figura 5.14: Emparelhamento de arestas de um poligono hiperbdlico de 12 lados
relacionado ao caminho fechado da Figura 5.13.

Ciclos de vértices:
C, = {U1,U10,U3>U7}7
Co = {va, V11, U5, Uy },

Cs = {v4a1}127v871}6}-

Vamos analisar agora o caso 2:

V3 V3
3
U1 U1
1 1
Uy U2
U3 U3 V3 U3
TN ! S ,
1 1 U1 U1
1 l y 1 1 I
V2 v2 4 V2 Uz
Us U3 5 us s U3 6 Us U3 Us
5 N 3 3 3 3
5 ) 0 vy 4 4 )
Uy (1 1 1 (o (o Uy (1
. Ny v . . Y-S o4
Vg vy U2y U2y vy Vg vy Vg
D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8

Figura 5.15: Possiveis caminhos no Grafo A (caso 2).

Ao analisar o caminho em D1, temos:
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U2
U3 U3
5 \
5 \ >> "
v 1
1 I j l
VAL (%) 6
V3 U3 11 U3 U3 11
v V1 U1 U1
1 k 1 1 Ly ¢
12 ) 12
VA Vo 9 U2V L
Caminho Caminho
fechado fechado
U3 v g U3 U3 8
A A |
vy 5 v o o
1 ! 1 1
Up N . 1" 0y v A9
2 89 2% 20
Nao admite Nao admite Nao admite Caminho
caminho fechado | caminho fechado caminho fechado fechado

Figura 5.16: Possiveis caminhos no Grafo A (caso D1).

Para este caso temos dois caminhos fechados e seus respectivos emparelhamentos,

junto com os ciclos de vértices sao dados por:

T4 YT

(%

1
U1

T12

V12

T w19 T10

Ciclos de vértices:
Cl : {’Ul, V4, U7, V10 }
CQ : {UQ,UQ}
Cs: {vs, v}

Cy : {vs, v12}

05 . {UG,UH}

Ciclos de vértices:

T9 w9 T10

U3

T1
U1

T12

V12

Cy: {U1>U6>U4>UIO }
CQ . {U27U87U127U5 }
Cs - {037011,1}9,@7 }

Figura 5.17: Emparelhamentos de arestas relacionados ao caminhos fechados dados

na Figura 5.16.
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Note que o primeiro emparelhamento acima nao é 4-regular.

Para o caminho D2 temos:

VU3 5
RN o
1) 73/
(%)
U3 5 V3 5
AV g 1y 73/
() 6 Vg
V3 5 V3 5 V3 5 V3 5
9] 9 1 7] 10
Uy U1 (5 U1
AV A S AR S T I
6 6 L 12 L 12
270 270 V2 V2R
Caminho Caminho Caminho Caminho
fechado fechado fechado fechado

Figura 5.18: Possiveis caminhos no Grafo A (caso D2).

Para este caso temos 4 caminhos fechados e seus respectivos emparelhamento

sao dados por:



o Vo7 Ty V4T

(%] V2

1 1

U1 U1

T12 T12

V12 V12

%)
T w19 T10 T9 w9 T10

Ciclos de vértices:

Ciclos de vértices:
Cy: {'Ula'U4a'U7a'U10 }

Cy {U1>U4>UY>UIO }

Cy : {v2,v12,v9, U5 } Cy : {vg,v9 }
03 : {U3,U8,U6,U11} 03 . {Ug,vg }
Cy : {vs,v12 }
05 . {Uﬁ,UH }

T U s V4T3

Vg V2

T1 T1

V1 U1

T12 T12

V12 V12

Vg V11
T vy T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:

Cy : {vy,vs } Ch : {v1,vs,vq, 011 }

Cy : {va,v7 } Cy 1 {vg,v10, Vs, v7}
Cs : {vs, v, v9, V12 } Cs5 : {vs, vg, Vg, V12 }

C4 : {U4,U11 }

Cs : {vs,v10 }

Figura 5.19: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados
na Figura 5.18.

Para o caminho em D3, temos:
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U3
U1
1
(%) 4
U3 U3 11 U3 6
6 9 9 1
U1 V1 U1
1 A SR TS
Vg T Vg T 12 Vg 4 7
Caminho Caminho
fechado fechado
U3 U3 10 U3 g
1 U1 (%)
AV S S AN €
Y2 v\ 8 v A
Nao admite Nao admite Caminho
caminho fechado | caminho fechado fechado

Figura 5.20: Possiveis caminhos no Grafo A (caso D3).

Para este caso, temos 3 caminhos fechados e seus respectivos emparelhamentos
juntamente com seus ciclos de vértices sao dados por:
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o Vo7 Ty V4T

(%] V2
T 1
U1 U1
T12 T12
V12 V12
V9 V11
T w19 T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
Cl . {’Ul,’U4,’U7,’Ulo } Cl : {’Ul»’US»,U4a,U10}
Cy : {va, v9, V6,011 } Cy = {2, V12, V9, v}
Cs {U3,U5,’U8,’U12 } Cs: {’U37'U57'U77U11}
T, Yo

Vg V11
79 v19 T10

Ciclos de vértices:
Cy : {vy,v5 }
Cy : {vs,v9 }

03 : {’Ug, V4, Vg, ’Ul()}
04 : {’UG,’U12 }
Cs : {vr,v11}

Figura 5.21: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos dados na Fi-

gura 5.20.

O tltimo emparelhamento também nao é 4-regular.

Para o caminho em D4, temos:
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U3
5
(%%
1
Vg
VU3 U3
5 5
6
U1 U1
. .52
Va Vg 1
Vs 8 Vs Vs 8 Vs 10
5 5
6 6 9 12
U1 U1 U1 U1
1 1 e |
8
Vg 1 Vg V2 U2 fl
Nao admite Caminho
caminho fechado | n&o permitido
V3 8 U3 g U3 10 U3 9
6 6 6 6
(%% V1 U1 U1
s 12 Vs 9 i vl
Caminho Caminho Caminho Nao admite
fechado fechado fechado caminho fechado

Figura 5.22: Possiveis caminhos no Grafo A (caso D4).

Temos 3 caminhos fechados e seus respectivos emparelhamentos com seus ciclos

de vértices sao dados por:



T4 YT T4

%

1
U1

T12

V12

() T3

V2

1

U1

T12

V12

Vg V11
T w19 T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
C1 : {’Ul,’U4,’U7,’UH } Cl . {U1,U7}
02 : {’UQ, Vg, Ug, V10 } OQ : {’UQ, V12, Ug, ’06}
03 : {U3,U9,’U5,’U12 } 03 : {’113,’1111}
Cy : {vg, v10}
Cs : {vs,v9}
T4 U4 T3

U2

1

U1

T12

V12

T9 19 T10

Ciclos de vértices:
Cl . {Ul, V7, V4, Vg }
Cy: {UZaUGaU107U12 }
Cs : {vs, vs, v5, 11}
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Figura 5.23: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados

na Figura 5.24

Para o caminho D5, temos:
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U3 6
4 3
U1
1
()
V3 6
4
U1
1
BAVAIS()
Nao admite Caminho
caminho fechado Fechado

Figura 5.24: Possiveis caminhos no Grafo A (caso D5).

O caminho fechado dado acima, d& origem ao seguinte emparelhamento:

Ty U4 T3

(%

T1
U1

Ti2

V12

Vg V11
T9  v19 T10

Ciclos de vértices:

Cl = {’Ul, Vg, Us, Ug},
Cy = {U27U67'0117U8}7
Cs = {U4,U10707,U12}-

Figura 5.25: Emparelhamento de arestas de um poligono hiperbdlico de 12 lados
relacionado ao caminho fechado dado na Figura 5.24.

Para o caminho em D6 temos:



87

U3
4 3
U1
1
V2
U3
4
U1
AV
V2
U3 11 vs 7
4 %3 m
U1 4 3 v
1 ﬂ 1 I !
Uy c 12 v 3
Caminho Nao admite Caminho Caminho
fechado caminho fechado fechado fechado

Figura 5.26: Possiveis caminhos no Grafo A (caso D6).

Para este caso, temos 3 caminhos fechados e seus emparelhamentos sao dados

por:
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o Vo7 Ty V4T

(%] V2
T 1
U1 U1
T12 T12
V12 V12
V9 V11
T w19 T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
Cl : {’l)l,’UE,,’Ulo,Ug } Cl : {Ul,U&UloaU?}
Cy : {vg, v7, 011,04 } Cy = {va, V12, V8, V4 }
Cs {U3,U6,’U9,’U12 } Cs: {’U37'U97'U67U11}
T, Yo

Vg V11
79 v19 T10

Ciclos de vértices:
Cy : {vy,v5 }
Cy : {vs,v9 }

03 : {’Ug, V4, Vg, ’Ul()}
04 : {’UG,’U12 }
Cs : {vr,v11}

Figura 5.27: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados

na Figura 5.26.

Note que esse tltimo emparelhamento nao é 4-regular.

Analisando o caminho em D7, temos:



89

(%
vs g U3 11 U3 7 U3 7
7 10 10
7 v v]_ vl Ul
e/ A S Y
12 8
vy 10 2R Y2 U2
Nao admite Caminho Nao admite Caminho
caminho fechado fechado caminho fechado fechado

Figura 5.28: Possiveis caminhos no Grafo A (caso D7).

Para este caso temos 2 caminhos fechados e seus respectivos emparelhamento
sao dados por:

s Y4 T3 T, Y4 T3

(5 V11
T w19 T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:

Ch : {vy,vs } Cy : {v1,v5, 09,011}

Cy : {vg, v7} Cy = {ve, v7, 04,010 }
Cs : {vs, vg, Vg, V12} Cs = {vs, v, V12, Vs }

{Cy : vy, v11}

{C5 : v5,v10}

Figura 5.29: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados
na Figura 5.28.
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Onde esse primeiro nao é 4-regular.

Para o caminho em D8, temos:

U3

N7,

U1
V2
U3 11 U3 g
8 10
U1 U1
N e
6 6
Y2 2
Caminho Caminho
fechado fechado

Figura 5.30: Possiveis caminhos no Grafo A (caso D8).

Para este caso, temos 2 caminhos fechados e seus emparelhamentos sao:

Ty V4 T3 Ty V4 T3

Vg V11
79 v T10 79 v10 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
Cl . {U17U5,U7,Ug } Cl : {Ul,U5,’l}7,’U11}
Cg : {’Ug,’Ug,’U4,U11 } CQ : {’UQ,’Ul()}
Cg . {Ug,Ulo,UG,Ulg } Cg . {2)3,2)9}
{04 : Uy, Ug}
{05 : Uﬁ,Ulz}

Figura 5.31: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados
na Figura 5.30.

Esse ultimo também nao é 4-regular.
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Vamos agora encontrar todos os possiveis caminhos fechados sob o Grafo B.

Observe que ao chegar no vértice v; por qualquer das arestas d ou ¢, devemos seguir

pela aresta f para que o caminho possa fechar.

U3
d
U1 f
<0
e
V2
Figura 5.32: Grafo B

Temos:
U3
U1
1
()
U3 v3
2
G U1 3
1 1
() V9

U3 U3

V1 U1 4

1 1
3

(5] V2

v3 v3 V3 V3

4
4 U1 U1 U1 4 U1 4
1 5 1
3
V2 V2 v2 V2
C3 C4 C6

Para o caminho em C1, temos:

Figura 5.33: Possiveis caminhos no Grafo B.
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U3
2
4 ” 3
1
V2
U3 U3
2 2
5 4 U1 3 4 U1 3
1 1
U2 U2
U3
2
7 4.3
<D
1
]
Caminho Nao admite Caminho
fechado caminho fechado fechado
Caminho Caminho
fechado fechado

Figura 5.34: Possiveis caminhos no Grafo B (caso C1).

Temos entao quatro caminhos fechados e o emparelhamento relacionado a cada

um ¢ dado por:
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o Vo7 Ty V4T

VU3 U3
T 1
U1 U1
T12 T12
V12 V12
(5 V11
T w19 T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
Ch : {v1,v6 } Ch : {v1,v11, 6,09 }
Cy : {va,v5 } Cs = {a, v12, V19, U5}
03 : {’U7,’U12 } CS : {U37U47U77U8}
Cy:{v1,v6 }
05 . {1)3, V4, Vg, 1}10}
T, Yo
Vg V2
T1 T1
V1 U1
T12 T12
V12 V12

Vg
T vy T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
Cy - {v1, v10, 6, V8 } Ch = {vr,v11, 6,08 }
Cy = {vg, v5,v9,v7 } Cy = {vg, v12,v7, 05}
Cs : {v3, V12, V11,04 } Cs : {v3,v4,v9,v10}

Figura 5.35: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados
na Figura 5.34.

Para o caminho em C2, temos:
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U3
2
U1 3
1 4
V2
U3
6 03
1 4
V2

Caminho
fechado

Caminho

fechado

Nao admite
caminho fechado

Figura 5.36: Possiveis caminhos no Grafo B (caso C2).

Para este caso, temos dois caminhos fechados e os emparelhamentos relacionados

a eles sao dados por:
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T VT Ty V4T

% V2
71 1
(%1 U1
T12 T12
V12 V12

Vg V11
T vy T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
Cl . {Ul,U'y } C1 : {’l)l,’l}5,’l}7,’l}11}
CQ : {’UQ,’UG,’Ug,’Uu } 02 : {’L/Q,’Ul()}
03 : {’Ug,’UH } Cg : {Ug,?)g}
Cy: {vs,v11 } {Cy : vy, v8}
Cs : {vs,v9 } {Cs : v, v12}

Figura 5.37: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados
na Figura 5.36.

Os dois emparelhamentos acima nao sao 4-regular.

Para o caminho em C3, temos:
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U3
4 v
1
Vg
U3 V3
1 1
5
V2 V2
U3 U3 U3
9 10
4 9 11,10 | 4 Tl
<) <) <)
1 8 7 6 1 12 6
7 5 5%
V9 V2 V2
Nao admite Nao admite Caminho Caminho
caminho fechado | caminho fechado fechado fechado

Figura 5.38: Possiveis caminhos no Grafo B (caso C3).

Temos dois caminhos fechados e os emparelhamentos relacionados a eles sao

dados por:

T, V4 T

U3

1
U1

T12

V12

Ciclos de vértices:

Ch : {vy,vs, 08,03 }

Cy: {112,7/4,7112,?)9 }
Cs: {06701177110,@7 }

Ta

Ty

(W T3

T12

V12

vyp 710

Ciclos de vértices:

Cli

{1, v}

Cy: {U27U47US7U10}

Cgl

{vs, v9}

{C4 . Uy, Us, V10, UZ}

{Cs

:'U67U12}

Figura 5.39: Emparelhamentos de arestas relacionados aos caminhos fechados dados

na Figura 5.38.



Como podemos ver, o tultimo nao é 4-regular.

Para o caminho em C4, temos:

97

v3
4
U1 5
V2
U3 U3
4
6 U1 b U1 5
1 6
Vg (%]
V3 U3 V3 v3
4 4 4
7 v 5 w5 | 8 1o s | 12 Uy
<D <D <)
1 12 11 1 6 10 1 6 10
10 9 9
Vg V2 V2 V2
Caminho Caminho Caminho fechado
fechado fechado ndo permitido

Caminho
fechado

Caminho
fechado

Figura 5.40: Possiveis caminhos no Grafo B (caso C4).

Temos 4 caminhos fechados e os emparelhamentos relacionados a eles sao dados

por:
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T, V4T

% V2
71 1
(%1 U1
T12 T12
V12 V12

%)

Vg
T w19 T10

T9 w9 T10
Ciclos de vértices:
Cy - {U1>U10,U3,Us }
Cy: {02709704707}
Cs : {vs, v6, V11, V12}

Ciclos de vértices:
Ch: {U1,U3,U11jv8 }
Cy: {UQ,U12,U4,U7 }
Cs: {U5,’U10,09,Uﬁ }

T4 YT Ty V4T

Vg V11
79 v T10

79 v T10
Ciclos de vértices:
C - {Ulavlo»US’US }
Cy: {027097047?17}
Cs - {U577)67U117U12}

Ciclos de vértices:

Ch: {Ul,U10,U6aU8 }
OQ . {UQ, Us, Vg, U7 }
Cs: {71377)12,7)11,114 }

Figura 5.41: Emparelhamentos relacionados aos caminhos fechados dados na Figura

5.40.

Para o caminho em C5, temos:
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U3
V1 4
1 5
3
V2
U3 U3
U1 4 U1 4
<D
1 5 1 5
3 3

V9 U2

U3 U3

9
vy 4 7 1! v 4
<D <D
1 5 1 5 10
3 3
(] V2
Caminho Nao admite Nao admite Caminho Caminho
fechado caminho fechado | caminho fechado fechado fechado

Figura 5.42: Possiveis caminhos no Grafo B (caso C5).

Temos 3 caminhos fechados e os emparelhamentos relacionados a eles sao dados

por:



T4 YT T4

%

1
U1

T12

V12

Vg Vg V11
To vy T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
Cl . {Ul,Ug } Cl . {1)1,1)8,1)3,1)6 }
CQ . {UQ,U7 } OQ : {’UQ,’Ug,’Ulg,’U';}
Cg : {Ug,U7 } 03 : {1)4,1)5,1)12,?}11}

Cy: {vs,v6 }

C5 : {U4> Us, V10, Ull}

(%)

71
U1

T12

V12

Vg U11
T9 19 T10

Ciclos de vértices:
Cy : {v1,v6,v3,v11 }
Cy: {02,01071)77012 }

Cs : {vg, vs,vs, V9 }

Uy

73

100

V2

71
U1

T12

V12

Figura 5.43: Emparelhamentos relacionados aos caminhos fechados dados na Figura

5.42.

Para o caminho C6, temos:
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v3
5 !
1
3
V2
v3
5
6 v
1
3
(%)
Caminho
fechado

Nao admite Caminho
caminho fechado fechado

Figura 5.44: Possiveis caminhos no Grafo B (caso C6).

Temos dois caminhos fechados e os emparelhamentos relacionados a eles sao

dados por:

Vg V2
71 T1
V1 U1
T12 T12
V12

T vy T10 T9 w9 T10

Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:

Cy : {v1,v9,v7,03 } Cy = {vy, 7}
Cy : {vg,v8 } Cs : {vg, V12, Us, U6 }
Cs : {vg,v12 } Cs : {vs,v11}
Cy: {’U5,’U11 } Cy: {’U47'U10}
Cs - {’Uﬁ,’Ulo } Cs : {U57U9}

Figura 5.45: Emparelhamentos relacionados aos caminhos fechados dados na Figura
5.44.
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Vamos agora encontrar todos os possiveis caminhos fechados sob o Grafo C.

Figura 5.46: Grafo C'

Note que chegando no vértice v, por qualquer aresta a ou b, é necessario seguir

pela aresta e, para que o caminho se feche. O mesmo ocorre com o vértice v;. Temos:

U3
1
V2 V1
3
U3 U3
1 1 4
C/ vy v WO ) vy
3 3
U3
8
1
6,
’ (%] U1 O
9

Figura 5.47: Possiveis caminhos no Grafo C'.

Temos 5 caminhos fechados. Os emparelhamentos relacionados a eles sao:



T, V4T

%

71

(%1

T12

V12

T w19 T10

Ciclos de vértices:

Ch: {U1>U6 }
Cy - {02,115 }
03 : {U7,U12 }
Cy: {v1,v6 }

Cs : {03704,7)97010}

%)

T9 w9 T10

Ciclos de vértices:
Ch {U1,U12,U7,Ue }
Cy: {Uz,Uu,Us,Us}
03 : {’1}3, V4, Vg, UlO}
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V2

71
U1

T12

V12



T4 YT T4

%

1
U1

T12

V12

104

(W) T3

V2

1

U1

T12

V12

%) V11
T w19 T10 T9 w9 T10
Ciclos de vértices: Ciclos de vértices:
Cy - {01,03,04,012 } Cy - {UhUG}
Cy: {UQ,U5,US,U11 } Cy {'U27'U57'U87'U11}
Cs: {%;Mo;vg,w } Cs: {’03,’010}
{Cy : vg,v9}
{05 : U?ﬂhz}
T, V4 T3

U2

1

U1

T12

V12

T9 19 T10

Ciclos de vértices:
Cl : {Ul,U7 }

Cy {U27U12;U8;U6 }
Cs : {vs,v11}
Cy : {vg,v10 }
05 : {U5,U9 }

Figura 5.48: Emparelhamentos relacionados aos caminhos fechados dados na Figura

5.47.

Concluimos que os possiveis emparelhamentos de um poligono de 12 lados que

dao origem a uma superficie de género 2 sao:
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(%] V2
1 71
U1 U1
T12 T12
V12 V12
T vy T10 T9 w9 T10
Vg V2
1 1
(%1 U1
T12 T12
V12 V12
79 v T10 79 v10 T10
Vg V2
T1 T1
V1 U1
T12 T12
V12 V12
Vg
T vy T10 T9 w9 T10
Figura 5.49: Emparelhamentos de arestas do poligono de 12 arestas.
]

Observagao 5.1. Os emparelhamentos dados na Figura 5.49 dao origem a uma

superficie compacta orientada de género 2.
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De fato, em cada um dos emparelhamentos dados na Figura 5.49 todos os ciclos
sao homogéneos com quatro vértices cada e cada vértice do poligono possui angulo
interno medindo /2, entado a soma dos angulos de cada ciclo de vértices é igual a
2m. Tendo em vista que consideramos apenas isometrias hiperbdlicas, ou seja, nao
temos pontos fixados por nenhum elemento 7;, a nao ser a identidade, conclui-se
que a ordem do estabilizador I'y, de qualquer vértice é 1. Portanto qualquer um
dos seis emparelhamento satisfaz condigao C} (3.2) . O poligono possui nimero
finito de arestas e satisfaz a condigao Cy (?77). Pelo Teorema de Poincaré, cada
regra de emparelhamento gera um grupo I' de isometrias de H? e P é um poligono
fundamental para I. Mas as drbitas I'(x) s@o discretas e os estabilizadores G, sao
finitos, ou seja, I' age de maneira propriamente descontinua em H?. Assim, o grupo
I' que é gerado pelas isometrias de emparelhamento é um grupo fuchsiano e o espaco
orbita dado pelo quociente H%Q ¢ uma superficie.

Como I' é finitamente gerado, entao qualquer poligono convexo fundamental de
I" possui finitas arestas. Sendo assim, todo poligono fundamental de I' é compacto
e I' é co-compacto, ou seja, H% é uma superficie compacta.

' é subgrupo de PSL(2,R) e este por sua vez é isomorfo ao grupo das trans-

~ .. . . ~ ’ 2 /7 . z
formagcoes de Mobius que preservam a orientacao, dai temos que H% é orientavel.

Pela identidade de Euler temos que

3—6+1=2-29g=-2=2-29g=9=2

5.3 Tesselacao {20n-10,5}

Buscamos tesselagoes do tipo {p,5}. Suponhamos que p = an + k. Estamos
interessados em grafos 5H-regular associados ao emparelhamento de arestas de um
poligono com p lados. Tal grafo possui & aresta e £ vértices e deve estar imerso em
uma superficie de género g de forma que S/G seja o poligono hiperbdlico regular P
de p arestas e angulos iguais a 2?”, que pode ser visto como um dominio de Dirichlet.
Dai, o numero de face da relacao de Euler deve ser igual a 1. A relacao de Euler

nos garante que:

V-—A+F=2-2g
Substituindo os valores e reorganizando a equacao, temos que:

3an n 3k +10

20 20

Como g € Z, entao a = 20 e k = —10 ou k = 10.

Paran =1,a =20 e k = —10, temos, p = 10 e ¢ = 5. Os possiveis grafos 5-

g:
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regular associados ao emparelhamento de arestas de um poligono com p = 10 lados

contém 12—0 = ) arestas e % = 2 vértices, logo os possiveis grafos sao:

N

U2

N} U1 V1

Figura 5.50: Grafos com cinco arestas e dois vértices.

Nas mesmas condigoes do caso anterior, encontrando todos os caminhos fechados
sobre os grafos dados na Figura 5.50, temos formas distintas de emparelhar um
poligono hiperbdlico regular de 10 lados.

Nao descreveremos aqui, pois a maneira de se encontrar tais caminhos é analogo
ao caso anterior.

Existem seis formas distintas de emparelhar um poligono hiperbdlico regular de
10 lados e angulos medindo 27/5 de forma que as isometrias de emparelhamento
geram um grupo fuchsiano I' e o espaco orbita ]H%Q seja uma superficie compacta

orientada de género 2. Elas sao dadas por:



T1

U1

T10

V10

1

U1

T10

V10

Ug

T8 U9

Figura 5.51: Emparelhamentos de arestas do poligono de 10 arestas.
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Capitulo 6

Emparelhamento (Generalizado
{89'474}

Considerando alguns dos emparelhamentos de arestas de um poligono hiperbdlico
regular com 12 arestas e angulos internos iguais a 7 vistos no capitulo anterior, apre-
sentamos algumas generalizagoes de emparelhamento para poligonos hiperbdlicos
regulares com 8g — 4 arestas e angulos internos iguais a 3 de modo que obtém-se
uma superficie compacta orientada de género g.

Seja Pgg—4 um poligono hiperbdlico com 8g —4 lados e angulos internos medindo

/2.

Observacao 6.1. Pg,_4 existe e é convexo. De fato, como estamos supondo que
todos os angulos internos de cada vértice é 7/2, somando todos os seus angulos

internos, para g > 2, temos
(8g —4)m/2 = (49 —2)m < (89 — 6)7 = [(8g — 4) — 2|«

satisfazendo o Teorema 1.13. Como os seus angulos internos medem 7/2 e 0 <

7/2 < 7 segue pelo Teorema 1.14 que Pg,_4 ¢ convexo.

Criamos 12 regras de emparelhamento que identifica as arestas de Pg,_4 para
emparelhar as arestas desse poligono e vamos denotar cada uma delas por IC’{“SQ_ ne
onde k € {1,2,...,12}.

Seja n = 8g — 4 o numero de arestas. Definiu-se as seguintes identificacoes de

arestas:
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V343 (T3435) = Tag-1-j, 0<j<g—2
M43 (T143j) = Tsg-sja, 1<J<g—2
Yajra(Tsj2) = Teg-3j-5, 1<j<g—2
Vag+j(Tagrs) = Tsg-—s5-35, 0<j<g—2 (6.1)
(1) = T5g-1
V2(T2) = Tag-1
V3g(T3g) = Tsg
A regra IC%S g—1,43 Dos fornece um emparelhamento denotado por Dgy 4
Considere a segunda regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pg,_4

com 8g — 4 arestas, Temos:

Y1-3i(T1-3j) = T3gyj—2, 0<j<g—2
V3j+3(T3j43) = Tsg—ja, 05 <g—2
V3j+a(Tyzjra) = Teg-3j-8, 07 <g—3
Vaj45(T3j45) = Tgg—3j—7, 0<j<g—3 (6.2)
789—4(7'89—4) = T5g-2,
Veg—5(T8g—5) = Tsg-3,
72(T2) = T5g-1.
Portanto, a regra IC%8 g—4,4y 1LOS fornece um emparelhamento de arestas do poligono
Psg—s que denotaremos por 3, .
Considere a terceira regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pg,_4

com 8g — 4 arestas. Temos:

Y144 (Ti45) = Teg—3j-65 0<j<2-3
Vaj—ag+10(T3j—4g+10) = Tiag—3j—14, 29 —2 <7 <3g—5
Yoji11g-8(Tj—11g-8) = T3j—7g-9, 39—4<j7<39g—3 (6.3)
Vogrj+2(Togrjra) = Taj—agra, 39 —2<j<3g—1
Viag—a—3;(T1ag—a—3; = T_ag+3j+2, 3g<j<4g9-3

Portanto, a regra Ki{)’sg_ 4,43 DOS fornece um emparelhamento de arestas do poligono

3
Psy—4 que denotaremos por &g, .

Considere a quarta regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pgg_4

com 8¢g — 4 arestas. Temos:

Vit (T145) = Tag-3j-2, 0<j<g-—2
Vit+3(Tj+3) = Ti1g-3j-11, g—1<7<29-3
V3j—ag+8(T3j—dg+8) = T3j—g45, 29 —2<75<39—5 (6.4)

Yog+j+2(Togtjta) = Tsog—7j-31, 39 —4<j<39g—3

V8g—4 (7-8974 = T8g—3
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Portanto, a regra K%, _, ,, nos fornece um emparelhamento de arestas do poligono
1A Afsg—a,4}

4
Psy—4 que denotaremos por &g, .

Considere a quinta regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pgy_4

com 8g — 4 arestas. Temos:

V3j+3(T3543) = T—jtag; 0<j<g-—2

Vaj+a(T3j+4) = Tag+a+3), 0<j<g-—3

V35+5(T3j45) = Tag+3+345 0<j<g-
V-jtsg-a(T—jisg—1) = Tiagisj, 0<j<g—2 (6.5)
Yojtrg—3(T—jyrg—5) = Tag—243j, 0<j <1

71(71) = T3g-1
Yo (T2) = T3y,
Portanto, a regra IC?gg_ 4,43 DOS fornece um emparelhamento de arestas do poligono

5
Psy—4 que denotaremos por &g, .

Considere a sexta regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pgy_4

com 8g — 4 arestas. Temos: Para

Yo j(Totj) = Tag—3-35, 0<j<g-—2
Vi+3j-2¢(T143j-29) = Ti4g+3j, g<j<29-3
V3j-5g+11(T3j-5g+11) = T-2g4843j, 29 —2<j<3g—5
Vejrr1g-7(Tjr11g-7) = Tosgr12435, 99 —4 < j<4g—6 (6.6)

1(m) = T7g—55
V14g(T14g) = Tag—1,
74g—2(7'4g—2) = Trg—4,

'78974(7—8974) = Tg+2-

6 ’

Portanto, a regra IC {8g—4,4) 1LOS fornece um emparelhamento de arestas do poligono
Psg—a que denotaremos por ¢>gg_4,

Considere a sétima regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pg,_4

com 8g — 4 arestas. Temos:

M+35(T1485) = Tsg—5-5, 0<j<g-—2
Vaj—3g+5(T3j—3g45) = Ti1g-13-3, 9—1<j<29—4
V3j—6g+12(T3j—6g+12) = Trag-18-3j, 29 —3<j<3g—6
V3g—4(T3g—4) = Teg—4, (6.7)
Vsg—3(Tsg-3) = Tag—s,
Y145 (T144) = T-agt3j-11, 3g—3<j3<49-5
Vsg—4(Tsg—1) = Tsg-7,

Portanto , a regra KISg—4 4 Dos fornece um emparelhamento de arestas do
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poligono Pg,—4 que denotaremos por <I>ggf 4
Considere a oitava regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pg,_4

com 8g — 4 arestas. Temos:

'Vj(Tj) = T59—2-3j> 1<73<g-1
%‘(Tj) = T11g—10-3j, g<j3j<29g—2
73j*g+5(7'3jfg+5> = T14g—15-3j> 20—1<73<3g—14
(

V3j—g+6(T3j—g+6) = Tiag—3j—14, 29 —1 <7< 3g—4

Portanto, a regra IC?SQ_ 4,4} DOS fornece um emparelhamento de arestas do poligono
8
Psy—4 que denotaremos por &g, .
Considere a nona regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pgy_4

com 8g — 4 arestas. Temos:

72+j(7'2+j) = Tag—3j—3, 0<j<g—2
Vg+j—6(Tsgrj—6) =789 —6—3j, 0<j<g—2
YVag—2—3j(Tag—2—3;) = Teg—5-3j, 1<j<g—2
Vag—1-3j(Tag—1-3j) = Tag—a—3;, 1<j<g—2 (6.9)
V(11 = Ts5g—1
Vi+g (Tl+g) = T59-3;

Yorg(Targ) = Tog—4,

9 ’
Portanto, a regra KC {8g—4,4) 1LOS fornece um emparelhamento de arestas do poligono
Psg—s que denotaremos por &g, ;.
Considere a décima regra de emparelhamento das arestas de um poligono Pgy_4

com 8¢g — 4 arestas. Temos:

Y1435 (Ti135) = Trg-3j-5, I1<j<g-—-2
Vaj—3g+8(T3j—3g+8) = Tiog—10-3j, ¢g—1<7j<2g—4
Yog—11-3; (Teg—11-37) = Tr0g—11-35, 29 —3 <j <39 —5
Vitg—j-8(Ti1g—j—8) = T-sg43j+12, 39 —4<j<4g—6 (6.10)

’71(7'1 = T3¢9—2,
Vi-2+3g(T1-243¢g) = Trg—4,
Vag—2(Tag—2) = Trg_3.
Portanto, a regra IC%S g—4,4y0 108 fornece um emparelhamento de arestas do poligono
Psy—a que denotaremos por @51;2_4.

Considere a décima primeira regra de emparelhamento das arestas de um poligono
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Pgg—a com 8g — 4 arestas. Temos:

Yot (Tots;) = Tug—2—j, 0<1<g—2
V3j-3g+6(T3j-3g+6) = Tsgre43j, 9— 1 <j<29—4
V3j-3g+7(T3j—3g17) = Tsgrr43i, 9—1<j<29—4
Vi+2g+3(Tjrag+3) = Trag—13-35, 9—1<7<29—4

Y1(71) = Tag-1,
V39-2(T39-2) = Ti15g
739—3(7'39—3) = T4g,

74971(7'4971) = Tsg-

(6.11)

11 .
Portanto, a regra K (8g—4,4} 11OS fornece um emparelhamento de arestas do poligono
Psg—s que denotaremos por Pgi 4.
Considere a décima segunda regra de emparelhamento das arestas de um poligono

Pgg—a com 8g — 4 arestas. Temos:

(T245) = Tog-s+3)> 1<j<g-1
Vitg(Titg) = Tog-3j-6 1<j<g-—1
V-3j+59-4(T-3j459-4) = Tog—513j, 1 <j<g—2
(

T_3j4+59-3) = Thg—d43j, 1< j<g—2

Y2+

2
[\
Q
—~ ~ —~
5
Q
~—
Il
&
7
=

12 .
Portanto, a regra KC (8g—4,4) 1OS fornece um emparelhamento de arestas do poligono
12
Pgg—a que denotaremos por Pg: .

Com isso, temos o seguinte resultado:

Teorema 6.1. Seja Pg,_4 um poligono hiperbdlico regular com angulos internos
iguais a 7/2 e <I>’§g_4 o emparelhamento de arestas do poligono Pg,_4 obtido pela

regra IC’{“897474}. Entao, <I>’§g_4 gera um grupo Fuchsiano F’gg_4 tal que é uma

H2
k
1—‘8gf4

superficie compacta orientada de género g, para todo k € {1,2,...12}.

Demonstracao. O emparelhamento q>§g_4 que identifica as arestas do poligono hi-
89g—4 _

1 =
de vértices. Observando o emparelhamento CI>§974 vemos que os ciclos de vértices

perbolico regular Pg,_4, obtido pela regra lCl{“S g—4,4} 1OS da c = 2g — 1 ciclos

sao dados por:

CV1 = {‘/17 ‘/5g7 ‘/1+3g7 ‘/Eﬂg—Q}

CVQ = {‘/27 VE’)ga ‘/1+597 V:’)g—l}
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CV3 = {‘/37 ‘/zlga ‘/ég747 V:”;gfl}
OV2j+2 - {‘/1—1-3]'7 ‘/89—3]'—3’ ‘/3j+37 ‘/49—]'}7 se 1 S ] S g — 2
CV2,7'+3 = {Véj-i—% V—3j+89—2> ‘/}-1-49’ ‘/89—3j—4}7 se 1<yj<g—2

Observando o emparelhamento (I>§g_4 temos os seguintes ciclos de vértices:

Cvy = {V1, Vsg—2, Vg5, Vag-1}
Cvy = {Va, Vag_2, Vig_2, Vsg}
Cvs = {V3, Vsg—1, Vag—a, Vsg-3}
Cvyjn = V1435, Vag—j—3, Vajus, Veg-3j-a}, se 1<j<g—2
Cvyis = 1 V3j42, Veg-3j—5, Vagrj—1, Vag-3j-3}, se 1<j<g—2

Pelo emparelhamento @2974, os ciclos de vértices sao dados por:

Cvy = {V1, Vg1, Viggss, Vag—s}
Cvy, = {Vy, Vag, Vigag, Vsg—2}
Cys = {Vag, Vag—a, Vagy2, Vsg-1}
Cvyjs = {Vi4j, Vog—3j-3, Vajangra, Vag-3j-5}, se 1<j<g—2
Cvojes = {Vojuag—1, Vagesjus, Vag-sj—a, Virogrsit, se 1<j<g-—2
Observando o emparelhamento @‘8*974 vemos que os ciclos de vértices sao dados
por:
Cv, = {V1, Vag—4, Vgi2, Vag—7}
CV2 = {Vg> V89—47 V5g—47 V1+29}
Cys = {Vitg, Vag—3, Vog—4, Vag—6}
Cvyjy = IVigjy Vag—sj—2, Vosjysgra, Viesg-sj—a}, se 1<j<g—2
Cvys = Vjtgr2, Vag—3j—7, Vag—3j—3, Vag—3j—s}, se 1<j<g—2

Observando o emparelhamento ®3, , temos os seguintes ciclos de vértices:
CV1 = {‘/17 Vvl-‘r4g7 ‘/é) ‘/E%g}

CVQ = {‘/27 Végflv ‘/21737 ‘/1+3g}

OV3 = {‘/1+3g7 ‘/3ng27 ‘/7g747 ‘/7g72}
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CV2j+2 = {‘/1+3j7 ‘/v1+4g*j7 ‘/3j+37 ‘/4g+3j}7 se 1 S j S g — 2
Cvyyy = {Vosjro, Vagrsj—1, Vag—j, Viqages;}, se 1<j<g—2

J& o emparelhamento @gg_ 4 hos dé os ciclos de vértices que sao dados por:

CV1 = {‘/17 ‘/;J+27 ‘/4g717 V7g74}
Cvy, = {Va, Vag_s5,Vag_3, Vig_2}
Cvs = {Vitg: Vyts, Vog—a, Vag}
vy o = {Visjrgros Vigraj—2, Vojisg-a, Vosgragre}, se 1<j<g—2
oyis = {Vicjugs Vorajes: Vagrsjo1, Vidgrsjt,  se 1 <j<g—2

Pelo emparelhamento ¢§g_4 obtemos os ciclos de vértices, que sao dados por:

Cvy = {V1, Vag_2, Vg4, Vag-7}
Cvy = {Vag-3, Vsg—3, Vag—6, Vag—4}
Cvs = {Vag—4, Vsg—2, Vig—3, Vag—a}
Cvyjrs = AVo3j139-2, Vagrj—3, Vosjrag—a, Vagrsj—s}, se1<j<g—2
Cvyyps = AV_3-3j43¢, Vagssj—a, Vag—j—a, Vooisgrsj}, se1<j<g—2

Observando o emparelhamento @ggf 4 temos que os ciclos de vértices sao:

Cvi = {V1, Vig—a, Vag—1, Vsg—7}
Cvy, = { Vg, Vag—9, Vag—a, Vitag}
Cvs = {Vag, Vag—a, Vag—6, Vag—s}
Cvyjrs = {Vigj Vog—3j-a, Vajuisg—s, Vag-sj_2}, se 1<j<g—2
Cvyyy = {V_jy2g-1, Vogrsj—6, Vag—3j—3, Vagraj—af, se 1 <j<g—2

O emparelhamento ®3,_, nos dd os seguintes ciclos de vértices:

CVl = {‘/17 ‘/597 ‘/59—37 ‘/5]4-2}
CVQ = {‘/27 ‘/49727 ‘/89757 ‘/5971}
CVQ = {‘/1+g7 ‘/E)g727 ‘/85]747 ‘/g+3}

Cvyys = {Vjr2, Vig—sj—2, V_sjysg—a, Vag—s;}, se 1<j<g—2
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Cvyys = {V_sjrag—1, Vag—3j-3, Vagrj—s, Vag—sj—s}, se 1 <j<g—2
Observando o emparelhamento <I>§274 vemos que os ciclos de vértices sao dados
por:
Cv, = {V1, V31, Vag_3, Vag—a}
Cv, = {Va, Vig_ua, Vg, Vag_o}
Cvs = {V1+2, V4g—1, V7g—2, V?g—s}
Cvyjy = Vi), Vig—sj—a, V3ju3, Vag—j1}, se 1<j<g—2
Cvyjs = {Vajr2, Vig—sj—3, Vigrj—2, Vigsj_s}, se 1<j<g—2

1

Pelo emparelhamento ®g;

_, temos que os ciclos de vértices sao dados por:

CV1 = {Vh V:%g, V39—3, V1+4g}
Cy, = {V27 V1+3g, ‘/1+5g> Vzagq}
Cvz = {Vag-2, Vag-a, Vag, Vig}
Cvyys = {Vig3j, Vigsgesjrt, Vojrsg, Vagrsit, se 1<j<g—2
Cvyyy = V35, Vagaaj, Vajus, Vig—j1}, se 1<j<g—2

por fim, o emparelhamento (195153_4 nos dé os ciclos de vértices que sao dados por:

Cv, = {V1, Vag—6, Vag—3, Vag }
Cv, = {Va, Vag—7, Vg5, Vog-a}
Cvs = {Viig, Vag—s, Vag—1, Vitoy}
Cvyn = Vw2, Vag-sja, Vajysg—a, Vag_sj—a}, se 1<j<g—2
Cvajs = AV jy2g, Vagrsj—s, Vag—3j-3, Vagrsj—s}, se1<j<g—2

Como todos os ciclos sao homogéneos com quatro vértices cada e cada vértice do
poligono possui angulo interno medindo 7 /2, entao a soma dos angulos de cada ciclo
de vértices € igual a 2. Como consideramos apenas isometrias hiperbélicas, ou seja,
nao temos pontos fixados por nenhum elemento «;, a nao ser a identidade, temos que
a ordem do estabilizador I'y, de qualquer vértice é 1. Portanto o emparelhamento
®g,_4 satisfaz condigao C7. O poligono possui 8g — 4 arestas, ou seja, um ntmero
finito de arestas e satisfaz a condicao C; Pelo Teorema de Poincaré, ®g, 4 gera um
grupo I's,_4 de isometrias de H? e Pg,_4 é um poligono fundamental para I's, 4. ['s;_4

age de maneira propriamente descontinua em H?. Assim, o grupo I's, 4 é gerado por
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®$g,_4, OU seja, pelas isometrias de emparelhamento ¢ um grupo fuchsiano e o espago
H2
F8g74

orbita dado pelo quociente é uma superficie compacta .

I'sy—4 € subgrupo de PSL(2,R) e este por sua vez é isomorfo ao grupo das trans-

2 ’ . ’
¢é orientavel.

formacoes de Mdbius que preservam a orientacao, dai temos que —
Ao emparelharmos as arestas, ou seja, ao “colarmos”duas a duas, teremos sobre

a superficie um grafo onde o nimero de ciclos de vértices me dard o nimero de

vértices e o nimero arestas do grafo é a metade do nimero de lados do poligono.
Se ¢’ é o género da superficie compacta orientavel vinda da identificacao das

arestas do poligono, pela identidade de Euler temos que

8g—4 8g—4
4 2

+1=2-2¢ = (29—4)—(49—-2)+1=2-2¢' = —29+2=2-2¢

como queriamos demonstrar.

]

Vejamos alguns exemplos que construimos para poligonos com 60, 36, 20 e 12

arestas.

Exemplo 6.1. Considere um poligono hiperbdlico Pgy com arestas 7y, ..., Tog € vértices
V1, ..., Ugo. O emparelhamento @2, gera uma superficie compacta orientével de género

8. De fato, pela expressao 6.2 temos que

71(71) = To2 , 758(7'58) = T23, 755(755) = T24, 752(7'52) = Ta5 ,

Y49(Ta9) = Ta » Va6(Ta6) = Tor, 1a3(Ta3) = Tos , Ya0(7a0) = Too-

73(7'3) = T36 76(7'6) = T35, 79(7'9) = T34,

Y2(T12) = T33, Y15(T15) = T3z, Y1s(T1s) = 731, Y21(T21) = T30

74(7'4) = T56 , 77(7'7) = T53 , 710(7'10) = Ts0

713(7'13) = T4t , 716(7'16) = Ty4 , 719(719) = T41-

75(7'5) = Ts7, 78(7'8) = Ts4 , 711(7'11) = T51,

714(7’14) = T48 , 717(7'17) = T45 , 720(720) = T42.
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760(760) = T38
’759(7'59) = T37
72(7'2) = T39

Obtemos assim os seguintes pares de arestas emparelhadas:

{7'1, 7'22}, {7'58, 7'23}, {755, 7'24}7 {7'52, 725}, {7'49, 7_26}7 {7'46, 7'27}, {7'43, 7'28}, {740, 7'29}7

{7'37 T36}> {7—67 7'35}; {7'97 7'34}, {7'12, 733}, {7'157 7'32}, {7—187 7'31}, {7'21, 7'30}, {74, 7—56}7
{7'7, 7'53}, {7'10, 7'50}, {7'137 7'47}, {716, 7'44}7 {7'19, T41}; {7'5, 7'57}; {78; 7'54}, {711, 7'51}
{7'14, 7'48}7 {7'17, 7'45}, {Tzo, 7’42}7 {7—607 738}, {7'59, 7'37}, {7'2, 7'39}

(Figura 6.1)

Figura 6.1: Poligono hiperbélico de 60 arestas com emparelhamento ®2;.
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Dessa forma, temos o emparelhamento

(I)?)*o = {71,758,7557752,749,746,743,’740,737’76,79,712,715,7187
Y21, V4, V7, Y105 V135 V165 V195 V5, V8 V11,5 V17, Y205 V605 V59, 72}

formado pelas identificacoes de arestas do poligono Pgg, que foram obtidas pela regra
’C§g74.

Tal emparelhamento nos fornecem os seguintes ciclos de vértices:

C, = {Ul, V38, Us9, 023}
Cy = {U27 V22, U30, U40}
Cy = {03, V39, U605 1)37}
Cy = {v4,v36, V6, Vs7}

Ce = {U77 U3s, Vg, U54}

Cs = {vi0, V34,012, V51}
Cwo = {013, V33, V15, 'U48}
Cn = {U167 V32, V18, U45}
Cu = {019, V31, V21, U42}
Cs = {215, Us6, V24, U58}
Cr; = {U87 Us3, V25, U55}
Cy = {v11, V50, Vag, Us2}
Cu = {014,?)477?127,049}
Ciz = {0177 V44, V28, U46}
Cis = {U20, V41, V29, U43}

Exemplo 6.2. Seja P35 um poligono hiperbdlico com arestas 74, ..., 736 € vértices
1, ..., v36. O emparelhamento @1, gera uma superficie compacta orientavel de género

5. De fato, pela expressao 6.1 temos que

Yi(T1) = T30, V2(T2) = T31, ¥3(T3) = Tos , Ya(Ta) = To5,

75(7'5) = T22, ’76(7'6) = Ti9, 77(7'7) = T16 , ’78(7'8) = T13.

720(7'20) = T2 , 717(717) = T29, ’714(714) = T32,

’736(736) =Ty, 735(735) = Ti12,
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’710(710) = T23
’711(7'11) = T24

Obtemos assim os seguintes pares de arestas emparelhadas:

{7'1; 7'34}, {72; 7'31}; {73, 7—28}7 {747 7'25}, {757 7’22}, {7_67 7'19}, {7'77 7'16}, {7'8, 7'13},

{720, 7—26}7 {7'17, 7'29}, {7'14, 7'32}, {7217 7'27}, {7—187 730}, {7'15, 7'33}, {7—367 7'9}, {7'357 7'12}7
{7107 7'23}7 {7'11, 724}

(Figura 6.2)

Dessa forma, temos o emparelhamento

D2 = {71,725 V3, V4> V55 V6, V7> V8> V205 V17 V145 V21> V185 V15> V35, V355 V10> V11 }

formado pelas identificacoes de arestas do poligono P34, que foram obtidas pela regra
’Cég74'

Tal emparelhamento nos fornecem os seguintes ciclos de vértices:

Cvi = {Vi, Va5, Vi, Vi}
Cv, = {Va,Vis, Vas, Vau}
Cvy = {V3, Vao, Vas, Via}
Cv, = {Vi, Va4, Vs, Vigo}
Cv, = V7, Va1, Vo, Vis}
Cvy = {Vio, Vas, Via, Vir}
Cvs = {Vs, Vs, Var, Vas}
Cv, = {Vk, Va2, Voo, Vo }
Cv, = {Vi1, Vag, Va3, Var}

Exemplo 6.3. Seja Pyy um poligono hiperbdlico com arestas 7y, ..., 79y e vértices
V1, ..., Ugo. O emparelhamento @5, gera uma superficie compacta orientével de género

3. De fato, pela expressao 6.5 temos que

73(73) = T2, 76(76) = T11,

74(7'4) = T4,
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va23 vg
723 T8
V24 v8
T24 T7
V25 vr
T25 76
v26 v6

T26

va7

V32 T32 T35 V36

vgg 733 T34 w3p

Figura 6.2: Poligono hiperbélico de 36 arestas com emparelhamento ®3.
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¥5(75) = 715
Yo0(T20) = 713, M19(T19) = T16
Ys8(7m18) = 71, M7(717) = Two

Yi(m) =75, 12(72) =To,

Obtemos assim os seguintes pares de arestas emparelhadas:

{7'1, 78}, {7'2, 7'9}, {7'3, 7'12}, {7'4, 7'14}, {7'5, 7'15}7 {767 7'11}7 {7'20, 713}, {7'19, 7_16}7 {7'18, 7'7}7 {7'17, 7'10}
(Figura 6.3)

Figura 6.3: Poligono hiperbélico de 20 arestas com emparelhamento ®3.

Dessa forma, temos o emparelhamento

‘bgo = {71772773774,75,76,7207719,7187717}

formado pelas identificagoes de arestas do poligono Psg, que foram obtidas pela regra
IC%O-

Tal emparelhamento nos fornecem os seguintes ciclos de vértices:

Cv, = {V1,Vi3, V3, Vo}
Cv, = {V2, Vg, Vig, Vio}
Cv, = {Vz, Vi1, Vir, Vio}
Cv, = {Vi,Vi2, V6, Vis}
Cvy = {V5, Vi, Vao, Vis}



123

Exemplo 6.4. Considere um poligono hiperbélico Pi5 com arestas 7y, ..., T2 € vértices

V1, ..., v12. O emparelhamento ®%, gera uma superficie compacta orientavel de género
2. De fato, pela expressao 6.8 temos que

’74(74) = T11,

Obtemos com isso os seguintes pares de arestas emparelhadas:

{m, 75}, {12, 76}, {112, 7o}, {110, 72}, {73, 78 }, {74, 711 } (Figura 6.4)

T4 V4 T3

Vg
T1
U1
T12

V12

Vg V11

Figura 6.4: Poligono hiperbélico de 12 arestas com emparelhamento ®%,.

Portanto, temos o emparelhamento

(I)% = {71,72,73,7477107712}

formado pelas identificagoes de arestas do poligono P;s, que foram obtidas pela regra
K§2.

Esse emparelhamento nos fornece os seguintes ciclos de vértices:



i, Ve, Vs, Vo
{‘/27 ‘/77 ‘/117 ‘/5}
{‘/47 ‘/127 ‘/107 ‘/8}
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Consideracoes Finais

No presente trabalho obtemos novos emparelhamentos de arestas de poligonos

hiperbélico regulares com 12 arestas e angulos iguais a 3 e de poligonos hiperbélico

21

5 Y
e {20n — 10,5}, respectivamente. Tais emparelhamentos dao origens a superficies

regulares com 10 arestas e angulos iguais a relacionados as tesselagoes {8g—4, 4}
compactas orientadas de género g. Para o poligono hiperbdlico de 12 arestas os
emparelhamentos sao construidos através dos caminhos fechados possiveis nos grafos
quadrivalentes de 3 vértices e 6 arestas e no caso dos poligonos hiperbdlicos de 10
lados, os emparelhamentos sao obtidos dos caminhos fechados em grafos 5-valentes
de 2 vértices e 5 arestas.

Na busca desses caminhos fechados, impomos trés condicoes a se seguir

(I) Nao voltaremos imediatamente pela aresta que percorremos;
(II) Nao caminharemos pela aresta mais de uma vez em cada sentido;

(III) Nao fecharemos o caminho pela aresta que partimos inicialmente;

Nas etapas finais deste trabalho, percebemos que, se além dessas trés condigoes

considerarmos a seguinte condicao;

(IV) Se percorrermos duas arestas consecutivas nao podemos retornar caminhando

novamente (em sentido contrério) por estas mesmas arestas consecutivas;

evitaremos os casos dos emparelhamentos que nao sao 4-regulares.

Concluimos que existem 6 formas distintas de emparelhar as arestas de um
poligono hiperbdlico de 12 arestas e 6 formas distintas de emparelhar as arestas
de um poligono de 10 arestas de forma que se obtenha uma superficie compacta
orientada de género g = 2.

Apresentamos algumas generalizacoes de emparelhamentos de poligonos hiperbélicos
regulares com 8g —4 arestas e angulos iguais a 7 vistos no Capitulo 6. Uma forma de
se encontrar tais generalizacoes, é considerar uma “ponte”’no grafo A, adicionando
2(g — 2) vértices e 4(g — 2) arestas para grafo A e o mesmo “padrao”de rotacgao do

grafo, ou seja, a mesma maneira de percorrer o grafo para encontrar um caminho
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fechado. E possivel encontrar outras generalizacoes de emparelhamentos conside-
rando a “ponte”’nos grafos B e C' e também, considerando uma rotacao diferente na
“ponte”. Para o poligono de 20n — 10 arestas, considerando o caso em que n = 1,
obtemos uma superficie de género g = 2. Considerando o n = 2, o género da su-
perficie obtida passa a ser ¢ = 5 e para n = 3, o género é g = 11. O que dificulta a

generalizacao dos emparelhamentos para este caso.
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Apeéendice

6.1 Conjuntos Localmente Finitos

Definigao 6.1. Um subgrupo G C GL(2,C) é dito discreto se for um subespago

topoldgico com a topologia discreta.

Defini¢ao 6.2. Uma familia X,|a € A de subconjuntos de um espago métrico X é

dita localmente finita se para todo compacto K C X o conjunto
{a € AIX,NK # 0}
for finito.

Definicao 6.3. Seja I' um grupo de homeomorfismos de um espago métrico X.
Dizemos que a agao de I' é propriamente descontinua se para todo r € X a

familia {{g(z)}|g € I'} for localmente finita.

O préximo resultado é valido para qualquer espaco topoldgico localmente com-
pacto, ou seja, para espagos X tais que para todo z € X existe um compacto K com
x € int(K). Para X localmente compacto a agao de I' é propriamente descontinua
se e somente se as 6rbitas I'(x) forem discretas e os estabilizadores v, forem finitos,

COIMO Veremos a seguir:

Teorema 6.2. Seja I' um grupo de homeomorfismos de um espago métrico X lo-

calmente compacto. Entao, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. A acao de I' é propriamente descontinua.

2. Para todo x € X existe vizinhanga coberta V. tal que ¢g(V,) NV, # () apenas

para um nuimero finito de elementos g € I'.

3. Todo ponto x € X possui vizinhanca U, tal que g(U,) N U, # 0 implica que
g(x) = z.

4. Dado K C X compacto, g(K) N K # () apenas para um ntmero finito de

elementos g € T'.
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Demonstragao. (1=2) Sendo a acao de I" propriamente descontinua e X localmente
compacto, as érbitas I'(z) sdo discretas e o estabilizador I', de cada ponto é finito.
Logo, dado =z € X, existe ¢ > 0 tal que a bola B.(x) nao contém outro ponto da
érbita I'(z). Logo, se tomarmos V' € B./2(x) temos que g(V) NV # @ implica que
g € I', e sendo este finito, isto s6 pode ocorrer para um nimero finito de elementos.

(2 =3)Sejam x € X e V, vizinhanca de x tal que g(V,) NV, # () apenas para um
numero finito de elementos g € I'. Sejam gy, ..., g, € ['os elementos para os quais
g (Ve)NV, £ 0 . Seja hy, ..., hyy = g1, ..., g ['x € consideremos o conjunto de pontos
hi(z), ..., hn(x). Consideremos entao U, C V, tal que U, N hy(x), ..., h,(z) = 0.
Temos entdao que se g(U,) N U0 implica que g(z) = .

( 3 =4) A demonstragao sera feita por absurdo. Suponha que exista compacto
K e sequéncia (g,)%°; de elementos de T' tal que g¢,(K) N K # (). Seja entao
(,)5%, sequéncia de elementos de X tal que z,, € K e g,x, € K. Por propriedade
de convergéncia a sequéncia (z,),—1 converge, digamos para z. Seja y ponto de
acumulagao da sequéncia (g,x),—1. Seja entdao € > 0 e consideremos as bolas B (z)
e Bej2(y). Existem N, e N —y inteiros tais que x,, € B.(x) paran > N, g,x € Bej2(y)
para n > N,. Tomemos entdo N = max N,, N, e temos que gy'g.(r) € B.(x), para
todo n < N.

(4 =1) Assumindo 4 devemos demonstrar que as érbitas de I' sdo discretas e os
estabilizadores finitos. Os estabilizadores sao finitos pois os conjuntos K, = = sao
compactos e g(K,) N K, = {z} é equivalente a termos ¢g € I',. Para provarmos que
as orbitas sao discretas, consideremos um ponto x € X e € > 0 tal que a bola fechada

B¢(x) seja compacta. Temos entao que existe apenas um numero finito de elementos

g1, ..., gn de T tais que g; (Be(x)) N B(z). Em particular existe apenas um nimero
finito dentre estes, digamos hyq, ..., hy, para os quais h;(x) € B.(x) e hj(x) # =z,
para i = 1,...,m. Podemos entao separar z, hi(x), ..., hy,(z) simultaneamente, ou
seja, existem vizinhancas Vj, Vi, ..., V,, disjuntas entre si, cada uma delas contida
em B.(z) tais que z € Vg, hy(x) € Vi, ..., hyn(z) € V,,. Escolhemos agora g € T' tal
que g(x) ¢ B.(z) e fazemos a mesma construgao, tomando o cuidado de escolher
bola fechada centrada em g(z) que seja ao mesmo tempo compacta e nao intercepte
a bola B.(x) e assim sucessivamente construimos vizinhangas disjuntas entre si de

cada ponto da orbita de x.
]

Observacao 6.2. Com a equivaléncia dos itens 1 e 3 do teorema acima temos que
I' age de forma propriamente descontinua se e somente se a 6rbita de qualquer ponto

for discreta.
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6.2 Introducao a Topologia

Nesta secao veremos algumas definigoes e resultados de topologia necessarias para
entendermos os préximos capitulos. Dois resultados importantes que veremos é a
identidade de Euler, que nos dara condi¢oes para calcular o género de uma superficie

. X , s . ~
compacta, e que o espago quociente & ¢ uma superficie sempre que a agao de I" for

livre e propriamente descontinua. Comecaremos com uma série de definigoes.

Definicao 6.4. Uma n-célula é um conjunto cujo interior é homeomorfo ao disco
n dimensional D™ = {z € R™;||z|| < 1} com a propriedade adicional de que sua
vizinhancga ou fronteira deve ser dividida em um nimero de células de dimensao

menor, chamadas faces na n-célula. Escrevemos o < 7 se ¢ é uma face de 7.
1. Uma 0-célula é homeomorfo a um ponto A.
2. Uma 1-célula é homeomorfo a um segmento de reta a = AB, se A < a, B < a.

3. Uma 2-célula é homeomorfo a um poligono (frequentemente um triangulo), tal
que 0 = AABC, e entao AB, BC, AC' < 0. Note que A < AB < o, e portanto
A<o.

4. Uma 3-célula é homeomorfo a um poliedro (frequentemente um tetraedro),

tendo poligonos, arestas, e vértices como faces.

[ r—:

Figura 6.5: 0-célula, 1-célula, e 2-células.

Note que as faces de uma n-célula sao células de dimensao menor: os pontos de
uma 1-célula ou aresta sao 0-células, a fronteira de uma 2-célula de um poligono
consiste de arestas (1-células) e vértices (0-células), etc (Ver Figura 6.2). A unido

destas células forma um complexo.

Definigao 6.5. Seja K um complexo. A caracteristica de Euler de K ¢

X (K) = #(0—célula) — #(1—célula) + #(2—célula) — #(3—célula) + - - -

Para um 2-complexo, seja f = #{faces},a = #{arestas} e v = #{vértices}

entao a caracteristica de Euler pode ser escrita como

X(K)=v—a+f.
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Definicao 6.6. Uma bi-variedade é um espaco topoldgico conexo na qual todo
ponto possui uma vizinhanca homeomorfa a um disco unitério aberto do R2. Tal

vizinhanga é chamada uma bi-célula.

Definicao 6.7. Uma superficie é uma bi-variedade conexa.

M — 52 M/ _ SQ\E M” — R2

Figura 6.6: Exemplos superficies.

Definicao 6.8. Seja M uma bi-variedade. M ¢é dito ser orientavel se, todo ca-
minho (curva fechada e simples) C' em M, preserva um sentido horario de rotacgao
quando caminhamos sobre C', isto é, se for possivel escolher um vetor normal unitario
n em cada ponto de M de modo que n varie continuamente sobre M . Caso contrario,

M é nao-orientavel.

Existe uma relacao entre a caracteristica de Euler e o género de uma superficie,

quando esta é compacta e orientavel, como veremos a seguir
Teorema 6.3. Seja M uma superficie compacta orientavel, entao X (M) = 2 — 2g.

Com isto, conseguimos entao calcular o género de uma superficie sabendo a
caracteristica de Euler dela.
Veremos agora algumas definigoes e resultados que nos garantem que o espaco
. X , s . ~ . .
quociente % é uma superficie sempre que a agao de I' for livre e propriamente

descontinua.
Definicao 6.9. Considere a acao

'<xX —X
(T,xz) w— T(x)

de um grupo I' de homeomorfismos de um espaco topologico X. Diremos que a agao

de T" é livre se T'(x) = x para algum z € X se, e somente se, T = Id.

Definicao 6.10. Uma aplicacao continua P : X — X entre espacos topologicos

conexos por caminhos é uma aplicagao de recobrimento se todo ponto z € X
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possuir vizinhanca aberta U tal que P~!(U) seja uniao disjunta de abertos conexos,

cada um deles homeomorfo a U. Neste caso, chamamos X de espago de recobrimento.

Definicao 6.11. Um espaco topolégico X é simplesmente conexo se é conexo

por caminhos e toda aplicacdo f : S' — X estende-se continuamente ao disco
D ={zeR%|z| < 1}.

Definicao 6.12. Um recobrimento universal é um recobrimento p : X — Y com

X simplesmente conexo.
Observacao 6.3. Um recobrimento universal cobre qualquer outro recobrimento.

Podemos entao enunciar o teorema que garante, sob algumas condigoes, a equi-
valéncia da projecao P : X — X/I' ser aplicacdo de recobrimento com a agao de I'

ser livre e propriamente descontinua.

Teorema 6.4. Seja X uma variedade Hausdorff e I' um grupo agindo em X como
homeomorfismos. Entao, o espago quociente X/T" é uma variedade Hausdorff e a
projecao P : X — X/I" é uma aplicagdo de recobrimento se, e somente se, a a¢ao

de I em X for livre e propriamente descontinua.



