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Resumo

BATISTELLE, Marina, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2019.
Estabilidade Topolégica e Fluxos Singulares. Orientador: Bulmer Mejia
Garcia.

Neste trabalho o principal conceito usado é de estabilidade topoldgica para fluxos.
O estudo da estabilidade topoldgica inicia-se com Walters [11]. Para fixar esse
conceito, apresentamos as defini¢oes necessarias tais como: variedades topologicas
e/ou diferencidveis, conjuntos limites, indice de um fluxo e Fluxo Smale. O
principal objetivo deste trabalho é provar o seguinte Teorema: Sejam ¢ um fluxo
topologicamente estavel, X uma componente de cadeia de ¢, e 71,7 Orbitas
fechadas hiperbdlicas de ¢ contidas em X. Entao v; e 7 tém o mesmo indice. Esse
resultado foi provado em [11]. Também sera apresentado uma breve introdugao
do Modelo Geométrico do Atrator de Lorenz, com o objetivo de mostrar que esse
Modelo Geométrico nao é topologicamente estavel.



Abstract

BATISTELLE, Marina, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2019
Topological Stability and Singular Flows. Adviser: Bulmer Mejia Garcia.

In this work, the main concept used is topological stability for flows. The study of
topological stability starts with Walters [11]. To fix this concept, we will present
the necessary definitions such as: topological and/or differentiable manifolds,
limits sets, index of a flow, and Smale Flow. The main objective of this work is
to prove the following Theorem: Suppose ¢ a topologically stable flow, X a chain
recorrent component of ¢, and 71,72 closed hyperbolic orbits of ¢ contained in
X. Then v; and v, have the same index. This result was proved in [11]. We also
present brief introduction of the Geometric Model of the Atractor of Lorenz, with
the objective of showing that this Geometrical Model is not topologically stable.
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Introducao

Ao considerar uma unidade de tempo, segundos, dias, séculos, etc., suponha
que num determinado momento observamos a qualidade de um objeto do uni-
verso. Como é natural no processo evolutivo, apés um tempo, tudo muda. A
pergunta natural é: quando o tempo crescer infinitamente, o que acontecera com
a qualidade do objeto observado?

E este tipo de questao que a Teoria dos Sistemas Dinamicos tenta resolver.
Esta teoria tem-se desenvolvido consideravelmente no final do século passado. Ini-
cialmente, gracas a importantes trabalhos de diversos matemaéticos, como Poin-
caré, Andronov, Birkhoff, Liapunov, Smale, Peixoto, etc.

A Teoria dos Sistemas Dinamicos tem como objetivo principal, estudar o
comportamento a longo prazo de um estado imerso num sistema, para o qual
existe alguma regra de evolugao desses estados. A evolugao desses estados podem
mostrar desde um comportamento muito simples e portanto previsivel, até um
comportamento bastante complicado e complexo, onde é impossivel fazer algum
tipo de previsao da evolucao das orbitas de um ponto ou um conjunto a longo
prazo.

Os estudos sobre Sistemas Dinamicos surgiram a partir de questionamentos
que as teorias existentes nao explicavam de maneira satisfatoria. Indagagoes sobre
como se originavam novas formas de comportamentos, envolvendo a continuidade,
a descontinuidade, e a variabilidade desses, levaram pesquisadores a buscar novos
conceitos e principios que a partir da década de 80 comecaram a preencher uma
série de lacunas deixadas pelas teorias anteriores, trazendo assim uma nova luz
para o estudo.

O matematico francés Henri Poincaré é considerado um dos criadores da te-
oria moderna dos sistemas dinamicos, tendo introduzido muitos dos aspectos do
estudo qualitativo das equacoes diferenciais que permitiram estudar propriedades
assintdticas das solugoes (ou da maior parte das solugoes) de uma equacgao diferen-
cial, como estabilidade e periodicidade, sem ser necessario resolver explicitamente
a equacao diferencial.

O objetivo desse trabalho é introduzir o conceito de fluxos topologicamente
estaveis através de uma perspectiva topologica, descrevendo as extensoes de al-
guns dos resultados de difeomorfismos topologicamente estaveis em uma variedade
compacta M.

Baseado no trabalho de Hurley [11] provaremos o seguinte teorema,



"Sejam ¢ um fluxo seja topologicamente estdvel, X uma componente de cadeia
de @, e v1,72 orbitas fechadas hiperbolicas de ¢ contidas em X. Entao v, e 7o
tém o mesmo indice.”

No Capitulo 1 serao introduzidos nocoes preliminares da Teoria de Fluxos,
como conjunto cadeia recorrente (pseudo-drbitas), conjuntos limites, variedades
invariantes e hiperbolicidade de o6rbitas fechadas. Além disso, a definicao to-
poldgica de fluxos topologicamente estaveis.

No Capitulo 2 serao abordados os Fluxos Smale e provaremos resultados que
mostram o comportamento do fluxo topologicamente estavel com sua componente
de cadeia. Esses resultados facilitam a compreensao da demonstracao do teorema
principal, ja citado acima, que também é encontrada nesse capitulo.

Finalmente, no Capitulo 3 temos o primeiro exemplo conhecido como um
atrator estranho, introduzido no trabalho de Edward Lorenz [7] em 1963. Fazemos
uma descricao breve desse exemplo do que seria o Modelo Geométrico do Atrator
de Lorenz, com o objetivo final de mostrar que esse modelo nao é topologicamente
estavel.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Primeiramente vamos estudar algumas defini¢oes e resultados para a com-
preensao de resultados importantes apresentados posteriormente. As principais
referéncias desse capitulo sao [3],[4],[11] e [18], entre outros.

1.1 Fluxo

Comecamos apresentando a definicao de variedade diferenciavel, que é essen-
cial para compreensao dessa parte inicial.

Definicao 1.1. Dizemos que M C RF é uma variedade diferencidvel de
dimensao m se para cada ponto p € M existem uma vizinhanga U C M de p e
um homeomorfismo x : U — Uy, Uy um aberto de R™, tais que o homeomorfismo
inverso x1 1 U, — U C R* é uma imersdio de classe C®. Isto é, para cada
u € U, a derivada dv—(u) : R™ — R¥ € biunivoca.

Dizemos neste caso que (x,U) é uma carta local em torno dep e U € uma
vizinhanca coordenada de p. Se 0s homeomorfismos x=* acima forem de classe
C" dizemos que M € uma variedade de classe C".

Um atlas 4 em M € uma cole¢io {x; : Uy — U, }ier de homeomorfismos,
chamados de cartas locais de M, onde Uy C M e U; C R™ sdo abertos e|J,.; U; =
M. As aplicagoes

;o iL‘;l : xl(Ul N Uj) C Uz — iL'j<Ul N Uj) C Uj

chamadas de mudanca de coordenadas sao homeomorfismos. Um atlas € de classe
C" se todas as mudancas de coordenadas do atlas sao de classe C".



M c Rk

Definicao 1.2. Uma subvariedade S de uma variedade M é um subconjunto
S C M, o qual possui uma estrutura propria de variedade diferencidvel, relativa-
mente a qual a aplicacao de inclusao ¢ : S C M € uma imersao.

Definicao 1.3. Uma variedade M ¢é dita compacta se como espago topologico é

compacto.

Exemplo: Alguns exemplos de variedades compactas sao S, S™ e T? = St x S1.
Primeiro vamos mostrar que S™ é uma variedade diferenciavel.

Considere os pontos p,, = (0, ...,0,1) € R"" o polo norte e p, = (0, ...,0,—1) €
R™*1 0 polo sul da esfera unitaria e identifiquemos o R" < R"*! como o conjunto
dos vetores tais que x,,4+1 = 0. Construiremos a seguir um difeomorfismo 7, entre

S"\ {pn} e R".

Geometricamente, para cada x € S"\{pn}, Tp, S€ra o ponto em que a semireta
m encontra o hiperplano z,,; = 0.

Explicitamente, seja p, + t(x — p,) a semireta determinada pelos pontos z €

S™\ {pn} € pp.

Queremos encontrar ¢t € R de modo que
1+ t(anrl — 1) = O,
ou seja,
logo a aplicagao

¢ dada algebricamente por

T () = ( o T )
P = s eees .
I —2p4 I -2




Agora, realizando o processo inverso, dado y € R™ queremos encontrar o ponto
no qual a reta pn27 intercepta a esfera, ou seja, queremos encontrar t € R tal que

1P+ t(y — pa)ll = 1,
manipulando esta equacao algebricamente, temos

P 2
L+ lyll*
Consequentemente,
Tl i RY — "\ {p,}

que é dada algebricamente por

)= (20 e 1)
o Lyl 7 L+ {lyl* vl + 1

Analogamente construimos m,, : S™ \ {ps} — R", dada por

( ) I‘l x?’L
T (T) = e
P 1+ Tpi1 1+ Tpi1

7T_1<y) _ ( 2y1 Qyn 1— ||y||2)
. Lyl T+ il llyl? +1

com inversa,

Observe que S™\ {p,}US™\ {ps} = S™, e deste modo teremos que cada ponto
possui uma vizinhanca aberta difeomorfa ao R" e, consequentemente, concluimos
que a esfera euclidiana é uma variedade diferenciavel de dimensao n.

Como S™ é compacta logo é uma variedade compacta. Em particular, para
n = 1 o resultado ¢ vélido, portanto S' é uma variedade compacta.

Assim, para mostrarmos que 72 é uma variedade compacta, basta provarmos
que o produto de variedades é uma variedade.

De fato, considere M C R¥ e N C R! variedades de dimensao m e n, respec-
tivamente.

Observe que M x N C RF x R! = R*. Seja (z,y) € M x N. Dotando o
produto cartesiano das variedades com a topologia produto, dados dois abertos
UcCMeV CN,temos U x V é um subconjunto aberto de M x N.

Sendo M uma variedade, se x € M entao existe um difeomorfismo g : U —
Ui, com U vizinhanga aberta do ponto z e Uy C R™ aberto. Analogamente, como
y € N, existe uma aplicacao h : V. — Vj que é um difeomorfismo, onde V' é uma
vizinhanga de y e V; é um subconjunto aberto de R".



Defina a aplicagao
f:UxV —U xWV

dada por
f(z,y) = (g(x), h(y)).

Por construcao a aplicagao f é um difeomorfismo, ficando demonstrado assim
que M x N é uma variedade de dimensao m + n.

Portanto 72 = S! x S' é uma variedade compacta.

Definicao 1.4. Denotaremos por TM a unido disjunta de todos os planos tan-
gentes a M, ou seja,
T™ = | J T,M
peEM

esse conjunto é chamado fibrado tangente associado a variedade M.

Defini¢ao 1.5. Um campo vetorial de classe C" (r > 1) € uma aplicagdo Y :
M — TM de classe C", que a cada ponto p € M, associa um vetor Y (p) € T,,M.

Definicao 1.6. Um fluxo de classe C", r > 0 sobre M é uma aplicagcao ¢ :
R x M — M de classe C", tal que :

(1) ¢(0,2) =z, Vo € M.
(17) p(s+t,x)=p(s, (p(t,z)),Vs,t R ex € M.

Durante o trabalho vamos considerar ¢(t,z) = ¢(z),Vt € Re x € M.

No que segue consideramos M uma variedade compacta e
X(M)={p:Rx M — M,y éfluxo C'}
o conjunto dos fluxos C* em M munida da métrica

do(p,¥) = sup {[leo(z) — ()]s x € M}

Definicao 1.7. Um ponto p € M €é chamado de ponto fixo para o fluzo ¢ se
wi(p) = p para todo t € R.

Se o fluxo € obtido como solugdo de uma equagao diferencial & = f(x), entdo
um ponto fixo é um ponto para o qual f(p) = 0. Esse ponto também é chamado
de ponto singular.

Definigao 1.8. A orbita de um pontop € M com relagao ao fluxo ¢ € o conjunto

O(p) = {e:(p) : t € R}.

A orbita positiva e a orbita negativa de p € M com relagdo ao fluxo ¢
sao, respectivamente

O*(p) = {wulp) : 1 >0} e O~ (p) = {¢u(p) : t < 0}.



Dizemos que ¢ € transitivo se possui uma orbita densa, isto €, existe o € M
tal que O(p) = {¢i(p) : t € R} = M.

Definicao 1.9. Um ponto p € M ¢é chamado de ponto periodico se existe
T > 0 tal que pr(p) =p e @i(p) # p para 0 <t <T. O menor tempo T > 0 com
essa propriedade é chamado de periodo da orbita.

Exemplo: Seja o campo linear X de classe C' em R? definido por X (z,y) =
(x,y). O fluxo associado ao campo X é X;(z,y) = e'(x,y).

Note que X; satisfaz a definicao de fluxo e X = 0 é ponto fixo, assim dado
qualquer (z,y) € R™ a érbita é dada por O(z,y) = {e'(z,y);t € R}.

Figura 1.1: Orbita do fluxo gerado pelo campo linear X

Definicao 1.10. Sejam ¢ um fluxo em M e S um subconjunto de M. Dizemos
que S € positivamente invariante se (S) C S, e negativamente invari-
ante se o~ 1(S) C S. Além disso, € dito invariante se ¢(S) = S.

Definicao 1.11. Um ponto y € M ¢ um ponto w-limite de x para @ se existe
uma sequéncia ty onde t, — +o0 tal que

lim d(¢y,(z),y) =0
k—o0
O conjunto de todos os pontos w-limite de x para ¢ € denotado por
w(z) ={y € M;3(tg), tr, — +00 tal que @1, (x) — y}.

O conjunto a-limite de x ¢ definido da mesma forma mas para tp — —oo. O
conjunto de tais pontos € denotado por

a(z) ={y € M;3(ty), ty — —oo tal que vy, (x) — y}.

. ) i , ,
Podemos dizer que o conjunto alfa-limite de um ponto é onde a érbita desse
ponto "nasce”e o conjunto omega-limite desse ponto é onde ela "morre”.

Exemplo: Considere a esfera unitéria S? C R3.

Chamaremos de p,, = (0,0, 1) o polo norte e p, = (0,0, —1) o polo sul de S2.



Definimos o campo Y em S? por

Y(ﬂf, Y, Z) = (—.Q?Z, —Yz, '12 + y2)

Note que Y ¢é de classe C* e as singularidades de Y sao p, e ps. De fato,

—zz=0
—yz =0
2 +yP=0

Como 22+ y? =0 entdao x = 0 e y = 0. Assim, se 22 + y?> + 22 = 1 logo z = %1.
Portanto p, e ps sao as singularidades de Y.

Agora, considere a seguinte parametrizacao de S? dada por
©(0) = (cosbsenf, senfsenf3, cos/3)
onde 0<0<2re0<p<m.
Derivando ¢ em relacao a 3 temos

dp

a5 (0, B) = (cosbcos3, senfcos3, —senf3),

Y (¢(0,B)) = (—cosbsenBcosf3, —senbsenBcosf3, sen’ ).

d
Logo Y (o(6, ) = —senﬁﬁw, 8).

Portanto, o campo de vetores Y ¢é tangente aos meridianos de S? apontando
pra cima. Segue que w(p) = p, e a(p) = p, para todo p € S* — {pn, ps}-

1.2 Hiperbolicidade de 6rbitas fechadas e Trans-
versalidade

Comecaremos definindo os conjuntos estaveis e instaveis para um fluxo
®.

Definicao 1.12. Dados ¢ um fluxo em M e x um ponto em M, defina o con-
junto estdvel de x, por

W (z) ={y € M;d(gi(x), i(y)) — 0 quando t — +o0},
e o conjunto instdvel de x, por

W (x) ={y € M;d(pi(z), oe(y)) — 0 quando t — —o0}.



Definicao 1.13. Dados ¢ um fluzo em M, um pontox € M ea > 0, o conjunto
estdavel a-local de x, € definido por

W (z) = {y € W*(x); d(ei(x), pu(y)) < a,Vt = 0},
e o conjunto instdvel a-local de x € dado por

Wao'(z) = {y € W¥(x); d(pi(2), p1(y)) < a, ¥t < 0}

Quando precisarmos enfatizar a dependéncia de qualquer um desses conjuntos
do fluxo ¢, escreveremos como W*(z; ) no lugar de W*(z) e W¥(x; ) no lugar
de W*(x).

Apresentaremos uma definicao topolégica para fluxos hiperbdlicos.
Definicao 1.14. Um fluzo ¢ ¢é dito hiperbdlico se existem constantes positivas

€0,00,C, T, tais que:

(i) Wi () = {y € M;d(pu(x), ou(y)) < ce™d(x,y),Vt > 0} Wii(z) = {y €
<

; ce
M; d(gi(w), pi(y)) < cemd(w, y),V 0}.
(i1) Para quaisquer (x,y) € Bs, = {(x,y) € M x M;d(xz,y) < &} e uma

aplicagao continua |, | : Bs, — M, existem um tunico elemento [z,y] € M
e uma aplicagdo continua v : Bs, — R tal que W (0y(ay)(2)) N W (y) =
[z, y].

Figura 1.2: Fluxo hiperbdlico

Definicao 1.15. Se p é um ponto fixo de um fluxo ¢, entao p € dito hiperbdlico
se a aplicagao linear Dy, : T,M — T, M nao possui autovalor com parte real 0.

Um ponto fizo hiperbolico é chamado de atrator ou sumidouro se a parte
real de todos os autovalores de Dy, é negativa. E chamado de repulsor ou fonte
se a parte real de todos os autovalores de Dy, € positiva e € chamado de sela se
existem dois autovalores, um com a parte real positiva e o outro com a parte real
negativa.
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Exemplo: Seja & +x — 2® = 0 a equacao de segunda ordem.

Primeiro vamos encontrar os pontos fixos do fluxo. Como o fluxo é obtido
pela solucdo da equagao © = f(x) entdo encontramos p a partir de f(p) = 0 sem
precisarmos encontrar o fluxo resolvendo a equacao.

Assim, considere 1 = = e x5 = &, logo
. 3 o
To+x —27=0
. o 3 s
= Ty =] — X1 €T1 =T = Ta.
Entao, como & = f(z) podemos escrever
.. 3
(21, 22) = f(21,22) = (2,27 — 71)

Fazendo f(x1,x2) = (0,0) temos x5 = 0, 1 = 0 ou x; = %1, portanto os pontos
fixos do fluxo sdo (0,0), (£1,0).

0 1
D r1,T2) —
f(1,2) (3%%—1 O)

Agora para verificar quais pontos fixos sao hiperbdlicos precisamos encontrar os
autovalores,

Logo,

A 1
-1 =

=N 327+ 1=0= )= =+4/327 — 1.

Para (x1,x2) = (0,0) temos A = +i, ou seja Re(\) = 0, portanto (x1,z2) = (0,0)
¢ um ponto fixo nao hiperbdlico.

det(D faya) — M) =0 = ‘ 336%_ ' =0

Para (x1,75) = (#1,0) temos A = /2, ou seja, existe Ay e A_ tal que
Re(Ay) > 0 e Re(A_) < 0. Portanto (xy,x2) = (£1,0) s@o pontos fixos hi-
perbdlicos de sela.

Defini¢ao 1.16. Seja ¢ um fluro em X(M). Um subconjunto compacto, invari-
ante, A C M, € dito hiperbdlico, se existem constantes k > 0, A € (0,1) e uma
decomposicao do fibrado tangente de M sobre A tais que:
(1) TAM = E3 & EX & E}
(2) D) - vl| < ke o], Yo € E*, ¥t > 0, Vs € A
(3) Dy _o() - w] < ke |||, ¥w € B*, ¥t > 0, ¥s € A,
Onde E° € o subfibrado estdvel, direcao de contracao pelo fluxo, E* € o

subfibrado instdvel, direcao de expansdo pelo fluro e EX € o subespaco unidi-
mensional gerado pelo campo vetorial tangente ao fluzxo.
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Definicao 1.17. Sejam P C N uma subvariedade de classe C" e f : M — N
uma aplicacao C* onde k,r > 1. Dizemos que f é transversal a P em um ponto
q€ M se

(df )q(Ty,M) + Ty P = Ty N

sempre que q € f1(P).

A equagao acima diz que a imagem da derivada da aplicagao em ¢ juntamente
com o espago tangente de P em f(q) abrange todo espaco tangente de N em f(q).

(df)q(TyM)

P =TpqP
= (df)q(T,M)

7 f(M)

Figura 1.3: Transversal e nao transversal

Definicao 1.18. Se S e P sao subvariedades de M, entao dizemos que S €
transversal a P se
T,(S) + T,(P) = T,(M)

para todop € SN P.

Exemplo: Considere M = R?, S subvariedade dada pelo grafico de f(z) = 2®—a
onde a € R e P o eixo x. Note que S é transversal a P se, e somente se, a # 0.

Figura 1.4: S = graf(f) transversal ao eixo x
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Definicao 1.19. Dizemos que um fluzo ¢ satisfaz a condi¢ao forte de trans-
versalidade se para todo x € M, W¥(z) e W"(x) se interseptam transversal-
mente em .

Seja v uma Orbita fechada em M para um fluxo ¢ € X(M). Por um ponto
Ty € v consideremos uma transversal ou secao transversal ¥ a M.

A oOrbita por zy volta a interceptar ¥ no tempo 7, onde 7 é o periodo de .
Pela continuidade do fluxo de M, a dérbita por um ponto x € ¥ suficientemente
proximo de xy também volta a interseptar > em um tempo proximo a 7.

Portanto se V' C ¥ é uma vizinhanca de x( suficientemente pequena, podemos
definir a aplicagdo P : V' — 3 que associa a cada ponto z € V' o ponto P(z),
sendo P(x) o primeiro ponto onde a drbita de = volta a interseptar . Esta
aplicagao é chamada de Transformagao de Poincaré associada a érbita v e a
secao 2.

Se x € V é um ponto fixo de P, entao a érbita de = é fechada e seu periodo
¢é aproximadamente igual ao periodo de 7 se x estiver préximo a zy. Da mesma
forma, se x for ponto periédico de P de periodo k entao a érbita por x é periddica
de periodo aproximadamente igual a k7.

%

Definicao 1.20. Sejam p € vy, onde v € uma orbita fechada em M e ¥ uma se¢ao
transversal a vy pelo ponto p. Dizemos que v € uma orbita fechada hiperbadlica
de M se p € um ponto fizo hiperbdlico da transformacao de Poincaré P : 'V C
Y — 2.

Definicao 1.21. Seja v uma orbita fechada de ¢, definimos o conjunto estdvel
de v por

W (y) ={y € M;d(¢i(y),y) — 0 quando t — 400},
e o conjunto instdvel de v por
W (y) ={y € M;d(¢:(y),y) — 0 quando t — —oc}.

Observagao 1.22. Comparando a defini¢dio anterior com a definicdo dos con-
Jguntos a-limite e w-limite, note que podemos definir o conjunto estdvel de v por

We(y) ={y € M;w(y) =},
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e o conjunto instavel de vy por

W (v) ={y € M;aly) =~}

Definicao 1.23. Seja v uma orbita fechada hiperbolica. O indice de v é definido
pelo par de inteiros (S,U) onde S = dim(W?*(v)) e U = dim(W*"(y)). Se~y é um
ponto fizo hiperbolico p, entao S+ U = dim(M) e se vy € uma drbita hiperbolica
periodica nao trivial, entdo S+ U = dim(M) + 1.

A segunda definicao de indice acima é explicada, pelo fato de que de forma
geral dim(W}) = U + 1 e a dim(W3;) = S + 1 uma vez que 7 é uma 6rbita
hiperbélica, entao dim(W2) +dim(W?) =U +1+ S+ 1 = dimM + 1.

Os teoremas 1.24,1.25 e 1.26 serao somente citados, uma vez que suas demons-
tragoes sao extensas para incluir neste trabalho. Para o leitor interessado, a prova
detalhada de cada teorema pode ser encontrada em [16] e [4], respectivamente.

Teorema 1.24. (Teorema de Hartman-Grobman para difeormorfis-
mos) Sejam f : A — R™ um difeomorfismo de classe C*, A C R"™ aberto, e
p um ponto fixo hiperbdlico de f. Entao existem vizinhancas U de p em A e W
de 0 em R™, e um homeomorfismo h : U — W tal que

hof=Df,oh.

“"l..r 11t

i
conjugagcdo E k/
—_ T S 7 S =
Z 0__«—

=< e

Figura 1.5: Teorema de Hartman-Grobamn [19]

Teorema 1.25. (Teorema da Variedade Estdvel para Singularidades
Hiperbdlicas) Seja Y : U — R™ um campo de classe C* exibindo uma singu-
laridade hiperbolica p € U. Designemos por ¢ o fluro de Y. Entdo o conjunto
estdvel de p

We(p) :={x € U; pr(x) — p quando t — +o0}

¢ uma variedade de classe C* de dimensdo igual ao indice de p, e injetivamente
imersa em R™.

Exemplo: Seja Y : R? — R? o campo vetorial definido por X ((xy,z3)) =

(a1, 22), onde
le = —I
Qfg = —X2
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Observe que temos uma singularidade que é (0,0), que é uma singularidade hi-

perbélica pois
DY = 1 Y
(0,0) — 0 —1 /-

Calculando o polinémio caracteristico temos A2 + 2\ + 1 = 0, de onde A = —1
entao a parte real do autovalor de DY(q ) ¢ diferente de zero. A solucao desse

sistema é
{ x1(t) = et

To(t) = coe™t

onde, ¢; ¢y sao constantes positivas. O fluxo ¢ associado a Y é a solucao do
sistema, entao quando ¢t — 400 temos

(1, 29) — (0,0).
Teorema 1.26. (Teorema da variedade estdvel para orbitas periddicas

hiperbdlicas) Sejam Y : U — R™ um campo de classe C* e v uma drbita
periodica hiperbdlica de ¢, entao o conjunto estavel de vy

We(y) :=={y € Usd(ei(y),7) — 0 quando t — 400}

¢ uma variedade de classe C* de dimensdo igual ao indice de qualquer trans-
formagao de Poincaré m associada a v mais 1, e injetivamente imersa em R™.

1.3 Conjunto Cadeia recorrente ou Pseudo-Orbitas

Definigao 1.27. Sejam C e « constantes positivas. Uma sequéncia (t;,x;) €
R x M é chamada de (o, C)-cadeta recorrente (pseudo-oérbita) para o fluro

P, se

(1) t; > C para cada i, e

(2) d(xiv1, ¢ (x;)) < 0 para cada i.

Figura 1.6: (o, C')-cadeia recorrente (pseudo-6bita)

Definicao 1.28. Dizemos que um ponto x em M estd no conjunto cadeia
recorrente de ¢ se para qualquer C > 0 fizo e cada o > 0 existe uma sequéncia
finita (t;,z;),0 < i < n(n > 0) que satisfaz (1),(2) da defini¢io anterior e
(3)zp =, = .
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Denotamos o conjunto cadeia recorrente por CR(y).

Assim, x € CR(yp) se para algum C e cada o > 0 existe uma (o, C')-cadeia
recorrente finita que comeca e termina em x.

Definicao 1.29. Sejam z,y € CR(y). Dizemos que x estd relacionado a y,
x ~y, se, e somente se para algum C > 0 e cada o > 0 ezistem duas («,C')-
cadeia recorrentes tais que uma comega em x e termina em y, € a outra comeca
em y e termina em x.

Note que a relagao definida acima em C'R(yp), é naturalmente uma relacao de
equivalencia.

De fato, se x € CR(p) entao para algum C e cada o > 0 existe uma (o, C)-
cadeia recorrente que comega e termina em z, portanto x ~ x.

Se x ~ y entdo para algum C > 0 e cada a > 0 existem duas («, C')-cadeia
recorrentes, uma comecando em z e terminando em y, e a outra comecando em
y e terminando em x, portanto y ~ x.

E por fim se x ~ y entao para algum C; > 0 e cada a; > 0 existem duas
(a1, Ch)-cadeia recorrentes, uma iniciando em x e terminando em y, e a outra
iniciando em ¥y e terminando em z. Se y ~ z entao para algum Cs > 0 e cada
ag > 0 existem duas (ag, Cs)-cadeia recorrentes, uma iniciando em y e terminando
em z e a outra iniciando em z e terminando em y.

Para C' = méax {C],Cs} e @« = min {ay,as} considere a (ay, Cy)-cadeia
recorrente que comega em x e termina em y, e a (ag, Cy)-cadeia recorrente que
comega em y e termina em z. Assim conseguimos duas («, C')-cadeia recorrentes,
uma que comeca em x e termina em 2 e a outra que comeca em z e termina em
x. Portanto z ~ z.

Essa relacao de equivaléncia permite escrever M como a uniao de conjuntos
cadeia recorrentes.
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Definicao 1.30. As classes de equivaléncia sob essa relacao de equivaléncia sao
chamados de componentes de cadeia de p.

Lema 1.31. Um subconjunto X de M ¢é uma componente de cadeia de ¢ se e
somente se X é uma componente conexa de CR(yp).

Demonstrag¢ao. (=) Suponha que X nao seja uma componente conexa de CR(yp),
entao considere U e V subconjuntos abertos e disjuntos tais que, U N X # 0,
VNX #0PeUUV = X. Para um ponto x € X, considere U(z) = {t €
R;pi(x) e U e V(z) ={t € Rypi(x) € V}. Como U e V sao conjuntos abertos
e disjuntos, logo U(x) e V(x) s@o abertos, disjuntos e U(z) UV (x) = R. Como R
é conexo entao U(x) =0 ou V(x) = 0.

Afirmagdo 1: Os conjuntos UN X e VN X sao abertos, invariantes e fechados
em X. De fato, seja x € U N X, como U é aberto, existe um ¢ > 0 tal que a
bola B(z,e) C U e como UUV C X logo B(x,e) C X, assim B(z,e) C UNX,
portanto U N X é aberto. Analogamente para VV N X. Agora, como x € UN X,
entdo ¢¢(z) € U parat € R e como UUV C X entdo ¢i(z) € X parat € R.
Assim ¢ (z) € UN X, entdo U N X ¢é invariante. Da mesma forma para V N X.
Além disso, o complementar desses conjuntos, em X, sao abertos em X. Portanto
UNX eV NX sao fechados em X.

Como UNV = entao (UNX)N(VNX) =0, assim para € U N X temos
B(z,6) N (VN X) = para algum § > 0. Seja y € V N X, entdo existe uma
sequéncia {(t;, z;)}"_, que é (J, 1)-cadeia recorrente que comega em z e termina
emy. Comoz =2, € UNX e UNX é invariante logo ¢, (1) € UN X e
d(py (1), 22) < 0 segue que 2o € U N X. Além disso, 23 € U N X segue de
o1, (12) € UNX e d(pr,(22),23) < 0.

Continuando o processo, obtemos y € U N X para ¢, (r,) € UN X e
d(ey, (12),y) < 8. Isso implica que (UNX)N (VN X) # 0, o que é uma con-
tradicao. Logo X é conexo.

(<) Seja X uma componente conexa de CR(p) e z,y € X. Para qualquer
e > 0 existe um 6 onde 0 < 0 < ¢/2 e d(pi(x), pi(y)) < €/2 quando d(x,y) < 6
el <t <2 Considere {B(x,6/2);x € X} uma cobertura aberta de X. Assim
existe finitos pontos x; € X, ¢ € [ para algum conjunto de indice I, tal que
X C U,y B(#,6/2). Como X é conexo, para um subconjunto I’ C I, temos

<U B(mi,5/2)> N ( U Bm,a/z)) #0.

Assim temos uma sequéncia finita {z;}? , em X tal que

(i) xn =213
(17) d(x;,xip1) <dparai=1,..,n—1,;

(iti) X Cc U, B(x;,0/2).
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Daf para i = 1,...,n temos uma (4, 1)-cadeia recorrente C; = {(t;,, r;;)};2, de

r; a x;. Agora, podemos supor que t;; < 2 para todo i,j. Seja d(x;,xz) < §/2 e
d(zy,y) < §/2. Entdo, para i = k, obtemos uma (e, 1)-cadeia recorrente de z a y:

(til, CL’), (tiQ, IL’Z‘Q), cees (timi,l‘imi)

e uma (g, 1)-cadeia recorrente de y a z:

(tiu y)7 (ti27 111'2)7 3 (timi ) 'T”Lmz)

Para i < k, obtemos uma (e, 1)-cadeia recorrente de x a y:

(til,l'), (tiwl’iz), ceey (timi7ximi)7ci+17 ey Ck

e uma (e, 1)-cadeia recorrente de y a x:

(tkpy)a (tk’kaz)? sy (tkmk7$kmk)7ck+la ---ycnacla Oz

Isso implica que = ~ y. O]

1.4 Estabilidade Topoldgica

Definigao 1.32. Dados ¢ e ¥ em X(M). Dizemos que o fluzo i é semicon-
jJugado ao fluro ¢ se existem uma sobrejecao continua h : M — M e uma
aplicacao continua 7 : R x M — R tais que:

(i) para todo x € M, 7(0,2) =z e 7(x) : R — R é um homeomorfismo;

(it) para todo x € M e para todo t € R, h(iy(x)) = ©rue)(h(x)).
O par (h,T) € dito semiconjugacao de 1 para . Dizemos que o fluzo 1 é con-

jugado ao fluxo ¢ se h : M — M €é um homeomorfismo e 7 : R x M — M
satisfaz (i) e (ii).

M WM

Pe

Figura 1.7: Semiconjugacao/Conjugacao
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A nocao de semiconjugacao vale para
Diff(M)={f: M — M, f difeomorfismo de classe C",r > 0},

bem como a de conjugacao, ressaltando que para difeomorfismo nao precisamos
da aplicacao 7.

Exemplo: Considere as fungoes g(y) = ay* — 1 para a # 0 e f(y) = uy(1 — y)
para pu > 0. Queremos encontrar uma sobrejecao continua h tal que g seja
semiconjugado a f.

Vamos encontrar h da forma h(y) = my + b, com m e b a determinar. Como
queremos que ¢ seja semiconjugado a f , temos

Resolvendo essa composta obtemos o seguinte sistema:

—mp = am?

mp = 2mab
b=ab*—1

Como m # 0 temos a solugao

22

2a
1+v1+4a
2a

3

a
I

S o

Igualando os valores encontrados para b obtemos a condicao 4a = pu? — 2.
Portanto h(y) = —Ly + 2-.

Fazendo a composta h(f(y)) = g(h(y)) concluimos o que queriamos mostrar.

Exemplo: Considere os campos lineares X e Y em R? definidos por X (z,y) =
(x,y) e Y(x,y) = (x+y, —x+y). Os fluxos correspondente sao ¢;(z,y) = e'(x,y)
e Y(z,y) = e'(zcost + ysent, —xsent + ycost).

Vamos construir um homeomorfismo h de R? conjugando ¢, e ;. Como 0
é a tnica singularidade de X e Y, devemos ter h(0) = 0. E facil ver que o
circulo unitdrio S é transversal a X e a Y. Além disso, todas as trajetérias
de X e Y distintas de 0 intersetam S'. Definimos h(p) = p para p € S'. Se
q € R? — {0} existe um tnico ¢t € R tal que ¢;(q) = p € S*. Colocamos
h(q) = ¥_(p) = ¥_i(pi(q)). A continuidade de h e de sua inversa na origem
pode ser verificada utilizando-se os fluxos de X e Y.

Definicao 1.33. Um fluxo ¢ € topologicamente estdvel se para qualquere > 0
existe uma vizinhanga U de ¢ em X(M) tal que:
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(1) para cada ¢ em U existe uma semiconjugacdo (h,T) de ¥ para ¢;
(i7) d(h,id) = sup{d(h(z),z);x € M} <e.

Definicao 1.34. Um fluxo ¢ € estruturalmente estdvel se existe uma vizi-
nhanga U de @ em X(M) tal que para todo fluzo 1 € U, ¢ € conjugado ao fluxo
©.

Proposicao 1.35. Seja ¢ um fluzo definido em uma variedade compacta M.

Para cada v € M, w(x) e a(x) sio ndo vazios, fechados, invariantes e cadeia
recorrente.

Demonstracao. Demonstraremos para w-limite, pois a demonstracao para a-limite
é analoga. Considere z € M.

Primeiramente mostraremos que w(z) é nao vazio. Seja x € M, como M é
compacto, definimos (¢, (z)) uma sequéncia em M. Pela compacidade, tomando
a subsequéncia se necessario ¢y, (r) — y € M. Logo y € w(x), portanto w(z) é
nao vazio.

Agora, queremos mostrar que w(x) é fechado.

Seja y € w(z), entdo para uma sequéncia (zy) em w(x), dado € > 0, temos
d(xg,y) < /2. Além disso, pela definicdo de w-limite, existe uma sequéncia
t; — 400 tal que d(py, (), zx) < £/2. Dal,

(i (x),y) < d(pr, (2), 2x) + d(w, y)
<e/2+¢e/2=c¢.
Isso implica que y € w(z) e portanto w(x) é fechado.

Para mostrarmos que w(z) é invariante, considere z € w(x) entao existe
uma sequéncia t;, — +oo tal que ¢ (r) — z. Como ¢ é homeomorfismo,
para um j € N fixado, temos ¢y, +;(z) — ¢;(2). Logo ¢;(y) € w(x), assim
e(w(z)) C w(z). E pelo fato de ¢ ser um homeomorfismo, concluimos também
que ¢ (w(x)) C w(x). Portanto w(x) é invariante.

Para concluirmos a prova, resta mostrar que w(zx) é cadeira recorrente. Dado
e > 0, sabemos que

w(z) ={y € M;3(tx), tr, — +oo tal que d(py, (2),y) < /2}.
Como tp — +o0, existe C' > 0 tal que t, > C.
Considere a sequéncia (ty, zg) = (tg, ¢r, () € R x M tal que ¢, > C e
d(@pr1, r, (k) = dpr,, (@), r, (01, (2))

< d(py, (2),y) + dy, par, (2) <e/2+¢/2 =€

Portanto w(z) ¢ uma (e, C')-cadeira recorrente.
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Lema 1.36. Sejam ¢ um fluxo topologicamente estdvel e X uma componente de
cadeia de ¢, entao

(a) X ={y € X,y estd em uma drbita fechada de p}

(b) existe um ponto x € X tais que os conjuntos a-limite de x e w-limite de x
sao densos em X.

Demonstragao. (a) Como o fluxo ¢ é topologicamente estavel, para cada fluxo
Y na vizinhanga de ¢ existe uma semiconjugagao (h,7) tal que h(¢y(z)) =
©rtx)(h(x)) para todo v € X et € R, ou seja, as orbitas fechadas do fluxo
1 sdo levadas nas 6rbitas fechadas de ¢ por (h, 7).

Seja z € {y € X;y estd em uma drbita fechada de ¢} entao existe uma sequéncia
(yn) em {y € X;y estd em uma 6rbita fechada de ¢} tal que d(y,, z) < £/2 para
qualquer ¢ > 0. Dai (y,) € X. Entdo para a sequéncia (t,,y,) € R x M,
dado C' > 0 temos uma (g, C)-cadeia recorrente tal que para t, > C tem-se

A(pt, (Yn)s Yni1) < /2.

Assim, d(¢y, (Yn), 2) < d(or, (Yn)s Ynt1) + d(Yni1,2) < €/24+€/2 = e. E isso
nos diz que z € X. Portanto {y € X;y estd em uma 6rbita fechada de ¢} C X.

Agora, considere z € X, como X é uma componente de cadeia, tomemos a
sequéncia (t;,z;) € Rx M, 0 <n < i, e x, = z assim temos uma (¢, C')-cadeia
recorrente tal que t; > C e d(yy,(x;),2:41) < €. Em particular para i = n — 1
temos d(¢r, ,(Tn-1),2) < €.

Como X é componente de cadeia e (t;,x;) forma uma drbita fechada, entao
z € {y € X;y estd em uma 6rbita fechada de ¢}.

Portanto X C {y € X;y estd em uma 6rbita fechada de p}.

(b) Mostraremos para w-limite, pois é andlogo a demonstragao para a-limite.
Seja z € X, como X é uma componente de cadeia entao existe uma (g, C')-cadeia
recorrente que comega e termina em z, ou seja, z = Iy,T9, ..., T, = 2 em X,
entdo dada a sequéncia (t;,x;) € R x M temos t; > C e d(¢s, (), xi41) < €.
Em particular, para i = n — 1 temos d(¢y, ,(n-1),Zn) = d(¢, ,(Tn-1),2) < €.
Defina y,, = ¢, (x1) uma sequéncia em w(xy), logo ¢, (1) — 2. Pela defini¢ao
de w-limite temos z € w(z). Portanto w(x;) é denso em X. O



Capitulo 2

Principais Resultados

Nesse capitulo, o principal objetivo é demonstrar o seguinte teorema:

Sejam o um fluxo topologicamente estavel, X uma componente de cadeia de
Y, € 1,72 orbitas fechadas hiperbolicas de ¢ contidas em X. Entdo v, e o tém
o mesmo indice.

Para a prova deste teorema provaremos alguns resultados de fluxos topologica-
mente estaveis e daremos algumas definigoes adicionais. As principais referéncias
desse capitulo sao [5],[9],[10],[11] e [16].

2.1 Fluxos Smale

Defini¢ao 2.1. Para um fluxo ¢ em X(M), um ponto p é chamado de mao
errante se para cada vizinhanga U de p existe um tempo t > 0 tal que p,(U)NU #
(. Denotaremos por Q(p) ou 2 o conjunto dos pontos nao errantes de .

Definicao 2.2. Um fluzo ¢ é dito Axioma A se

(1) o conjunto das drbitas periddicas de ¢ sao densos em Q(p);

(17) Q(p) € hiperbdlico.

Exemplo: Os fluxos Anosov sao Axioma A, onde Q(¢) = M. [1] De fato, um
fluxo C! em uma variedade M é Anosov se M é um conjunto hiperbdlico. Seja
¢ um fluxo Anosov, como M é um conjunto hiperbdlico entdao Q(¢) C M. Seja
x € M tal que sua orbita, O(x), é densa em M. Logo

O(x) = M e O(z) C Q).

Assim,

M = 0O(z) C Qp) = Qyp),

21



22

ou seja,
M C Q(p).

Definicao 2.3. Dado um conjunto compacto e invariante A, dizemos que A ¢é
um conjunto atrativo quando existe um aberto U D A, tal que ¢,(U) C U para

todot >0 e
ﬂ@t(U>:A-

t>0

O aberto U é chamado de bloco isolante.

Defini¢ao 2.4. Seja ¢ € X(M). Um subconjunto A de Q(p) é chamado de
atrator se

(1) A € invariante;
(i) existe um vizinhanga U de A em M tal que (N0 pe(U) = A;

(1ii) Eziste um orbita densa em A.

Exemplo:

Considere a seguinte aplicaciao F : R? — R? definida por

F(z,y) = (x — 2%, —y).

Note que F possui trés singularidades. De fato, fazendo F(z,y) = (z — 23, —y) =
(0,0) e resolvendo o sistema temos que as singularidades sao (0,0) e (£1,0).
Entao podemos escolher um aberto U suficientemente grande de tal forma que
contenha as trés singularidades, U sera o bloco isolante de A, como mostra a
figura a seguir, definido por

A= &(U) = {(2,0); 2] > 1}.

>0

onde ¢ é o fluxo de F'. Observe que o conjunto atrativo A nao é um atrator, uma
vez que ¢|rxa nao é transitivo.

II‘ L /—”;—77_ -\\ f’
2 \l — !
< \__ = >\/
=l x=+1

Figura 2.1: Conjunto Atrativo que nao Atrator[14]

Uma importante classe de fluxos sao os fluxos Smale.
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Definicao 2.5. Um fluzo ¢ é um fluxo Smale se satisfaz as sequintes condigoes:

(1) CR(p) tem uma estrutura hiperbdlica;
(1i) cada componente de cadeia de ¢ é unidimensional ou é um tinico ponto;

(111) ¢ satisfaz a condi¢ao forte de transversalidade.

As seguintes propriedades enunciadas aqui como Lemas sao conhecidas da
restricao de um fluxo Smale para qualquer uma das suas componentes da cadeia.

[9]
Lema 2.6. Seja ¢ um fluro Smale, se para o > 0 existe um [ > 0 tais que

d(xz,y) < B para x,y € CR(p), entdo

(1) existe uma constante v(z,y) com |v(x,y)| < a;

(1) Wa®(u(ay (2) N Wa(y) = [z, y].

Demonstragao. Como ¢ é um fluxo Smale entao C'R((p) tem estrutura hiperbdlica,
ou seja, existem constantes positivas e¢,d0,c, 7 que satisfazem os itens (i) e (i)
da defini¢do 1.14. Como [z, z] = x entdo v(x,z) = 0.

Seja a < «p, pela continuidade uniforme, existe 0 < [ < [y tal que se
d(z,y) < B, entdo d([z,z], [z,y]) = d(z, [z,y]) < a/2c e d(ly, [z,y]) < a/2c, além
disso [v(z,y) —v(z, )| = [v(z,y)| < a. Assim, tomando d(@, () (), Pu(z2) () <
a/2c¢, temos

Aoy (@) [7,Y]) < d(Puey) (7). 2) + d(z, [z, 9]) < afe.

Como [z,y] € W5 (@u(y) (7)) pata t > 0 temos

d(@v(r,y)+t<x>7 @t([xa y])) < Ceiﬁd@ou(m,y)(x)’ [:B, y])

Portanto [z, y] € Wo (¢u(ay) (T))-
Como [z,y] € W (y) para t > 0, temos

d(o—i(y), p-i([z, y])) < ce™d(y, [z,y])

e _
<ce M= =e "o < a.
c

Portanto [x,y] € W,"“(y).

Assim [z, y] € Wo*(0u(ay (x)) N Wo"(y) e como a intersecdo é tinica temos

[, 4] = Wa' (Puiay) (7)) N TWa"(y).
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Lema 2.7. Se ¢ € um fluro Smale e X é um componente de cadeia de ¢, entao
para dois pontos v,y € X et € R,

W2 (pu(z)) D W (0u(y))

€ denso em X.

Demonstragao. Dado o > 0, seja z = {[z,y]} € X como no Lema anterior, onde
W5 (pe(z)) M Wa(y) = 2. Considere uma sequéncia (x) em W*(@i(x)) (YW (p:(y)),
queremos mostrar que Ty — Z.

Como (zy) € W¥(pi(x)) entdao d(prs(zr), prrs(x)) — 0 quando s — 400,
ou seja, d(@rys(Tr), Pres()) < /2.

Da mesma forma, como z € W,*(pi(x)) entdao d(piis(z), ris(2)) < af2.
Assim,

A(Prrs(Tn), Pres(2) < d(Prrs(Th), Prrs(2)) + d(Prrs(T), Pras(2))
< a2+ a/2=a.

Logo, virs(xr) — pris(z) para s — 400, e como ¢ é homeomorfismo entao
T — 2. ]

Definicao 2.8. Seja ¢ um fluxo, dizemos que ¢ é Kupka-Smale se satisfaz as
sequintes condigcoes:

(a) toda drbita fechada de ¢ é hiperbolica,

(b) qualquer intersecdao entre os conjuntos estaveis e instdveis de orbitas fecha-
das € transversal.

E conhecido na literatura que a colecao de fluxos Kupka-Smale é denso no
conjunto de todos os fluxos C* em M, isso é feito usando o método da suspensao.
A prova encontra-se em [16]. Seja ¢ um fluxo C* em M, P : ¥ — X a trans-
formacao de Poincaré associada a ¢ e h : M — ¥ um homeomorfismo onde ¢
é conjugado a P. Considere 1) um fluxo Kupka-Smale e P’ : ¥ — ¥ a trans-
formacao de Poincaré associada a v, entdao podemos escrever ) = h™! o P’ o h.
Assim, como P’ esta préximo de P entao 1 estd proximo a .

A seguir, apresentaremos duas proposi¢oes e um lema necessarios para a de-
monstracao do teorema principal.

Proposicao 2.9. Sejam ¢ um fluxo topologicamente estdvel e X uma componente
de cadeia de . Se ¢ for um sequndo fluro em M e (h,T) uma semiconjugacao
do fluzo ¢ ao fluxo . Entao

(a) W(CR(¢)) = CR(p);

(b) se Y € uma componente de cadeia de 1 e Y Nh™(X) # 0, entao Y C
h=H(X);
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(c) h(Y) = X.

Demonstracao. (a) Seja € > 0 uma constante dada, e escolha 6 > 0 suficien-
temente pequeno de modo que d(x,y) < § implica que d(h(x),h(y)) < &, para
x,y € M uma vez que h : M — M é uma sobrejecao continua e M é compacto

Como ¢ ¢ topologicamente estével, para cada x € M considere a aplicagao
continua 7(—, ), entdo existe uma constante C' > 0 tal que 7(C,z) > 0. Por
compacidade de M e continuidade de 7 segue que existe uma constante 7" que
satisfaz 7(C,xz) > T > 0 para todo x € M.

Agora, se (t;,x;) € R x M é uma (J, C)-cadeia recorrente de ¢ entdo t; > C' e
d(ziy1, ¢ (x;)) < 0, para cada 4. Isso implica que d(h(x;11), h(¢y, (z;)) < €, pois
h é continua. Além disso (h,7) é semiconjugagao do fluxo ¥ ao fluxo ¢, logo

h(@; () = Prian (M) dal d(h(2i41), Prsen) (M) <€

Como 7(t;,x;) > T > 0 para todo z; € M entao (h(x;), 7(t;,x;)) € R x M é
uma (g, T')-cadeia recorrente de .

Pelo fato de ¢ ser arbitrario e 7" independe de € concluimos que h(CR(v)) C
CR(p). Pelo item (c) temos a igualdade.

(b) Sejaz € YNh™'(X), entao h(x) € h(Y)NX. Pelo Lema 1.31 , Y C CR()
é conexo, entao h(Y) C CR(p) também é conexo. Como X é uma componente

conexa de C'R(p) temos h(Y) C X. Assim Y C h™'(h(Y)) C h™1(X).

(c) Sejam x € X e y € Y, pelo item anterior y = h~!(z). Sabemos que
wy(x) = X e wy(y) =Y pelo Lema 1.36, portanto existe uma sequéncia n, —
+oo tal que ¢, (r) — ¢ € X. Da mesma forma, existe uma sequéncia de
ny —> 400 (que também rotulamos por ny) tal que ¢y, (y) — p € Y. Assim,

h(p) = lim 2y, (y)) = lim o, (h(y)) = lim ¢, (2) = g.

k k—o0

Portanto, h(Y) = X. O

Lema 2.10. Considere (h,T) uma semiconjugacao do fluxo ¥ ao fluro ¢ ey uma
drbita fechada de . Se p € h™1(v), entao h(W?(p,v)) C W (v,p) onde 0 = s
ou u.

Demonstracao. Mostraremos para o = s. A prova para o = u é analoga.

Seja y € W*(p, 1) entdo pela definicao de W#(p, 1)) temos

d((p), i (y)) — 0 quando t — +oc.

Como (h,7) é uma semiconjugacao do fluxo ¥ ao fluxo ¢ entdo h(yy(p)) =
@T(t,p)h(p)a dai

d(h(¢r(p)), h(¢r(y))) — 0 quando ¢ — 400
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Isso implica que
d(@rph(p), Priyh(y)) — 0 quando t — +o0.

Além disso @@ ph(p) € 7, uma vez que h(p) € 7, e 7(t,y) — +00 quando
{ — 400 entao
d(vy, ¢th(y)) — 0 quando t — +o0.

Isso significa que h(y) € W*(v,¢). Portanto h(W7(p,v)) C W(v,¢), como
queriamos. O

Proposicao 2.11. Sejam ¢ um fluzo topologicamente estdvel, X uma compo-
nente de cadeia, e 1, Yo Orbitas fechadas de ¢ em X. Entio W*(y1;¢) N
W (va;0) N X € denso em X.

Demonstracao. Como ¢ ¢é topologicamente estavel, existe uma semiconjugacao
(h,7) do fluxo 1 ao fluxo ¢. Pela Proposi¢ao 2.9, ¢ possui uma componente
de cadeia Y onde Y = h™'(X) entdo h(Y) = X . Dali, podemos escolher y; €
Y Nh~'(v;) para j = 1,2, pois v; € X para j = 1,2.

Considere 9 como sendo um Fluxo Smale, isto é possivel por causa da densi-
dade C° da colecdo de Fluxos Smale [13], entdo a componente de cadeira de 1) ¢
um tunico ponto ou é unidimensional. Se Y é um tnico ponto entao X também
é, logo nao ha nada para provar.

Agora, se Y é um conjunto hiperbdlico unidimensional, entao pelo Lema 2.7,
a interse¢ao do conjunto estavel de qualquer 6rbita em Y com o conjunto instavel
de qualquer outra érbita de Y esta contida e é denso em Y.

Denotaremos por O(y;) a érbita de ¢ de y; para j = 1,2 e D = W?*(O(y1)) N
W*(O(y2)) NY que é denso em Y.

Como h : Y — X é continua entao
WD) = h(W*(O(y1))) N A(W*(O(y2))) N h(Y)
que pelo Lema anterior
h(D) C W* (1, 0) N W*(72,9) N X.

E como D é denso em Y e h é continua, temos h(D) é denso em X. O

2.2 Prova do Teorema Principal

Nessa se¢ao apresentaremos a demonstragao do teorema principal.

Teorema 2.12. Sejam ¢ um fluxo topologicamente estdvel, X uma componente
de cadeia de @, e y1,7vs orbitas fechadas hiperbolicas de ¢ contidas em X. Entao
Y1 € Yo tém o mesmo indice.
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Demonstracao. Se y1 = 2 a demonstragao é imediata. Considere vy # 7s.

Pelo Teorema de Hartman-Grobman e estabilidade local das érbitas periddicas,
encontrados em[16], existem vizinhangas disjuntas V; e V5 de 71 e 72, respectiva-
mente, e uma vizinhanca G’ de ¢ em X(M) tais que:

(1) Como ¢ é topologicamente estavel e 7, vy, sdo drbitas hiperbdlicas fechadas
de ¢, entao para qualquer fluxo ¢ € @', existe uma drbita hiperbdlica
fechada Ay C Vi, Ay C V4 de ¢ tal que o indice A\j(¢p) = indice y; e
indice Ay(¢)) = indice 7. De fato, seja = € v, e como ¢ é topologicamente
estavel entao existe uma semiconjugacao (h, ) do fluxo ¢ ao fluxo ¢ onde
©rt2)(h(x)) = h(y(x)), assim considere \; a érbita hiperbdlica fechada de
Y dada por Ay = {z € M;y(x) € V},Vt € R}. Andlogo para As.

(17) A1(?)) e Aa(w)) s@o os tinicos conjuntos ¢-invariantes em Vj e Va, respectiva-
mente. De fato sdo tnicos, pois supondo que exista outro conjunto Az(v),
Y-invariante em V; ou Vo, entdo A\3(¢) = {x € M;iy(z) € V;,Vt € R, j =
1,2}. Portanto A3(%) é igual a A (v)) ou Ay(2)).

Assim, existe um ¢ > 0 tal que B(v,e) C Vi e B(vg,e) C V,. Além disso,
existe uma vizinhan¢a G C G’ de ¢ em X(M) onde, para todo fluxo ¢ € G, existe
uma semiconjugagao (h,T) de ¥ a ¢ tal que d(h,id) < €.

Entao h™'(y;) C V; para j = 1,2. De fato, seja x € h™*(y;) para j = 1,2,
entdo h(z) € v; para j = 1,2. Portanto d(v;, ) < d(h(x),z) < d(h,id) < €, logo
x € B(v;,e) C V; paraj=1,2.

Agora, h™'(v;) para j = 1,2 é fechado e t-invariante pois v; para j = 1,2
¢ fechado e g-invariante. De fato, como v; para j = 1,2 é fechado e h é uma
sobrejegao continua entao h~!(v;) para j = 1,2 é fechado. Além disso, considere
x € h™*(v;) para j = 1,2 logo h(z) € v, para j = 1,2, como ; é p-invariante,
implica que ¢(h(x)) € v; e como h(¢(z)) = p(h(z)) € v; para j = 1,2, entao
h(¢(z)) = (h(x)) € ~; logo ¥(x) € h™'(v;) para j = 1,2. Portanto h™'(v;) para
j = 1,2 é yY-invariante. Consequentemente por (ii) temos h~'(~;) = \;(¢)) para
j=1,2.

Como o conjunto de fluxos de Kupka-Smale é denso no conjunto de todos os
fluxos C! em M, podemos encontrar um fluxo de Kupka-Smale ¢ em G . Nés
usaremos essa escolha particular de 1 no restante da prova.

Queremos mostrar que W* (A (v),v) N W% (Ao (1), ) # 0.

Usando a Proposigao 2.11, escolhemos © € W# (1, o)W " (72, 0) ey = h™!(x).
Pela prova do item (¢) da Proposi¢ao 2.9, a semiconjugagao leva o conjunto w-
limite de ¢ de y no conjunto w-limite de ¢ de z, ou seja, h(wy(y)) = wy(z) =1
entdao wy(y) C h™(y1) = A1 (¢0). Portanto y € W5\ (), ).

Da mesma forma, h(ay(y)) C au(z) = 72, entdo ay(y) C A~ (12) = Xao(¢) daf
y € W (Ao (v), ). Portanto We(Ay (), v) N W™ (A2 (1)), %) # 0.

Invertendo os papeis de A (¥) e A2(¢0) temos W5(Aa(¢), L)NW™ (A1 (1), ) # 0.
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Como v é Kupka-Smale, a intersecao da variedade instavel e estavel de qual-
quer orbita fechada de 1) é transversal, como ja mostramos que a intersecao é

nao vazia temos W*(A2(¢), ) NW* (A1 (1), ) e WA (¢), ) "W (A2(1), 7)) s@o
subvariedades de dimensao 1. Além disso, como 7; # 75 entao A\; # \o. Dal, seja

(S;,U;) indice de Aj(¢) para j = 1,2 e m = dim(M) onde S; = dim(W*(y;)) e
U; = dim(W*"(v;)) para j = 1,2.

Assim, pelos fatos apresentados acima, temos as seguintes desigualdades

(1) Uy + S >m+1,

(2) U+ S >m+ 1.

Além disso, pela definicao de indice temos
(3) U1+Sl §m+1,

Finalmente, combinando (2) com (3) e (1) com (4) temos U; = Us,, e combi-
nando (2) com (4) e (1) com (3) temos S; = Sy. Portanto o indice de v, =indice
de s. O]

Corolario 2.13. Nas hipoteses do Teorema anterior, se X contém um ponto fixo
hiperbolico, entao X nao contém outra orbita fechada hiperbolica.

Demonstracao. Pela demonstracao do teorema anterior temos:

U1+SQ+U2+8122TI’L—|—2

U1+51+U2+52§2m+2.

Portanto Uy + Sy + Us + 51 = 2m + 2. Mas pela definicao de indice, se 7, for um
ponto fixo logo U; + S = m o que contradiz o fato de Uy + 57 < m+ 1 e dai 1
e 72 nao seriam distintas. Entao podemos concluir que X nao teria outra orbita
fechada hiperbdlica. O

Corolario 2.14. Se um fluro Kupka-Smale € topologicamente estdvel, cada um
dos pontos fixos é uma componente de cadeia.

Demonstracao. Seja ¢ um fluxo Kupka-Smale que é topologicamente estavel, pelo
Lema 1.36, as 6rbitas fechadas de ¢ sao densas em C'R(yp) e como ¢ é Kupka-
Smale, cada uma dessas orbitas fechadas é hiperbdlica. Logo, pelo corolario
anterior, se X é uma componente de cadeia de ¢ que contém o6rbitas fechadas
hiperbdlicas entao X nao contém um ponto fixo. Portanto cada ponto fixo é uma
componente de cadeia. O

Observacao 2.15. Se a dimensao de M for 3, pode-se obter o resultado desse
ultimo coroldrio sem supor que o fluro ¢ topologicamente estdvel € Kupka-Smale.
De fato, U + S = dim(M) = 3, entao temos trés op¢oes:
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(1) U =0, logo sé temos a dimensdo da variedade estdvel, portanto o ponto
fixo hiperbolico € atrator;

(1) S =0, logo so temos a dimensdo variedade instdvel, portanto o ponto fizo
hiperbolico € um repulsor;

(1ii) U =1 ou S =1, temos que a dimensdo da variedade estdvel ou instdvel é
1, o que provaremos na prowima proposi¢ao.

Proposicao 2.16. Suponham ¢ topologicamente estavel e X uma componente de
cadeia de ¢ que contém um ponto fizo hiperbolico p de ¢ - Se o conjunto estavel
ou instdvel desse ponto fizo é unidimensional, entio X = {p}.

Demonstrac¢ao. Considere dim(W"(p)) = 1 e 4 uma drbita fechada hiperbdlica
em X diferente de p. Como dim(W*"(p,)) = 1 implica que W*(p) consiste em
p mais duas outros orbitas de p, a 6rbita positiva e a 6rbita negativa de p, isto é

W*(p, ) = {p, 0" (p), O~ (p)}.

Pela Proposi¢ao 2.11 temos W#(y, o) N W*(p, ) N X é denso em X, como 7y
e p sao distintos e W (p, p) = {p, O (p), O~ (p)}, logo W*(~, ¢) deve conter pelo
menos uma das duas orbitas de p diferente de p.

Combinando isso com o fato de que W#(p) NW3(y) =0 e W*(p)NW"(v) =0
concluirmos que X pode conter no maximo duas orbitas periddicas além de p.
Usando o Lema 1.36, as 6rbitas fechadas de ¢ em X sao densas em X, isso mostra
que X deve consistir em um nimero finito de érbitas fechadas.

Mas, pela definicao de componente de cadeia temos, se y € X para algum C' >
0 e cada a > 0 existem duas cadeias («, C)-cadeia recorrentes, uma comegando
em p e terminando em y, e a outra comecando em y e terminando em p, implica
que X consiste em uma unica érbita fechada. Portanto X consiste somente em

.
[



Capitulo 3

Estabilidade do Atrator de
Lorenz

O objetivo desse capitulo é mostrar que nenhum modelo geométrico do Atra-
tor de Lorenz é topologicamente estavel. Portanto, vamos fazer uma breve apre-
sentacao da construcao de um modelo geométrico do Atrator de Lorenz. Para
interessados no assunto, mais detalhes podem ser encontrados em [8], [14] e [15].

3.1 Histdrico e breve apresentacao

Em 1963, o meteorologista do MIT, Edward Lorenz, publicou o notavel artigo
Deterministic Nonperiodic Flow[7]. Neste artigo introduziu o seguinte sistema
nao-linear de equagoes diferenciais abaixo.

Seja X : R® — R3 o campo vetorial definido por X (z,y, ) = (&, 9, 2), onde

i(t) = —ox + oy
yt) =rx —y—zz

e o,r,b sdo parametros reais positivos e (z,y,2) € R3.

Inicialmente fixamos os parametros ¢ = 10,r = 28,b = % numa vizinhanca
da origem. Ao escolher condigao inicial préxima da origem deparou-se com uma
orbita de comportamento muito estranho, limitada que nao mostrava regulari-

dade.

A figura a seguir mostra a solucao e tem a aparéncia similar a uma borboleta,
por essa razao ficou conhecida como butterfly.

30
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Figura 3.1: Atrator de Lorenz [15]

3.2 Propriedades do Atrator de Lorenz

A seguir mostraremos as propriedades que sao obtidas diretamente das Equagoes
de Lorenz.

(1) Existe uma simetria natural (x,y, z) — (—x,—y, z) para quaisquer o,r,b
positivos, ou seja, se (z(t), y(t), z(t)) é solucao, (—x(t), —y(t), z(t)) também
é.

(i) Podemos calcular as singularidade procurando os pontos (x,y, z) € R? tais
que X(z,y,z) = (0,0,0). Assim,

—orx+oy =20
re —y —xz =0
xy —bz=0

Resolvendo o sistema, obtemos trés singularidades para r > 1,

p=1(0,0,0)
¢t = (Vb(r —1),V/b(r —1),r = 1)
qg = (—\/b(T' - 1)? —\/b(T’ - 1),7‘ - 1)

(4ii) Usando os parametros o = 10,7 = 28,b = 3 as singularidades serao p =

(0,0,0); g+ = (6v2,6v2,27); ¢~ = (—6v/2, —61/2,27). Assim,

DX(z,y,2) = | 0() 9,0) 6:3) | = | r—2 —1 —a
0:(2) 0,(2) 0.(2) y x —b

O célculo dos autovalores de DX (p), DX (q7), DX (q"), reduz-se a achar as
raizes dos polinomios caracteristicos dessas trés derivadas.
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-10 10 0
DX(p)=| 28 -1 0
0 0 -3
—-10 10 0
DX(q") = 1 -1 —6v2
6v2 6v2 %
—10 10 0
DX(q7) = 1 -1 6V2
—6v2 —6v2 8

Os polinomios caracteristicos de DX (p), DX (¢”), DX (q"), com suas res-
pectivas raizes, sao:
(i) fA) =X+ FA2 = 2N - 720
A A 11,83 My & —22. 83: \g ~ —2,67
(1) f(p) = p® + Fp° + 25+ 1440
11y~ —13,85; p1g & 0,094 4 10, 193: 113 ~ 0,094 — 10, 197
(i1d) f(€) =&+ 2E> + 3¢ 4 1440
£~ —13,85: € ~ 0,094 + 10, 19i: €5 ~ 0, 094 — 10, 19
A divergencia de X ¢é negativa. De fato,

div (X(z,y,2)) = trago (DX (x,y,2)) = —(0c +1+b) <O0.

Isso significa que o fluxo X; associado ao campo X contrai o volume signi-
ficativamente. Dado o volume inicial V5 de um sélido é possivel calcular o
volume V' (t) desse sélido no tempo ¢:

V(t) _ %6_(0+1+b)t

Assim, poderfamos fazer V = vol(U) onde U é o bloco isolante tendo como
fronteira um bitoro. Em particular, para ¢ = 10,7 = 28 e b = 8/3, temos

41

V(t) = Voe 3"

Note que quando t — 400 entdo V() — 0. Assim o conjunto A =
ﬂtzo X;(U) tera volume zero.

Existe uma elipsoide onde eventualmente entram todas as orbitas e nunca
mais voltam a sair. Na referencia tal, mostra como é obtido esse elipsoide.

Escolhendo uma fung¢ao de Liapunov
V =ra* +oy*+o(z—2r)

verifica-se que as Orbitas ingressam transversalmente no elipsoéide.
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Assim, existe uma regiao sélida K cuja fronteira é o elipsoide onde todas
as Orbitas acabam entrando. Supondo K compacto, entao necessariamente
estas orbitas terao que acumular em algum subconjunto de K. Na realidade
as simulagoes mostram que existe um conjunto B homeomorfo a um bitoro
de tal forma que toda érbita atravessa-o transversalmente e nunca mais
volta a sair.

Logo existe uma regiao sélida, limita e aberta U, cuja a fronteira de U ¢
oU = B. Consequentemente U sera um bloco isolante, de tal forma que a
origem € a unica singularidade em U contida. Logo nosso candidato a ser
atrator é o conjunto
A=(X(U).
£>0

Para construir geometricamente esta regiao sélida U com fronteira home-
omorfa a um bitoro, é s6 retirar uma vizinhanca suficientemente pequena
que contenha as variedade estdveis tanto de ¢ como de ¢~. Assim teremos
uma regiao que é homemorfa a um bitoro.

3.3 Modelo Geométrico do Atrator de Lorenz

Para a finalidade do nosso estudo usaremos o modelo geométrico do Atrator
de Lorenz apresentado em [§].

Para esse modelo geométrico, mostrou-se que o modelo geométrico é um fluxo
em 3 dimensoes tal que :

(1
(2
(3
(4

Existe um ponto singular p.
Existe uma secao transversal ao fluxo.
Existe uma folheacao invariante pela aplicagao retorno a se¢ao transversal.

A aplicacao unidimensional induzida é expansora.

Para uma construcao considere as equacoes de Lorenz numa vizinhanca da
origem, por uma mudanca nao linear de coordenadas as equacoes sao conjugadas
as equacoes linearizadas em uma vizinhanca de p,

y(t) = Aoy
Z(t) = /\32

onde A\ ~ 11,83; \y = —22,83; A3 =~ —2,67.

A solucao desse sistema é imediata
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Consideremos os seguintes conjuntos:

S=A(z,y,2) : [z], [yl < o}
S'=S\{(x,y,2) : |[zx| =0} =STUS™
2% = {(2,,2) : [yl |2 < B}

com « e ( constantes positivas e pequenas.

Figura 3.2: Regiao em forma de cuspide

Construimos duas aplicagoes P, : S’ — Y e P, : ¥ — S, definimos uma
aplicacao P = Pyo P, : 8" — S, dada por P(z,y) = (f(z), 9(z,y)).

Figura 3.3: Aplicagoes P, e P,
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E, finalmente a projetamos na reta real.

Figura 3.4: Transformacao do modelo geométrico de Lorenz

A aplicagao unidimensional f : [—A, A] \ {0} — [—A, A] possui as seguinte
propriedades:

1. A simetria das equagoes de Lorenz implicam que
f(=z) = —f(z)

2. Tem tunica descontinuidade em x = 0 decorrente pelo fato de P nao esta
definida em {(z,y, 2) : |x| = 0}.

3. Os limites laterais em x = 0 sao, respectivamente

lim f(z)=A lim f(z)=-A

z—0~ z—0t

4. f é diferencidvel em [—A, A] \ {0} e f'(x) > V2 ou seja, f é expansora.

5. Os limites laterais de f’ em z = 0 sao

lim f(z) =+oc0 lim f'(z) = +oc.

z—0~ z—0t

Assim, estudar o fluxo tridimensional, reduz-se a estudar uma aplicagao bidi-
mensional que ajuda a compreender a dinamica do fluxo, dai o estudo foi reduzido
a uma aplicacao unidimensional, chamada Aplicacao de Lorenz.
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Para a prova do tltimo resultado desse trabalho precisamos citar os seguintes
teoremas:

Teorema 3.1. Sejam U uma vizinhanca do campo de vetores Y em M eV um
sequndo conjunto em U tais que se Z € V', entao Z tem um ponto singular nao
1solado no conjunto nao errante.

Teorema 3.2. Seja U uma vizinhanga do campo de vetores Y em M tal que
V c U,V aberto em M, entao existem campos de vetores em V' cujos conjuntos
nao errantes sao homeomorfos um ao outro.

As demonstragoes dos teoremas 3.1 e 3.2 podem ser encontradas em [8].

Agora estamos em condicoes de enunciar o ultimo resultado desse capitulo.

Teorema 3.3. Nenhum modelo geométrico do Atrator de Lorenz é topologica-
mente estdvel.

Demonstracao. Usaremos o modelo explicado anteriormente para mostrarmos
que esse modelo nao é topologicamente estavel.

Vamos supor que f seja topologicamente estavel, onde f é a fungao descrita
anteriormente. Considere o conjunto aberto Uy que estd no conjunto de campos
vetoriais C'! em S3. Denote U como o conjunto de fluxos em S® que sao gerados
pelos campos vetoriais em Uy [8]. Em U, existe um subconjunto N de S* que é
positivamente invariante sob cada fluxo f em U e que fi(N) C N. (f1 é o fluxo
onde t = 1).

Consequentemente Ay = (1,5, fi(/N) é um conjunto atrativo. Além disso, para
cada f em U, Ay contém exatamente um ponto fixo py que é uma sela hiperbélica
(veja propriedade (iii) se¢ao 3.2).

Nas provas dos teoremas 3.1 e 3.2 de [8], que ndo mostraremos nesse trabalho
por ser extenso, ¢ mostrado que existe um subconjunto denso V' de U tal que para
cada fluxo g em V, o conjunto atrativo A, é conexo e esta contido em CR(f).
Assim, pelo Lema 1.31, A, ¢ uma componente de cadeia de g, de modo que cada
g em V possui exatamente uma componente de cadeia contido em N.

Como f1(N) C N para cada f em U, segue que qualquer componente de cadeia
de f que esteja em N deve estar contido em N. Com esse fato, a densidade de V'
em U e o item (c) da Proposigao 2.9 verifica-se que f tem uma tinica componente
de cadeia em N. Denote este componente da cadeia por X.

Pela Proposigao 2.16, temos X = {ps}. Além disso X = A;. De fato, seja
x € Ay, como Ay ¢ invariante e fechado entao o conjunto alfa-limite e o conjunto
omega-limite estao em Ay e pela Proposicao 1.35 sao cadeia recorrente. Como X
¢ a inica componente de cadeia de f, isso obriga ambos conjuntos limites estarem
contidos em X e dai x € X. Entao Ay C X. A inclusao contraria decorre do fato
de que Ay é o conjunto maximal f-invariante definido em V.

Entao concluimos que Ay = {ps}, o que nao acontece. Portanto, f nao é
topologicamente estavel. O



Consideracoes Finais

O presente trabalho, baseado na definicao de estabilidade topolégica de Wal-
ters nos permite:

1. Concluir que o indice de duas drbitas fechadas 71,72 € CR(yp) do fluxo ¢
topologicamente estavel é o mesmo.

2. O modelo geométrico do Atrator de Lorenz, apresentado nesse trabalho,
nao é topologicamente estavel.

A definicao de Walters nao deixa clara se é possivel que um fluxo topologi-
camente estavel tenha singularidades. Este é o fenémeno que ocorre no modelo
geométrico do Atrator de Lorenz. Assim, nos perguntamos se ha uma definicao
de estabilidade topoldgica para fluxos com singularidades, talvez isto seja um
motivo de pesquisa futura.

Nao encontramos, durante a elaboracao desse trabalho, referéncia publicada
a esse respeito.
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