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Resumo

MEZA, Wilson Berrocal, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de
2017. CONSTRUCAO DE SUPERFICIES HIPERBOLICAS COM Sis-
TOLE MAXIMA. Orientador: Mércio Botelho Faria.

O presente trabalho abordard o estudo de algumas desigualdades sistolicas em
superficies hiperbolicas compactas de género g > 2 com sistoles méximas. Uti-
lizaremos a técnica de corte e colagem para construir superficies hiperbélicas
compactas com sistole grande a partir de superficies maximais. Derivaremos
desigualdades semelhantes para superficies hiperbdlicas nao compactas com cus-
pides. Além disso, apresentaremos alguns resultados sobre sistole em superficies
e avaliaremos um tipo de sistole de superficies relacionadas a tesselacoes {4g, 4g}
e {129 — 6,3} para g > 2.
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Abstract

MEZA, Wilson Berrocal, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2017.
CONSTRUCTION OF HYPERBOLIC SURFACES WITH MAXIMUM
SYSTOLE. Adiviser: Mércio Botelho Faria.

The present work will study some systolic inequalities in compact hyperbolic
surfaces of genus g > 2 with maximum systoles. We use cutting and pasting
techniques to construct compact hyperbolic surfaces with large sistole from ma-
ximum surfaces. We will similar inequalities for non- compact hyperbolic surfaces
with cusps. Furthermore we will present some results on sistoles on surfaces and
evaluate a types of surfaces sistole related to {4¢g,4¢} and {12g—6, 3} tessellations
for g > 2.



Introducao

Uma sistole numa superficie hiperbélica compacta S de género g > 2, é uma
geodésica fechada simples de menor comprimento, e denotaremos o comprimento
por sys(S). Seja msys(g) o valor maximo atingido por sys(-) entre todas as super-
ficies hiperbélicas compactas de género g. Chamaremos superficie maximal S,
a uma superficie hiperbolica compacta de género g cuja sistole tem comprimento
msys(g) [19]. Usando a técnica de corte e colagem construiremos superficies
hiperbélicas compactas com sistole grande duma superficie maximal. Isto nos
permitird mostrar varias desigualdades relacionadas com msys(-) para diferen-
tes géneros. Por tltimo, mostraremos desigualdades semelhantes para superficies
hiperbélicas nao compactas com cuspides.

Usando grupos fuchsianos aritméticos Buser e Sarnak em [3] mostraram que
existe uma sequéncia (gx)ren com

4
sys(Sk) > glog(gk) — ¢,

onde ¢y é constante. Esta construcao foi generalizada por Katz, Schaps e Vishne
em [18], encontrando mais familias de superficies hiperbdlicas compactas satis-
fazendo a desigualdade acima. Makisumi em [20], mostrou que o fator 3/4 é o
melhor valor alcancado até hoje na construcao feita por Katz, Schaps e Vishne.

O estudo de superficies cuja sistole tem comprimento maximo no espaco mo-
dulo M, de superficies hiperbdlicas compactas de género g > 2, foi comegado por
Schmutz em [24], [25] e [20]. Propriedades interessantes destas superficies foram
obtidos por: Barvard e Schmutz em [3] e [25], 0s quais mostraram que uma super-
ficie maxima de género g tem pelo menos 6g— 5 sistoles; Schmutz em [25] mostrou
que existe somente um nimero finito de superficies maximais de género g e Parlier
em [21] mostrou que toda sistole de uma superficie maxima é ndo separavel. Em
[25], Schmutz Schaller generalizou o conceito de sistole, considerando uma familia
de k geodésicas fechadas simples e disjuntas, associando a cada uma delas uma
funcao comprimento que corresponde ao comprimento da maior geodésica, entao
ele introduziu k-sistoles como a menor fun¢ao destes comprimentos.

Diante destes estudos e com objetivo de calcular as sistoles sobre uma su-
perficie gerada pelas tesselagoes {4¢g,4¢g} e {12g — 6,3} que fornecem superficies
compactas com género g > 2. Calcularemos através do emparelhamento das
arestas dos poligonos Py, e Pio,_¢ fornecidos pelos trabalhos em [L1] e [28], os
comprimentos das geodésicas que tem um representante na classe dos eixos das
transformacoes hiperbolicas, dividimos nosso trabalho da seguinte forma.



2 Lista de Figuras

No Capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos que serdao usados no desen-
volvimento de nosso trabalho. Iniciaremos falando de transformacoes de mébius,
onde se apresentara dois tipos de transformacoes (inversao e reflexao). Logo fala-
remos da geometria hiperbdlica plana sobre os modelos mais usados: semiplano
superior H? e o disco de poincaré D?. Também explanaremos conceitos e resulta-
dos de grupos fuchsianos, dominios fundamentais e alguns resultados de grupos
fuchsianos co-compactos.

No Capitulo 2, apresentaremos algumas propriedades geométricas de super-
ficies que sao localmente isométricas ao plano hiperboélico. Iniciaremos falando
da construcao destas superficies por meio da técnica de corte e colagem. Em
seguida, falaremos de superficies com limites geodésicos por partes, os teoremas
de existéncia e unicidade para geodésicas em varios tipos de classes de homotopia
e faremos um esboco dos parametros Fenchel-Nielsen. Uma ferramenta de muita
utilidade para nosso trabalho (Capitulo 3) é a trigonometria hiperbdlica, que
serd apresentada no modelo hiperboléide, logo falaremos dos parametros de tor-
¢ao, importantes na construcao de superficies. Finalmente apresentaremos uma
das propriedades mais fundamentais de superficies hiperbolicas, conhecida como

Teorema do colar.

No Capitulo 3, temos como objetivo demostrar os Teoremas 3.6 e 3.8. Para
isto, iniciaremos falando da sistole em um superficie hiperbolica compacta S de
género g > 2. Em seguida, apresentaremos o problema de sistole grande, além
disso algumas defini¢oes e resultados de sistoles. Deste modo, usando a técnica
de corte e colagem construiremos superficies hiperboélicas compactas com sisto-
les grandes de uma superficie maximal. Antes das demostracoes dos teoremas
apresentaremos o lema do colar para sistole, o qual nos permite mostrar varias
desigualdades relacionadas com msys(-) para diferentes géneros. Por altimo, mos-
traremos desigualdades semelhantes para superficies hiperbolicas ndo compactas
com cuspides.

No Capitulo 4, temos como objetivo calcular as sistoles de superficies geradas
pelas tesselacoes {4g,4¢g} e {129 — 6, 3}, que fornecem uma superficie hiperboélica
compacta com género g > 2. Comecaremos calculando, através dos emparelha-
mentos das arestas dos poligonos Py, e Pioy—¢ fornecido nos trabalhos de Vieira
[28] e Faria |1 1], o comprimento das geodésicas que tem um representante na classe
dos eixos da transformacao hiperbolica. Para isto, usaremos uma ferramenta im-
portante: o Teorema 4.1. Além disso, faremos uma introducao da ordem dos
quatérnios e da existéncia de um isomorfismo entre a algebra dos quatérnios e
o grupos das matrizes. E concluiremos apresentando a construcao de Buser e
Sarnak em [8].



Capitulo 1

(Geometria hiperbdlica e grupos
fuchsianos

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados que serao usados no de-
senvolvimento de nosso trabalho. Por serem resultados familiares, omitimos as
demostragoes. Iniciaremos falando de transformacoes de mdébius, onde se apre-
sentara dois tipos de transformagoes (Inversdao e Reflexdo). Logo falaremos da
geometria hiperboélica plana sobre os modelos mais usados: semiplano superior
H? e o disco de Poincaré D?. Explanaremos alguns conceitos e resultados de gru-
pos fuchsianos, dominios fundamentais e alguns resultados de grupos fuchsianos
co-compactos.

As principais referéncias sao: [1], [1], [13], [17], [28], e outras referéncias que
serviram na complementagao da teoria foram [5],[11], |

1.1 Transformacoes de Mobius

As transformacoes de Mobius aparecem no estudo de anélise complexa e su-
perficies de Riemann, como transformacoes que mantém um disco ou semi-espaco
invariante. O principal estudo é sobre o caso do plano hiperbdlico bidimensional.
Inicialmente, introduzimos as transformagoes de Mobius para dimensao arbitra,
especificamente de dois tipos distintos de transformacoes, as reflexdes e inversoes.
Logo trataremos do caso das transformacoes no caso bidimensional.

1.1.1 Inversoes e reflexoes

Comecamos considerando o espaco euclidiano n-dimensional R" e sua com-
pactificagdo por um ponto R" = R"U {o0}, onde chamamos o ponto co de ponto
ideal e suas vizinhancas sdo os conjuntos da forma (R™\ A) U {oo}, onde A
¢ um compacto arbitrario de R™. Mostraremos que com essa topologial, R &

!Uma topologia sobre um conjunto X, ¢ uma familia & € P(X), verificando 0, X € 3 se
A,B €S, entdao AN B € e, se {Ax}aea, entdo Jyo4 Ax € S.

3



4 1.1. Transformacgoes de M&bius

homeomorfo & esfera
1 2 2 2 2
5 — {o = (01,350 e 00) € R ol = a4 0 4 a2,y = 1),

De fato, consideremos a imersao i : R" — R"*! dada por i(zy, ..., z,) = (21, ..., T, 0)
e o ponto N = (0,...,0, 1) o polo norte da esfera. Podemos definir a projecao es-
tereografica

v =S"\{N} —i(S") ZR".

Essa projecao é definida do seguinte modo: dado um ponto z € S™ \ {N},
existe uma tnica reta determinada por z e por N. Sendo x # N, sua tultima
coordenada é diferente de 1, logo a reta por x e por N interceptard o hiperplano

i(R™) em um tunico ponto que denotaremos por my(x) = (@1, ..oy Ty, 0).

. . . 1- Tnt1
Mais ainda, podemos verificar que 7y é um homeomorfismo.

Agora, se temos que ()%, é uma sequéncia em S™, constatamos que

lim 2" = N <= lim |7y (2")| = o0.

n—oo n—o0
Portanto, ao adicionarmos um ponto ideal a R™ e definirmos suas vizinhancas
como acima, a projecao estereografica se estende a um homeomorfismo 7 : S™ —
R™. Denotaremos por S,(a) a esfera de R" de centro a e raio r.

Uma esfera S,.(a) em R™ é dada por S,(a) = {z € R"/|x—a| =r}, onde r > 0
e a € R". O conjunto R" = R" U {oo} é chamado compactificacao por um ponto
ideal.

Definicao 1.1. Dada uma esfera S = S,.(a) no espago euclidiano a inversao
ig : R" = R"™ em torno de S € a aplicagdo tal que ig(a) = co,ig(00) = a e para
cada x & {a, 00}, ig(x) ¢ o unico ponto da reta 4 tal que |a—z||a—ig(x)| = r2.

Dada a esfera S = S,(a), temos que para todo z # a, 0o, a forma explicita da
inversao é
r—a
- 2
15(T) =a+1r"—s.
(z) P
Definicao 1.2. Uma aplicacao diferencidvel ® : R™ — R™ € dita conforme se ®
preserva dngulos entre curvas continuamente diferencidveis.

Uma observagao da inversao é que, para toda esfera S = S,.(a), a inversao ig
é uma aplicagao conforme de R" \ {a}.

Para definir a seguinte aplicacao, faremos algumas consideragdes. Um hiper-
plano em R™ é um conjunto da forma

By(a) = {z e R"|(z,a) = 1},

onde (x,a) é o produto interno usual de R™.



5 1.1. Transformacoes de Md&bius

P, & um subespaco afim de R" e P = P;(a) U {oc} é chamado hiperplano
compactificado.

Definicao 1.3. A reflexio ip em P € a aplicacao que a cada ponto x € R"
associa um ponto ip(x) tal que o segmento de reta por x e ip(x) € ortogonal a P
e intercepta o plano P em seu ponto médio.

Em particular, ¢p mantém fixos os pontos de P;(a) e por defini¢ao i,(co0) = oo.
Para finalizar esta subse¢ao, damos algumas observacoes da aplicacao reflexao.

1. Dado o hiperplano P, a forma explicita da aplicagao reflexao é dada por

ip(r) =2 — QMQ.

2. Dados um hiperplanos P e pontos quaisquer =,y € R", |z — y| = |ip(x) —
ir(y)l-

3. Seja ip uma reflexdo em um hiperplano P. Entao, para toda esfera S,
ip(S,) é uma esfera.

4. Para todo hiperplano P = P;(a) a reflexao ip é conforme.

1.1.2 O grupo de Mgbius e o grupo PSL(2,R)

Agora apresentaremos as transformagoes de Mdbius e seu grupo geral e vere-
mos sua particularizagao para o plano complexo.

Definicao 1.4. Uma transformacao de Mdbius de R" ¢ uma composicao de um
nimero finito de reflexoes em hiperplanos e inversoes em esferas. O conjunto
de transformacoes de Mébius de R™ é chamado de grupo geral de Mdbius e é

denotado por GM(@”)

Definicao 1.5. O grupo de Mobius M(I@”) € o subgrupo de GM(]IAQ”) formado
pelas transformacoes de R™ que preservam a orientacao.

Consideremos o plano complexo estendido C,, e a transformacao T : C, —

b
Co dada por T'(z) = az +
cz

0 temos transformagoes nao-singulares. No caso ad — bc = 0 teriamos ad = be,
em consequéncia temos T'(z) = 0 ou seja, T é constante. Além disso, se ¢ # 0,
definimos T'(—d/c) = oo o ponto no infinito, T'(c0) = a/c e se ¢ = 0 definimos
T(o00) = oo. Logo, podemos definir.

onde os coeficientes a, b, ¢, d € C e supondo ad —bc #

Definicao 1.6. Uma transformacao de Mébius de Co, em Cy € uma aplicagao

da forma
az+0b
T —
(2) cz+d

onde a,b, c,d sao constantes complexas satisfazendo ad — be # 0.




6 1.1. Transformacoes de Md&bius

E como vimos na Defini¢cao 1.5, o conjunto dessas transformacoes é um grupo
nao abeliano com a operagao usual de composicao de transformacoes o que de-
notaremos daqui em diante simplesmente por G.

Continuando a subsegao, consideremos o subgrupo de M(2,R) das matrizes
2 X 2, e seja

GL(2,R) = {A: (Z Z)/a,b,c,deRead—bd;&O},

o grupo com a operac¢ao usual de multiplicagao das matrizes 2 X 2 inversiveis. E
agora consideremos o conjunto

SL(2,]R):{A: <$ Z)/a,b,c,dERead—bdzl}, (1.1)

que é um subgrupo de GL(2,R) com determinante igual a 1. Neste caso dizemos
que A estd normalizada. Entado, para cada matriz A € SL(2,R) associamos a

b
uma transformagao T'(z) = azi—d.
cz
Considerando
b
D= {S(z) = ij——d € G/ad —be = 1},

temos que D é um subgrupo de G.

E também, para cada transformacao S, € D existe uma transformacao S4-1, tal
que Sy o0 Ss-1 = Id. Basta observar, que Sq 0 Sa-1(2) = Spa-1(2) = Si(z) =
1240

0z+1
identidade de SL(2,R). Com isso, temos o seguinte teorema.

= z = Id(z), onde Id é a transformacao identidade de D e I é a matriz

Teorema 1.1. ([17], pdg.: 33) Como o {£ls.2} € subgrupo normal de SL(2,R),
SL(2,R)

de Ingy € matriz identidade. Entio, 22— ~ D.
onae 1oy € Maitriz taentiaaae nitao {j:IQIQ}

SL(2,R)
{£loz2}

Desde agora denotaremos por PSL(2,R). Conhecido como grupo pro-
jetivo especial linear.

Além disso temos outro grupo que esta definido da seguinte forma

SL(2,C) = {(‘C‘ Z) Jab,c,d € C, ad— be = 1} (1.2)

em C determinado por
az+0b
H

cz+d
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1.2 Modelos hiperbélicos

Neste secao apresentaremos os dois modelos mais utilizados na geometria hi-
perbolica que sdo o semiplano superior (ou plano de Lobatchevsky) e o disco
unitario (ou disco de Poincaré). A escolha de um modelo depende do trabalho
que se deseja realizar. Por exemplo, uma vantagem do modelo de disco ¢ que
é um conjunto limitado no plano, o que facilita nas visualizacdes geométricas.
E a vantagem do modelo de semiplano superior H? é a facilidade com que as
coordenadas cartesianas podem ser usadas em calculos.

1.2.1 O modelo do semi-plano superior H?

Consideremos o conjunto
H? = {z € C/Im(z) > 0} = {(z,y) € R?/y > 0}

dotado com a métrica

Js? — |dz|? _ dx? + dy?
Im(z)? y2

onde z = x + iy e assumiremos que sua fronteira é dada por

OsH? = {z € C/Im(z) = 0} U {oo}.

Im(z) A
HZ
o Z
e SpR—— -
P Re(z)
C aH‘

Figura 1.1: Modelo do semi-plano superior H? ou plano de Lobatchevsky.

H? & chamado semi-plano superior (veja a Figura 1.1). Observe que podemos
trabalhar com os elementos de H? como niimero complexos ou como os pontos de
R2.

Seja I = [a,b] um intervalo fechado e v : I — H? uma curva continuamente
diferenciavel por partes, onde v(t) = (z(t), y(t)). Entao, definimos o comprimento
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l7|| da curva v(I) por

d_ _y

dt d
= | V!l
Definicao 1.7. Dados dois pontos p,q € H?, a distancia entre p e q € definida
pela formula

d(p,q) = inf |72,

onde o infimo € considerado sobre o conjunto das curvas continuamente diferen-
cidveis por partes v : [0,1] — H2, com v(0) =p e v(1) = q.

Para melhor compreensao das definicoes anteriores, damos um exemplo.

Exemplo 1.1. Sejam I = [a,b] e v : I — H? dada por v(t) = (t?,2) uma curva

diferencidvel, entdao seu comprimento hiperbolico é

/1 Va2 +0
0 2

1
dt = [ tdt =1/2.
0

17l =

Definicao 1.8. Uma isometria em H? é uma transformacao de H? em H? que
preserva a distancia hiperbdlica. O grupo formado por todas isometrias em H? é
denotado por Isom(H?).

Tendo definido a distancia induzida por uma métrica riemanniana, podemos
definir as curvas chamadas geodésicas.

Definigao 1.9. Uma curva vy : [a,b] — H? € dita geodésica se para quaisquer
pontos s,t € [a,b], com s # t tivermos

e\ ()2 1 (a2
d(y(5),7(t)) = / T

ou seja, se vy minimiza as distdncias entre os pontos de seu tracado.

Uma consequéncia das defini¢oes de comprimento de uma curva e geodésica,
¢ que as semi-retas ortogonais a fronteira d,,H? sdao geodésicas de H?.

Teorema 1.2. ([13], pdg.: 21) A métrica riemanniana

(dx)* + (dy)*
Y

ds® =

de H2 ¢ invariante pela agio de elementos de T € GM(R?), ou seja, GM(R?) C
Isom(H?).
Teorema 1.3. ([17], pdg.: 4) As geodésicas de H? sio as semi-retas e semi-

circunferéncias ortogonais a O, H? (veja Figura 1.2).

O conhecimento das geodésicas em H? nos permite explicitar a funcao distan-
cia em HZ.
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Teorema 1.4. ([17], pdg.: 6) Dados z,w € H?, sao vdlidas as sequintes igualda-
des:

|z —w| + |z — w| |z — wl|?

1. d(z,w) =1 : . h =1l4—
(zow) =In 4. coshld(z,w)) =I5
o1 |z — Wl 1 |z — w

2. sinh —d(z,w) = .5 ginh =d = .

21 ) = S T Tm(w) 72 sinh 5 d(z w) = S o Tm(w) 172
1 |z — wl
3. tanh gd(z,w) T

Im(z) A

Figura 1.2: Geodésicas no modelo de semiplano superior H2.

1.2.2 O modelo do disco de Poincaré D?

Considere o conjunto
D? = {(z,y) € R% [(z,y)| < 1} = {z € C;|2| < 1},
chamado de disco unitario ou disco de Poincaré, dotado da meétrica riemanniana
4(dx2 + dy2)
ds* = ~———Z~
1= (2% +¢?)

e com sua fronteira sendo 9,D? = {z € C/|z| = 1} = {(z,y) € C/|(z,y)| = 1}

(veja a Figura 1.3) .
Consideremos a aplicagao n : H?> — D? dada por n(z) = z I_ Z,, e a aplicacio
z+i

2t +1

p: D? — H? dada por u(z) = T temos que estas sao inversas uma da outra,

ou seja, = n""t. Logo pon(z) =nou(z) = Id(z).

Portanto, a aplicacdo n é uma bijecao de H? em D?, isto é, n transforma H? em
D2 Seja p: [0,1] — D? um caminho diferenciével no disco de Poincaré. Entéo, a
curva g o p: [0,1] — H? é um caminho diferenciével em H?Z.
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Im(z)
,"---- --....~
- s
&" S
» s )
C ’ ~ D"
¢ .
X/ .
K Ze .
4 ~, ‘\
’ S Y
’ ~ [}
’ .1 Y
] S [}
[ Yo [}
[] 3 [}
[] L 1
1 L N 1
L S 1
[} ~
; - y
. 0 ! Re(z)
1 1
1 '
\ ’
' 7
b ’
) ’
s ’
b ’
. Q
S Q
s ¢
\‘ Y2
* oD’
~ ’
~ .
- .
~ L d
~a -*
~~. —‘4
----- -

Figura 1.3: Modelo do disco unitério D? ou disco de Poincaré.

Definicao 1.10. O comprimento hiperbélico em D? € dado como

TR S 70:07 0] I Gl 174 )| VA O e VA O]
Il =Wl = [ o™ = Jy e o) = Jy T o™

Definicao 1.11. Definimos a distdncia entre dois pontos z,w em D? por

d]D)Q(Zv w) = dp2 (77_1(2)7 U_l(w))~

Pelas duas defini¢oes anteriores pode-se concluir que, dada v uma curva em
H?, entao no~yon~! é uma curva em D?. Além disso, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.5. ([28], pdg.: 16) As geodésicas de D* sio os seus didmetros e 0s
arcos de circulos que interceptam perpendicularmente a fronteira 0,,D? (veja a

Figura 1.4).

1.3 Poligonos hiperboélicos

Tal como na geometria euclidiana, o poligono ¢ um dos objetos bésicos da

geometria hiperbolica. A seguir apresentamos informacoes sobre tridngulos e

poligonos hiperbdlicos.

1.3.1 Triangulos hiperbélicos

e . =2 .

Seja H = H? U OH2. Dados trés pontos vy, vs,v3 € H', se considerarmos as
geodésicas ou segmentos geodésicos que ligam estes pontos, obtemos assim um
triangulo geodésico. Note que estamos considerando a possibilidade de ter um ou
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Figura 1.4: Geodésicas no disco de Poincaré D2

mais vértice na fronteira 0,.H2, por isso admitimos a possibilidade de ter arestas
formadas por geodésicas completas. Esses vértices da fronteira sao chamados de
vértices ideais. A mesma construcao pode ser feita em D?.

Figura 1.5: Triangulos no semiplano superior HZ.

Agora vamos mostrar a ideia de construir poligonos nos modelos hiperbélicos
que estamos estudando, como no caso euclidiano, onde os poligonos no plano sao
obtidos por intersecao de segmentos geodésicos (as retas), o mesmo é feito no
caso hiperbdlico.

Definicao 1.12. Um poligono hiperbélico em H? U 0, ,H? ou D? U 0,,D? de n-
arestas € um conjunto fechado convexo delimitado por n segmentos geodésicos
hiperbolicos.

1.3.2 Area hiperbélica

Comecaremos com a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.13. A drea hiperbélica Ay2(X) de um subconjunto X de H? é dada

pela integral
dxdy

A (X) = /X ()7
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onde z € H>.

Teorema 1.6. (/1], pdg.: 165) A drea hiperblica em H? € invariante sob a agao
do grupo de Mébius M(H?). Isto é, se X é um subconjunto em H? cuja drea
hiperbolica € Ayz2(X) e se T € M(H?), entdo

A (X) = A (T(X)). (1.3)

Agora, damos uma versao simplificada do Teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 1.7. ([1], pdg.: 172) Seja A um triangulo hiperbélico em H? U O, H? e
seja o, B,y seus dngulos internos. Entao,

Ag(A) =71 — (a+ [ +7). (1.4)

Podemos generalizar o Teorema 1.7 para todo poligono hiperboélico P.

Teorema 1.8. ([1], pdg.: 172) Seja P um poligono hiperbdlico com um nimero
finito de arestas, vértices (ideais ou nao) vi,...,v, e dngulos internos 0y, ...,0,,
respectivamente. Entao,

A2(P) = (n — 2)m — X3 _, 0k (1.5)

A ideia central da demonstracao desse teorema, vem do fato de que podemos
decompor o poligono em triangulos e em seguida utilizar o Teorema 1.7 em cada
triangulo.

1.3.3 Poligonos convexos

Apresentaremos dois resultados em poligonos hiperbolicos. O primeiro é uma
condigao necessaria e suficiente para que um poligono seja convexo, e o segundo
estabelece a existéncia de poligonos convexos com angulos prescritos.

Teorema 1.9. ([//, pdig.: 154) Seja P um poligono hiperbdlico com seus dangulos
internos 01, ...,0,. Entao P €é convero se, e somente se, para todo k = 1,..,n,
temos 0 < @, < .

Teorema 1.10. (///, pdg.: 155) Sejam 04, ...,0,, dngulos ordenados por alguma
n-upla e 0 < 0, < m, para todo k =1,...,n. Entao existe um poligono hiperbolico
P com dngulos internos 61, ...,0, formados nesta ordem ao redor da OP se, e
somente se

i@k < (n—2)7r. (16)

1.4 Grupos fuchsianos e dominios de Dirichlet

O grupo PSL(2,R) como vimos na secdo anterior, tem seus elementos asso-
ciados a uma matriz de SL(2,R). Agora apresentaremos as classifica¢oes dessas
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Figura 1.6: Poligono regular e convexo em D?.

transformagoes T4 € PSL(2,R) associadas as matrizes A € SL(2,R).
Essa classificacao é feita em trés diferentes tipos, de acordo com o valor da funcao
Tr: PSL(2,R) — R* dada por Tr(Ty4) = |traco(A)|, onde

A= (CCL Z) € SL(2,R) e traco(A) = a + d.

Definigao 1.14. Dizemos que a transformacao Ta € PSL(2, R), onde Tx(z) =
az+b ;.
cz+d

1. Eliptica se Tr(Ty) < 2.
2. Parabdlica se Tr(Ty) = 2.

3. Hiperbolica se Tr(Ty) > 2.

Como o trago de uma matriz é invariante por conjugacao, isto é, Tr(BAB™!) =
Tr(A), para todas as matrizes A,,, B € GL(n,R), temos que a classificacdo acima
¢ invariante por conjugacao. Agora, duas transformacoes de Mobius Ta,, T4,
sao conjugadas, se existir uma outra transformagao Mo&bius T, onde Ty, =
T T, Tp = Tg-14,5.

Neste ponto podemos classificar essas transformacgoes pelo nimero de pontos
az+b

fixos de Ty(z) = d Observe que um ponto fixo de T4 é obtido quando
cz
. az+b 5 .
T4(z) = z, ou seja, i z se, e somente se, cz®+ (d —a)z —b = 0 que é uma

equacao quadratica, que tem no maximo duas solucoes, dadas pela expressao

—d 1
R L N T

2c 2_0
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Mas como A € SL(2,R), temos que ad — bc = 1, e com isso obtemos

o d L =

2c 2c

Logo, temos que:

1. Uma isometria de H? U 0, H? com exatamente um ponto fixo ordinario (ou
seja, um ponto que nao ¢ ideal), é dita isometria eliptica e é conjugada a
transformacao

cosfz + sin 6

Ty (z) = S872 T SM7
1,(2) —sinf + cosf’

com 0 < 6 < 2w, associada a matriz

cosf sind
Ao = (— sin 6 COSH) € SL(Z,R).

Notemos que, para 0 # km, temos Tr(Ay) = |2cosf|, ou seja é de fato uma
isometria eliptica. Além disso tem como ponto fixo T4, (i) = i.

2. Uma isometria com exatamente um ponto fixo ideal, ou seja, um ponto fixo
na fronteira de H?, é dita isometria paraboélica e é conjugada & transforma-
¢ao da forma Ty, (2) = z + t, associada & matriz

1t
A = (0 1) € SL(2,R).
Notemos que Tr(A;) = |1 + 1| = 2, ou seja é uma isometria parabolica. E
tem como ponto fixo T;(c0) = oo ideal.

3. Uma isometria com dois pontos fixos ideais é dita isometria hiperbolica e
¢ conjugada a uma transformacgdo do forma Ta, = ¥z, k # 0, associada a

matriz,
Vel 0

Ap = 0 1 | € SL(2,R).
Vek

Assim, temos Tr(Ay) = ’\/e_”C + J%T‘ > 2, que é uma isometria hiperbolica.
E tem como pontos fixos Tj(0) = 0 e Tj(c0) = oc.

Como o trago da matriz é invariante por conjugacao, temos que:

1. As matrizes da forma BAgB~' induzem isometrias elipticas,
2. As matrizes da forma BA,B~! induzem isometrias parabolicas,

3. As matrizes da forma BA,B~! induzem isometrias hiperbolicas,

onde B € GL(2,R).

Teorema 1.11. ([28], pdg.: 18) Dada uma transformagio Id # Tx € PSL(2,R)
eriste B € SL(2,R) tal que Tg o TaoTg" é da forma Ty, T; ou Ty.
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1.4.1 Grupos discretos e propriamente descontinuos

Além de PSL(2,R) ser um subgrupo de Isom(H?), também é um espago

topologico no qual a transformacao z — %’; pode ser identificada com o ponto
(a,b,c,d) € R*. Precisamente, o espago topologico PSL(2,R) ¢ identificado como

o subconjunto de R*
{(a,d,c,d) € R*/ad — bc = 1} C R*.

A norma de PSL(2,R) pode ser induzida pela norma de R*  entao para T'(z) =

ﬁ tal que ad — bc = 1, definimos

IT|| = Va®+ b+ + &2,
onde T'€ PSL(2,R), logo a métrica em PSL(2,R) é definida por
diSt(TA,TB) = HTA — TBH, com Ty, Tg € PSL(Z,R)

Antes das seguintes definicdes vamos fazer uma consideracao. Uma permutacao
de um conjunto X é uma bijecao de X em X. Seja G o grupo das permutacoes
de um conjunto X # (.

1. Dado um x € X chamamos de estabilizador de x ao subgrupo de G
Go ={f €G/f(x) =z}
2. Uma o6rbita de um ponto x € X é o conjunto

Gx) = {f(x) € X[f € G}.

Definigao 1.15. Um subgrupo T' de Isom(H?) é chamado discreto se a topologia
induzida em I' for uma topologia discreta, isto €, se I' € um conjunto discreto no
espaco topoldgico de Isom(H?).

Definicao 1.16. Uma familia {X,|a € A} (A um conjunto de indices) de sub-
conjuntos de um espaco métrico X € dita localmente finita se para todo compacto
K C X, o conjunto

{ae A|IX,NK #0}

for finito.
Definicao 1.17. Seja I' um grupo de homeomorfismos de um espaco métrico

X. Dizemos que a acao de I' € propriamente descontinua se para todo x € X a

familia {{f(x)}/f € T'} for localmente finita.

O Teorema abaixo estabelece equivaléncias importantes envolvendo conceitos de-
finidos acima.

Teorema 1.12. ([15], pdg.: 57) Seja I' um grupo de homeomorfismos de um
espaco métrico X localmente compacto. Entao, as sequintes afirmagoes sao equi-
valentes:
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1. A acao de I € propriamente descontinua.

2.V x € X, 3V, vizinhanca de x tal que g(V;) NV, # O apenas para um
numero finito de elementos g € T.

3. Todo ponto x € X possui uma vizinhanga U, tal que g(U,)NU, # O implica
que g(r) = x.

4. Dado K C X compacto, g(K) N K # 0 apenas para um nimero finito de
elementos g € I.
Agora, podemos apresentar a definicao de grupo fuchsiano.

Definigao 1.18. Um grupo discreto de Isom(H?) é dito um grupo fuchsiano se
consiste de transformagcoes que preservam a orientacao, ou seja, o grupo fuchsiano
é um subgrupo discreto de PSL(2,R).

Alguns dos resultados interessantes.

Teorema 1.13. ([17], pdg.: 26) Seja H um subgrupo de SL(2,R). Entio H €
discreto se, e somente se, nao existe uma sequéncia A, € H, n € N, de elementos
distintos, tais que A,, — I, onde I € a matriz identidade.

Teorema 1.14. ([17], pdg.: 32) Um subgrupo I' C PSL(2,R) ¢ discreto se, e
somente se, sua acdo em H? for propriamente descontinua.

Exemplo 1.2. O subgrupo I' = PSL(2,7Z) C PSL(2,R) é um grupo fuchsiano.

1.4.2 Dominios fundamentais e de Dirichlet

Seja X um espaco topologico e I' um grupo propriamente descontinuo de
homeomortfismos de X. Considerando o espago quociente X/I', temos entao um
recobrimento 7w : X — X/I" no sentido topoldogico. A importancia dos dominios
fundamentais D de um grupo fuchsiano I' é que nos ajuda ver como I' age em D.

Definicao 1.19. Seja X um espaco métrico e I' um grupo de homeomorfismos
agindo em X de maneira propriamente descontinua. Um subconjunto fechado
D C X € dito dominio fundamental de I' se satisfizer as sequintes condi¢oes:

1. Urer T(D) = X
2. intDNT(intD) = 0, para todo Id #T €T.
3. intD # (.

O conjunto 0D = D — intD é a fronteira de D e a familia
{T(D)/T €T}

é dita um ladrilhamento ou tesselagao de X.
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Exemplo 1.3. Seja I' € PSL(2,R) o subgrupo ciclico gerado por T(z) = 2z.
Temos que entao para todo k > 0, o semi-anel

Dy = {2z € H?|k < |2| < 2k}

é um dominio fundamental de T' e a familia {Dangln € Z} é o ladrilhamento
determinado por este dominio (veja Figura 1.7).

.

Re'(z)

A

Figura 1.7: Poligono regular e convexo em D?.

De fato, mostraremos que T™(Dy) = Dang. Temos que

T"(Dy) = {T"(2) = 2"z € 2|k < |2| < 2k}

Doy, = {2z € H?|2"k < |2| < 2"k},

Agora, seja 2’ € T"(Dy), ou seja, 2/ = 2"z € H? com k < |z| < 2k de modo que
2"k < |z < 2"k

o que implica que 2" € Dany,, entao, T"(Dy) C Dany. Por outro lado, seja z € Dany,
e tomemos em w = 27"z € H?, e como 2"k < |z| < 2"k temos que w € Dy,
pois k < |277z| < 2k.

Obtemos que z = 2"w € T™(Dy,), ou seja, Dany, C T™(Dy,). Assim, temos

U 17(Dx) = | Do = B

nez ne”Z

Agora, mostraremos que; se n # m com n,m € Z temos int(Dany) Nint(Domy) =
0. Suponhamos que existe z € int(Dany) N int(Damy,), para m,n € Z, entdo

"k < |z| < 2™ e 2™ < 2| < 2™k, m,n € Z.

Suponhamos sem perda de generalidade que m > n, entao existe r € Z tal que
m=mn+r, logo
"k < 2™k = 2"k < 2"k <2Mk

podemos obter que |z| < 2™k, o que é uma contradigdo, pois 2™k < |z|, entao
int(Dang) Nint(Damy) = 0. Além disso, int(Dang) # 0, para todo n € Z.
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O seguinte resultado sobre dominios fundamentais ¢ dado quando o conjunto
das isometrias I' ¢ um grupo fuchsiano, e trata da invariancia da &rea.

Teorema 1.15. ([/], pdg.: 205) Sejam Dy e Dy dominios fundamentais de um
grupo fuchsiano T' com Agz(D;) < oo. Suponha que as fronteiras de Dy e Dy
tenham dreas Ag2(0D;) = Ag2(0Ds) = 0. Entdo Ay2(D1) = Apz(Ds).

Através dos grupos fuchsianos, podemos garantir a existéncia de dominios
fundamentais satisfazendo condig¢oes bem proveitosas e tteis, estes sao chamados
dominios de Dirichlet.

Seja ' ¢ PSL(2,R) um grupo fuchsiano e p € H?, tal que T(p) # p para todo
T € T'. Este ponto existe pois o conjunto dos pontos fixos por algum elemento
de I' é discreto. Definimos dominio de Dirichlet centrado em p como sendo o
conjunto

D,(I') = {z € HP|d(z,p) < d(2,T(p)),¥ T €T},
Podemos definir para cada 7' € I' (T # Id) o conjunto
Ly(T) = {z € H’|d(2,p) = d(z,T(p))},

chamado de bissetor perpendicular de p e T'(p) com sua fronteira topologica como
sendo o conjunto

H,(T) = {z € H?|d(z,p) < d(z,T(p))}-

Note que L,(T') é uma geodésica (nao contendo p) e H,(T) é o semi-plano con-
tendo p e delimitado por L,(T"). Contudo podemos definir:

Definicao 1.20. O dominio de Dirichlet de I' centrado em p é definido por

Dy(l) = m H,y(T).

Id£Ter

Agora mostraremos o resultado no que a partir de um grupo fuchsiano temos
um dominio fundamental, ou seja, o resultado que garante que um dominio de
Dirichlet ¢ um dominio fundamental.

Teorema 1.16. (/17], pdg.: 84) Seja I' um grupo fuchsiano e Dy(I') o dominio
de Dirichlet centrado em p. Entao D,(I") é dominio fundamental da agdo de T'.

Exemplo 1.4. Seja I' um grupo fuchsiano gerado por uma isometria eliptica T'.
Temos entdo que I' € ciclico de alguma ordem k. Consideremos um ponto fixo de
I' e p # q ponto qualquer. Entdo temos que o bissetor perpendicular L,(T) € a

geodésica passando pelo ponto médio da reta pT'(p) e pelo ponto fizo q. O mesmo
raciocinio funciona para T~'. Temos entio que H,(T) N H,(T~1) é uma regigo
que tem como fronteira dois raios geodésicos com ponto inicial q, sendo que um
destes passa pelo ponto médio de pT(p) e o oulro pelo ponto meio de pT—1(p).
Logo D,(I') C H,(T)™'. Além disso pode-se ver que D,(I') C H,(T)™' é um
dominio fundamental de T, de modo que D,(T") = D,(T") C H,(T)™*.

Se considerarmos o modelo do disco de Poincaré e assumirmos que q = 0,
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Figura 1.8: Dominio fundamental de grupo ciclico I' = (T'(z) = €% ).

teremos que os dominios de Dirichlet de T’ (veja Figura 1.8) serao da forma

{z €D?*/0 < arg(z) <0+ 2%}

Teorema 1.17. ([17], pdg.: 87) Seja I grupo fuchsiano e D = D,(I') dominio
de Dirichlet centrado em p. Entdo o ladrilhamento {T(D)/T € I'} € localmente
finito.

Corolario 1.18. (/15], pdg.: 90) Dado z € O(D,(I")), existe Id # T € I tal que
T(z) € A(Dy(I'))-

Continuaremos os estudos de dominios de Dirichlet observando que a fronteira
de tal dominio é formada pela unidao de geodésicas. A estas geodésicas chama-
remos de arestas ordinarias e um ponto da fronteira do dominio de Dirichlet é

chamado de vértice ordinario, se este for intersecao de duas arestas ordinarias
distintas de Dp(I).

Teorema 1.19. (/15/, pag.: 91) Seja D,(I') um dominio de Dirichlet de I, entao:

1. Se 7 é uma aresta de Dy(I"), entao existe Id # T € T tal que T C D,(I') N
T(Dy(I))-

2. Se 'V évértice de Dy(I'), entao V' € vértice ordindrio se, e somente se, exis-
tem elementos distintos Id # T1, Ty € T tais que V =D, (I') N T1(D,(I")) N
T3 (Dy(I)).

Observe que D,(I') é uma regido poligonal com um ntimero finito de arestas,
este sendo necessariamente um ntumero par. Temos também que dada uma aresta
71 existe uma Udnica aresta 7o # 71 € um Unico elemento T € T' que satisfaz
T(11) = 7. Dizemos neste caso que {71, 72} € um par de arestas congruentes e T’
emparelha as arestas.
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1.4.3 Grupos fuchsianos co-compactos

Buscamos condigoes para que o quociente H?/T" seja compacto. Para isso,
estudamos os seguintes resultados.

Teorema 1.20. (/17], pdg.: 74) Seja D = D,(I') dominio de Dirichlet de T.
Considere o conjunto

{Ti/ie A}

de elementos de I' que relacionam arestas de D. Entao {T;/i € A} € o conjunto
de geradores de I.

Definicao 1.21. Definimos um ciclo como sendo uma classe de equivaléncia de
vértices congruentes, ou seja, como sendo um conjunto da forma

{T'(z)/T el', z e T(z) sdao vértices de D,(I')}.

Definicao 1.22. Um grupo fuchsiano I' € dito co-compacto se o espaco quociente
H?/T for compacto.

Teorema 1.21. ([15], pdg.: 125) Seja T' um grupo fuchsiano e suponha que T’
possua dominio fundamental convero e nao compacto. Entao, H/T nédo é com-
pacto.

Corolario 1.22. ([15], pag.: 125) Um grupo fuchsiano I' € co-compacto se, e
somente se, todo dominio de Dirichlet de I' for compacto.

Teorema 1.23. ([19], pdg.: 128) Um grupo fuchsiano € co-compacto se, e so-
mente se, ndo possui elementos parabolicos e Agz(H?/T) < occ.

Os seguintes resultados sao de muita importancia para nosso trabalho, espe-
cificamente no Capitulo 4.

Teorema 1.24. ([17], pdg.: 72) Seja Dy(I') dominio de Dirichlet de I'. Sejam
Uy, ..., Uy VETtICES de um ciclo de vértices e sejam O, ..., 0, os dngulos internos nos
respectivos vértices. Entao, se denotarmos por m a ordem do estabilizador em T’
de um dos vértices do ciclo, temos que

2T
0 +..+0,=—.
m

Definicao 1.23. Seja I' um grupo fuchsiano. Entao P é dito um poligono fun-
damental convero de I' quando P € convexo e localmente finito em um dominio
fundamental de T'.

Consideremos um poligono P fechado conexo em H? e I/ o conjunto de todas
as arestas de P
Defini¢ao 1.24. Um emparelhamento de arestas é o conjunto ® = {v,;/7 € U}

de isometrias tal que, para toda aresta T € U

1. Eziste uma aresta T € U com . (1') = 7.
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2. As isometrias v, e v satisfazem a relacio v, = vy 1.

3. Se T for aresta de P, entdo 7 =P N~ (P).

Antes de apresentar o proximo resultado, faremos algumas consideracoes. Seja
I' um grupo fuchsiano co-compacto. Temos que todo dominio de Dirichlet é
compacto e portanto I' é geometricamente finito. Se considerarmos entao um
dominio de Dirichlet D de I', temos um numero finito de vértices de um ponto
fixo de elementos elipticos de I'. Se vy, vy forem vértices de um mesmo ciclo,
entao os estabilizadores I',, e [, sao conjugados, e tem portanto a mesma ordem,
entao podemos assim falar da ordem de um ciclo. Sejam my, ..., m, as ordens dos
distintos ciclos eliticos de D. Notemos que os pontos fixos de elementos elipticos
devem estar contidos na fronteira de qualquer dominio fundamental, de modo que
cada ciclo é representado na fronteira de qualquer dominio fundamental. Temos
entao que os nimeros my, ..., m, nao dependem de D, mas apenas de I'.
Desta forma D/I" € uma superficie compacta, orientével, de género g com r pontos
1, ..., pr diferenciados.

Definicao 1.25. Nas condicoes acima, chamamos de assinatura de I' ao conjunto
de inteiros (g, my, ...,m,).
Assim podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 1.25. ([17], pdg.: 91) Seja ' grupo fuchsiano co-compacto e (g, my, ..., m,.)
sua assinatura. Temos

() o[ (- 1)



Capitulo 2

Superficies de Riemann isométricas
ao plano hiperbdlico

Neste capitulo apresentaremos algumas propriedades geométricas de superfi-
cies que sao localmente isométricas ao plano hiperbolico. A maneira de construcao
destas superficies é por meio da técnica de corte e colagem. Incluiremos super-
ficies com limites geodésicos por partes, os teoremas de existéncia e unicidade
para geodésicas em varios tipos de classes de homotopia e faremos um esbogo dos
parametros Fenchel-Nielsen. Uma ferramenta de muita utilidade para nosso tra-
balho (Capitulo 3) é a trigonometria hiperbolica, que sera apresentada no modelo
hiperboloide, logo falaremos dos parametros de tor¢ao, que serao importantes no
capitulo seguinte. Finalmente apresentaremos uma das propriedades mais funda-
mentais de superficies hiperboélicas, conhecida como Teorema do colar. Trata-se
de uma vizinhanga tubular ao longo de uma geodésica fechada, que é topologica-
mente um cilindro.

As principais referencias sao: [0], [7], [9], [16], [27], e outras referencias que podem
ser de complementagao da teoria foram [1], [1], [3], [20] e [23].

2.1 Estrutura hiperbélica

Uma variedade Riemanniana de curvatura constante —1 é localmente isomé-
trico ao plano hiperboélico. Uma abordagem mais precisa destas variedades, é
obtida definindo um atlas hiperbélico onde as vizinhangas coordenadas sao leva-
das para o espaco hiperboélico. Daqui em diante, uma superficie serd sempre uma
variedade bidimensional suave e orientavel, possivelmente com fronteiras suaves.
Um atlas com sistemas de coordenadas (U, ), onde U é uma vizinhanca coorde-
nada e ¢ um homeomorfismo local, serd sempre uma estrutura diferenciavel.

Para comecar nesta secao, apresentaremos alguns sistemas de coordenadas.

22
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Coordenadas polares em D?

Sejam py € H? um ponto base arbitrario e vy um vetor tangente unitario em
po. Para cada ponto p € H? — {py}, existe uma geodésica parametrizada por
comprimento de arco v : [0,00) — H?, tal que v(0) = py e passando por p.
Consideremos 6 = 0(p) € [—m,m) o angulo diretor do vetor inicial vy ao vetor
tangente de v em p, e seja p = p(p) € [0,+00) a distancia de py para p tal que
v(p(p)) = p. Entao temos uma parametrizacao da forma

x:[0,00) X [-7m,7) — D?

(p,0) — tanh <g> e,

onde (p,0) = (p(p),0(p)) é chamado coordenada polar de p com respeito a py e
vg. Em coordenadas polares a métrica hiperbolica tem a seguinte expressao:

ds* = dp® + sinh® pdf>. (2.1)

X ([~ 1[0, +o0)=DD

D
N

A~
1P

Figura 2.1: Coordenadas polares em D?.

Coordenadas fermi em H?

Se substituirmos uma linha base no ponto py, obtemos coordenadas Fermi.

Seja n uma geodésica no plano hiperbélico, parametrizado por comprimento de
arcot —n:R— H? te€R.
Entao n separa H? em dois semiplanos; um do lado esquerdo e um do lado direito
de . Para cada p € H? temos distancia p de p para 7, positivo de um lado
e negativo do outro. Existe um tnico ¢ tal que a perpendicular de p para 7
encontra-se 17 em 7(t). Agora o par (p,t) é chamado coordenada Fermi de p em
relacao a n, onde a métrica tem a forma

ds* = dp® + cosh® pdt®. (2.2)
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Coordenadas horo circulos em H?

Sejam H? e um ponto py no plano complexo compactificado C U {oo}, que
se encontra no eixo real ou no infinito. Este ponto é chamando fronteira ou
ponto infinito de H?. Os circulos generalizados que estao contidos em H? U {oo}
passando por pg, sao chamados os horo circulos com centro py.

Im(z)

Re(z)
Figura 2.2: Coordenadas horo circulos em H?2.

As transformacoes de PSL(2,R) levam horo circulos em horo circulos. No caso

particular py = oo, os horo circulos sao as retas horizontais, e as retas verticais sao
geodésicas com ponto final pg. As linhas retas horizontais e verticais se cruzam
ortogonalmente. Segue-se que para qualquer posicao de pg, as geodésias passando
por pg e os horo circulos em py formam uma familia mutuamente ortogonal.
Agora, consideremos h um horo ciclo parametrizado por comprimento de arco na
forma h(t) € H?, t € R. O plano hiperbélico ¢ novamente separado em um lado
esquerdo e um lado direito. Deixamos a parametrizacao de h tal que py esteja
no lado esquerdo de h, e tomamos a distancia p de um ponto p para h como
negativo a esquerda e positivo a direita. Isto ¢ pela convencao do sinal para as
coordenadas de Fermi.
Mais uma vez, existe um tnico t tal que a geodésica perpendicular de p para h
encontra-se h em h(t), e (p,t) é, por definigao, o par de coordenadas horo circulos
em relacdo a h. Em particular th — h(t) = x(t)+iy(t) = t+i,t € R, (e pg = 00),
encontraremos a seguinte formula da métrica.

ds* = dp* + e* dt>. (2.3)
Consideremos duas definicoes: uma para superficies sem fronteiras e outra

para superficies com fronteiras.

Definigcao 2.1. Seja S uma superficie sem fronteiras, um atlas A de S, é cha-
mado hiperbolico, se ele tem as sequintes propriedades:

1. o(U) C H?, para todo (U, ) € A,
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2. Se (U,p) e (U, ¢) € A, entao para cada componente conexo V de UNU’,
existe uma isometria T € Isom™ (H?) tal que ¢’ o ¢~ coincide com T em

(V).

Como acontece em outro tipo de atlas, cada atlas hiperbolico estende-se a

um unico atlas maximal. Cada atlas hiperbdlico induz uma métrica riemanniana
de curvatura constante —1 em S. Por outro lado, toda métrica riemanniana
de curvatura constante —1 em S é obtida desta forma, pelo que a métrica é
localmente isométrica ao plano hiperbolico.
Antes de definir atlas hiperbolico para superficies com fronteira fazemos algumas
consideracgoes: seja d > 0 e 0 < A < 27. Um conjunto V de H? é chamado setor
circular de raio § e angulo A em py € H?, se tem a seguinte forma, onde (p, #) sao
as coordenadas polares

V={(p,0) cH?/0< p<3,0<60<AU{po}.

Um meio disco é um setor circular de angulo 7. Agora seja S uma superficie com
0S # (). O conjunto
intS =5 —-098

é chamado o interior de S. A fronteira 0S5 de S é composta de arcos suaves, o0s
lados de S. Uma curva de fronteira fechada suave ¢ um lado sem nenhum ponto
extremo. Qualquer ponto extremo de um lado que é ponto extremo de outro lado
é chamado vértice de S. Um ponto que nao é um vértice é chamado ponto de
fronteira ordinario.

Defini¢do 2.2. Seja S uma superficie que tem 0S # 0. Um atlas A de S €
chamado hiperbolico se tem as sequintes propriedades:

1. Para cada p € S existe um sistema coordenado (U,p) € A com p € U tal
que p(U) C H? ¢

(a) Um setor circular de dngulo X < m em @(p), se p é um vértice.
(b) Um meio disco em @(p), se p é um ponto fronteira ordindrio.

(¢) Um disco aberto com centro p(p), se p é um ponto interior.

2. Se (U,p) e (U, ¢) € A, entao para cada componente conexo V de U N U’
existe uma isometria T € Isom™ (H?) tal que ¢’ o =1 coincide com T em

(V).

Seja S uma superficie. Um atlas hiperboélico maximal em S é chamado uma
estrutura hiperbolica. A estrutura hiperbdlica é chamada completa, se sua mé-
trica induzida em S é completa no sentido do espago métrico. Uma superficie
junto com uma estrutura hiperbolica completa é chamada superficie hiperboélica.

Teorema 2.1. Seja S uma superficie hiperbolica e seja T' C Isom™ (S) um sub-
grupo com acdo propriamente descontinua e sem pontos fixros em S. FEntdo o
quociente S/T' determina unicamente uma estrutura hiperbolica completa, tal que
a projegao natural mg : S — S/T' é uma isometria local.
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Demonstragao. Definimos o atlas A’ para S/T" usando o atlas A de S. Seja
q € S/T, entao existe p € S tal que p € 7 '(¢) C S, mas como S é uma
superficie hiperbolica, temos que existe um sistema coordenado (U, ) € A como
na Defini¢do 2.2, onde p € U C S. Para 6 > 0 pequeno, a restricao |y de U
para U é um homeomorfismo.

-2 2
r

S
|
o(rgly)™?!
p(U) C H?

Definimos (7s(U), ¢ o (ms|y) ") os elementos de A’. Este atlas define uma estru-
tura diferenciavel em S/I" e satisfaz as condigoes da Defini¢ao 2.2.

Como a projegao natural mg : S — S/I" é uma fungdo de cobertura, ou seja
7s(S) = S/T, temos que S/T" é completa. O

2.2 Esquema de colagem

Sejam S e S’ poligonos geodésicos convexos e disjuntos em H? tal que todos os
dngulos internos nao sao maiores que m. Usamos uma isometria 7' € Isom™ (H?)
para mové-los, como na Figura 2.3, entao S* = T'(S) U S” obtemos outra vez um

poligono hiperbélico geodésico.

S+S'mod(*)

Figura 2.3: Colagem de dois poligonos em HZ.

Para construir S* nao precisamos mover S. Podemos colar S e S’ juntos ao
longo dos lados v e 4" como segue. Suponhamos que S e S’ sdo disjuntos, e sejam
v [0,1] — S, 4 :]0,1] — 5" as parametrizacoes dos lados, tendo a mesma
velocidade constante e com orientagoes opostas, também consideremos que os
lados v € 4/ tem 0 mesmo comprimento /() = [(+'). Entao existe uma isometria
T € Isom™ (H?), tal que

T(y(t)) =+'(t), telo,1].

Entao definimos uma relacao de equivaléncia na uniao disjunta S U S” por. Para
cada ponto p = y(t), t € [0, 1], a classe de equivaléncia consiste em dois pontos
~(t) e 7/(t), e para qualquer ponto p ¢ v U~ a classe de equivaléncia consiste
do tnico ponto p. Esta relacao de equivaléncia assim definida determina uma
condicao de colagem

V(t) =7'(1), tel01] (2.4)
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e denotado por F' =S +.5" mod (2.4) o espago quociente de S U S’ com respeito
a relacdo de equivaléncia. si projetamos a métrica de SU S’ em F, temos que F
é isométrico ao dominio S* =T(S)U 5"

Agora assumimos 51, ..., .S, superficies hiperboélicas mutuamente disjuntas, e
SEJA V1, Y1y V2, Yoy ++es Y, Vom 08 lados diferentes de S = Sy U ... U S,,. Suponhamos
que para cada k os lados v e 7, estdo parametrizadas v : [ = S, v, : [y = S
com a mesma velocidade constante, onde [ é um intervalo.

Novamente definimos uma relacao de equivaléncia em S pela condig¢ao de colagem
ou esquema de colagem.

Definicao 2.3. Sobre as mesmas premissas acima

€ o espago quociente da unigo disjunta S = S1 U ...U.S,, com respeito a relagcao
de equivaléncia definido por (2.5).

Antes de continuar, apresentaremos dois exemplos para o esquema de colagem.

Exemplo 2.1. (Cilindro Hiperboélico) Consideremos a geodésica t — n(t) =
iet € H2, t € R. Sejam v e ' geodésicas que interceptam n perpendicularmente
em a e b como na Figura 2.4, com |a| < |b|. A faiza fechada S limitada entre
e € uma superficie hiperbolica com atlas A = {(S,1d)}. Agora consideremos y

Figura 2.4: Cilindro hiperbolico.

e v parametrizacoes por comprimento de arco e de orientacées opostas, tal que
v(0) =a e~'(0) =b. A isometria T dada por

b
T(z)=-2z, z€H
a
leva n sobre ela mesma e satisfaz a equacao T(y(t)) = +/'(t), t € R. A condi¢ao
de colagem

() =+(), teR (2.6)
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gera uma superficie hiperbdlica
C=S mod (2.6), (2.7)

onde o arco geodésicon : I — S com I = [In(a),In(b)], projeta sobre uma geodésica
fechada n; em C de comprimento

a

[=1(m) =1 (5> . (2.8)

Por outro lado, seja I' = {T*/k € Z} C PSL(2,R) um subgrupo ciclico
gerado por T, entdo o espaco quociente H? /T transporta uma estrutura hiperbdlica
natural, tal que my2 : H* — H?/T € uma isometria local (Teorema 2.1). Portanto
podemos identificar H? /T com C.

Introduzindo coordenadas Fermi com base em n (veja equacao (2.2)), obtemos
uma descri¢cao de C' como uma superficie

C=RxR/[t=>t+1], (2.9)

onde | é como em (2.8), com a métrica riemanniana
ds® = dp® + cosh? pdt*. (2.10)
Em qualquer das formas de (2.7) ou (2.9), C' é chamado um cilindro hiper-

bolico. Observe que 7; foi parametrizado por comprimento de arco. Se 7 é
parametrizada com velocidade [, entdo (2.10) fica

ds* = dp® + 1% cosh? pdt®.

Exemplo 2.2. (Colagem de geodésicas fechadas) Sejam S e S" superficies
hiperbolicas, e suponhamos que v em S e~ em S’ sao geodésicas de fronteiras
fechadas com o mesmo comprimento | = 1(vy) = (7).

Figura 2.5: Colagem de geodésicas fechadas.

Parametrizando v e v periodicamente em R com periodo 1 e velocidade [, se
S coincide com S’, entao podemos assumir que v e ' sao diferentes, tendo a
mesma orientacao. Entao definimos a relagao de equivaléncia por

F=845 mod (y(t) =4'(-t),t € R). (2.11)

As duas geodésicas v e ' projetam uma geodésica fechada simples v1 de com-
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primento | em F. Para € > 0 suficientemente pequena, as sequintes vizinhancas
tubulares sao isométricas

{p e F/dist(p,71) <€} e {peC/dist(p,m) < €},

onde C é do Exemplo 2.1 com l(m) = l(m1). A condi¢ao de colagem em (2.11)
pode ser substituido por

W) =(a—1), teR

com parametro de torcao arbitraria a € R, mas para um € > 0 a vizinhanga
tubular de v, geometricamente permanece o mesmo. Em geral, as superficies
obtidas de diferentes a ndo sao globalmente isométricos.

Antes de apresentar o seguinte teorema vamos fazer uma consideracao. Um
ciclo de vértices é o conjunto de todos os vértices de Sy, ..., S,, que em conjunto

definem um ponto unico de F' (o ponto pode ser interior ou ponto fronteira de

Teorema 2.2. Seja F'= 51+ ...+S,, mod (2.5) e suponhamos que as sequintes
condicoes cumprem:

1. Para cada ciclo de vértice produz um ponto interior de F', onde a soma dos
angulos internos de um vértices é 2.

2. Para cada ciclo de vértice que produz um ponto fronteira de I, e a soma
dos dngulos internos é <

Entao F leva uma unica estrutura hiperbolica tal que a projecao natural mwg :
SiU...US,, = F ¢ uma isometria local.

Demonstracao. No6s limitaremos a um caso particular para a construcao do atlas
hiperbélico A.

Sejam Ajq, ..., A,, as estruturas hiperbélicas de Si, ..., S,, respetivamente, e seja
p € F um ponto fronteira cuja imagem inversa sob mg é o ciclo de vértice py, ..., p.
com angulos internos correspondentes 61, ..., 0, e cujasoma é = 0, +...+ 60, < 7.
Para € > 0 suficientemente pequena as e-vizinhancas

Uy={z €S U..US,/dist(z,p;) < €}

sao disjuntos dois a dois para ¢ = 1, ..., r, entao obtemos sistemas de coordenadas
(Ui, 05) € A1 U ... U A, tal que p;(U;) ¢ um setor circular V; em H? de raio € e
angulo ;. Suponhamos que o ciclo é numerado de modo que o lado esquerdo de
U; é identificado com o lado direito de U;,; para cadai=1,...,r — 1.

Entdo podemos encontrar isometrias que preservem orientacio 77, ..., 7). de H? tal
que V =T, (V) U...UT.(V,) é um setor circular de angulo 6, tal que para cada
i=1,..,r—1 0 lado esquerdo de T;(V;) coincide com o lado direito de T;,1(V;y1).
Segue-se que = € U; e y € U sdo equivalentes mod (2.5), se e s6 se T;(p;(x)) =
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T3 (5(y))-
Deste modo, nés temos uma funcao bem definida

p=Tiopi+..+T.0p, mod (2.5)

para U = U; + ...+ U, mod (2.5) sobre V, e considerando (U, ¢) um elemento de
A. De forma semelhante obtemos vizinhancas coordenadas em todos os outros
casos, e podemos verificar que o atlas A assim definido é hiperbolico e a funcao
mg : S — F é uma isometria local. O

Para concluir, mencionamos o processo inverso da colagem.

Definicao 2.4. Seja F = S; + ...+ 5, mod (2.5) como acima com a projegao
natural mg : S1U...US,, = F, e seja

Z=ng(m)U..Urs(1m) = 7s(71) U... Ums(7,)-
Entao dizemos que Sy, ..., Sy, sdo obtidos cortando F ao longo de Z.

Se Z é um conjunto de geodésicas fechadas disjuntas em uma superficie hi-
perbolica S, entao S pode ser cortada ao longo de Z.

2.3 A cobertura universal

Cada superficie completa sem fronteiras de curvatura constante —1 é univer-
salmente coberta pelo plano hiperbolico. Agora adaptaremos isso para superficies
hiperbolicas completas com fronteira, o estudo fica mais facil devido ao seguinte
teorema.

Teorema 2.3. Qualquer superficie hiperbolica S com fronteiras € isométrica-
mente imersa em uma superficie hiperbolica S* sem fronteiras, tal que S € uma
deformacao de retracao de S*.

Demonstra¢ao. Colaremos as fronteiras como segue. Ao longo das fronteiras que
sao geodésicas fechadas v de comprimento () colamos um meio cilindro

Cij2 =0, +00) X R/ [ty

com a métrica ds®> = dp? + cosh? pdt*> como no Exemplo 2.2. Ao longo de cada
lado nao fechado de comprimento a colamos uma faixa

F; = [0,+00) x [0, d]

com a métrica ds?> = dp? + cosh® pdt>. Para os lados de comprimento infinito,
colamos
IFQ = [Oa +OO) X [07 —l—OO)
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com a métrica ds®> = dp? + cosh? pdt?. Agora como as faixas sdo de angulo reto,
temos que para cada vértice p € S com angulo interior 6, colamos um setor
circular infinito

Y ={p}tU(0,+00) x [0, 7 — 0]

com métrica ds? = dp?+sinh? pdo? (por equacdo (2.1)), entre as faixas adjacentes
de angulos retos, previamente colados como mostra a Figura 2.6. Pelo Teorema
2.2 uma superficie S* obtida desta forma é uma superficie hiperbolica que verifica
as propriedades requeridas. O

Figura 2.6: Cobertura universal.

Daqui para frente, uma cobertura universal de uma superficie serd como um
levantamento da estrutura em uma nova superficie hiperbdlica.

Teorema 2.4. ([7], pdg.: 16) Seja S uma superficie hiperbdlica. A cobertura
universal S de S é isométrica a um dominio conexo em H? com fronteiras secci-
onalmente geodésicas. Se S é sem bordo, entdo S € isométrica a H?.

Para melhor referéncia do seguinte Teorema, consideremos uma aplicacao  :
S — S que é a cobertura universal da superficie hiperbélica S e p é um ponto de
S e p é um ponto de cobertura de p.

Teorema 2.5. (/7], pdg.: 17) (Propriedade de levantamento tnico) Seja
I um intervalo ou produto de intervalos, e seja x € I. Para qualquer fungao
continua ¢ : I — S satisfazendo ¢(x) = p, existe uma funcgdao tunica ¢ : I — S tal

que p(z) =P emod=9.

2.4 Curvas perpendiculares e geodésicas fechadas

Sejam p € H? e v uma geodésica em H?, entdao no plano hiperbolico existe
uma curva geodésica perpendicular que liga p e 7. Além disso, se duas geodésicas
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no plano hiperbolico tem distancia positiva, entao existe uma geodésica perpen-
dicular ligando as duas geodésicas. Os seguintes resultados que apresentaremos,
vao explicar melhor estas afirmacoes.

Na seguinte definicao, S é uma superficie suave com fronteiras suaves por
partes.

Definigao 2.5. Sejam A, B C S subconjuntos fechados conexos. Suponhamos
que ¢,7y : [a,b] — S sdo curvas continuas com pontos iniciais c(a),y(a) € A e
com pontos finais c(b),v(b) € B. Dizemos que ¢ é homotdpico a vy com pontos de
extremidades em A e B, se existe uma aplica¢ao continua H : [0,1] X [a,b] — S
tal que

H(0,t) =c(t), H(1,t)=~((t), a<t<b

H(s,a) € A, H(s,b)e B, 0<s<1.

Um exemplo de homotopia no plano hiperbolico é dado na Figura 2.7 com
A =ae B = {p}, como também com A =« e B = f3, onde a e § sdo geodésicas.

Figura 2.7: Homotopias no disco D?.

No seguinte teorema teremos uma situacao semelhante em uma superficie
hiperbolica.

Teorema 2.6. Seja S, uma superficie hiperbolica e seja ¢ : [a,b] — S uma curva
com c(a) € A e c(b) € B, onde A e B sdo geodésicas fechadas de fronteiras,
e disjuntas de S. Na classe de homotopia de ¢ com pontos finais percorrendo
em A e B, existe uma unica geodésica v. Em seus pontos finais encontra-se
perpendicularmente em A e B. Todos os outros pontos de v estao no interior de

S.

Demonstracao. Seja C' o conjunto da classe de homotopia de ¢ . Entao C' contém
curvas suaves, agora consideremos {7, }5°, C C' uma sequéncia com comprimen-
tos I(y,) que converge a um infimo L quando n — oo. Parametrizando cada
curva no intervalo [a, b] com velocidade constante, entdo a familia {,}>° ¢ equi-
continuo e pelo Teorema de Arzela-Ascoli, temos uma subsequéncia convergente
a uma curva v : [a,b] — S de comprimento [(y) = L.

As fronteiras de S sao seccionalmente suaves, entao temos que v pertence a C.
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Os angulos internos de S sao menores ou iguais a m, e como v tem comprimento
minimal, v é um arco geodésico com os pontos extremos em 0S. Como A e B
sao geodésicas fechadas e v tem comprimento minimal, entao v encontra-se em
A e B perpendicularmente.

__ Para provar a unicidade, consideramos a cobertura universal 7 : S — S onde
S C H? do Teorema 2.4. Consideramos A, B e § o levantamento de A, B e y em
H? tal que ¥ ¢ uma curva perpendicular de A e B. Cada curva homotopica de v
tendo pontos de extremidade percorrendo em A e B, eleva curvas homotopicas de
~ com pontos de extremidade percorrendo em Ae B (Teorema 2.5). A unicidade
de v em S segue-se da unicidade de curva perpendicular em A para BemH2. O

O seguinte teorema é uma versao mais completa, no qual podemos coletar
propriedades semelhantes em diversas situagoes. Um subconjunto A C S de uma
superficie hiperbolica é admissivel, se A = {p} ou A & um subconjunto compacto
conexo de 0S.

Teorema 2.7. ([7], pdig.: 18) Seja S uma superficie hiperbdlica e, sejam A, B C
S subconjuntos admissiveis e seja ¢ : [a,b] — S com c(a) € A, ¢(b) € B uma
curva de A para B (A e B ndo precisam ser diferentes ou disjuntos). FEntao
cumprem as sequintes afirmacoes:

1. Na classe de homotopia de ¢ com pontos extremos percorrendo em A e B,
entao existe uma curva de menor comprimento v. Esta € um arco geodésico.

2. Se v nao estd contido em 0S, entao vy encontra-se na fronteira somente em
seus pontos extremos.

3. Se A={p}, p€ S, e se B é uma das sequintes categorias

(a) uma curva geodésica de fronteira, fechada e suave.

(b) um lado de S que se encontra com seus lados adjacentes sob um angulo
< /2.

Entao v € um ponto ou € um arco geodésico passando por p e encontra-se
com B perpendicularmente. No iltimo caso v € a unica geodésica passando
por p e encontra-se com B perpendicularmente, na classe de homotopia de
c.

4. Se A e B sao os lados como as categorias em 3 (mas nao necessariamente
0 mesmo), e se vy nao é um ponto, entao vy é uma curva perpendicular de
A para B na classe de homotopias do c.

5. Se c no caso 4 é simples e v nao € um ponto, entao v € simples.
6. Se A e B sao pontos, entao vy € unica.
Uma curva ¢ : [a,b] — S é chamada simples se ¢ ¢ uma aplica¢ao injetiva. No

Teorema 2.7 mencionamos os casos mais frequentes. A Figura 2.8, ilustra alguns
Casos.
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Figura 2.8: Algumas homotopias.

Continuando com os teoremas anteriores, mas agora para geodésicas fechadas.
As parametrizacoes de curvas fechadas serao tanto na reta dos reais, com periodo
1 ou no espaco quociente S!

S'=R/[t = t+1]. (2.12)

Definicao 2.6. Seja M um espago topoldgico. Duas curvas fechadas ¢,y : St —
M sao chamadas livremente homotopicas, se existe uma aplicacao continua H :
[0,1] x St = M

H(O,8) = c(t), H(1,t) =~(t), te S5
Curvas que sao livremente homotopicos a um ponto sao chamadas homotopica-
mente triviais.
Nas superficies hiperbolicas, as classes de homotopias livres e as geodésicas
fechadas estao em correspondéncia um a um.

Definigao 2.7. Duas geodésicas fechadas, parametrizadas por v, : S* — M (de
velocidades constantes), sao equivalentes, se existe um homeomorfismo h : S* —
St da forma h(t) =t + ¢, onde c é constante, tal que v =~ o h. Uma geodésica
fechada € uma classe de equivaléncia de geodésicas parametrizadas fechadas.

Note que geodésicas fechadas equivalentes sao sempre livremente homotopicas.

Defini¢ao 2.8. Sejam v e 0 geodésicas fechadas e m € Z — {0}. Dizemos que
é m-iterada de &, se y(t) = d(mt), t € S*. Uma geodésica é primitiva se nao é
m-iterada de outra geodésica fechada para m > 2.

No seguinte teorema assumimos que cada componente de fronteira fechada de
S é uma curva primitiva parametrizada.
Teorema 2.8. ([7], pdg.: 23) Seja S uma superficie hiperbdlica e seja ¢ uma

curva fechada homotopicamente nao trivial em S. Entao temos:

1. ¢ € livremente homotdpica a uma unica geodésica fechada .
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2. v ou estd contido em 0S ou yN IS = .

3. Se c € simples, entao v € simples.

4. se ¢ € uma componente de fronteira nao suave, entao v e c ligam um anel
mmerso em S.

O seguinte exemplo é para o caso de superficies hiperbdlicas nao compactas.

Exemplo 2.3. (Cuspide) Seja S uma superficie hiperbdlica nao compacta e seja
S C S um dominio que € isométrico 4 superficie

(—O0,0] X Sl = (_O0,0] X R/[t—)t—l—ﬂ] (213)
com a métrica Riemanniana (ver Figura 2.9)

ds® = dp® + e*Pdt*. (2.14)

Figura 2.9: Cuspide gerada por I' = (T'(z) = 2z + ¢) em H.

Tal dominio é chamado uma cuspide. Do mesmo modo podemos descrever,
como o espaco quociente S = /I, onde

S={z+iyecH/y>1}

e ' é o grupo ciclico T = {T™/m € Z} C Isom™ (H?), onde T(z) = z + 1 para
todo z € HZ.

A horoesfera h, = {x+iy € H?/y = a, a > 1}, projeta a curva ¢, de comprimento
1/a em . Todos eles pertencem a mesma classe de homotopia livre nao trivial.
Esta classe nao contém geodésicas fechadas.

2.5 Os parametros Fenchel-Niselsen

Nesta secao, daremos uma visao geral dos parametros Fenchel-Nielsen e a
correspondente construcao das superficies compactas. A construcdo baseia-se
na colagem de hexagonos geodésicos. Comecamos com um lema que garante a
existéncia desses hexégonos.
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Lema 2.1. FExiste um hexdgono geodésico reto no plano hiperbolico com lados
emparelhados nao adjacentes de comprimentos l(a),l(b) e l(c).

Demonstracao. Consideremos as geodésicas perpendiculares 3, a e v como na
Figura 2.10. Seja L a linha reta de todos os pontos em H? a uma distancia [(c)
de [, que se encontram no mesmo lado de § como 7. No modelo do semiplano
superior, L ¢ uma linha reta (pois 7'(z) = Az, é uma isometria). Agora consi-
deremos uma geodésica tangente com L, logo movemos « ao longo de L até ter
dist(vy,«) = I(b), finalmente chamamos b uma curva perpendicular de v e . Pelo
que obtemos um hexégono geodésico (veja a Figura 2.10). O

Figura 2.10: Existéncia de um hexdgono em H?Z.

Construiremos uma superficie hiperbolica em trés passos, da seguinte maneira:

1. Colamos duas copias de um hexagono ao longo de trés lados nao adjacentes
para obter uma superficie hiperbélica Y com trés geodésicas fronteiras fe-
chadas (veja Figura 2.11) . Pelo Lema 2.1 os comprimentos das geodésicas
de fronteiras podem ser arbitrarias.

Figura 2.11: Construcao de uma superficie Y.

2. Seja G um grafo ctibico com 2¢g — 2 vértices e 3g — 3 arestas, quer dizer um
padrao como na Figura 2.12. Para qualquer vértice y de G associamos uma
superficie Y e colamos essas superficies como mostra a Figura 2.12.

As geodésicas de fronteiras para a colagem devem ter os mesmos compri-
mentos. A superficie S obtida desta forma, contém 3g — 3 geodésicas fecha-
das que correspondem as 3g — 3 arestas de G. Os comprimentos [y, ..., l3,_3
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destas geodésicas podem ser prescritos arbitrariamente. Em adicao a es-
tes comprimentos podemos estabelecer parametros de torcao ai, ..., azs—3
(veja secao 2.7) para a colagem das geodésicas fechadas, como no Exemplo
2.2. Os parametros [y, ....,l3g_3 e a1, ..., azg—3 sao chamados parametros de
Fenchel-Nielsen, para tais superficies construidas.

Figura 2.12: Construcao com parametros de Fenchel-Nielsen.

Definicao 2.9. Uma superficie compacta sem fronteira é chamada uma superficie
Riemanniana compacta.

Para a préoxima definicao adotamos a seguinte terminologia. Uma superficie hi-
perbolica de assinatura (g,n) é uma superficie de género g com n componentes
de fronteiras.

Definigao 2.10. Uma superficie hiperbdlica compacta de assinatura (g,n) é uma
superficie Riemanniana de assinatura (g,n) se cada componente de fronteira é
uma geodésica fechada suave.

Um exemplo é a superficie Y que tem assinatura (0, 3), e uma superficie de
assinatura (g,0) é uma superficie compacta sem fronteiras.

Agora apresentaremos o esquema de colagem das superficies Y. Seja H um
hexagono geodésico com angulos retos no plano hiperboélico com lados consecuti-
VoS

aq, C3, (g, C1, (A3, Co

e seja H' uma copia disjunta de H com lados correspondentes
/ / / / / /
a5 Cg, Qg, Cq, O3, Co.

Parametrizamos todos os lados no intervalo [0, 1], com uma velocidade constante
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e (-0

Figura 2.13: Esquema e colagem duma calga Y.

t = at), t—a(t), tel0,1], i=1,2,3
(2.15)
t = alt), t—cl), telo1], i=1,23

tal que os lados de H e H' em conjunto formam uma curva de fronteira fechada
(veja Figura 2.13). Tomando a condigao de colagem

a;(t) = al(t) = a;(t), te€[0,1], i=1,2,3 (2.16)
definimos uma 3-esfera com furos. Seja Y uma superficie tal que
Y = H + H'mod(2.16)

que herda as estruturas hiperbolicas de H e H'.
Uma vez que todos as angulos sao angulos retos, as curvas da fronteira

ci(2t), se 0<t<1/2
t— y(t) = i=1,2,3 (2.17)
d2=2t), se 1/2<t<1

sao geodésicas fechadas. A equagdo (2.17) também é interpretada como as para-
metrizacoes dos ;. Assim, Y é um par de calcas.

2.6 Trigonometria hiperbdélica

Os resultados desta seccao serao amplamente utilizados no proximo capitulo.
Neste secao apresentaremos féormulas trigonométricas baseado no modelo hiper-
boloide. Na primeira parte utilizamos o grupo de isometrias atingindo sobre o
modelo hiperboloide para obter as formulas trigonométricas do triangulo compa-
rando, elementos da matriz. E finalmente generalizamos isso para pentagonos.
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2.6.1 O modelo hiperboloide

Para comecar, seja a forma bilinear
h(X, Y) = T1U1 + TolY2 — T3Ys, X, Y (- RS, (218)

onde x;,y; sao as coordenadas de X e Y respectivamente. As aplicagoes lineares
L,,M, € GL(3,R) sao dadas por

coso —seno 0 coshp 0 senhp
L,=| senoc cosoc 0 |, M,=| 0 1 0 (2.19)
0 0 1 senhp 0 coshp

(aplicando em vetores coluna) com sua correspondente forma diferencial
dh?® = da? + das — dx3.

Seja Q C GL(3,R) o subgrupo gerado por todos os L, e M,, o,p € R. Agora
consideremos o hiperboloide.

H={XcR*h(X,Y)=—1,25 >0} (2.20)

e seja g a forma diferencial quadrética em H que é obtida por restricao de dh?
para os vetores tangentes de H. Entao H e g sao invariantes sobre 2. Como g é
definido positivo no plano tangente no ponto

0
Po = 0 eH
1

implica que H = (#, g) ¢ uma variedade Riemanniana, e Q = Isom™ (). Para
provar que H é um modelo do plano hiperbélico, fazemos da seguinte maneira.
Seja A : [0, +00) — H uma curva com o fixo, definido por

)‘(p) = LaMp<p0)

que tem velocidade constante igual a 1. Seja outra curva a : R — H para p > 0
definido por

a(o) = LUMp(pO)

que tem velocidade constante igual sinh p. Além disso temos que

h(X(p), /(o)) = (X(p), @'(0)) = 0

ou seja as curvas A e « se intersectam ortogonalmente. Introduzimos (p, o) como
um sistema de coordenadas do ponto p = L,M,(py) para p € [0,+00) e 0 €
[—m, m]. Logo o sistema de coordenadas obtido desta maneira cobre H — {po}, e
o tensor g tem a forma

g = ds* = dp?® + senh?® pdo?.
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Pois para a parametrizacao x : [0,00) X [—m, 7| — H definida por
p = x(p,0) = (cos o senh p, sen o senh p, cosh p)
logo
X,(p,0) = (coso coshp,seno coshp,senh p)

Xs(p,0) = (—senosenh p,cososenhp,0)

pelo que temos gi1 = (X,(p,0),%,(p,0)) = 1, g1 = go1 = (Xp(p, 0), X+ (p,0)) =0
e gr = (X,(p,0),%,(p,0)) = sinh® p. Portanto temos

1 0 d
ds* = (dp do ) < 0 senh?p ) ( di ) = dp* + senh? pdo?. (2.21)

Isto mostra que H ¢ isométrico a H? e (p, o) é chamado coordenada polar geodé-
sica centrado em py.

2.6.2 Triangulos

Para triangulos geodésicos no plano hiperboélico, denotamos pelos lados a, b e
c e por a, e v os angulos opostos correspondentes.

Teorema 2.9. (Triangulos ordinarios) As sequintes formulas sdo satisfeitas
para tridngulos geodésicos no plano hiperbolico:
1. coshli(c) = —senhl(a)senh[(b) cos~y + coshi(a) cosh (D)

2. cosvy = senasin 5 coshl(c) — cos acos

senov __  senf3 __ seny
* senhl(a) = senhl(b) = senhl(c)

Figura 2.14: Triangulo em H.

Demonstracao. Seja o triangulo 7" imerso em H tal que S é um angulo em p =
(0,0,1)" € H, o um angulo em M_.(py) e v um angulo em L,_gM,(po) como na
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Figura 2.14. Seja a isometria L,_,M,., que primeiro faz uma traslagdo de T ao
longo de u, traz o angulo a no ponto py, e logo faz uma rotacao de 1" sobre py
em um angulo ™ — a.

Portanto a isometria L, .M. traz de volta a uma posicao como na Figura
2.14, mas agora com lado b ao invez do lado ¢ em p© e com angulo a ao invez de
B em py. Entao podemos observar que a isometria L,_gMqL,_ MyL,_oMc leva
T de novo para sua posi¢ao original. Portanto este produto ¢ a identidade. Pelo
que temos

LegMoLy s MyLy oM, =1, = MyLy My =Ls_ M_Lo_.  (2.22)

Calculando os componentes em (2.22) obtemos 9 identidades, quatro das quais
sao aquelas do teorema. O

Teorema 2.10. (Tridngulos de angulo reto) Para qualquer tridngulo hiper-
bolico com dngulo reto, temos.

1. coshli(c) = coshli(a) coshi(b) 4. senhl(a) = cot S tanh(b)
2. coshl(c) = cot acot 5. cosa = coshl(a)sen
3. senhl(a) = senasenhl(c) 6. cosa = tanhl(b) cothl(c)

Demonstracao. As trés primeiras identidades sao obtidos do Teorema 2.9 no caso
v = 5. Mas as outras trés identidades restantes sao obtidas por meio de calculos
elementares. ]

No que segue, um poligono P é uma curva fechada seccionalmente geodésica.
Os arcos geodésicos de P sao os lados.
Antes da seguinte definicao fazemos algumas consideragoes. Seja (u,w) um par
ordenado de lados consecutivos de P com respeito a uma orientacao, e seja p
o vértice comum de u e w. O angulo de P em p é definido pela rotagao v €
Isom™ (H?) com p fixo que roda w para u. Dizemos que v é o angulo subsequente
do lado u e w é o lado subsequente do angulo v (veja Figura 2.15).

p

Figura 2.15: Angulo de rotacio.

Definicao 2.11. Sejam x e y pertencentes ao conjunto de lados e dngulos do po-
ligono P. O par ordenado (x,y) é dito tipo angulo se uma das sequintes condi¢oes
cumprem:
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1. y € o dngulo subsequente do lado x.
2. (x,y) € um par de lados consecutivos, e y € ortogonal a x

3.y € o lado subsequente do dngulo x.

Figura 2.16: Lados e angulos subsequentes.

Na Figura 2.16 todos os pares (z,y) s@o tipo angulo. Agora para cada par
(z,y) de tipo angulo, associamos uma isometria N, € Isom™ (H?).

Definicao 2.12. As isometrias N, definimos da sequinte maneira.

1. Sey é o angulo subsequente do lado x. Entao definimos

—cosy —seny 0
Ny=L, ,=| seny —cosy 0
0 0 1

2. Se (z,y) € um par de lados consecutivos com dngulo em/2, onde ¢ = +1,
entao definimos

X 8:1 0 —€ 0
Ny=LeaM, = |ecoshy 0 esenhy
senhy 0 coshy

' y
X4 g=1

3. Sey € o lado subsequente do dngulo x, entao definimos

coshy 0 senhy
Ny, =M, =M, = 0 1 0
senhy 0 coshy

Definicao 2.13. Um tridngulo generalizado é um poligono geodésico P fechado
orientado junto com um ciclo a,v,b, a, ¢, B de lados consecutivos e dngulos de P,
em que todos os pares (a,7), (7,b), ..., (¢, 8), (B,a) sao tipo dngulo.
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O seguinte teorema é uma consequéncia das definicbes acima:

Teorema 2.11. ([7], pdg.: 36) Para qualquer triéngulo generalizado a,~,b, o, ¢, B
temos

N,N,N, = (N,N.Ng)*

Para entender melhor o teorema acima, fazemos um exemplo para dois casos.

Exemplo 2.4. Seja um tridngulo generalizado como na Figura 2.17 temos em
ambos casos NoN Ny = Ly oMy L., M,. Agora vamos observar a diferenca entre
0s dois exemplos para No,N.Ng.

Figura 2.17: Triangulos generalizados.

No primeiro caso temos
NoNNg = LyjoMoLy_ Mg = (NoN.Ng)™' = M_gL. xM_oL_s />
e para o sequndo caso se tem
NoNeNg = Ly joMo Ly oMLy o Mg

Pelo Teorema 2.11 produzimos para o primeiro caso

1. cosc = —coshl(a) coshi(b) cosy + senhl(a)senh(b).

9 coshl(a) _ coshl(B8) __ sen~
* coshl(a) =~ coshi(b) = senc”

As identidades correspondentes para o sequndo caso sao.

3. coshl(c) = —coshl(a) coshl(b) cos~y + senhl(a)senh (D).

4 coshi(a) _ coshl(B) __  senwy
* coshl(a) = coshi(b) =~ senhli(c)"

5. cosy = senhl(«a)senh () coshi(c) — coshl(a) cosh (D).
2.6.3 Tri retangulos e pentagonos

Consideremos dois arcos geodésicos perpendiculares a ¢ b em D? (modelo do
disco de Poincaré) com vértice comum na origem como na Figura 2.18. Agora
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sejam « e [ geodésicas perpendiculares nos pontos finais de b e a. Se a e b
tiverem comprimento pequeno, entao « e [ intersectam-se uns aos outros com
um angulo ¢, nesta forma obtemos um quadrilatero geodésico com trés angulos
retos. Chamamos este tipo de quadrilatero como um tri retangulo.

Os tri retangulos tém desempenhado um papel importante no descobrimento da
geometria nao-euclidiana, mais geralmente em construgoes geométricas, e sao
uteis para os calculos. As seguintes formulas sao semelhantes as dos tridngulos
retos do Teorema 2.10.

Figura 2.18: Triangulo generalizado.

Teorema 2.12. (Tri retangulos) Para qualquer tri retangulos com lados como
na Figura 2.18, as sequintes relag¢oes sao verdadeiras.

1. cosp = senhl(a)sinh((b);

2. cosp = tanh l(«) tanh [(5);

3. coshl(a) = coshl(«)sen p;

4. coshl(a) = tanh(B) coth(b);
5. senhl(a) = senhl(a) coshl(p);
6. senhl(a) = coshl(b) cothi(¢p).

Demonstracao. As trés primeiras identidades sao obtidas das formulas do Exem-
plo2.4-1e2paray = m/2. Osrestantes sao obtidos por calculos elementares. [

Voltando aos tri retangulos da Figura 2.18. Se o lado a cresce continuamente

o vértice no angulo ¢ move-se em direcao do ponto final da geodésica a. Nesta

forma obtemos a posicao final para o lado a, a qual denotamos por a;. Pelo

que, quando a — ayp, entao ¢ — 0. Portanto pelo Teorema 2.12-1 obtemos, por
continuidade

sinh [(ap) sinh [(b) = 1 (2.23)

Se a cresce mais de a;, entao o angulo ¢ desaparece e é substituido por uma curva
¢ perpendicular a a e 8, obtendo um pentagono reto como a Figura 2.19.

Teorema 2.13. (Pentagonos retos) Para qualquer pentigono reto com lados
consecutivos a, b, o, c, B temos:
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Figura 2.19: Pentagono reto.

1. coshl(c) = senhl(a)senhi(b);
2. coshl(c) = cothl(a) cothi(B).

Demonstracao. Isto é obtido do Exemplo 2.4, substituindo em item 3 e 5 o caso
particular quando v = /2. O

E para concluir esta seccao mencionaremos um lema, que garante a existéncia
de um tnico pentagono reto.

Lema 2.2. ([7], pdg.: 39) Seja l(a) e l(b) nimeros reais arbitrdrios satisfazendo
senhl(a)senhl(b) > 1. Entao existe um unico pentdigono geodésico reto com dois
lados consecutivos de comprimento l(a) e I(b).

2.7 Parametros de torcao e teorema do colar

Definicao 2.14. Uma superficie compacta de assinatura (0,4) é chamada uma
X -parte.

Uma superficie X-parte é obtida por colagem de duas Y-partes ao longo das
geodésicas de fronteiras do mesmo comprimento. O objetivo desta se¢ao é, calcu-
lar os parametros de torcao em termos de comprimentos das geodésicas fechadas
e vice-versa.

Sejam Y e Y’ duas superficies Y-partes com geodésicas de fronteiras para-
metrizadas 7;,7, : S — Y, Y’ para i = 1,2,3, e suponhamos que [(7;) = I(7})-
Entao para qualquer ntimero real a obtemos uma X-parte pela identificagao

() =la—t) =), tes (2.24)

O ntmero a é chamado parametro de torcao. Logo, colando obtemos o espaco

quociente
X*=Y +Y" mod (2.24).
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Como a € R, se obtém uma familia de superficies X-partes { X*},cr, ou seja uma
superficie X é obtida fixando um parametro a.

Teorema 2.14. Qualquer superficie X —parte pode ser obtida pela construcao
anterior.

Proposicao 2.1. (Meio Colar) Seja Y um par de cal¢as com geodésicas de
fronteiras v1,7v2 e v3. O conjunto

1
C*(vi) = {p € Y/ senh(dist(p,~;)) senh 5[(%) < 1} , 1=1,2,3

sao mutuamente disjuntos, e cada um deles é homeomorfo ao anel [0,1] x S*.
Para qualquer p € C*(v;) existe em C*(vy;) uma unica curva perpendicular ao ;,
i=1,2,3.

Demonstracao. A superficie Y pode ser descomposta em hexégonos geodésicos
retos H e H', com os lados assinados e parametrizados como em (2.15). Entao
temos ¢; = 3l(v;) = .

Em H (e similarmente em H') definimos

Figura 2.20: Descomposi¢ao de uma cal¢a em hexigonos H.

Cr(vi) = {p € H/senh(dist(p, ¢;))senh¢; < 1}, i=1,2,3.

Para ver que os C} sao disjuntos, ligamos os lados opostos por um curva perpen-
dicular, por exemplo h divide H em duas regioes, desde c3 ao lado entre ¢y e ¢y
(veja Figura 2.20). Do item 1 do Teorema 2.13, obtemos

senh ¢ senh(dist(cy, b)) > 1, k=1,2.

Portanto, h separa C} e C5, da mesma forma C7, C3 e C5, C5 sao separados.
Além disso, observamos dessa separacao que cada C; é varrido de fora por arcos
geodésicos mutuamente disjuntos, tendo comprimentos d; e emanando perpendi-
cularmente de ¢;, onde senh¢;senhd; = 1, ¢ = 1,2,3. O mesmo cumpre para oS
correspondentes dominios em H’, o qual a proposicao ¢ mostrada. O]
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Defini¢ao 2.15. Seja X com geodésica v* como em (2.24). Entdo o conjunto

C(v") = {p € X/ dist(p,7") < w},

1
w = arcsenh | —————
(senh ) )

2

onde

¢ chamado colar em torno de 4%, e w € sua largura.

Seja p € C(y*), entao existe um tnico arco geodésico perpendicular em C(v%)
de p para 7* que encontra-se no ponto y*(¢,) onde t, € S*. Agora consideremos
pp = edist(p,7*) a distancia dirigida come =—-1sepeY ee=+1lsepe Y’

Definigao 2.16. Para p € C(v*), como da Defini¢ao 2.15

(0,) = (pp tp) € [~w,w] x S

€ o par de coordenadas de Fermi de p com respeito a y*.

Na Defini¢ao 2.16 de v*, e da orientacao de v*, podemos considerar que Y esta
no lado esquerdo de 4*. Consequentemente para os pontos de C'(y*) pertencentes
a Y, temos p < 0 e para aqueles pertencentes a Y’ temos p > 0.

Pela Proposicao 2.1, estas coordenadas definem um homeomorfismo de C'(7y*) ao
anel [—w,w] x S*.

Na familia {X?}, a € R consideraremos X° como a superficie base e escreve-
mos X? = X e /¥ = ~. Agora podemos definir um homeomorfismo 7¢ : X — X¢
como mostra a Figura 2.21.

Figura 2.21: Homeomorfismo do colar para um parametro de torcao a.

Continuando temos 7 : YUY’ — X% = Y 4+ Y’ mod (2.24) a projegao
0

natural, e para a = 0 tem-se 7° = 7.

Observamos que a condigao de colagem (2.24), significa para as coordenadas
de Fermi que: se p € C(7), temos coordenados (p,t) e p < 0, entdo pela convengao
do sinal acima , temos 7 1(p) € Y. Logo m* o7~ 1(p) € C(v%) e tem exatamente
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as mesma coordenadas (p,t) em relagio a v%; se p > 0 temos 7 '(p) € Y, entdo
meorm!(p) tem coordenadas (p, a+t). Segue-se que a aplicagao T : C'(y) — C'(v%)

definida por
w4+ p
T p,t) = t
(p.1) (p, +a— - )

onde w é a largura comum dos colares C'(y) e C'(v*) e T* coincide com 7% o 71

na fronteira de C(vy) com
T em C(7)
mon ! em X —C(v)
obtemos portanto um homeomorfismo
T4 X = X
as aplicacoes T e 7® sao as vezes chamadas homeomorfismos de torcao.

Teorema 2.15. (Teorema do Colar I) Seja S uma superficie compacta de gé-
nero g > 2, e sejam vy, ..., Ym geodésicas fechadas simples e mutuamente disjuntas
em S. Entdao cumpre os sequintes

1. m<3g—3;

2. Existem geodésicas fechadas simples Vi1, ..., V3g—3 que juntas com asyi, ..., Ym
podem decompor S em par de cal¢cas;

3. O colar
Clvi) =A{p € 5/ dist(p, ) < w(v)}

de largura w = arc senh (%) sao disjuntos para 1 =1,..,3g9 — 3;
sen. 2

4. Cada C(v;) € isométrico ao cilindro [—w(~;),w(v;)] x S* com a métrica
Riemanniana ds* = dp® + [>(7;) cosh? pdt?.

Demonstracao. Cortando S ao longo das geodésicas v, ..., Ym, cada componente
conexa S’, obtida pelo corte, € uma superficie hiperboélica de alguma assinatura
(¢',n'). Como os ~; ndo sdo mutuamente homotopicos, e cada geodésica 7; nao é
homotipicamente trivial, por Teorema 2.8, temos que ¢ > 1 oun’ > 3 (se ¢’ = 0).

Suponhamos que S’ ndo tem assinatura (0,3), entdo S’ contém uma curva,
fechada simples homotipicamente nao trivial, e consideramos 7,,,; uma curva
fechada que nao é homotopico para uma componente de fronteira de S’. Pelo
Teorema 2.8, existe uma geodésica fechada simples homotépica a 7,,,,. Assu-
miremos que 7,11 ¢ a geodésica fechada simples. Desta forma podemos cortar
S’ ao longo de 7,11, continuando este processo podemos decompor S em par de
calcas. Pela caracteristica de Euler, temos que o ntimero de calgas é 2g — 2, logo

m<29g—2<3g—3
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desta forma mostramos os itens 1 e 2.

Como S pode se decompor em par de calcas, temos que o item 3, e a primeira
parte do item 4 sao consequéncias da Proposicao 2.1 (meio colar), finalmente
podemos copiar a expressao da métrica do Exemplo 2.1. O]

Corolario 2.16. Sejam v e 0 geodésicas fechadas em S interceptando-se trans-
versalmente, e assumimos que 7y € simples. Entao

1 1
senh 5[(7) senh §l(6) > 1

Demonstra¢ao. Sejam 7 e § as curvas de levantamento de ~v e 0 na cobertura
universal H? de S. Entdo o conjunto dos pontos

C(H) = {z € H?/dist(2,7) < w(7)}

sao levantamentos dos pontos de C(7), e alem disso 5 liga as componentes de
fronteiras de C(3). Portanto § contém um arco geodésico em C(v) que liga as
componentes de fronteiras de C(y). Pelo que o arco tem comprimento > 2w(7y),
e também

1 1
21(8) > arcsinh | ————
2 (9) > arcsin (sinh %l(y)) ’

logo
1 1
senh 5[(7) senh 5[(5) > 1.
[

Para apresentar os seguintes resultados primeiro daremos algumas defini¢oes.
Seja S uma superficie compacta de género g > 2. Para p € S, denotamos por U,
o conjunto distancia

U, ={q € S/dist(p,q) <r}.
Para r > 0 pequeno, U é isométrico para um disco aberto de raio 7 em H?2.

Definicao 2.17. O supremo de todos os r para o qual U, € isométrico para um
disco, € chamado raio de injetividade de S em p, e denotaremos por r,(S). O
raio de injetividade de S é definido por

Tin; (S) = inf{r,(5)/p € S}.

Lema 2.3. r,(S) = 5l(1,), onde p, é um lago geodésico de menor comprimento
emp, e i, (S) = %l(u), onde u € a geodésica fechada de menor comprimento em
S, as curvas (i, e |1 sGo simples.

Demonstragao. Para r < r,(S), temos que U, € isométrico para um disco em H?2,
e como em H? nao existe um lago geodésico temos que I(p,) > 2r,(S). Agora
consideremos r = 1,(5), entdo o levantamento do ponto p na cobertura universal
H? de S tem distancia pelo menos 2r entre dois pontos quaisquer do levantamento
de p, e existem pontos levantados p; e ps de p tal que dist(py,p2) = 2r. Sob a
cobertura H? — S, o arco geodésico que liga p; e py é levado para um laco
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geodésico pi, de comprimento 2r em p. No qual U] é ainda um disco, e p, € um
laco geodésico.

Para mostrar sobre p, podemos observar que a fungdo p — I(p,) é continua
(temos r, > r, —dist(p, q) para p,q € S). Como S é compacto, existe p =m € S
tal que [(p,) tem valor minimo. Como p,,, ¢ homotopicamente nao trivial, entao
em sua homotopia livre contém uma tnica curva fechada p de menor compri-
mento. Pelo Teorema 2.8 se tem que p é uma geodésica fechada, logo

1 1
Tin () = l(Hm) = SUp) = 7iny (5).
Portanto p = p,,, pelo que o Lema fica provado. O]

Teorema 2.17. (Teorema do Colar II) Sejam f1,..., B; 0 conjunto de todas
as geodésicas fechadas de comprimento < 2arcsenh1l em S. Entao k < 3g—3, e
cumprem o sequinte:

1. As geodésicas (1, ..., B, saGo mutuamente disjuntas;
2. 1,(8) > arcsenh 1 para todo p € S — U\, C(6:);
3. Sepe C(B), ed=dist(p,0C(5;)), entao

1
senh,(S) = cosh El(ﬁl) coshd — senh d.

Demonstragao. Como [(f;) < 2arcsenh(1) para i =1,...,k temos

1 1
senh §l(ﬁi)senh 5[(@) <1, i#34, 4,j=1,..k.

Agora, pelo Corolario 2.16, implica que f;, ..., Br s@o mutuamente disjuntas.
Além disso, pelo item 1 do Teorema 2.15 se obtém k& < 3g — 3, provando o item
1 de nosso teorema.

P (p)
r, \\~—
Hy
[ )
A

A 5

S 1208) = B

Figura 2.22: Levantamento das curvas p, e § em H?.
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Para o item 2; seja p € S e assumimos que senhr,(S) < 1. Pelo Lema 2.3
existe um lago geodésico simples 11, em p de comprimento 2r,(S). Pelo Teorema
2.8, na classe de homotopia livre de p, existe uma geodésica fechada simples
B. Sejam fi, e E levantamentos homotopicos das curvas p, e 3, na cobertura
universal de S, e seja T' € PSL(2,R) uma transformagdo com eixo base B que
corresponde a p,. Como fi, e E sao homotopicos, 1" leva 71, sobre ela mesma.
Se p € 11, o ponto levantado de p, e consideramos sua imagem 7'(p) (veja Figura
2.22). Como T preserva orientacdo, entdo p e T(p) estao mesmo lado de B

O arco geodésico de comprimento 27,(S) em fi,, de p para T'(p), ndo intercepta
B, desta forma obtemos um quadrilatero geodésico com lados de comprimentos
M U(B), A e 2r,(S), onde

A = dist(p, 8) = dist(T(p), B).

Agora se, tragamos uma perpendicular comum aos arcos geodésicos de 1, ate 3
(linha pontinhada na Figura 2.22), entdo obtemos dois tri retangulos isométricos.
Pelo item 5 do Teorema 2.12, se tem

1 1
senhr,(S) = senh §l(ﬁ) cosh A > senh 5[(6) senh \, (2.25)

pois cosh A > senh A. Como por hipétese senhr,(S) < 1, segue-se que senh %l(ﬁ) <
1. Portanto concluimos que 8 é uma das geodésicas (3, ..., Bx. Além disso, tam-
bém temos que

1

dist(p, 8) < A < arcsenh (—
senh 31(3)

) — w(§p)

de modo que p € C(f).
Seja A = w — d, onde w = w(p). Por (2.25) obtemos
1
senhr,(S) = senh 5[(6)(coshw cosh d — senh w senh d)

1
= senh 51(5) coshw cosh d — senh d,

a ultima igualdade é por, w = arcsenh (;enhl%l(ﬂ))'

Logo, como
2 1 2 2 1 2 2 1 g 1
senh 5[(5) cosh” w = senh 51(5) senh” w + senh El(ﬂ) = cosh 5[(5)
finalmente obtemos

1
senh7,(S5) = cosh il(ﬁ) coshd — senhd.



Capitulo 3

Construcao de superficies
hiperboélicas com sistole maxima

Neste capitulo apresentaremos um dos objetivos de nosso trabalho, que é estu-
dar algumas desigualdades inter sistolicas em superficies hiperbolicas compactas
e nao compactas. Estas desigualdades vai estar resumidas nos Teoremas 3.6 e
3.8. Para isto considere S uma superficie hiperbolica compacta de género g > 2.
Chamamos uma sistole a geodésica fechada simples de menor comprimento, e de-
notaremos o comprimento por sys(S). Seja msys(g) o valor maximo atingido por
sys(+) entre todas as superficies hiperbolicas compactas de género g. Chamaremos
superficie maximal Sy, a uma superficie hiperbélica compacta de género g cuja
sistole tem comprimento msys(g). Na Secao 1, apresentaremos o problema de
sistole grande, além disso algumas defini¢oes e resultados de sistoles. Na Secao
2, usaremos a técnica de corte e colagem para construir superficies hiperboli-
cas compactas com sistole grande de uma superficie maximal. Isto nos permite
mostrar varias desigualdades relacionadas com msys(-) para diferentes géneros.
Na Secao 3, mostraremos desigualdades semelhantes para superficies hiperbolicas
nao compactas com cuspides.

As principais referencias sao: [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], e outras
referencias que podem ser de complementagio da teoria foram [2], [3] e [7].

3.1 Problema de sistole grande

Seja S uma superficie tridimensional do espaco euclidiano, uma curva fechada
em S é uma curva que é topologicamente como um circulo, se S tem a topologia
de um k—toro. Em S vao existir curvas fechadas que nao sao contrateis em um
ponto de S. Iremos ver que a sistole de .S, é o menor comprimento dessas curvas,
que serd uma geodésica fechada. O termo mateméatico sistole foi adotado em
1980.

A sistole de uma superficie de Riemann foi objeto de profundos estudos entre
1993 e 2003. O artigo [25] de Paul Schumtz Schaller marcou um avanco impor-
tante nas pesquisas de superficies maximais para a sistole. No que segue damos

02
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a definicao formal da sistole.

Definicao 3.1. Seja S uma superficie hiperbolica compacta. A sistole de S € uma
curva fechada nao contrdtil de menor comprimento, e denotamos o comprimento
por sys(9).

Seja M, é o espaco modulo de todas as superficies compactas de género g.
Schumtz Schaller em [25] generalizou assim a sistole.

Defini¢ao 3.2. a). Um k-sistema F, 1 < k < 3g — 3, é um conjunto de k
geodésicas mutuamente disjuntas. O comprimento [(F) de um k-sistema F
€ definido como o comprimento da geodésica de maior comprimento em F.

b). Um k-comprimento l;(S) de uma superficie S é definido como o minimo
dos comprimentos de todos os k-sistemas de S.

c). S € M, € chamado superficie k-mazimal, se existe uma vizinhang¢a U de
S em M, tal que o k-comprimento de S ¢ mazimal em S.

d). S € M, é chamado superficie global k—mazimal se o k-comprimento de S
¢ mazimal em M,

f). Uma k-sistole é a geodésica o em uma superficie S tal que existe um k-
sistema F em S com a e com (o) = I(F) = [i(9).

Um dos problemas da geometria em superficies é a procura de métricas hiper-
bolicas sobre uma superficie para certo género, que maximizem a sistole. Métricas
que maximizem localmente sobre essas superficies sao ditas extremas. Porém, até
0 momento, pouco se sabe sobre essas superficies. A seguinte definicdo é impor-
tante para nosso trabalho.

Definicao 3.3. Uma familia de superficies hiperbdlicas compactas S; com g; — 0o
¢ de sistole grande se existe uma constante 0 > 0 e ¢, independente de i, tal que
satisfaz

sys(S;) > olog(g:) — c.

Agora apresentaremos um problema no qual nosso trabalho se baseou.

Problema 3.1. (Problema de sistole grande) Determine o supremo de o tal
que exista uma familia de superficies hiperbolicas compactas Sy de sistole grande
com este .

A primeira construcao de superficies de sistoles grande, foi feita por Buser e
Sarnak em [8], no seguinte resultado.

Teorema 3.1. ([8], Secdo. 4) Seja ' um grupo fuchsiano co-compacto em
PSL(2,R) obtido de uma dlgebra de divisao dos quatérnios A = (a,b)g para
inteiros a, b positivos. Seja T'(p) para primos impares p, o principal subgrupo de
congruéncia. Entao a familia de superficies hiperbdlicas compactas S, = H?/T(p)
satisfaz g(S,) — oo quando p — oo, e exite algum c, independente de p, tal que

sy5(5,) 2 5 loa(g(5,)) — ¢
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A constante o = % ¢ o melhor valor alcancado até hoje. No Capitulo 4,
faremos um esbogo do teorema anterior. Uma generalizacao da construcao de

Buser e Sarnak foi feito em 2007 por Kastz, Chaps e Vishne em [18].

Teorema 3.2. ([18], pdg.: 401) Seja T' um subgrupo aritmético co-compacto de
PSL(2,R). Entao para uma constante adequada ¢ = ¢(T"), o principal subgrupo
de congruéncia de I' satisfaz

W

sys(Sr) > glOg@(SI)) —c

para qualquer ideal I <1 Ok, onde S; = H?/T é uma superficie hiperbdlica associ-
ada, onde O C K € um anel de inteiros algébricos em um corpo K C R.

Seja uma superficie hiperbélica compacta de género g > 2, entao o valor
msys(g) é definido por

msys(g) = sup{sys(S)/S superficie hiperbolica compacta de género g > 2}.

Existe uma constante universal B > 0, desconhecida tal que para todo género
g > 2 cumpre
Blog(g) < msys(g) < 2log(4g —2) (3.1)

para mais detalhes veja [3].

3.2 Superficies compactas e sistole maxima

Designaremos o comprimento de um arco geodésico « por [(«). Nesta se¢ao
trataremos o caso de superficies hiperbolicas compactas e uma superficie com-
pacta de assinatura (g,n), de género g com n componentes de fronteiras disjun-
tas, onde cada uma das quais é uma geodésica fechada simples e suave. Primeiro
provaremos o Lema do Colar para sistoles. Em seguida apresentaremos a cons-
trucao de uma cobertura universal das superficies hiperbolicas, nesta cobertura o
raio de injectividade nao diminui. Finalmente esta construcao sera utilizada para
mostrar as desigualdades inter sistolicas do Teorema 3.6.

Recordemos que dada 7 uma geodésica fechada simples em S, seja w,, o su-
premo de todos os comprimentos dentre os comprimentos w dos arcos geodésicos
que emanam perpendicularmente de n que sao mutuamente disjuntos, no qual
Cw(n) = [—w,w] x S'. Nos definimos um colar C,,(n) ao redor de n com largura
w < w, por

Cuw(n) = {p € S/ dist(p,n) < w}.

Chamamos colar maximal Cy(n) de 7, se w = w,. Um meio colar H,(n) de
largura w é uma das duas partes do colar Cy,(n) que obtemos cortando Cy,(n) ao
longo de n (veja Figura 3.1).

Primeiro mostraremos o Lema do Colar para sistoles de superficies compactas.
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Figura 3.1: Colar da curva n e colar maximal de 7.

Lema 3.1. Seja a uma sistole de uma superficie hiperbdlica compacta S de género
g > 2. Entao o colar mazimal C,, («) de o tem largura

Wqy > 1

Figura 3.2: Existéncia do arco geodésico § no colar maximal de «.

Demonstracao. Seja o uma sistole de uma superficie hiperboélica compacta maxi-
mal Sy de género g > 2. O fecho C,,, (a) do colar maximal de o auto intercepta-
se no ponto p. Entao existem dois arcos geodésicos ¢’ e §” de comprimento w,
que emanam de «, e sao perpendiculares a a, tendo o ponto final p em comum.
Estes dois arcos formam um arco geodésico suave . Os pontos finais de § em «
a divide em duas partes, denotaremos estes dois arcos por o/ e o’ (veja Figura
3.2).

Suponhamos sem perda de generalidade que o/ ¢ 0 arco com menor comprimento
destes dois. Pelo que obtemos

N < Ua)
(o) < 5

Agora seja [ uma geodésica fechada simples na classe de homotopia livre «'.9,
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temos que

1(B) < l(a)+1(d) < @ + 2Wq.

Afirmamos que w, > @. De fato, se w, < @ se tem o seguinte
l(a)

5 4 = (),

a qual é uma contradicao & minimalidade de «, pois a é uma sistole. O

Diante do lema anterior podemos concluir que cada sistole o numa superficie
hiperbélica compacta S tem um colar Ca (o) de largura %, que esta contido em
4

S.
A seguinte construcao de uma cobertura universal pode ser usada para dar uma
versao do item 1 do Teorema 3.6, onde a desigualdade nao sera estrita.

Proposigao 3.1. Seja S uma superficie hiperbolica compacta de género g > 2.
Eziste uma cobertura universal S de ordem k e de género k(g — 1) + 1, tal que

sys(S) > sys(.9).

Figura 3.3: Identificacao das geodésicas fronteiras de S¥.

Demonstracao. Antes da demostracao, faremos algumas consideracoes. Seja S
uma superficie hiperbdlica compacta de género g > 2 e seja o uma geodésica
fechada simples de S nao separaveis. Seja p uma particao de S em superficies de
assinatura (0, 3), ou Y-partes, tal que o € uma curva de fronteira de um Y-parte.
Seja F'Ng o conjunto de coordenadas Fenchel-Nielsen correspondente para @ e
tw, o parametro de tor¢ao em « (veja Capitulo 3, Segao 2.5).

Para provar a proposi¢ao construimos uma nova superficie de género k(g —
1)+ 1 de S tal que

sys(S) > sys(S)
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para este fim, fazemos um corte aberto em S ao longo de a e chamamos a super-
ficie obtida S¢ que tem assinatura (g — 1,2). Sejam af e of as duas geodésicas
de fronteiras de S°.

1 C
Tomando k copias (Sf),_,
de fronteira em S7, tal que af ¢ a copia de of e o}, é a copia de 5. Identificamos
as fronteiras dos diferentes (S7),_; , da seguinte maneira

. da superficie S¢ e sejam o! e o} as geodésicas

af ~ay e al ~ai™ paratodo i=1,.. k-1 (3.2)

escolhemos os k parametros de tor¢ao (t;);=1,. 5 tal que
t; =tw, paratodo je{l,.. k} (3.3)

denotamos a superficie obtida de género k(g — 1) + 1 de acordo com o esquema
de colagem (3.2), por

S=504+S854...+5 mod (3.2) (vejaa Figura 3.3)

e denotamos por a; a imagem de o} C S¢ em S parai € {1,...,k}. Logo podemos
definir
¢i + SI\NOS = Sii1 mod (1) \OSi41 mod (k)

uma isometria natural no interior das S. Como todos os parametros de tor¢ao
nas colagens foram escolhidos tw,, entao os (¢;); .., podem ser estendidos para

goe

uma isometria ¢ : S = g, onde
S mod 5 ~ S

logo, (@ é um grupo ciclico de ordem k gerado por ¢ e S é uma cobertura
universal de S.

Agora como o raio de injectividade 7;,;(A/) de uma superficie Riemanniana
fechada M, nao diminui em uma cobertura universal, particularmente para su-
perficies hiperbélicas compactas S’, pelo Lema 2.3 temos que r;,,;(S") = %sys(S’),
e

sys(S) = 21 (S) > 21in; () = sys(5).
Isso completa a prova da proposicao. O
Antes de mostrar o Teorema 3.6, apresentaremos alguns resultados que sao

necessarios na demostracao.

Teorema 3.3. ([ e [25]) Existem somente um nimero finito de superficies
mazrimais de género g.

Lema 3.2. ([21], pdg.: 336) Todas as sistoles nas superficies Smax SG0 ndo sepa-
rdvess.

Teorema 3.4. ([2/[,pdg.: 588) Seja S uma superficie mazimal em My 2y onde as
duas geodésicas de fronteiras tem igual comprimento 2y. Seja 2x o comprimento
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da sistole de S. Entao

2 cosh® # — 3 cosh® z — (coshy + 1) cosh — coshy = 0

Um espectro de comprimentos simples é um conjunto Ag(S) ordenado de com-
primentos {l; <[y < ...} de suas geodésicas interiores, onde l; é o comprimento
da sistole de S.

Teorema 3.5. ([22], pdg.: 227) Seja S uma superficie hiperbélica compacta com
Jronteira nao vazia e seja € > 0. Existe uma superficie S com a mesma assinatura,

e com comprimento de fronteira € maior do que S e com Ng(S) < Ag(95).

Agora que temos feito o Lema 3.1 e a Proposicao 3.1, estamos em condicao
de provar o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Se msys(g) € o mdzximo valor que sys(.) pode atingir entre as
superficies hiperbolicas compactas de género g > 2. Entdo as sequintes desiqual-
dades satisfazem:

1. msys(k(g — 1) + 1) > msys(g) para k € N\{0,1};
2. msys(g+1) > %S(g);

3. Se msys(gl) < msys(gg), entao msys(gl —0—92—1) > min {—msy;(QQ)

, msys(g1) } :

Demonstracao. 1. msys(k(g — 1) + 1) > msys(g).

Seja Smax uma superficie hiperbolica compacta maximal de género g > 2.
Para provar a primeira parte do teorema construiremos uma nova superficie
S" de género k(g — 1) + 1 a partir de Spax, tal que

msys(g) = sys(Smax) = sys(5’).

Seja o uma sistole de Sy, como toda sistole de uma superficie maximal
é nao-separavel (Lema 3.2), entdo o é uma geodésica fechada simples nao-
separavel. Procedemos da mesma maneira que na prova da Proposigao 3.1,
considerando S, = S e S’ = 5, mas desta vez escolhemos os k parametros

de torcao tal que
11
ks G € (=505

apresentado em (3.2) e (3.3), para obter a superficie fechada S" do género

k(g — 1) + 1. Lembrando que o; é a imagem de of C S¢ em S, devido a

o)

nossa construgao e do Lema 3.1, cada «; tem um colar C; de largura =

(veja a Figura 3.4 ).

Agora mostraremos que qualquer geodésica fechada simples 1 em S’ tem
comprimento maior ou igual a [(«). Podemos distinguir dois casos: 7 inter-
cepta transversalmente pelo menos um dos (;);—1,._j ou nao.
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Figura 3.4: Geodésicas fechadas na superficie S’ de género k(g — 1) + 1.

Consideremos o primeiro caso: se n intercepta um dos (a;);—1,._x, suponha-
mos que «; é interceptado por 7, entao devido & geometria dos cilindros
hiperbolicos 7 atravessa C;. Agora como 1 é uma curva fechada, ela tem
que atravessar pelo menos duas vezes o mesmo cilindro C, ou tem que
atravessar C; e um diferente colar C;. Portanto seu comprimento de n é
maior que

l(a)

Neste caso temos [(n) > l(«), o que implica sys(S’) = l(«).

No segundo caso: uma geodésica fechada simples que nao intercepta os
(0;)iz1,.. 1 transversalmente, entdo ou esta contido no interior de uma das
(S¢)iz1,..k ou é um dos (a;)i=1,. k. Em qualquer caso temos que

[(n) = U(a)
assim sys(S’) = I(«). Portanto em todos os casos temos
msys(g) = sys(Smax) = [(a) = sys(S5").

Definindo arbitrariamente os parametros de torgao por t = (t1, ..., tx) obser-
vamos que S’ pertence a uma familia continua de superficies hiperbolicas
compactas (St),c(_y/2,1 /90 de género k(g — 1) + 1 tal que

sys(S;) = msys(g).

Isso mostra que, embora as sistoles das superficies desta familia sao grandes,
estas nao podem ser maximais, pois isso seria uma contradicao a finitude
do namero dessas superficies (Teorema 3.3), portanto

msys(k(g — 1) + 1) > sys(S;) = msys(g).
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2. msys(g + 1) > 229,

2
Chamamos uma F-parte a uma superficie de assinatura (1,2). Seja by e by
as geodésicas de fronteiras em F-parte. Consideramos Fy,.x uma superficie
cuja sistole interior tem comprimento méaximo entre todas as F-partes com
fronteiras v, e v, de igual comprimento

(1) = (72) = .

Denotemos por § = sys(Fax) 0 comprimento da sistole interior de Fj.x.
Pelo Teorema 3.4 temos que

*

Figura 3.5: Esquema de colagem de 5S¢ e Fiax.

2 cosh® <g) — 3 cosh? (g) — (cosh (g) + 1) cosh (g) — cosh (g) (: j)

Nos afirmamos que sys(Fy.x) = s > 2. De fato, temos da equagao (3.4) o
seguinte

h($ ) ) b
M (2 cosh? (—) — 3 cosh (—) — 1) = cosh (—) )
cosh (5) +1 2 2 2
5
Mas como cosh(z) > 0, Vo € R, temos 0 < - (%J)rl < 1, logo
2

2 cosh? (g) — 3 cosh (g) — 1> cosh (g) > 0. (3.5)

€4e " entdo temos em (3.5)

b e +e’+2 0 0
cosh <§> <2 (T) — 3 cosh (5) — 1 = cosh(6) — 3 cosh (§> .

o"
.

F_+S‘mod(*)

max

Sabemos que cosh(z) =
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Dai obtemos cosh(d) > cosh (g), isso implica que

| S

SYS(Finax) = 0 >

Para mostrar a segunda parte do teorema, construiremos uma nova super-
ficie S” de género g+ 1, a partir de uma superficie maximal S,,., de género
g > 2 e F. tal que

SyS(Smax)

—

Agora construiremos uma superficie S” colando uma superficie S¢ da as-
sinatura (g — 1,2) que é obtida pelo corte aberto ao longo de uma sistole
o em Shax € a superficie Fi. que tem os comprimentos das geodésicas de
fronteiras igual a [(«), ao longo das duas geodésicas de fronteiras de S¢. De-
notamos por a; e as a imagem das duas geodésicas de fronteiras da F-parte
em S”, que s@o isométricos para F... Devido a nossa construcao cada o;

tem meio colar H; C S¢ de largura @.

sys(S”) >

No que segue, mostraremos que qualquer geodésica fechada simples n em S”
tem comprimento maior que @ Novamente temos dois casos: 7 intercepta
pelo menos um dos «;, ¢ = 1,2 transversalmente, ou nao.

Para o primeiro caso, se 7 intercepta transversalmente um dos (ai)i:m,
suponhamos que 7 ¢é interceptado transversalmente por oy, entao devido a
geometria do meio colar, n passa por H;. Além disso 17 tem que passar pelo
menos duas vezes o mesmo meio colar Hq, ou tem que passar H; e Hy para
ser uma curva fechada. Portanto neste caso o comprimento de n tem que
ser maior ou igual a 2w,, ou seja

I(n) ZQwazg%:@

obtendo I(n) > @, pelo que sys(S”) > @ De fato esta desigualdade é
estrita, porque a parte de n na F-parte deve ter comprimento estritamente
positivo (veja Figura 3.5).
Consideremos agora o segundo caso: seja 1 qualquer geodésica fechada
simples que nao intercepta transversalmente a; ou as, entao ou 7 esta
contido no interior de S° ou no interior de F) ., ou é um dos (a;)i=1 2.
Assim, obtemos um limite inferior para I(n) por sys(F},.). Da equagao 3.4
segue-se que

1) = sy5(Fip) > 100
implicando sys(S”) > @ Portanto em qualquer caso obtemos

msy;(g) _ SYS<§maX> < sys(S) < msys(g + 1)

e a ultima desigualdade ¢ estrita devido a nossa construgao que nao depende
dos parametros de torc¢ao.

3. Se msys(g1) < msys(gs), entdo msys(g;+¢g2—1) > min {%(92), msys(gl)}.
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Para demostrar a afirmagdo final tomamos duas superficies maximais S}
e 2. de géneros g; e go respectivamente para ¢ € {1,2}. Cortamos S,
ao longo da sua sistole a’ e chamamos a superficie obtida desta maneira
por S,

Como msys(g;) < msys(gs) obtemos que [(a?) > I(al). Agora, nao pode-
mos colar diretamente estas superficies, pois os comprimentos das geodési-
cas de fronteiras sao diferentes. Pelo Teorema 3.5, podemos construir uma

superficie de comparagao SP! para S' de assinatura (g, — 1,2) tal que:

a) Todas as geodésicas interiores de SP! tem comprimento maior que
g
I(ah).

(b) As geodésicas fronteiras y; e o de SP' tem comprimento I(a?).

Identificando as fronteiras de SP! e S°? obtemos uma superficie S* de género

g1 + g — 1. Além disso as duas geodésicas fronteiras a? e o2 de S tém

. . L (a2 . -
um meio colar incluido em S de largura %. Devido a nossa construgao,

podemos aplicar um argumento semelhante do caso anterior da superficie
S”, para mostrar que

msyslonron—1) > sys(57) 2 min {3, 1) } = min sys(an)

]

Uma consequéncia do item 1 do Teorema 3.6 é: Se S é uma superficie compacta
de género g, tal que sys(S) > 3log(g) — co, entdo para | = k(g — 1) +1

4 4
msys(l) > glog(l) — (glog(k:) — Co)
— glog(l) —c(k), paratodo k< g.

3.3 Superficies com ciispides e sistoles maximais

Nesta secao denotaremos por S uma superficie hiperbolica de assinatura (g, n),
onde a superficie hiperbdlica nao compacta S é de género g com n cuspides, e
assumiremos que 3g — 3 + n > 0. Também denotaremos por S uma superficie
hiperbolica de assinatura (g, n, k) onde a superficie tem género g com n compo-
nentes de fronteira disjuntas, das quais k sao ctspides, entao n — k sao geodésicas
fechadas simples. Seja S uma superficie hiperbolica de assinatura (g,n). Seja
msys(g,n) o valor

msys(g,n) = sup{sys(S5)/S superficie hiperbolica ndo compacta de assinatura (g, n)}.

Para provar os teoremas desta secao primeiro demostraremos o lema do colar
de sistoles separaveis, em uma superficie hiperboélica com cuspides. Especifica-
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mente demostraremos que, existe uma sistole do colar grande, se a sistole separa-
vel é intersectada por outra sistole. Este lema do colar aplica-se s6 nesta situagao
especial.

Lema 3.3. Seja S uma superficie hiperbdlica nao compacta de assinatura (g,n) #
(0,4), onde 3¢ —3+n >0 en > 2. Se S tem uma sistole interceptada por
outra sistole, entdo existe uma sistole separdvel o que limita a superficie Y’ de
assinatura (0,3,2). O meio colar mazimal H,, (o) C S de a no lado oposto de
Y’ tem larqura

l(@)

1
We > Min T,max 1.319, @

—arcsinh | ———— : (3.6)
sinh (@)

Demonstragao. Seja S uma superficie hiperbolica de assinatura (g, n), onde (g, n)
satisfaz as condicoes do Lema. Primeiro mostraremos que a superficie tem uma
sistole separavel que limita uma Y —parte Y’ de assinatura (0, 3,2). Para melhor
compreensao da demostracao mencionamos trés resultados que usaremos:

1. Se S & uma superficie hiperbdlica de assinatura (g,n), entdo duas sistoles
interceptando-se no maximo duas vezes (veja [12], Proposicao 3.2).

2. Se S é uma superficie de assinatura (g,n) e duas sistoles interceptam duas
vezes, entdo uma delas limita duas ctspides (veja [12], Proposi¢ao 3.3).

3. Se duas sistoles em uma superficie hiperboélica S’ de assinatura (g,n) se
interceptam duas vezes, entao (veja [15])

sys(S") > darcsenh(1) > 3,525.

Seja « uma sistole separavel em S que é interceptada por outra sistole .
Suponhamos que « e [ interceptam-se somente uma vez, entdao pela topologia
da superficie as duas sistoles sao nao separaveis, o que é uma contradigao, pois
« é separavel. Portanto a e ( interceptam-se duas vezes. Logo pelo item 2 dos
resultados mencionados acima, concluimos que « ou 8 limita uma superficie Y’ de
assinatura (0,3,2). Suponhamos sem perda de generalidade que « é a geodésica
que limita Y.

Agora demostraremos a existéncia do meio colar. Para isto cortamos S ao
longo da sistole a. Mas como « é separavel, S se descompde em duas partes.
Consideramos R a parte que é uma superficie de assinatura (g,n —1,n —2), e o
fecho H,, (o) do meio colar maximal H,,_(a) em R. Este meio colar maximal de
a se auto intercepta no ponto p. Entao existem dois arcos geodésicos §] e 0] de
comprimento w, que comecam perpendicularmente em « e terminam no ponto
p. Estes dois arcos formam um arco geodésico suave d; (veja Figura 3.6).

Os pontos extremos de §; em « dividem « em duas partes, e denotaremos estes
dois arcos por o e . Suponhamos, sem perda de generalidade, que o’ é o arco
de menor comprimento destes dois arcos, entao temos

l(a)

I(a) < 5
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Figura 3.6: A superficie de assinatura de (0,4, 3).

Seja v uma geodésica fechada simples na classe de homotopia livre de o - §;.
Portanto temos
l(a)

I(v) <)+ 1(6) < T 2w, (3.7)

Assim, pode acontecer dois casos: v é uma geodésica fechada simples que tem
comprimento diferente de zero ou v tem comprimento zero, ou seja, ela define
uma cuspide.

1. v tem comprimento diferente de zero. Neste caso, podemos concluir que

l()

a
Wq > T (38)
caso contrario, se ZQTQ) > w, e pela desigualdade (3.7) temos
[ l l

logo I(y) < l(a), ou seja v ¢ uma geodésica fechada simples de menor
comprimento que a sistole. Uma contragao. Isto resolve nosso primeiro
caso.

2. v tem comprimento zero. Se 7 define uma cispide, entao estamos ainda
neste caso. Seja n uma geodésica fechada simples na classe de homotopia
livre de o” - ;. Podemos concluir que 1 ndo tem comprimento zero, caso
contrario teriamos que a superficie S tem assinatura (0,4,4), que foi ex-
cluida por hipdtese. Portanto a superficie Y tem assinatura (0,3, 1), onde
as curvas fronteiras sao v, n e a. Dai Y UY’ = X! C S! ¢ uma superficie
de assinatura (0,4, 3) (veja a Figura 3.6).

Seja d5 0 arco geodésico de menor comprimento em Y’ que liga o’ a o, Por
simetria os dois pontos finais de d, em «, divide o em dois arcos, ambos
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de Comprlmento . Seja R’ um quadrilatero geodésico hiperbolico em Y’

1(02)
2 )

lado em « de comprimento 4 e dois lados de comprimento infinito unidos
no ponto definida por uma das cuspides. R’ pode ser interpretado como
um pentagono reto, da equagao (2.23), temos

com trés angulos retos que tem um lado em §; de comprimento um

senh <%l(52)> senh (il(a)) = cos(0) = 1. (3.9)
Além disso podemos afirmar que
1(61) > 1(a)
pois caso contrario, se [(a/) > (J1) temos
l(a) <1(n) <1(6) + 1) <)+ (") =1(a) (3.10)

pois a = o’ vV o’ logo em (3.10) temos I(a) < I(«). Uma contradicao.
Seja R um quadrilatero geodésico hiperboélico em Y com trés angulos retos,
que tem um lado em ¢; de comprimento l(gl), um lado em « de comprimento
@ e dois dos lados de comprimento infinito unidos no ponto definida por
uma cuspide. Entao pela equacdo (2.23), no quadrilatero R’ temos

1 1
senh <§l(51)) senh (Zl(o/)> = cos(0) = 1. (3.11)
Mas como 11(6;) > L1(c/), e a funcdo senh(.) é crescente, em (3.11) obtemos

senh? (@) > senh (K;ﬁ)) senh (“Z‘l)) - l(gl) > arcsenh(1)

(3.12)
Agora consideremos ¢; e ¢y dois arcos em « que ligam os pontos finais de
01 € 0o em «, tal que

ler) +1(eg) < (2 a) (3.13)

A existéncia destes arcos resulta do principio da demostragao. Agora consi-
deremos € a geodésica fechada simples em X! na classe de homotopia livre
de 01 - ¢y - 65" - co. Mas como I(€) > I(a) temos

l(Oé) S l(E) < 1(51) + l(Cl) + l<(52) + l(Cg) (314)

portanto por (3.13) em (3.14) temos

1(01) + 1(62) > @, logo 0 > — : (3.15)
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Por outro lado em (3.9)

1

1
—1(09) = arcsenh | ———— (3.16)
2 senh (@)
Assim obtemos em (3.15)
1 1 1
—=1(6) > -l(a) — arcsenh | ——— (3.17)
2 4 senh (@)
finalmente de (3.12) e (3.17) obtemos
1 1 1
51(51) > max ¢ arcsenh(1), Zl(a) — arc senh (3.18)

senh <@>

Observamos que a desigualdade (3.18) esta perto de nosso resultado dese-
jado. Utilizando estimacoes mais refinadas para ¢; podemos mostrar que

1 1 1
5[((51) > max ¢ 1.319, —I(«) — arcsenh

4 senh <@)
Para isto, seja P um pentagono geodésico reto em Y, que tem um lado em
01 de comprimento 1(21)7 um lado em a de comprimento 1) ¢ um lado em

2
n de comprimento M, logo pela geometria de P e do item 1 do Teorema

2
2.13, obtemos

(3.19)

senh (%l(él)) senh GZ(O/’)) _ cosh%l(n). (3.20)

Com a ajuda das equacoes (3.12) e (3.20), e do fato que (/) +1() = (),
encontramos a seguinte expressao para

i) 1) ]?
senh <%l(51)> — [COSh<SZn1;<(;1;< 2 )] -1 . (3.21)

Isto pode ser deduzido usando as féormulas de adi¢cao de fungoes hiperboli-
cas. Como senh(-) é uma fungdo monotonamente crescente, e I(n) > I(«),

obtemos
e (1) < (e (120) 1 o (12) )
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pelo que obtemos a seguinte desigualdade

1/2
2 [ (o)
4 cosh (7)

1
senh (—l(él)) > —m—= -1 . (3.22)
2 senh? (@)

Portanto das equagoes (3.18), (3.22) e usando o fato que I(a) > 3.225 (do
item 3 dos resultados) obtemos a equacao (3.19).

Finalmente combinado as desigualdades (3.19) e (3.8), conseguimos mostrar nosso
lema

W, > min @,max 1.319, @ — arc senh ;
4 4 senh (@)

4

]

Agora demostraremos, para uma superficie maximal S, que tem uma sistole
separavel, que tem outra sistole separavel que a intercepta. O seguinte lema
mostra isso.

Lema 3.4. Seja Sna.x uma superficie hiperbolica maximal nao compacta de assi-
natura (g,n) # (0,4), onde 3g —3+n >0 en > 2. Se Syax tem uma sistole
separdvel, entao existe uma sistole separdvel o que limita uma superficie Y' de
assinatura (0,3,2). O meio-colar mazimal H,, () de o no lado oposto de Y' tem
largura

[ l 1
W, > min %, max ¢ 1.319, % —arcsenh [ ———— . (3.23)

senh <@>

Demonstra¢ao. Seja uma superficie maximal de assinatura (g,n) que tem uma
sistole separavel o e cuja assinatura satisfaz as condicoes do lema. Entao «
é intersectado por outra sistole 3. Isso decorre do fato de que existe apenas
um nimero discreto de superficies maximais no espaco de modulos M, ) de
superficies hiperbolicas de assinatura (g,n). Caso contrario, poderia gerar uma
familia continua de superficies maximais suaves, aplicando uma pequena tor¢ao
ao redor de . Uma contradicao.

Agora para mostrar que, o meio-colar maximal H,_ de a no lado oposto de Y’
tem largura

W, > min @,max 1.319, @ — arc sinh _
4 4 sinh (@)

segue-se do Lema 3.3. O]

Um resultado que serd usado na prova do Teorema 3.8 é.
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Teorema 3.7. ([23], pdg: 59) Seja Q uma superficie mazimal de assinatura (1,1)
com geodésica de fronteira b. Entao a sistole a de Q) satisfaz.

1 1 1
h=1(a) = cosh = L
cos 2[(04) cos 6l(b) + 3

Agora que temos feito os dois Lemas 3.3 e 3.4, estamos em condicao de de-
mostrar o seguinte teorema.

Teorema 3.8. Seja Syax uma superficie hiperbolica nao-compacta de assinatura
(g,n) # (0,4), onde 3g —3+n > 0 en > 2 que tem uma sistole separdvel.
Se 8ys(Smax) = msys(g,n) € o comprimento da sua sistole, entGo msys(g,n) >
4arcsenh(1). Além disso

1. msys(2g,2n —4) >
min {msys(g, n), max {5.276, msys(g,n) — 4arcsinh (W) }},

2. msys(2g +1,n — 4) > msys2(g,n) ;

3. msys(g+1,n—2) > %(9”)

Demonstragao. Seja Spax uma superficie maximal de assinatura (g,n) que tem
uma sistole separavel e tal que (g, n) satisfaz as condi¢oes do teorema. Cortamos
Shax a0 longo da sistole « que limita uma Y-parte Y’ de assinatura (0, 3,2) (veja

Lema 3.4). Seja R a parte de Sy, de assinatura (g,n — 1,n —2). Tomando duas
copias, R' e R? de R, e seja o a fronteira de R' e oy a fronteira de R2.

1. msys(2g,2n —4) >
min {msys(g, n), max {5.276, msys(g,n) — 4arc senh (W) }}
sen e E— 4"

Para obter esta desigualdade, colamos R' e R? com o parametro de tor¢ao
arbitrario, ao longo das curvas de fronteiras, para obter uma superficie R’
de assinatura (2g,2n —4,2n — 4).

Agora mostraremos que qualquer geodésica fechada simples 7 tem compri-
mento maior ou igual a . Assim podem acontecer dois casos: 7 intercepta
transversalmente &, ou ndo, onde @ é a imagem de a7 e ap em R'.

Caso 1: Se n intersecta transversalmente a @, entao pela geometria do colar
n passa o colar C,,_(@), ou seja passa os dois meios colares. Agora como 7
é uma curva fechada, ela tem que passar pelo menos duas vezes 0 mesmo
colar Cy,_(@). Portanto o comprimento de 1 é maior que

2.2l(wg) = 2.2I = 41,

4

onde I = min {@,max {1.319, @ — arc senh (W) }}, isto é pelo

Lema 3.4 que cada (a;);—1 2 tem um meio colar H,,(c;) de largura I. Neste
caso temos [(n) > 41, o que implica que sys(R') > 41.
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Caso 2: Uma geodésica fechada simples 1 que nao intercepta transversal-
mente @, entdo « estd contido no interior de uma das (R');—1 2, ou ¢ @. Em
qualquer caso, temos

I(n) > ()

assim sys(R') = [(«). Portanto nos dois casos podemos concluir que
41 < sys(R').

Mas como o parametro de torcao foi arbitrario, temos que R’ pertence a
uma familia continua (R;);c(y de superficies hiperbolicas de assinatura
(2g,2n — 4) tal que

A1 < sys(Ry)

Isso mostra que, embora as sistoles nestas superficies sejam grandes, nao
podem ser maximais, isso seria uma contradicao a finitude do ntimero dessas
superficies. Portanto

msys(2g,2n — 4) > sys(R') >
min {msys(g, n), max {5.276, msys(g,n) — 4arc senh (W) }}
sen e E— 4"

. msys(2g +1,2n — 4) > msys(g.n)

2
Como na prova do item 2 do Teorema 3.6, seja F,., uma superficie de as-
sinatura (1,2,0), cuja sistole interior sys(Fiax) tem comprimento maximal
entre todas as F-partes, com duas geodésicas de fronteira b com compri-
mento [(b). Entdo
{(b)
2

sys(Fiax) > —.

Seja Smax uma superficie onde sys(Smax) = msys(g,n) = l(«). Para I(a) =
I(b), colamos as superficies R', F.. ¢ R? ao longo das fronteiras, assim
obtemos uma superficie R” de assinatura (2g + 1,2n — 4,2n — 4), onde R!
e R? sao copias de R.

Denotemos por a; e ay as imagens das duas geodésicas de fronteiras da
F-parte em R”. Devido a nossa construgao cada «; tem um meio-colar
maximal H,_ (a) C R, i = 1,2 de largura

Wo > 1.

Agora demostraremos que qualquer geodésica fechada simples 7 em R” tem
comprimento maior que 2/. Temos dois casos 7 intercepta transversalmente
um dois (e );—12, ou nao.

Por argumentos semelhantes como na prova do item 2 do Teorema 3.6 temos
que

%(g,n) < sys(R") < msys(2g + 1,2n — 4).

. msys(g+1,n—2) > msys(gn)

3
Chamamos uma superficie de assinatura (1, 1,0) uma @Q-parte. Seja b a ge-
odésica de fronteira de uma Q-parte. Seja Q). uma superficie cuja sistole
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interior tem comprimento maximal entre todas as ()-partes, com compri-
mento de fronteira igual [(b). Denotemos por sys(Qmax) 0 comprimento da
sistole interior de Quax. Agora por Teorema 3.7 temos

cosh <%) — cosh %l(b) + % = 5y58(Quax) > %l(b).

Consideramos a superficie Qnax com comprimento de fronteira {(«). Para
provar a parte final do teorema, colamos R e ().« a0 longo das fronteiras,
e obtemos uma superficie R* de assinatura (g + 1,n — 2,n — 2). Segue
das propriedades desta superficie e por argumentos semelhantes como na
demostragao do Teorema 3.6 que

wsys(g,n) < sys(R*) < msys(g + 1,n — 2).

]

No que segui demostraremos um lema, que vai ser importante na prova do
ultimo teorema nesta secao.

Lema 3.5. Seja S uma superficie hiperbolica nao compacta de assinatura (g,n),
onde 3g —3+n >0 e g > 1. FExiste uma cobertura universal S de ordem k com
assinatura (k(g — 1) + 1, kn) tal que

sys(S) > sys(.9).

Demonstragao. Seja uma superficie hiperbolica de assinatura (g,n), onde 3g —
34+mn >0eg>1. Para provar o lema, construimos uma nova superficie S de
assinatura (k(g — 1) + 1, kn) a partir de S, tal que

sys(S) > sys(.5).

Seja a uma geodésica fechada simples nao separdvel de S. Usamos a mesma
construcao da Proposi¢ao 3.1. Construiremos uma superficie de cobertura S por
corte e colagem ao longo de a e colando k copias da superficie cortada. Lembre-se
que ¢ é uma isometria, tal que

S=9 modgg e seja p:§—>S

a aplicagao da correspondente cobertura, no qual p ¢ uma isometria local. Agora,
para provar a desigualdade inter sistolica entre sys(.S) e sys(S) nao podemos usar
o argumento do raio injectividade, pois no caso das superficies hiperbolicas nao
compactas com cuspides, temos que r;,;(S) = 0, enquanto que sys(S) > 0.

Portanto provaremos a desigualdade do lema de outra maneira. Para este
objetivo observamos o seguinte:

1. A sistole em S ou S é uma geodésica fechada simples.
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2. Para qualquer geodésica fechada simples v C g, temos que p(y) = 7 é uma
geodésica fechada suave. O comprimento de v é menor ou igual compri-
mento de 7, mas v tem sempre comprimento diferente de zero.

Agora seja & uma sistole de S de comprimento sys(S). Entdo p(d@) = o é uma
geodésica fechada suave em S de comprimento diferente de zero. Como o' é suave,
ela é uma curva de menor comprimento em sua classe de homotopia livre. Agora
se o/ define uma cuspide, ela teria que ter comprimento zero. Uma contradicao.
Portanto o/ tem comprimento diferente de zero, e segue que

sys(S) = l(a) > I(a) > sys(S),

isso conclui nossa prova. O

O lema 3.5 nos permite provar o seguinte teorema, para o qual na demostragao
sO precisamos considerar S = Spax.

Teorema 3.9. Seja msys(g,n) o valor mazimal que sys(-) pode alcancar entre as
superficies hiperbdlicas nao compactas de assinatura (g,n), onde 3g —3+mn > 0
e g>1. Entao

msys(k(g — 1) + 1,kn) > msys(g,n) para ke N—{0,1}.



Capitulo 4

Sistoles em superficies geradas por
grupos fuchsianos

Neste capitulo apresentaremos o outro objetivo de nosso trabalho, que é cal-
cular as sistoles! de superficies geradas pelas tesselagoes {4g,4g} e {129 — 6,3}
com género g > 2. Nas duas primeiras secoes calcularemos o comprimento das
geodésicas através dos emparelhamentos das arestas dos poligonos Py € Piog—6
fornecidos nos trabalhos de Vieira [28] e Faria [11], das geodésicas que tem um
representante na classe dos eixos da transformacao hiperbolica. Uma ferramenta
importante para este calculo é o Teorema 4.1. Na Secao 4.4 faremos uma intro-
ducao de algebra dos quatérnios, da ordem dos quatérnios e da existéncia de um
isomorfismo entre a algebra dos quatérnios e o grupos das matrizes. Finalmente
apresentaremos a construcao de Buser e Sarnak em [3].

As principais referencias sao: [5], [8], [10], [11], [13], [17] e [28].

4.1 Sistole na superficie S = H?/T,

Um poligono hiperbélico regular com p arestas P, ¢ um conjunto convexo limi-
tado por p segmentos geodésicos, com arestas de mesmo comprimentos e angulos
iguais. Uma tesselacao regular no plano hiperbolico é uma cobertura de todo
plano, por poligonos regulares com o mesmo ntmero de arestas. Denotaremos
uma tesselagdo por {p, ¢}, onde ¢ poligonos com p arestas encontra-se em cada
vértice. Existem infinitas tesselacoes regulares no plano hiperbdlico, e elas devem
satisfazer a desigualdade (p — 2)(¢ — 2) > 4, veja [13].

Seja PSL(2,C) o conjunto das isometrias T : D* — D? dado por

_az+b

== onde a,b€C, e |a*>—|b]*=1.
bz+a

TA(Z)

lgeodésicas fechadas, simples e ndo contrateis de menor comprimento.

72
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Se considerarmos a isometria f : H? — D? dada por

2zt + 1

f(z) = z4+1

entdao o grupo I' = f'T,f, ¢ um subgrupo de I' < PSL(2,R), onde '), <
PSL(2,C). As matrizes associadas das isometrias f e f~! sdo

l 1 1 —1 1
F= e F_1:§
1 7 1 —1

com F,F~' € M(2,C). Logo usaremos a isometria f para obter os geradores de
I em H?, a partir dos geradores de T',, em D?, pelo que temos I ~ T',. A isometria
é dada por

o(T)=fT'Tf, e TeT,

¢ : D? — H2. Além disso, podemos escrever

Gi=F'MpF, paratodo i=1,...,

N3

em que os GG; sao as matrizes associadas aos geradores do grupo I', e My, é a matriz
associada a isometria 7T;. Uma explanagao mais detalhada pode ser encontrada
em [5] e [13]. Note que o trago de uma matriz é invariante por conjugacao, isto é

Tr(G;) = Tr(F 'MpF) = Tr(Mrg,). (4.1)
Ainda, os geradores de I" agem em H? e sdo dados pelo seguinte resultado.

Lema 4.1. ([5], pag.:1908) Seja I' C PSL(2,R) um grupo fuchsiano finitamente
gerado por G1,...,G;. Entao

RN 2+ w0
2 —zﬁ—wi\/@ Z; —yi\/g
onde G; € M(2,K), s e N e 0,z;,y;,z;,w; € K, comi=1,...01 e K é um corpo

de nimeros algébricos real. Além disso, qualquer elemento T € I' tem a mesma
forma que os geradores de T'.

G, (4.2)

O seguinte teorema relaciona um grupo discreto de isometrias do plano hiper-
bolico H? com o comprimento das geodésicas fechadas de H?/T.

Teorema 4.1. ([10], pdg.: 78) Seja I' um grupo discreto de isometrias do plano
hiperbolico H?, tal que o quociente H? /T seja uma superficie hiperbdlica compacta
R. Temos que todo elemento T € T € hiperbdlico e v representa em H?/T uma
geodésica fechada de comprimento (), tal que

Tr*(T) = 4 cosh? <@> :
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Pelo teorema anterior, podemos encontrar o comprimento dessas geodésicas
pela seguinte igualdade

(4.3)

I() = 2arc cosh (TT(T)> .

2

Agora consideramos {4g,4g} uma tesselagdo auto-dual com g > 2, e seja P o
poligono hiperbélico regular de 4¢ arestas associada & essa tesselacao. O poligono
Py, tessela o plano hiperbolico D?. Logo, para g, I'y, serd um grupo que tem Py,
como dominio fundamental.

Apresentaremos para dois tipos de emparelhamentos, o primeiro é usando
emparelhamento usual e o segundo ¢ usando emparelhamento diametralmente
oposto.

4.1.1 H?/Ty, por emparelhamento usual

Para melhor detalhamento da construg¢ao do grupo fuchsiano I'y, usando em-
parelhamento usual, veja [28]. Seja g o género da superficie H*/T'y,. Suponha-
mos que Py, esteja centrado na origem de D?. Consideremos que as arestas
e vértices de Py, sao dispostas na seguinte ordem ciclica fixa no sentido anti-
horario wy, wi, uj, wy, ..., ug, Wag, Uy, Wy € V1, Vg, V], V, ..., Vg1, Vag, Vg, 1, Vg, TES-
pectivamente, e as isometrias hiperbolicas aq, 51, ..., ay, 5, (0s geradores do grupo
fuchsiano I'y,) tais que

ai(u) =u; e Bi(wy) =wj, ji=1,..9

Figura 4.1: Pg por emparelhamento usual de arestas.

Por meio desses emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orien-
tavel de género g. Consideremos agora p como sendo uma transformacao eliptica
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de ordem 4g com matriz associada
i
ey 0
C =

_ AT

0 e 4
de modo que p(u;) = wy e i, é a poténcia de p tal que

pr, (1) € {ug, wy, up, wi}, k=1,..g.

Isto nos permite escrever os geradores de Iy, como conjugacao p por meio de
poténcias de p (veja [5]).

o = ;04(k—1)0~/1p;é;_1)7 k= 17 ey
Be = Pa—301pg_s, k=1, ..g

em termos das matrizes temos

M, = C**Uy, o™t E=1..g

Mg, = C4k—3Ma10_4k+3 k=1,..,9
onde M,, e Mp, sao as matrizes correspondentes as transformacoes ay, e [, res-
pectivamente. O proximo teorema nos mostra a forma do gerador .

Teorema 4.2. ([25], pdg.: 46) Seja Pu, o poligono hiperbilico regular de 4g
arestas, cujo grupo fuchsiano associado € I'y,. Consideremos u; como sendo a

s _(9_1)7"

aresta entre 0s argumentos —=I e e a1 a transformacao hiperbolica que
2 29

emparelha as arestas uy e u) do poligono Py,. Entao

(2) az+0b
a1(z) = = ,
' bz+a
onde a e b sao dados por
-1 29 — 1
arg(a) — u7 ‘a’ — tan(g—)ﬂ—
29 4g
e
(29 + 1) (29 — D)m\? 2
s — )
arg(b) = —g—; |b] = | tan (g—) -1 :
4g 4g
Podemos observar que a matriz associada de oy é da forma
ale™5 e
M,, = . (4.4)

|b|ez7r(i£;+l) |a|6 Zﬂ(;};l)
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Com isso, encontraremos as matrizes de a1 € Bri1

]\40”c — C4(k71)Ma1074(k71)

im(k—1) im(g—1) _im(2g+41)
e v 0 lale™ 29 |ble” 4
= O—4(k—1)
_am(k—1) im(2g+1) _am(g—1)
0 e |ble™ 4 lale™ 2
in(g+2k—3) _im(2g—4k+5) _im(k—1)
lale™ 29 |ble a9 e 9 0
- im(2g—4k+5) _im(g+2k—3) im(k—1)
lble™ % lale 29 0 e 9
|a|€1ﬂ(éq;1) |b‘67i7r(2€l;8k+9)
_ 45
im(29—8k+9) _am(g—1) ( )
lble™ % lale™ 29
M,Bk — C4k_3Malc_4k+3
i (4k—3) im(g—1) _am(2g+1)
e 0 lale™ 29 |ble” g
— C—4k+3
_im(4k—3) im(2g+1) _im(g—1)
0 e A |ble™ 49 lale™ 29
|a‘€i7r(4k192g75) |b’€7i7r(2€1;4k+4) e_iﬂ'(éik;f?)) O
= |b‘e_m(2€l;4k+4) |a‘€_m(4kzg2g—5) 0 eiﬂ(iz_g)
|a|62ﬂ(§;1) |b|6_7ﬁ7r(29298k+7)
_ 4.6
im(29g—8k+7) _am(g—1) ( )
I CEEE lale™ 29

Logo calcularemos o traco das matrizes M,, e Mz, . Além disso, observa-se
que
Tr(M,,) =Tr(Ms,).

Entao

—1 2g — 1 —1
Tr(Ma, p,) = 2|a| cos lg=lm = 2tan (29 = Ur cos Lg )W. (4.7)
’ 29 4g 29
Das equagoes (4.7) e (4.3), podemos calcular os comprimentos das geodésicas y
geradas pelas isometrias oy, . Tr(-) serd os tragos das matrizes associados de
ag e B, Com isso, calcularemos os comprimentos através do género.

Para g = 2, temos em (4.7)

3
Tr(Ma,,8,) = 2 (tan %) (COS %)

= 3.4143.
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Calculando o comprimento das geodésicas em (4.3)

T MO‘12 1,2
l(y) = 2arccosh (%)

= 2arccosh(1.70715) = 2.25683.

Para g = 3, temos em (4.7)

5T T
TT(MQLMWBLM) = 2 (tan E) <cos §>
= 3.7321.

Calculando o comprimento das geodésicas em (4.3)

Tr(Mo, 5561 5.
l(’}/) = QarCCOSh( T( 12,2,37617273))

= 2arc cosh(1.86605) = 2.47183.

Pelo Capitulo 3, sabe-se que a sistole ¢ uma geodésica fechada nao contratil
de menor comprimento. Entao podemos concluir que, sys <];L:) = 2.25683 e

sys ({?%) — 9.47183.

4.1.2 H?*/Ty, por emparelhamento diametralmente oposto

Agora, consideraremos o grupo fuchsiano EQ, associado com a tesselacao
{4g,4g} usando emparelhamento de arestas diametralmente opostas. Para me-
lhor detalhamento da construcao do grupo fuchsiano I'y, veja [28]. As arestas e
vértices de Py, sao ordenados como seguem uy, ..., Ugg € V1, ..., Vag, Tespetivamente,
tal que

a;(u;) = uip9y com 1=1,..,2¢g.

Seja a; € ilg, sua correspondente matriz associada M,,, logo o resto dos
geradores sao obtidos por conjugacao da forma (veja [5])

-1
Q= Pr—101P)_1-
Em termos das matrizes é

M,, = C* M, Cc~*-D,

. . - im(k=1) . . -
onde as isometrias p sao da forma py_1 = e 29 | e suas matrizes associadas sao

im(k—1)
e 2 0

C:

_am(k=1)
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Figura 4.2: Ps por emparelhamento diametralmente oposto de arestas.

Agora apresentaremos o teorema, de onde obtemos a matriz M,,:

Teorema 4.3. ([28], pdg.: 88) Seja P, um poligono hiperbdlico regqular com p
arestas associadas com a tesselagao {p,q}, e I'y o correspondente grupo fuchsi-
ano. Se oy € T'), tal que oy (uy) = Ur4p/2, entao a matriz My, associada com a
transformacao oy € dada por

2cos T \/2cos T+4+2cos T im(p+1)
q P Lo p
2sin & 2sin &
P I3
M,, = . (48)
2cos T+2cos T _im(p+1) 2cos &
VI TP g Ty q
2sin = 2sin =
p p

O resto das transformacoes de emparelhamento sao obtidos por conjugacao da
forma o; = p,, 00y 0 ,0;2,1, onde p,, sao poténcias da isometria p.

Para nosso caso, onde p = 4¢g e ¢ = 4g, pelo teorema anterior temos

s ™ ;
2cos£ \/2cos E+2cosgem(iz+l)

2sin -~ 2sin ~

4g 4g
M,, = . (4.9)
™ ™ : L
\/2cos E+2cos@e_ W(‘ig;rl) 2(:05@
2sin 4 ) 2sin =~
g 4g

Agora calcularemos M, = CF M, C~*1 4 = 2 ..2g. Consideremos

4/ COS

T
X = cot % eY = Sm—fg Com isso, encontremos as matrizes M, .
4g
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My, = C"'M,,C~
im(k—1) im(4g+1)
e 29 0 X Ye 49
_am(k—1) _im(4g+1)
0 e 2 Ye g X
im(k—1) im(4g+2k—1) _in(k—1)
Xe 29 Ye 1 e 2
_im(4g+2k—1) _am(k=1)
e 4g Xe 2 0 e
im(4g+4k—3)
X Ye 1g
_im(4g+4k—3)
Ye ig X

O~ (k=1)

im(k—1)
29

(4.10)

Logo podemos calcular o traco das matrizes anteriores. Além disso, se observa

que
Tr(M,,) = Tr(M,,).

Entao

T
Tr(Ma,.a,) = 2X = 2cot 1

(4.11)

Agora calcularemos o comprimento das geodésicas fechadas na superficie com-

pacta H2/T,,, usando a equagio (4.3).

Para g = 2, temos em (4.11)

Tr(M,,,) = 2((20‘5%)
= 4.8283.

Calculando o comprimento das geodésicas em (4.3)

Tr(M,,,
I(y) = 2arccosh (%)

= 2arc cosh(2.41415) = 3.05708.

Para g = 3, temos em (4.11)

Tr(My, ) = 2 (oot 1)
— 74642

Calculando o comprimento das geodésicas em (4.3)

T Mal 2,3
[(v) = 2arccosh (%)

= 2arccosh(3.7321) = 3.9834.

Pelo Capitulo 3, sabe-se que a sistole é uma geodésica fechada nao contra-
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til de menor comprimento.Entao podemos concluir que, sys (%)

SyS (%) = 3.9834.

4.2 Sistole na superficie S = H?/T 5, ¢

= 3.05708 e

Seja P1ay—6 um poligono regular com 129 —6 arestas no disco de Poincaré D? e
baricentro na origem 0 € D?. Para melhor detalhamento da construcao do grupo
fuchsiano I'ig;_¢ veja |1 1]. Designamos seus vértices no sentido anti-horario por
V1, ..., Vigg—¢ € suas arestas também no sentido anti-horario por

T1y vy T12g—6-

Consideremos as isometrias hiperboélicas que identificam os pares conforme segue

[11]:

aq (7
j11(Ts;
(73+5 (—1)
(7' 5g—2

C (T6g+5j 1)

)
)

)
)
)

Teg—2, 61(72> = Teg—1

Tog+5j—3:  Bj+1(Tsj+1) = Tegesj—2, J €4{1,2,...,9—1}

Ti2g-6-G-1)»  Vo(Tass(-1) = Tras(-1), J € {1,2...,9 — 1}

T11g—5

Teg—3—(j—1)> C?(T6g+1+5(j71)) = T6g+4+5(j—1)> JE {L 2, ..

Dizemos que o conjunto

q)12g—6 = {ak75k77}177§)7 ;L’C]b/k. = 1a "'7gaj = 1727 e g = 1}

79_1}

¢ um emparelhamento para o Pig,—¢ (veja a Figura 4.3 quando g = 2). Para ex-
pressarmos geradores de I'j5,_¢, é suficiente conhecer um dos geradores, digamos
a1, pois utilizando transformagoes elipticas conseguimos todas as outras a partir
| (Exemplo 3.2.8) temos que

de ;. Por |

A

Opt1

a

Vi
)

Ck

onde k € {1,2, ..

prapy’
-1 _ -1
Psk—101 P51, Brt1 = PsEX1P5)
P6g—4—(k—1)alpg_i5(k_1)7 72 = 76+5(k—1)041_lp6g—6—5(k—1)
P5g73@1/?§g173
-1 -1 b __ -1 —1
Pog—a—(k—1)C 102+5(k—1)7 Ck = P6g+3+5(k—1) p3+5(k_1)>

2k 7,7Tl<;
g_l}epk—el2g 6 — e6g—
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Figura 4.3: Pyg emparelhado pelo conjunto ®q5.

Em termos das matrizes associadas temos:
Mg, = CM,C™!
— C5k71Mal 07(51671)’ ]\4[81€+1 _ C5kMa107(5k)

Moo — (S9=4=G=1) s 107(2+5(k—1)) M.y — C6+5(k=1) ) r—1169-6-5(k—1)

ot ) ol 4 ag
Ms = CP73M,,C~973)
MC“ — 06g747(k71)M7107(2+5(k71)) Mgb — CGg+3+5(k71)M7107(3+5(k71))
k [e5} ) k [e5} :

A isometria a; que emparelha os pares {71, 76,—2} € representada pela matriz

im(3g—1)

cos 697L3 +1 Yie 693
M,, = , (4.12)
. 7i7r(3g—‘1) -
—Yie 693 €os 5.5 + 1

(cos T 4 1>, por [11]. Além disso, as isometrias elipticas

s
6g—3 6g—3

ondeY = \/2 cos

Pk € ,0,;1 sao representadas pelas matrizes

itk _ ik

e69—3 0 e 69-3 0
Cck = e C7F=
_ _izmk itk
0 e 69-3 0 €69-3

respetivamente. Com isso, encontraremos as matrizes associados 1, k41, Be+1, Ve,
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7%.8,¢ e (0. Entdo

Mz, = CM,C™!
i - _ in(3g—1)
€69—3 0 COS 573 +1 Yie 693
= o1
_ _im ir(3g—1
0 e 693 _Yie U6 cos s 1
<COS T+ 1) eFo=3 Yz'eméigl)
6g—3
— o1
| _in(3g—1) __im
—Yie  “6a-3 (cos 69”_3 + 1> e 69—3
. im(3g+1)
cos g3 + 1 Yie 69-3
= (4.13)
—Yie_méfvig—gl) cos —— +1
6g9—3
Calculando M, , = C**'M,, C~Ck-1)
MakJrl C«Sk 1]\/[0[1 Cf(Skfl)
im(5k—1) . im(3g—1)
e 69-3 0 cos 6;_3 +1 Yie 653
= C—(5k—1)
0 eimézi:m —Yieiméz%?) cos —— +1
6g—3
(gt} yies
= C—(5k—1)
im(bk+3g— i —
—Yie™ s <cos 69”_3 + 1) e~ tes
-  in(10k+3g—3)
COS 53 + 1 Yie 693
Vi _ im(10k+3g-3) - (414>
—Yie 693 oS 53 + 1
Calculando M, ,, = C**M,,C~6F
M/Bk+1 C5kMa1 C«fSk
in(5k) im(3g—1)
€ 69—3 0 coS 69”_3 +1 Yie 693
= C*E)k
e_igg(i]? —Yz'e_mézgfgl) cos —— + 1
6g9—3
(COS 6913 + 1> ezg;i? Yl'eZTr(Bg;Eg =
= C—Sk
_im(5k+3g—1) __in(5k)
—Yie 693 (cos 6g7r s+ 1) e 69-3
-  im(10k+3g—1)
COS g3 T 1 Yie 693
_ (4.15)
—Yz’e*ml%kgt%g_l) cos —— +1
6g—3
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Calculando ng

— 9=k . O (2450 1)

_ 6g—4—(k—1) —(2+5(k-1))
My = C M,,C
im(6g—k—3) . im(3g—1)
e 69-3 0 co 69”_3 Yie 69-3
e C—(5k—3)
_in(6g—k—3) . _im(3g—1)
0 e 693 —Yie 693 x
6g—3
im(6g—k—3) . im(9g—k—4)
T 1)e 693 Yie 693
6g—3
_im(9g—k—1) _in(6g—k—3)
—Yie 653 < 1) e 693
im(6g—6k) . im(9g+4k—T)
x 1)e 69-3 Yie  69-3
6g9—3
_ (4.16)
. _im(9g+4k—T) _ im(69—6k)
—Yie 69—3 s e 69-3
6g9—3

Agora para calcular M, = COHstk=1) pr—

contrar a matriz associada da isometria o

Como sabe-se que, se

A:(Z Z) = 4!

pelo que, para

W LC09=6=5=1) " primeiro precisamos en-
, ou seja encontraremos M_ -1 = ML
1 1

B 1 d —b
" ad—be \ —c a

im(3g—1)

s e 69—3
COS 5.3 Yie 69
M,, =
Y‘ 7i1r(3g—1) .
— 6g—3
1e 69 693
temos que
x Y 'L‘rr6(3g;1)
69—3 -l
Moé1 5 .
1)_yz e
( Yie “6s 6g 3
mas como Y = \/ cos s+ 1), se pode obter que
1 s
5 = _QHICSCQH onde sz.
in —
(co 6 1) —y2 ° g
g—3
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Mo — (6+5k=1) -1 69—6-5(k-1)
Q1

Tk
im(5k+1) . im(3g—1)
e 6g9-3 0 CO _YZ€ 693
= cscf C/(69=5k=1)
_im(5k+1) . _im(3g—1)
0 e 693 Yie 693 s
6g9—3
i (5k+1) . im(5k+3g)
( )e 69-3 —Yie 693
= cscf C/(69-5k—1)
_im(5k+3g) _im(5k+1)
Yie 693 < 1) e 6g-3
69 3
i (6g) . im(10k—3g+1)
(co ) e 69=3 —Yie 693
69 3
= cscl . (4.17)
. _ im(10k—3g+1) - _ in(6g)
Yie 693 (cosm 1) e ©69-3
Calculando My = C%9=3M,, C~(9=3)
6 —
Ms = C°73M, C~ 5973
im(59—3) . im(3g—1)
e 69-3 0 Yie 693
ey O_(5g_3)
_im(59—3) . _im(3g—1)
0 e 693 —Yie 05 cosg
g 3
i (59—3) . im(8g—4)
( 1) e 69-3 Yie 69-3
6g 3
= ¢~ (59-3)
. _in(59—4) _im(59—3)
—Yie 693 (CO > 693
. im(13g—7)
693 Yie 653
= . (4.18)
. _im(13g—7)
—Yie 63 co
W — (69—4—(k=1) | f~1(1—(245(k~1)
alculanao ¢
k [e%1
M = Cﬁg—4—(k—1)M—lc—(2+5(k—l))
Ci a
im(6g—k—3) . im(3g—1)
e 693 0 co 69 s +1 —Yie 63
= csch C—(5k=3)
_im(6g—k—3) . _im(3g—1)
0 e 6973 Yie 693 LS
6g9—3
im(6g—k—3) . im(9g—k—4)
( ) 693 —Yie 693
= csch '~ (5k=3)
. _im(9g—k—4) _im(6g—k—3)
Yie 69—3 ( 1) e 69—3
6g 3
im(6g—6k) im(9g+4k—7)
<c0 ) 69—3 —Yie 693
= cscl ) (4.19)
. _im(99+4k—T) __im(6g—6k)
Yie 69=3 (co 5 1)@ 69—3
g—3
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Finalmente calculamos M = COg+3+5(h=1) N[ 1O (3+5(k=1)

MC}; —  (Sgt35-1) ) f 10 (3+5(k—1))
in(69+5k—2) | in(3g-1)
e 69-3 0 —Yie 693
= cscf C~0k=2)
_ im(6g+5k—2) . _im(3g—1)
0 e 69—3 Yie 693 oS g
g 3
im(6g+5k—2) . in(99+5k—3)
. e 69-3 —Yie 653
6g—3
= csch C—k=2)
. _ im(99+5k—3) _im(6g+5k—2)
Yie 69-3 (CO ) 69—3
im(6g) . im(10k+9g—5)
( > e 6g—3 — e 6g—3
= cscf ) (4.20)
. _ im(10k+99—T7) _im(6g)
Yie 69—3 ( > 69—3

Agora calculamos o trago das matrizes obtidas anteriormente. Além disso pode-
mos observar

Tr(Ma,) = Tr(My,) = Tr(Ma,,) = Tr(Mp,,,) = Tr(5) =2 ( 53t 1>
-

T 21
Tr(My;;) =2 (COS 69— 3 + 1) cos 29 — 1(9 — k)

( 69—3 ) 2mg
Tr(Myp) =Tr(Me) =2 —— cos 51
69—3

(cos L 4 1> 9 _k
Tr(Me) = 2~—2— 7 cos 9= k)
sen® g 2g —1

onde £ =1,...,9g — 1. Entao temos

Tr(M,

T
1 4.21
s ) (4.21)

2
Tr(My) = 2 (cos 6 7T_ 3 + 1> cos % i 1(g — k) (4.22)

1,81,k 41,0k+1,9)

B < 6g 3 ) 2mg
Tr(Mpe) = 2 son? - cos 291 (4.23)
cos — + )
< 69 3 27(g — k)
Tr(Mm) = 2 . 4.24
r(Me) sen? s o8 29 — 1 (4.24)

Agora calcularemos o comprimento das geodésicas fechadas na superficie com-
pacta S = H?/T'19,_¢, usando a equagio (4.3).
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Para g = 2, temos em (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24)

Tr(Ma, g5 = [2(cos— +1)|=3.8794
1,81,9) 9
2
Tr(My o)l = [2 (cosg + 1) cos %‘ — 16.581718
4
Tr(Me) = |2 <cosg + 1) cos ?ﬁ‘ — 16.581718.

Pelo Teorema 4.1 calcularemos os comprimentos das geodésicas em T'r(M,, 3,.5),
Tr(Myp o) e Tr(Mc). Calculando os comprimentos das geodésicas por (4.3)

Tr(M,, B,

[(Yay 5,.6) = 2arccosh ( 5 )|> = 2arc cosh(1.9397) = 2.56285

Tr(M.y )|
vy er) = 2arccosh — ] = 2arc cosh(8.290859) = 5.60988

[ Tr(Mce)|

() = 2arccosh( 5

) = 2arc cosh(8.290859) = 5.60988.

Para g = 3, temos em (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24)

T (May pp100)] = |2 (cot % + 1)’ — 3.95629
Tr(Mye)| = |2 (cot =+ 1) cos 4%‘ — 3.20071
Tr(My, )| = 2% cos%7T = 2;:2122(—0.8091)’ = 73.9289
Tr(Mea)| = Q%COS% = 2;:2122(—0.8091)’ = 73.9289
[ Tr(Meg)| = 2%%% = 23:3122(0.3091)‘ = 28.2431.

Pelo Teorema 4.1 calcularemos os comprimentos das geodésicas em T'r(M,, 3,.5),
Tr(Myg), Tr(My o ), Tr(Me) e Tr(Me) na equagio (4.3).

I(Var2,8125) = 2arccosh

Moz 61,5, 5)|> — 2arc cosh(1.9782) = 2.6087

[(7y2) = 2arccosh 71 i1 ) = 2arc cosh(1.6004) = 2.0946

b
71 212 ) = 2arc cosh(37.02188416) = 8.608947

Uy o) = 2arccosh (

I(7¢e) = 2arccosh ) = 2arc cosh(37.02188416) = 8.608947
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| T'r (Mg )|

I(7v¢g) = 2arccosh ( 5

> = 2arc cosh(14.14110142) = 6.68196039.

Novamente pelo Capitulo 3, sabe-se que a sistole é uma geodésica fechada nao con-
tratil de menor comprimento. Entao podemos concluir que, sys (ﬁ%) = 5.60988

e sys (%) — 8.609847.

4.3 Calculo do msys(g) em H?/Ty, e H?/T'9, ¢

Agora, trabalharemos no célculo do msys(g), para os casos g = 2 e g = 3 nas
tesselacoes {4¢g,4¢g} e {12g — 6,3}. Lembrando do Capitulo 4, que msys(g) é o
valor maximo que a sys(S) pode atingir dentre todas as superficies hiperbolicas
compactas de género g. Entao das Secoes 4.1 e 4.2, encontramos que:

Para g =2

msys(2) = sup{sys(H*/Ts), sys(H*/Ts), sys(H*/T1s)}
= {2.25683, 3.05708, 5.60988} = 5.60988.

Parag=3

msys(3) = sup {sys(H?/T12), sys(H?/T12), sys(H*/T'5)}
{2.47183, 3.9834, 8.609847} = 8.609847.

Na préxima segao, apresentaremos a relacao da algebra dos quatérnios e a sistole.

4.4 Construcao de Buser e Sarnak

Antes de apresentar a construcao feita por Buser e Sarnak, faremos uma
pequena introdugao da teoria de algebra dos quatérnios, que serao necessarias
para a melhor compreensao nessa construcao. Para mais detalhes da teoria de
algebra dos quatérnios veja [5] e [17].

4.4.1 Algebra dos quatérnios e ordem dos quatérnios

Seja K um corpo de extensao de Q. Sejam a,b € K — {0}, entdo uma algebra
dos quatérnios com base {1,4, j, k} é um conjunto da forma

A= (a,b)x = {wo+ 110 +79j + 23k /i* =a,j° =bek=ij =—ji}, (4.25)

onde xg,x1, 72, r3 € K. Agora seja x € A, entao o conjugado de x é da forma
T = i —l’li—xzj —5133/{3.

Definicao 4.1. Seja xg+ x11 + x2j + x3k, entao a norma reduzida denotada por
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Nrd(zx) e é definida por
Nrd(z) = 2T = 2 — ax} — bx; + abx;
e o trago reduzido denotado por Tr(x) e é definida por

Tr(z) =2+ 7T = 2.

Uma algebra dos quatérnios A = (a, b)x é um algebra de divisao se, a forma
quadrética Nrd(z) = 2% — ax? — bxd + abx3 # 0 para todo 0 # z € A. Podemos
definir uma aplicagio linear ¢ : A — M(2, K(y/a)) que leva os elementos da base
de A nas seguintes matrizes

aw={g 1) w0=(" ) (1.26)
=y o) =% W) (1.27)

Assim temos

_( wo+x1v/a Ty + T30/
r— p(r) = < b(s — T3,/@) To— 711/a > (4.28)

Pode-se verificar que as matrizes (4.26) e (4.27) sao linearmente independentes,

e p(i®) = aly, (j%) = bly e p(ij) = ¢(i)p(j) = —p(j)p(i), onde I, é a matriz
identidade 2 x 2, com isto concluimos que ¢ é um isomorfismo de 4 sobre uma
subdlgebra da algebra M (2, K(y/a)).

Sejam A = (a,b)k e p: K — F um homomorfismo de K sobre outro corpo
F', definimos

A = (p(a), p(b)prey € A" @ F = (p(a), p(b)) .

Se K é um corpo de ntimeros algébricos de grau n, entao K é uma extensao de
corpo de Q, de grau n. Nesta forma as n imersoes de F' em C, sdao imersoes ;
(1 <1< n)em R onde ¢; ¢ a identidade. Seja A uma algebra dos quatérnios
sobre K tal que para 1 <17 < n existe R—isomorfismo o;

o AP QR - M(2,R) e 0 AR —-H, 2<i<n, (4.29)

onde H é uma subalgebra de divisdo de M (2, K (y/a)). Neste caso dizemos que
A é nao ramificado no lugar ¢, e ramificado em todos os outros lugares ¢;
(2 <i < n). Entao para qualquer = € A temos

Nrd(z) =det(oy(z)) e Tr(oi(x)) = trago(pi(z)) (4.30)

0i(Nrdy) = Nrdy(pi(z)) e i(Try(z)) = Try(o;(x)). (4.31)

Definicao 4.2. Seja Ok o anel de inteiros em K. Uma ordem da dlgebra dos
quatérnios A € um anel com unidade, que é um mddulo finitamente gerado.
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Portanto consideremos Oy C K como um anel de K, e a dlgebra A = (a,b),
com a,b € R, entao

O = {xo + x1i + x2j + w3k /20, 21,29, 23 € R}

é uma ordem em A e denotaremos por O = (a,b)p,.. Agora consideremos O uma
ordem dentro da algebra dos quatérnios A, o conjunto

O' = {r € O/Nrd(z) = 1}

¢ o grupo de norma reduzida 1. Para qualquer ordem O em A, o(O') é um
subgrupo de SL(2,R), e

P(A,0) = o (OY)/{£ 1) (4.32)

¢ um subgrupo de PSL(2,R)
Teorema 4.4. ([17], pdg.: 119) T'(A,O) é um grupo fuchsiano.

Teorema 4.5. ([17], pdg.: 129) Suponhamos que um grupo fuchsiano T' € deri-
vado de um dlgebra de divisao dos quatérnios. Entdo o espago H?/T é compacto.

Podemos observar como O é uma ordem sobre Oy, em particular contém Of.
Um ideal I <1 O define um ideal 1O em O, dai obtemos um anel pelo quociente
O/10. O principal subgrupo de congruéncia em O com respeito a um ideal
I <1 O & por definigdo, o Kernel do homomorfismo ¢ : O — (O/I0)* induzido
pela projecao natural 7 : O — O/IO. Um subgrupo de congruéncia é qualquer
subgrupo de O! contendo o principal subgrupo de congruéncia.

4.4.2 Teorema de Buser e Sarnak

Teorema 4.6. ([5], Secao. 4) Seja T' um grupo fuchsiano co-compacto em
PSL(2,R) obtido por uma dlgebra de divisio dos quatérnios A = (a,b)q para
inteiros a, b positivos. Seja T'(p) para primos impares p, o principal subgrupo de
congruéncia. Entao a familia de superficies hiperbdlicas compactas S, = H?/T(p)
satisfaz g(S,) — 0o quando p — oo, e existe algum c, independente de p, tal que

sv(5,) = 5 log(9(5,)) — c.

Demonstracao. Para construir superficies com sistole grande Buser e Sarnak fi-
zeram da seguinte maneira. Seja uma algebra dos quatérnios A sobre o corpo Q
para a, b inteiros positivos, definidos da seguinte maneira.

A= (a,b)g = {z =30 + 210 + 29j + 23k/i* = a,j> =be k =ij = —ji}, (4.33)
onde xg, x1, T2, x3 € Q. Agora escolhendo a e b tal que a norma reduzida

Nrda(x) = Nrda(xo+ z10 + 227 + x3k)

= xp — ar] — by + abxl # 0.
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Para = = (z9, 71, T2, 73) € Q*,  # 0. Neste caso A ¢ uma algebra de divisdo.
Sejam Z C Q um anel de Q e uma ordem dos quatérnios O = (a,b)z C A= (a,b)g
que é um anel de A. Agora consideremos um grupo T de todos os x € (a,b)z com
Nrdo(xz) = 1. Logo para um p primo impar definimos o subgrupo de congruéncia
I'(p) de T por

I'(p)={zel/z=1 mod (p)}

Como existe um isomorfismo de I para SL(2,R) dado por

. o +a:1\/5 T2 +$3\/a
r— 90(5F) = ( b(xg _ x3\/a) To — Il\/a ) ) (4'34)

o temos que os correspondentes grupos em PSL(2,R) de Te f(p) serao denotados
por I e I'(p) respectivamente. Desde que A é uma algebra de divisao, temos que
0 espago quociente H?/T' é compacto pelo Teorema 4.5, além disso como I'(p) C T
também temos que S, = H?/T'(p) é um superficie hiperbolica compacta. O género
gp de S, pode ser escreto da forma

gp=pp—-1p+v+1,

onde v > 0 depende de a e b fixados no inicio. Para calcular a sistole de S, que
é, uma geodésica fechada nao contréatil de menor comprimento, com a métrica
hiperbdlica, segue-se da seguinte maneira. Se

& = 2o + 210 + 22j + 23k € T(p)
como plz; para i = 1,2,3 ¢ Nrdyq = 13 — ax} — ba3 + abr3 = 1, temos 22 = 1
mod (p?).
Se x # +1, entdo g # £1, logo
|| > p? — 1. (4.35)
Isto é, para uma isometria T € ['(p), T' # Id segue-se

Tr(T)| > 2p* — 2. (4.36)

Pelo que podemos concluir, que toda isometria 7' € I'(p) é hiperbolica, logo
H?/T'(p) é uma superficie hiperbolica compacta. Dai a sistole de S, satisfaz

sys(S,) > 2log p?
pelo Teorema 4.1. Como g, = p(p — 1)(p+ 1)v + 1 se pode concluir que
4
sys(Sp) > 3 log(g(Sp)) — ¢,

onde c¢ é independente de p. O]



Consideracoes Finais

Ao longo do nosso trabalho, o objetivo foi estudar algumas desigualdades
sistolicas em superficies hiperbolicas compactas de género g > 2 com sistoles
méaximas, para o qual utilizamos a técnica de corte e colagem para construir
superficies hiperbolicas compactas com sistole grande a partir de superficies ma-
ximais, fornecido pelo artigo [19], conforme esta feito no Capitulo 3. Da mesma
forma apresentamos desigualdades semelhantes para superficies hiperboélicas nao
compactas com cuspides.

Também apresentamos no Capitulo 4, baseado nos trabalhos [11] e [28], uma
maneira de calcular as sistoles em superficies hiperbélicas geradas pelas tessela-
¢oes {4g,4g} e {129 — 6,3} para g > 2.

Neste momento, temos condicoes de dizer que buscar desigualdades sistolicas
nao é uma tarefa facil, mas pelo menos encontramos algumas delas. No entanto,
para tesselagao do tipo {p, ¢}, podemos obter os valores de algumas dessas sistoles,
que podem ser calculadas de maneira analoga ao que fio no Capitulo 4.
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