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RESUMO 
 

 

BURNIER, Andréia Aparecida Lopes, M.Sc., Universidade Federal de 
Viçosa, setembro de 2006. Análise numérica de provas de carga em 
sapatas utilizando o método dos elementos finitos. Orientadora: 
Izabel Christina d’Almeida Duarte de Azevedo. Co-Orientadores: 
Roberto Francisco de Azevedo e Christianne de Lyra Nogueira. 

 

Nesse trabalho apresentam-se as análises numéricas de duas provas 

de carga instrumentadas realizadas em fundações superficiais rígidas 

(sapatas) por GOUVÊA (2000) e DUARTE (2006). As análises foram 

realizadas com o método dos elementos finitos, utilizando os programas 

SIGMA/W da Geo-Slope International Ltd. e ANLOG (Análise Não-Linear 

de Obras Geotécnicas) desenvolvido por NOGUEIRA (1998). Na 

modelagem do comportamento tensão-deformação do solo foram 

utilizados os modelos constitutivos linear e elástico, não-linear e elástico 

(hiperbólico), o modelo elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb 

e o modelo elasto-plástico de Lade-Kim. Os parâmetros utilizados em 

cada um desses modelos foram obtidos através de ensaios triaxiais e 

edométricos realizados por GOUVÊA (2000) e DUARTE (2006). Os 

resultados dessas análises foram comparados com os resultados 

experimentais, medidos nas provas de carga. As principais conclusões 

foram que o modelo hiperbólico forneceu as melhores comparações para 

a análise com os dados de DUARTE (2006) e para os dados de GOUVÊA 

(2000) o modelo de Mohr-Coulomb obteve uma melhor representatividade 

da curva de tensão-recalque até a tensão de 310 kPa; o programa 

ANLOG teve um desempenho melhor que o do programa SIGMA/W; os 

bulbos de tensão obtidos nas análises numéricas foram mais profundos 

dos que os normalmente considerados em situações práticas e as 

análises numéricas confirmaram a ruptura por puncionamento observada 

nos ensaios de campo. 
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ABSTRACT 
 

 

BURNIER, Andréia Aparecida Lopes, M.Sc., Universidade Federal de 
Viçosa, September, 2006. Numerical analysis of loading tests on 
shallow foundations using the finite element method. Adviser: 
Izabel Christina d’Almeida Duarte de Azevedo. Co-Advisers: Roberto 
Francisco de Azevedo and Christianne de Lyra Nogueira. 

 

This work presents numerical analyses of shallow foundations. Two load 

tests performed by GOUVÊA (2000) and DUARTE (2006) were analyzed 

using the finite element method. The stress-strain behavior of the soils 

was represented by different constitutive models: a non-linear-elastic 

(hyperbolic), an elastic-perfectly-plastic (Mohr-Coulomb) and an elasto-

plastic (Lade-Kim). The constitutive model parameters were determined 

from triaxial and oedometer tests. Results of these analyses were 

compared to the load-settlement curves obtained from the field tests. The 

main conclusions are that the numerical solution obtained using the 

hyperbolic model provided the best comparisons with the test performed 

by DUARTE (2006) and the solution obtained using the Mohr-Coulomb 

model supplied the best comparisons with the test accomplished by 

GOUVÊA (2000). Also, the stress bulbs obtained from numerical analyses 

were deeper than the ones normally considered in practical situations. 

Finally, the numerical analyses confirmed the local failure observed on the 

field tests. 
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CAPÍTULO 1 

 

 

INTRODUÇÃO 
 

1.1 Generalidades 

A evolução na velocidade de processamento e na capacidade da 

memória dos computadores possibilitou um grande avanço no uso e 

desenvolvimento de técnicas numéricas, como o Método de Elementos 

Finitos (MEF) com o qual é possível analisar diversos problemas de 

Geotecnia. Nessas análises podem ser consideradas diferentes 

características dos problemas como, por exemplo, suas fases de 

construção e etapas de carregamento, assim como o comportamento 

tensão-deformação-resistência (deformabilidade) dos diversos materiais 

envolvidos. Torna-se, portanto, importante modelar adequadamente a 

deformabilidade dos solos.  

Os modelos constitutivos de solos são simplificações que tentam 

representar aspectos importantes do comportamento desses materiais 

como a não-linearidade entre tensão e deformação, deformações 

irreversíveis (plásticas) e a influência da trajetória de tensões, dentre 

outros (Desai e Siriwardane, 1984). 

O grau de complexidade de um modelo e seu poder de representar 

adequadamente um dado problema são os principais fatores que 

influenciam seu uso em projetos geotécnicos. Por exemplo, o modelo 

linear-elástico, apesar de muito simples, freqüentemente representa de 

modo adequado o comportamento de obras geotécnicas com 

predominância de solos muito pré-adensados quando solicitados até 

níveis de tensão afastados da ruptura. No outro extremo, obras 

geotécnicas em solos normalmente adensados solicitados até próximo à 

ruptura, requerem modelos elasto-plásticos complexos e difíceis de serem 

utilizados para representar o seu comportamento. 
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É, portanto, interessante que, primeiro, se instrumentem as obras 

geotécnicas observando seu comportamento e, segundo, que se analise 

numericamente o comportamento dessas obras usando diferentes 

modelos constitutivos para que, finalmente, por meio de comparações 

entre resultados observados no campo e obtidos numericamente, se 

possa apontar quais os modelos que melhor representam o 

comportamento observado. 

De acordo com VELLOSO et al. (1996), o comportamento tensão-

deformação de um solo é não linear e anisotrópico, além de dependente 

da história das tensões, da tensão confinante, etc. e pode ser observado 

em várias obras geotécnicas. Portanto, soluções analíticas exatas são 

limitadas a casos especiais, que estão longe de atender às necessidades 

práticas.  

Os métodos numéricos que fornecem a solução do problema em alguns 

pontos do domínio são denominados modelos discretos, por 

representarem o domínio não como um contínuo, mas como um conjunto 

de elementos isolados. A solução obtida será tão mais próxima da exata 

quanto maior for o número de pontos na solução numérica. O aumento do 

número de pontos, por outro lado, demanda maior esforço computacional. 

Nesse sentido, esse trabalho consiste na realização de análises 

numéricas de provas de carga instrumentadas conduzidas por GOUVÊA 

(2000) e DUARTE (2006) em sapatas rígidas. As análises são realizadas 

via método dos elementos finitos, utilizando-se os modelos constitutivos 

linear e elástico, não-linear e elástico hiperbólico (Duncan e Chang, 1970, 

Duncan, 1980), elástico perfeitamente plástico de Mohr-Coulomb (DESAI 

e SIRIWARDANE, 1984) e elasto-plástico Lade-Kim (Lade e Kim, 1995). 

São utilizados os programas computacionais SIGMA/W (Geo-Slope 

International Ltd.), e ANLOG (NOGUEIRA, 1998).  

 

1.2 Objetivo 

O principal objetivo dessa dissertação é apontar que modelo(s) 

constitutivo(s) represente(m) convenientemente as curvas carga-recalque 
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observadas em provas de carga com base em parâmetros obtidos por 

meio de ensaios de laboratório. 

 

1.3 Organização da dissertação 

O Capítulo 2 consiste de uma revisão bibliográfica em que são 

apresentados os modelos constitutivos utilizados, além de uma síntese de 

alguns trabalhos já realizados com escopo semelhante ao dessa 

dissertação, encontrados na literatura. 

No Capítulo 3, apresentam-se, inicialmente, detalhes das provas de carga 

e dos ensaios de laboratório (caracterização, edométrico e triaxiais) 

executadas por GOUVÊA (2000) e DUARTE (2006). Em seguida, 

descreve-se a metodologia utilizada nas análises numéricas. 

No Capítulo 4, apresentam-se as calibrações dos modelos constitutivos 

hiperbólico e Lade-Kim utilizados nas análises. 

No Capítulo 5, mostram-se e discutem-se os resultados das análises 

numéricas, bem como as comparações entre os resultados das curvas 

carga-recalque obtidas no campo por GOUVÊA (2000) e DUARTE (2006) 

e numericamente. 

Finalmente, no Capítulo 6, apresentam-se as principais conclusões do 

trabalho e algumas sugestões para continuação dessa pesquisa.  



 4

CAPÍTULO 2 
 

 

 

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

2.1 Modelos constitutivos 

Modelos constitutivos são formulações matemáticas que descrevem 

características de deformabilidade e de resistência de um material.  

Segundo VELLOSO et al. (1996), a utilização de modelos constitutivos 

apropriados é fundamental para se analisar problemas geotécnicos como 

fundações, escavações, barragens, túneis, dentre outros que envolvem 

carregamentos aplicados, incluindo o peso próprio do material.  

De uma maneira geral, o comportamento dos solos é bastante complexo 

envolvendo deformações reversíveis e irreversíveis que podem variar em 

função da trajetória de tensões, do tempo, da temperatura, etc. Um 

modelo constitutivo é tão mais preciso quanto melhor ele simular as 

principais características do comportamento desse material.  

Na Figura 01, apresenta-se uma curva tensão-deformação típica de um 

solo. Observa-se que no início do carregamento, o material se comporta 

elasticamente até aproximadamente o ponto A. Desse ponto até o ponto 

B, ocorrem deformações tanto elásticas quanto plásticas. Esse 

comportamento é conhecido como elasto-plástico. É importante observar 

que se o material for descarregado no ponto B e, em seguida, 

recarregado a partir do ponto C, as curvas de descarregamento e de 

recarregamento não são coincidentes, caracterizando o que se costuma 

chamar de histerese. Esse comportamento só pode ser modelado por 

meio de modelos elasto-plásticos com endurecimento cinemático. 

Supondo-se que o descarregamento e o posterior recarregamento são 

elásticos, só ocorrerão deformações plásticas após o ponto B ser 

novamente atingido. Sendo assim, a superfície de plastificação move-se 

do ponto A para o ponto B, caracterizando o que se costuma chamar de 
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um comportamento elasto-plástico com endurecimento isotrópico. Os 

pontos F e G representam diferentes estados de tensão para o mesmo 

estado de deformação. Verifica-se que para materiais com 

comportamento elasto-plástico, o estado de tensão depende do histórico 

de deformações e vice-versa. 

 

 

Figura 01 – Curva típica tensão x deformação de um solo. 

 

Existem várias idealizações para modelar o comportamento tensão-

deformação-resistência dos solos. Algumas delas, citadas a seguir, são 

mostradas na Figura 02: 

- Elástico; 

- Rígido, perfeitamente plástico; 

- Rígido, endurecimento linear; 

- Elástico, perfeitamente plástico; 

- Elasto-plástico com endurecimento (amolecimento). 
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Figura 02 – Modelos tensão-deformação. Fonte: Desai e Siriwardane (1984). 

 

Os modelos constitutivos utilizados em Mecânica dos Solos variam desde 

o mais simples, linear e elástico, até os mais complicados que envolvem 



 7

plasticidade não-associada com endurecimento cinemático, viscosidade, 

temperatura, etc. (DESAI e SIRIWARDANE, 1984). 

Descrevem-se, a seguir, os modelos constitutivos linear e elástico, não-

linear e elástico (hiperbólico), elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-

Coulomb e o modelo elasto-plástico Lade-Kim que serão utilizados nesse 

trabalho.  

 

2.2 Modelo linear e elástico  

Este modelo baseia-se na Lei de Hooke: 

 
εEσ =  (01)

 
em que: 

E - módulo de elasticidade ou módulo de Young do material. 

σ - tensão normal. 

ε - deformação normal. 

A lei de Hooke generalizada para um estado de tensão tridimensional é 

dada por:  

 
{ } [ ] { }εCσ e=  (02)

 
em que: 

 

{ } { }231312332211 ,,,,, τττσσσ=σ  
 

(03)

 

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

666564636261

555554535251

464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

CCCCCC
CCCCCC
CCCCCC
CCCCCC
CCCCCC
CCCCCC

Ce

 

(04)
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{ } { }231312332211 ,,,,, γγγεεε=ε  (05)
 

em que {σ} representa o tensor das tensões, [Ce] a matriz constitutiva 

elástica cujos coeficientes são determinados a partir de propriedades do 

material e {ε} é o tensor das deformações. 

 
2.3 Modelo não-linear e elástico - Hiperbólico 

O modelo hiperbólico proposto por Duncan e Chang (1970) tem sido 

amplamente utilizado na análise de problemas de engenharia geotécnica 

via método dos elementos finitos, em função de sua simplicidade e da 

facilidade de obtenção de seus parâmetros. 

Esse modelo considera características do comportamento do solo como 

não-linearidade e influência da tensão de confinamento, σ3, e do nível de 

tensão (σ1 - σ3). Características constitutivas dos solos, como dilatância e 

a influência da tensão principal intermediária, não são incluídas. É 

considerado um modelo pseudo-elástico por utilizar módulos de 

deformabilidade diferentes durante o carregamento e o descarregamento-

recarregamento, o que gera, num ciclo de carregamento-

descarregamento-recarregamento, deformações irreversíveis. 

O modelo fundamenta-se na relação hiperbólica proposta por Kondner 

(1963) (citado por Duncan e Chang (1970)) para representar a relação 

entre a tensão desviadora, 31 σ−σ , e a deformação axial, 1ε : 

 

( )

( ) 1
ult31i

1
31

ε
σσ
1

E
1

ε
σσ

−
+

=−  
(06)

 
em que Ei corresponde à inclinação inicial da curva (σ1-σ3 x ε1) ou o 

módulo de elasticidade inicial, e (σ1-σ3)ult indica o valor da assíntota da 

tensão desviadora, (σ1-σ3), e está relacionado com a resistência do solo 

(Figura 03). 
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Figura 03 – Curva tensão x deformação hiperbólica. 

 

As determinações de iE  e ( )ult31 σ−σ  podem ser feitas através de um 

ajuste linear dos pontos de um ensaio de laboratório desenhados num 

gráfico em que, no eixo vertical, representam-se os valores de (ε1/σ1-σ3) 

e, no eixo horizontal, os valores de ε1 (Figura 04). A Equação (06) 

transformada para se fazer este ajuste linear pode ser reescrita como: 

 

( ) ( ) 11
ult31i31

1 εbaε
σσ
1

E
1

σσ
ε

+=
−

+=
− (07)

 
em que a e b são constantes e correspondem, respectivamente, ao 

inverso do módulo de deformabilidade inicial, iE , e ao inverso da diferença 

de tensão na condição “última”, ( )ult31 σ−σ  (Figura 04). 
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Figura 04 – Gráfico normalizado. 

 

O módulo de deformabilidade inicial é definido como uma função 

exponencial da tensão de confinamento tal que (Janbu, 1963, citado por 

Duncan e Chang (1970)): 

 
n

3
ii pa

σ
paKE ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (08)

 
em que Ki e n são constantes obtidas a partir de ensaios de laboratório e 

pa é a pressão atmosférica. 

A tensão desviadora na condição última, ( )ult31 σ−σ , pode ser relacionada 

com a resistência ao cisalhamento, ( )f31 σ−σ , da seguinte forma, 

 

( ) ( )
f

f31
ult31 R

σσ
σσ

−
=−  (09)

 
em que fR é um parâmetro do modelo conhecido como razão de ruptura. 

Para a maioria dos solos, esse fator varia de 0.7 a 1.1. 

Assim sendo, pode-se escrever: 
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( )f31

f

σσ
Rb
−

=  (10)

 
A resistência ao cisalhamento definida pelo critério de Mohr-Coulomb é: 

 

( ) ( )φ′−
φ′σ′+φ′′

=σ−σ
sen1

sen2cosc2 3
f31  (11)

 
em que c′  e φ′  são os parâmetros de resistência efetivos do material, 

também obtidos experimentalmente. 

A partir da Equação (07) pode-se obter o módulo de deformabilidade 

tangente, tE , como: 

 
( )

( )2
11

31
t

εba
a

ε
σσ

E
+

=
∂

−∂
=  (12)

 
Explicitando a deformação axial na Equação (07) em função da diferença 

de tensão ( )31 σ−σ , obtém-se: 

 

( )
( )

2

f31

31f
it σσ

σσR
1EE ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

−=  (13)

 
Definindo-se: 

 
( )
( )f31

31

σσ
σσ

S
−
−

=  (14)

 
como uma razão de tensão, pode-se ainda escrever: 

 
[ ]2

fit SR1EE −=  (15)
 

A razão de tensão, S, varia de zero na condição inicial isotrópica, quando 

o módulo de deformabilidade tangente, tE , é máximo e igual a iE , a 

0.1S = /Rf, na ruptura, quando o módulo de deformabilidade tangente é 

nulo. 
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Trabalhando-se as Equações (08), (10), (11) e (15) chega-se em: 

 
( )( ) 2

3

31f
n

3
t sen2cosc2

sen1R1
pa

paKE ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
φσ+φ

σ−σφ−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ σ
= (16)

 
que representa a relação fundamental do modelo constitutivo hiperbólico. 

Como mencionado anteriormente, esse modelo leva em conta dois 

módulos de deformabilidade tangente. Um definido pela Equação (15) e 

outro definido como: 

 
n

3
urt pa

σ
paKE ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (17)

 
é usado durante o descarregamento e recarregamento. Nessa equação, 

urK é um parâmetro do modelo obtido a partir do módulo de 

deformabilidade, urE , durante um ciclo de descarregamento-

recarregamento. 

Duncan (1980) propôs que a não-linearidade entre a deformação 

volumétrica e a deformação axial fosse expressa pelo módulo de 

deformabilidade volumétrica, B, dado por:  

 

V

321

3
B

ε
σ+σ+σ

=  (18)

 
B é admitido constante com o nível de tensão, por hipótese do modelo, e 

variável com a pressão de confinamento, através da relação: 

 
m

3
b pa

σ
paKB ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (19)

 
em que bK  e m são dois parâmetros adicionais que substituem o 

coeficiente de Poisson constante do modelo original. Como o coeficiente 

de Poisson é igual a: 
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B6
EB3

ν t−
=  (20)

 
mesmo sendo o valor de B constante, o coeficiente de Poisson varia com 

o nível de tensão desviadora já que o módulo de elasticidade, Et, varia 

(Equação 16). 

Finalmente, a definição do estágio de carregamento é fundamental para a 

determinação do módulo de deformabilidade tangente a ser utilizado. 

Portanto, definindo-se uma função de tensão, ( )σ′F , tal que: 

 

( ) ( ) ( ) 0coscsen
22

F 3131 <φ−φ
σ+σ

−
σ−σ

=σ′ (21)

 
e, verificando-se a cada estágio de carregamento se  

 

( ) ( ) →′>′ maxcorrente σFσF  Nesse caso, tem-se um carregamento primário. 

O módulo de deformabilidade tangente, tE , definido pela Equação (15), 

deve ser utilizado. Ou, se, 

 

( ) ( ) →′<′ maxcorrente σFσF  Desse modo, tem-se um descarregamento ou um 

recarregamento. O módulo deformabilidade tangente, tE , definido na 

Equação (17), deve ser utilizado. 

 

Os parâmetros: iK , urK , n ,c ′ , φ′ , fR , bK e m  são obtidos de, no mínimo, 

dois ensaios triaxiais drenados, com medição de variação de volume e, 

pelo menos, um ciclo de descarregamento-carregamento. 

 

2.4 Modelos elasto-plásticos  
A teoria matemática da plasticidade é constituída principalmente por dois 

aspectos: a definição do critério de plastificação ou escoamento e o 

cálculo das deformações plásticas após o escoamento. 
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O critério de escoamento pode ser definido como a combinação de 

estados de tensão que delimitam a ocorrência de deformações puramente 

elásticas. Para definição do limite elástico, sob estados de tensão 

multiaxiais, torna-se necessário definir uma expressão matemática em 

termos de tensões. O estabelecimento dessa expressão, denominada 

critério de escoamento é, normalmente, baseado em observações 

experimentais. 

Define-se o critério de escoamento como uma função escalar F do tipo: 

 
( )132312332211 ,σ,σ,σ,σ,σσFF =  (22)

 

em que ijσ  representam as diversas componentes do estado de tensão em 

um ponto. 

A função F pode também ser expressa em termos das tensões principais 

e suas direções, 

 
( )321321 n,n,n,σ,σ,σFF =  (23)

 

em que 321 σ,σ,σ  são as tensões principais e 321 n,n,n  são os cossenos 

diretores que definem as direções principais. 

A Equação (22) pode ser simplificada, se forem feitas algumas 

considerações com relação às propriedades do material. Por exemplo, 

caso o material seja assumido como isotrópico, o critério de escoamento 

na Equação (22) pode ser expresso apenas em função das tensões 

principais. Logo, para um material isotrópico: 

 
( )321 σ,σ,σFF =  (24)

 
Nesse caso, a Equação (24) pode ser escrita de forma mais conveniente 

em termos dos invariantes de tensão I1, I2 e I3, como: 

 
( )321 I,I,IFF =  (25)
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Nos modelos elasto-plásticos, o acréscimo infinitesimal de deformações é 

dividido em acréscimos infinitesimais elásticos e plásticos. 

 
{ } { } { }Pe εdεdεd +=  (26)
 
Os acréscimos elásticos são calculados por meio da Lei de Hooke 

(Equação 01) ou: 

 
{ } [ ]{ }e

e εdCσd =  (27)
 
Os incrementos de deformação plástica são definidos através da lei de 

fluxo: 

 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

=
σ
Qλdεd P  

(28)

 
em que Q é a função potencial plástico. A derivada de Q em relação a {σ}, 

define a direção dos incrementos de deformação plástica e λd  é um 

escalar positivo, chamado fator de proporcionalidade, que define a 

magnitude dessas deformações. Quando a função potencial plástico Q e 

o critério (ou função) de escoamento F são iguais, a lei de fluxo é dita 

associada, caso contrário, a lei de fluxo é não-associada. 

Entretanto, para que ocorram deformações plásticas, as restrições, 

conhecidas como condições de Khun-Tucker, devem ser satisfeitas: 

 

0)w,(F p ≤′σ  (29a)

0λd ≥  (29b)
0λd.F =  (29c)

 
A Equação (29a) garante que as trajetórias de tensão fiquem dentro ou, 

no máximo, sobre a superfície de plastificação. A Equação (29b) garante 

a positividade da magnitude da variação infinitesimal das deformações 

plásticas. A Equação (29c) é a restrição de complementaridade, ou seja: 

se 0)w,(F p <′σ , então 0λd = , e trata-se de um comportamento elástico. 
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Se 0λd > , ocorre fluxo plástico e o critério de plastificação, 0)W,(F P =′σ , 

deverá ser satisfeito. 

Para um material que apresenta endurecimento, a superfície de 

escoamento varia à medida que o material é carregado, além do ponto de 

plastificação inicial. Nesse caso, a função de plastificação, Equações (22), 

(23), (24) e (25), passam a ser função, também, de um parâmetro de 

endurecimento, forçosamente relacionado com as deformações plásticas, 

por meio de uma função a qual se costuma chamar lei de 

endurecimento/amolecimento. Assim, a função de plastificação passa a 

ser escrita como: 

 
( )( )ζk,σ,σ,σFF 321=  (30)

 

em que, ( )}ε({ζk P  é a lei de endurecimento e ζ  é o parâmetro de 

endurecimento. 

O movimento da superfície de escoamento durante o carregamento 

plástico é controlado pela lei da consistência: 

 
0dF =  (31)

 
Ou seja: 

 

{ } 0dk
k
Fσd

σ
FdF

T

=
∂
∂

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

=  (32)

 
O cálculo de λd  se faz através da condição de consistência. 

Considerando a lei de endurecimento, a Equação (32) pode ser escrita 

como: 

 

{ } 0ε
ε
ς

ςd
dk

k
Fσd

σ
FdF P

P

T

=∂
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

= (33)

 
Ou, considerando a lei de fluxo: 
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{ } 0
σ
Qλd

ε
ς

ςd
dk

k
Fσd

σ
FdF

T

P

T

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

= (34)

 
Logo: 

 

{ }
T

P

T

σ
Q

ε
ς

ςd
dk

k
F

σd
σ
F

λd

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−=  (35)

 
Dessa forma, obtêm-se os incrementos de deformações elásticas e 

plásticas, a partir das trajetórias de tensão. 

Por outro lado, se for necessário calcular os incrementos de tensão em 

função dos incrementos de deformação, inicialmente, substitui-se a 

Equação (34) na lei de Hooke (Equação (27)), obtendo-se: 

 
{ } [ ] { } { }{ }P

e εdεdCσd −=  (36)
 
Substituindo as deformações plásticas dadas pela lei de fluxo (Equação 

(28)) na e Equação (32) obtém-se: 

 

{ } [ ]{ } [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−=
σ
QCλdεdCσd ee  (37)

 
Substituindo a Equação (37) na Equação (34) obtém-se: 
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k
F

σ
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σ
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σ
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T

e
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⎧

∂
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Ou: 
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Finalmente, com a Equação (39) e a Equação (37) obtém-se 

 
{ } [ ]{ }εdCσd ep=  (40)
 
em que: 
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T

e

epeep (41)

 

Para calcular a matriz elasto-plástica [ ]epC  é necessário conhecer a 

função de plastificação F, a função potencial plástico Q e a função de 

endurecimento k. 

 

2.4.1 Modelo elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb 

Para um material elástico-perfeitamente-plástico, a superfície de 

escoamento permanece fixa e as tensões após o escoamento 

permanecem constantes. Nesse caso, o critério de escoamento coincide 

com o critério de ruptura. Critérios clássicos como os de Tresca, Von 

Mises, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager pertencem a essa categoria. 

Como apresentado na Figura 05, nesse modelo supõe-se um 

comportamento elástico até que a ruptura seja atingida, a partir desse 

ponto só ocorrem deformações plásticas. 

A função de plastificação do critério de Mohr-Coulomb é expressa por: 

 

φ−φ−φ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+θ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+θ= coscsin
3
Isin

3
cos

3
J

3
sinJF 12

2  (42)
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Figura 05 – Comportamento elástico-perfeitamente plástico. Fonte: ALMEIDA 

(2000). 

 

em que: 

 

( ) ( ) ( )[ ]2
32

2
31

2
212 6

1J σ−σ+σ−σ+σ−σ=  (43)

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=θ 2/3

2

3

J
J

2
33arccos

3
1  (44)

d
3

d
2

d
13J σσσ=  (45)

 
As tensões desviadoras são definidas por:  

 

3,2,1i,
3
I1

i
d
i =−σ=σ  (46)

 
A função potencial plástico Q tem a mesma forma da função de 

plastificação, porém com o ângulo de atrito φ sendo substituído pelo 

ângulo de dilatância ϕ. Portanto, se φ = ϕ a plasticidade será associada, 

caso contrário, a plasticidade será não-associada. 
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3
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2.4.2 Modelo elasto-plástico de Lade-Kim 

No modelo de Lade e Kim (1995), os incrementos de deformação elástica 

são calculados pela Lei de Hooke, usando um modelo desenvolvido para 

a variação não-linear do módulo de Young com estado de tensão (Lade e 

Nelson, 1987). O valor do coeficiente de Poisson é arbitrado entre zero e 

0.5, e assumido como constante. O módulo de Young, E, é expresso 

como:  

 
λ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

2

22
1

pa
JR

pa
IMpaE  (48)

ν21
ν16R

−
+

=  (49)

3211I σ+σ+σ=  (50)
 

J2, o segundo invariante do tensor de tensão desviadora, é dado por: 

 

( ) ( ) ( )[ ]2
13

2
32

2
212 6

1J σ−σ+σ−σ+σ−σ= (51)

 
em que M e λ são constantes adimensionais obtidas através do ensaio de 

compressão triaxial. 

O critério de ruptura adotado nesse modelo é expresso em termos do 

primeiro e terceiro invariantes do tensor de tensão: 

 

1

m

a

1

3

3
1 η

p
I27

I
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−  (52)

 
3213 σσσI =  (53)

 
em que, η1 e m são constantes adimensionais. 

Os incrementos de deformações plásticas são calculados pela lei de fluxo: 
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ij

p
p

P
ij σ

g
λdεd

∂

∂
=  (54)

 
em que gp é a função potencial plástica e dλp é um fator escalar de 

proporcionalidade. 

A função potencial plástico é escrita em termos dos três invariantes do 

tensor de tensão: 

 
μ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ψ+−ψ=

a

1
2

2

2
1

3

3
1

1p p
I

I
I

I
Ig  (55)

 
O segundo invariante do tensor de tensão é definido como: 

 

3231212 σσσσσσI −−−=  (56)

 
Os parâmetros do material ψ2 e μ são constantes adimensionais, 

determinadas através do ensaio de compressão triaxial. O parâmetro ψ1 é 

dado em função do parâmetro m do critério de ruptura: 

 
27,1

1 m00155,0 −=ψ  (57)
 
As derivadas de gp com as tensões são dadas por: 
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em que:  

 

( ) ( ) 2
12

1

3

2
1

1 II
I

2
I
I

3G ψ
μ

++μ−+μψ=  (59)

 
Estas derivadas são usadas para se obter o incremento de deformação 

plástica da Equação (54). 

A relação entre os incrementos de deformação plástica é definida como: 

 

P
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P
3

p d
d

ε
ε

−=υ  (60)

 
em que dε1

P e dε3
P são o maior e o menor incremento de deformação 

plástica, respectivamente, e υ é o coeficiente de Poisson.  

Substituindo as Equações (54) e (58) na Equação (60), chega-se em: 
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Assim, 1/μ e –ψ2 na Equação (61) são determinados pela regressão linear 

entre 1ξ  e 2ξ , calculados em vários pontos. 

A função de escoamento isotrópica é expressa como segue, 

 
0)W(f)σ(ff pppp =″−′=  (64)

 
na qual: 
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em que h é constante e q varia de zero, no eixo hidrostático, até a 

unidade, na superfície de ruptura. 

A lei de endurecimento é dada por: 
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em que D e ρ serão definidos posteriormente.  

O parâmetro constante h é determinado com base no trabalho plástico, 

constante ao longo da superfície de plastificação, como segue: 
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na qual e = 2,71828... (base do logaritmo neperiano). 

O valor de q varia com o nível de tensão S definido por: 
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O valor de q pode agora ser determinado com os dados de ensaio através 

da equação: 
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e a variação de q com S é expressa por, 

 

( )S11
Sq

α−−
α

=
 

(70)

 
Na Equação (66), os valores de D e ρ são constantes para um dado 

material. Assim, f”p varia somente com o trabalho plástico. Os valores de 

D e ρ são dados por: 

 

h
pρ =  (71)

( )ρ1 3ψ27
CD

+
=  (72)

 
em que C e p são usados para o modelo do trabalho plástico, durante a 

compressão isotrópica, 

 
p

1
p pa

ICpaW ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (73)

A superfície de plastificação (escoamento) desse modelo está ilustrada na 

Figura 06. Com o incremento do trabalho plástico, essa superfície 

aumenta até que o estado de tensão alcance a superfície de ruptura. A 

relação entre f”p e Wp é descrito pelo aumento da função cujo gradiente 

cresce com o aumento do trabalho plástico, como mostrado na Figura 07. 
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Figura 06 – Superfície de plastificação no plano triaxial. 

 

 

Figura 07 – Modelo de trabalho-endurecimento/amolecimento. 
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Usando a expressão do potencial plástico na Equação (55), a relação 

entre o incremento do trabalho plástico e o fator escalar de 

proporcionalidade dλp na Equação (54) deve ser expressa por: 

 

⎟
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⎞
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⎜
⎝

⎛
=

p

p
p gμ

dW
λd  (75)

 
na qual o incremento do trabalho plástico pode ser determinado por 

diferenciação das equações de endurecimento e amolecimento. 

Diferenciando a Equação (66) tem-se: 

 
p

1
pp dffpaDdW −ρ=  (76)

 
O modelo requer doze parâmetros para os materiais com coesão efetiva e 

onze para os materiais não coesivos. Esses parâmetros podem ser 

determinados por meio de, no mínimo, três ensaios de compressão triaxial 

drenados e um ensaio de compressão isotrópica. 

 

2.5 Trabalhos relacionados com o tema da tese 

2.5.1 Almeida (2000) 

ALMEIDA (2000) realizou a análise numérica de uma prova de carga 

direta, executada em uma sapata rígida, quadrada com 1,2 m de lado, de 

concreto armado, assente em um solo residual de gnaisse. A prova de 

carga foi executada por LOPES (1997) no campo experimental de 

fundações do Departamento de Engenharia Civil da Universidade Federal 

de Viçosa. As análises tensão-deformação, pelo método dos elementos 

finitos, foram executadas no programa SIGMA/W (Geo-Slope International 

Ltd.) em que foram empregados os modelos constitutivos linear e elástico, 

não-linear e elástico (hiperbólico) e o modelo elasto-plástico de Mohr-

Coulomb. Como o programa SIGMA/W se limita às análises planas 

(deformação ou tensão) e axisimétricas, optou-se em se realizar a análise 

numérica de uma sapata circular de área equivalente à quadrada.  
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Os parâmetros necessários para a calibração dos modelos foram obtidos 

através de ensaios triaxiais do tipo CID (Consolidado Isotropicamente 

Drenado), com os corpos-de-prova saturados. Os corpos-de-prova foram 

moldados de amostras indeformadas coletadas próximas ao local da 

prova de carga.  

Em todas as análises, admitiu-se um comportamento linear e elástico para 

o material da sapata, com módulo de elasticidade de 37,7 GPa e 

coeficiente de Poisson igual a 0,2. O contato entre a base da sapata e o 

solo foi considerado perfeitamente rugoso em todas as análises, enquanto 

que o contato entre a lateral da sapata e o solo foi admitido perfeitamente 

rugoso em uma primeira análise linear e elástica, e perfeitamente liso nas 

análises subseqüentes. 

A primeira etapa das análises foi determinar a distribuição inicial de 

tensões no solo devido ao efeito do peso próprio do material. Essa 

distribuição foi fornecida ao programa na entrada de dados, para as 

análises subseqüentes que utilizaram os modelos constitutivos linear e 

elástico, não-linear e elástico (hiperbólico) e elasto-plástico Mohr-

Coulomb. O carregamento foi aplicado em 22 estágios de 50 kPa para a 

análise com o modelo elasto-plástico, totalizando 1,1 MPa e, para o 

modelo hiperbólico foram admitidos 44 estágios de 25 kPa cada um, em 

ambos os casos. 

Com relação às condições de contorno, foram feitas duas considerações: 

na primeira análise, em que se definiu o estado de tensão inicial, foram 

impostas restrições na direção horizontal, permitindo o livre deslocamento 

do maciço na direção vertical, nas fronteiras direita e esquerda da malha; 

na segunda, em que se considerou a sobrecarga aplicada ao solo, foram 

impostas restrições nas duas direções para a fronteira direita do 

problema. 

Na Figura 08 apresenta-se uma comparação entre os resultados da prova 

de carga e a modelagem numérica com o modelo linear e elástico. 
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Figura 08: Comparação entre a prova de carga e a modelagem numérica. 
Fonte: ALMEIDA (2000). 

 

Nas Tabelas 01 e 02 estão listados, respectivamente, os parâmetros dos 

modelos não-linear e elástico (hiperbólico) e do modelo elasto-plástico de 

Mohr-Coulomb. Na Figura 09 é apresentada a comparação entre os 

resultados da prova de carga e da modelagem numérica para o modelo 

não-linear e elástico, e na Figura 10, a comparação com o modelo elasto-

plástico de Mohr-Coulomb. 

 

Tabela 01 – Parâmetros do modelo não-linear e elástico (hiperbólico).  

c (kPa) φ(º)   k n Rf  Kb  m 

12 30 145 0,65 0,92 32 0,26 
Fonte: ALMEIDA,  2000.  

 

Tabela 02 – Parâmetros do modelo elasto-plástico de Mohr-Coulomb.  

c (kPa) ν φ(º)   E (kPa) 

12 0,3 30 Variável com a prof. 
Fonte: ALMEIDA  (2000).  
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Figura 09 – Comparação entre a prova de carga e a modelagem 
numérica. Fonte: ALMEIDA (2000).  
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Figura 10: Comparação entre a prova de carga e a modelagem numérica 
Fonte: ALMEIDA (2000). 
Como se pode observar nas Figuras 08 a 10, a comparação entre os 

resultados não foi satisfatória devido, provavelmente, à heterogeneidade 

do terreno, aliado à condição não saturada do solo no seu estado natural. 
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Para tentar melhorar os resultados, o autor procedeu a uma retroanálise 

para ajustar os parâmetros dos modelos constitutivos, de modo a prever 

adequadamente os resultados da prova de carga. 

Na Tabela 03 estão listados os parâmetros otimizados utilizados no 

modelo não-linear e elástico (hiperbólico), e na Tabela 04 aqueles do 

modelo elasto-plástico de Mohr-Coulomb. 

Na Figura 11 são apresentadas comparações entre os resultados da 

prova de carga e da modelagem numérica dos diversos modelos 

estudados. 

Tabela 03 – Parâmetros otimizados do modelo não-linear e elástico 

(hiperbólico).  

c (kPa) φ(º)   k n Rf  Kb  m 

24 30 1450 0,65 0,98 320 0,26 
Fonte: ALMEIDA (2000). 
 
 

Tabela 04 – Parâmetros otimizados do modelo elasto-plástico de Mohr-

Coulomb.  

c (kPa) ν φ(º)  E (kPa) 

24 0,3 30 27.000 
Fonte: ALMEIDA (2000). 

 

-0.16

-0.14

-0.12

-0.10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.00
0 200 400 600 800 1000 1200

Tensão (kPa)

R
ec

al
qu

e 
(m

)

Prova de carga

Modelo linear e elástico

Modelo hiperbólico

Modelo elasto-plástico

Método de Schmertmann

 
Figura 11: Comparação entre a prova de carga e a modelagem numérica 
Fonte: ALMEIDA (2000). 
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Segundo ALMEIDA (2000) os resultados da retroanálise mostraram um 

bom desempenho do modelo hiperbólico em descrever a curva tensão-

recalque da fundação. Os resultados dos modelos linear e elástico e 

elasto-plástico de Mohr-Coulomb são razoáveis apenas para baixos 

valores de carregamento, para os quais o solo ainda apresenta um 

comportamento aproximadamente linear. 

 

2.5.2 Viana da Fonseca (1996) 

VIANA DA FONSECA (1996) efetuou a análise numérica de uma prova de 

carga utilizando os modelos linear e elástico, não-linear e elástico 

(hiperbólico) e o modelo elasto-plástico de Lade (1977 e 1979).  

Nas análises elásticas e lineares e elasto-plásticas, o autor utilizou o 

programa FCEP, desenvolvido por ANTÓNIO CARDOSO (Faculdade de 

Engenharia da Universidade do Porto, 1987). Nas análises com o modelo 

hiperbólico usou o programa PARMOL (MATOS FERNANDES, 1983; 

CARDOSO, 1987). Os programas tiveram implementações e 

aprimoramentos por ALMEIDA E SOUSA (1996). 

O autor dividiu o maciço estudado em dois tipos de materiais: até 7,5 m 

de profundidade, utilizou as características de um solo saprolítico de 

granito (SG); abaixo de 7,5 m, o maciço foi considerado rochoso, muito 

alterado (RA) e, para esse material, foi admitido comportamento elástico 

linear (E=150MPa e ν=0,3), em todas as análises. Para o material da 

sapata, admitiu-se comportamento elástico linear, com módulo de 

deformabilidade de 31 GPa e coeficiente de Poisson de 0,3. 

Em uma primeira análise, o autor procurou determinar, por retroanálise, 

módulos de deformabilidade constantes que fornecessem recalques 

coincidentes com os obtidos na sapata para dois valores da tensão por 

esta transmitida ao solo de 100 kPa e 200 kPa. 
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Na Tabela 05 resumem-se os resultados obtidos, indicando-se na quarta 

coluna os módulos referidos. Na quinta coluna incluem-se os módulos de 

deformabilidade obtidos a partir da Equação (77): 

( ) s
2 BI 1

s
qE υ−=  (77)

em que q representa acréscimo de carga à superfície e s é o 

assentamento correspondente. B o diâmetro da superfície de carga e Is é 

o coeficiente de forma. 

Tabela 05 – Módulos de deformabilidade constantes do solo saprolítico 

que ajustam os valores observados no eixo da sapata, para as tensões 

q=100 e 200 kPa.  

Pressão 
aplicada ao 

terreno (kPa) 

Recalque 
observado 

(mm) 
ν Eref (MPa) 

Calculado 
Eref (MPa) 

Ensaio 

100 3,6 0,27 24,10 23,43 

200 9,3 0,27 17,61 18,14 
Fonte: VIANA DA FONSECA (1996). 

 

Análise utilizando o modelo hiperbólico 

VIANA DA FONSECA (1996) concluiu que o modelo hiperbólico não 

conseguiu representar, adequadamente, o comportamento do solo 

observado nos ensaios de laboratório. O modelo só representou 

razoavelmente bem as curvas experimentais para baixos níveis de 

tensões desviadoras, mas, em geral, superestimado a deformabilidade do 

solo. 

Em vista disso, o autor fez uma série de análises para vários conjuntos de 

parâmetros. Na Tabela 06 encontram-se os valores dos parâmetros que 

foram utilizados na seqüência de análises. 
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Tabela 06 – Resumo dos parâmetros utilizados.  

Cálculo H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8 H9 H10 

Ki;n 1.162; 0,64 738; 0,598 347; 0,539 1.162; 
0,64 

Kur 1.540 1.162 978 978 = Ki 

Rf 0,9 0,9 0,7 0,9 0,9 0,9 0,7 0,9 0,7 0,9 

ν 0,27 variável variável variável variável variável variável variável variável variável 

φ(º) 36,8 

c (kPa) 11,6 

Fonte: VIANA DA FONSECA (1996). 

O conjunto de parâmetros da tentativa H10 foi o que melhor representou o 

ensaio da prova-de-carga. Mesmo assim, o autor concluiu que os 

recalques da sapata são inferiores aos valores observados no ensaio. 

Como pode ser observado na Figura 12. 
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Figura 12 – Modelo hiperbólico. Fonte: VIANA DA FONSECA (1996). 

 

Análise utilizando o modelo de Lade 

VIANA DA FONSECA (1996) utilizou, também, o modelo de Lade (1977 e 

1979) para estudar numericamente o comportamento observado na prova 

de carga. 
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Assim como foi feito no estudo com o modelo hiperbólico, o autor também 

fez uma série de análises para esse modelo até encontrar um conjunto de 

parâmetros que melhor representasse o ensaio da prova de carga. Os 

parâmetros utilizados nas análises para o modelo de Lade estão 

apresentados na Tabela 07. 

Tabela 07 – Resumo dos parâmetros utilizados.  

 Elásticos Colapsíveis Ruptura Plásticos expansivos 

Cal.  K n ν c ρ η1 M s1 s2 t1 t2 L P α β 

L1 610 0,649 0,40 0,0021 0,9906 61,8 0,492 0,393 0,061 1,696 -
6,194 1,192 0,118 1,103 0 

L2 0,64 0 20 -40 1,595 0,114 0,45 3,5 

L3 0,9 0 6 0 0 0,0012 0,625 0 

L4 

L5 

1436 0,311 0,26 0,0048 0,6802 107 0,882 

0,64 0 20 -40 1,595 0,114 0,45 3,5 

Fonte: VIANA DA FONSECA (1996). 

Segundo esse autor, o ajuste da curva do cálculo L4 à curva da prova de 

carga foi considerado excelente, desde os mais baixos níveis de carga até 

os mais elevados, enquanto que em relação à do cálculo L5 se verifica 

uma ligeira superestimativa dos assentamentos da base da sapata. Como 

pode ser verificado na Figura 13.  
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a) Cálculo L4 

 
b) Cálculo L5 

Figura 13 – Modelo de Lade. Fonte: VIANA DA FONSECA, 1996. 

 

Como conclusão, VIANA DA FONSECA (1996), concluiu que existe uma 

superestimação dos recalques da sapata estimados pela análise 

numérica, detectada tanto para o modelo hiperbólico quanto para o 

modelo de Lade, que parece ser reflexo das introduções de não-
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linearidades (degradação da rigidez com o nível de tensão) 

aparentemente superiores à realidade. 

Comparando os dois modelos, o autor concluiu também que a simulação 

numérica a partir do modelo hiperbólico, considerando a variação do 

coeficiente de Poisson com o nível da tensão, revelou-se francamente 

ajustada aos resultados observados no que diz respeito à distribuição de 

deslocamentos verticais dos pontos situados à superfície do terreno, 

muito particularmente quando comparada com a simulação alternativa de 

um modelo bem mais complexo como é o de Lade. As vantagens do 

modelo de Lade em relação ao hiperbólico só se fazem sentir a partir de 

elevados valores das cargas aplicadas, para as quais o desenvolvimento 

das parcelas plásticas de deformação se tornam mais significativas. 

 

2.6 Considerações finais 

O modelo linear elástico tem a vantagem da simplicidade teórica, seus 

parâmetros são bem conhecidos e facilmente determinados, sua 

implementação no método dos elementos finitos é muito fácil, a análise 

numérica é linear, portanto, sem problemas de convergência, estabilidade 

e precisão. O modelo, porém, tem a desvantagem de, normalmente, não 

modelar corretamente o comportamento de solos. 

O modelo hiperbólico tem a vantagem da simplicidade na obtenção de 

seus parâmetros, no entendimento do modelo, na implementação do 

método dos elementos finitos, porém, por ser um modelo não-linear, a 

análise numérica já pode apresentar problemas de convergência, 

estabilidade e precisão. Além disso, tem a desvantagem de não modelar 

algumas características do comportamento de solos como deformações 

irreversíveis, dilatância, efeito da tensão principal intermediária (σ2), etc. 

O modelo elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb é, também, 

bastante simples tanto na teoria, quanto na obtenção dos seus 

parâmetros. Entretanto, por ser um modelo não-linear, a análise numérica 

pode apresentar problemas de convergência, estabilidade e precisão. 
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Além disso, não modela algumas características do comportamento de 

solos como o efeito da tensão principal intermediária (σ2). 

O modelo elasto-plástico de Lade-Kim é vantajoso por representar um 

número muito maior de características do solo como, deformações 

irreversíveis, dilatância, influência de σ2. Entretanto, trata-se de um 

modelo mais complexo tanto devido à sua teoria, quanto ao número 

elevado de parâmetros e a maior dificuldade de implementação numérica, 

assim como na obtenção de soluções convergentes, estáveis e precisas.  
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CAPÍTULO 3 

 

 

 

MATERIAIS E MÉTODOS 
 

3.1 Introdução 

Este capítulo apresenta a metodologia empregada e os resultados obtidos 

nas provas de carga realizada por GOUVÊA (2000) e DUARTE (2006).  

São apresentados os resultados dos ensaios de caracterização, 

edométricos e triaxiais necessários para a modelagem do comportamento 

tensão-deformação dos solos, bem como a metodologia empregada nas 

análises numéricas das provas de carga, desenvolvidos nesse trabalho. 

 

3.2 Prova de carga realizada por GOUVÊA (2000) 

Essa prova de carga foi conduzida em uma sapata de concreto armado, 

rígida, quadrada, de lado igual a 1,00 m, que serviu como uma das 

fundações do Edifício Santa Bárbara, localizado na esquina da Rua 

Gomes Barbosa com a Alameda Albano Braga, no centro da cidade de 

Viçosa, em Minas Gerais. A sapata foi assentada a uma profundidade de 

1,75 m (1,80 m, considerando-se 5 cm de concreto magro), próxima aos 

furos de sondagem SPT-03 e DMT-04, conforme apresentado na Figura 

14. 

As investigações geotécnicas consistiram de sondagens SPT e DMT. 

Foram retiradas amostras deformadas e indeformadas utilizadas nos 

ensaios de caracterização, adensamento e triaxiais. 

Na Figura 15 apresenta-se a vista em planta da sapata, além da 

localização dos furos de sondagens SPT e DMT. 

O perfil geológico-geotécnico obtido através das sondagens SPT-02 e 

SPT-03 encontram-se na Figura 16. 
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Figura 14 – Sapata-teste vista em planta. Fonte: GOUVÊA (2000). 

 

 

Figura 15 – Vista em planta da sapata-teste e dos furos de sondagens 

SPT e DMT.  Fonte: GOUVÊA (2000). 
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Figura 16 – Perfil geológico-geotécnico obtido através das sondagens 

SPT-02 e SPT-03. Fonte: GOUVÊA (2000). 

 

Na Figura 17 mostra-se o perfil geotécnico abaixo da sapata. Pode-se 

observar a delimitação das diferentes camadas, bem como os locais nos 

quais foram retiradas as amostras indeformadas. As amostras das 

camadas C-01, C-02, C-03, C-04, C-05 e C-06 foram denominadas A-01, 

A-02, A-03, A-04 e A-05. Não foi retirada amostra indeformada da camada 

C-06.  

Para a análise numérica, foram utilizados os dados das amostras A-04 e 

A-05 por estarem localizadas mais próximas da base da sapata.  

Na Tabela 08, encontram-se os resultados de caracterização dos solos 

das amostras A-04 e A-05 bem como a classificação desses solos, de 

acordo com o Sistema de Classificação Unificado.  
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Figura 17 – Perfil da sapata-teste, delimitação das camadas e localização 

das amostras indeformadas. Fonte: GOUVÊA (2000). 

 

Tabela 08 – Caracterização – Índices físicos dos solos. 

Amostras 
wnat 
(%) 

γnat 

(KN/m3) 

γs 

(KN/m3)

LL
(%)

LP
(%)

IP 
(%)

Argila
(%) 

Silte
(%) 

Areia 
(%) 

Pedreg. 
(%) 

USCS

A-04 34.88 17.360 27.369 54 31 23 50 15 34.5 0.5 MH 

A-05 9.03 16.267 26.976 26 15 11 11 7 80.5 1.5 SC 

wnat (teor de umidade do solo ao natural); γnat (peso específico natural); gs (peso 
específico dos sólidos); LL (limite de liquidez); LP (limite de plasticidade); IP (índice de 
plasticidade). Fonte: GOUVÊA (2000). 

 

Na Figura 18 estão apresentados os resultados dos ensaios edométricos 

das amostras A-04 e A-05, de acordo com NBR 12007 (ABNT, 1990). 

Na Tabela 09 são apresentadas as características das amostras usadas 

nos ensaios edométricos, bem como valores dos parâmetros dos solos 

obtidos nesses ensaios. 
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Tabela 09 – Parâmetros obtidos dos ensaios edométricos. 

Amostras 
wnat 
(%) 

γnat 

(KN/m3) 
eo 

Sr  
(%) 

σ’a 

(kPa) 
Cc OCR 

A-04 34.88 17.607 1.097 87.04 245 0.3209 9.33 

A-05 10.37 16.474 0.808 34.65 150 0.2046 4.66 

wnat (teor de umidade do solo ao natural); γnat (peso específico natural); eo (índice de 
vazios inicial); Sr (grau de saturação); σ’a (tensão vertical de pré-adensamento); Cc 
(índice de compressão virgem); OCR (razão de pré-adensamento). Fonte: GOUVÊA (2000). 

 

 
a) Amostra A-04 

 
b) Amostra A-05 

Figura 18 – Trajetória e-log(σv). Fonte: GOUVÊA (2000). 
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Os ensaios de compressão triaxial – CID (consolidado isotropicamente e 

drenado) foram realizados com amostras indeformadas, no estado 

natural. Os corpos-de-prova cilíndricos com diâmetro de 3,567 cm e altura 

de 8,102 cm, aproximadamente, foram submetidos a tensões de 

confinamento de 50, 100 e 200 kPa. A velocidade utilizada na fase de 

cisalhamento dos corpos-de-prova foi de 0,09 mm/min. 

Na Figura 19, são apresentadas as curvas tensão desviadora-deformação 

axial e a de variação volumétrica das amostras A-04 e A-05.  

Na Tabela 10 estão indicadas as características das amostras nos 

ensaios triaxiais e os valores dos parâmetros de resistência ao 

cisalhamento dos solos. 

Na Figura 20 apresenta-se a curva tensão x recalque da prova de carga. 

GOUVÊA (2000) supôs que a ruptura do solo ocorreu quando a força 

aplicada atingiu aproximadamente 455,3 kN, já que, a partir deste ponto, 

houve deformação excessiva do solo. 

 

Tabela 10 – Características das amostras e parâmetros de resistência 

obtidos nos ensaios triaxiais 

Amostras wnat (%) γnat (KN/m3) c’ (kPa) φ’(º) 

A-04 35,80 17,360 60 22 

A-05 9,11 16,060 20.2 29.5 

wnat (teor de umidade do solo ao natural); γnat (peso específico natural); c’ (coesão); φ 
(ângulo de atrito). Fonte: GOUVÊA (2000). 
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a) Amostra A-04 

 
b) Amostra A-05 

Figura 19 – Curvas de tensão-deformação e de variação volumétrica 

obtidas no ensaio CID. Fonte: GOUVÊA (2000). 
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Figura 20 – Curva tensão-recalque – sapata-teste. Fonte: GOUVÊA (2000). 

 

GOUVÊA (2000) teceu algumas considerações importantes sobre a prova 

de carga: 

- A amostra indeformada relativa à camada do fundo da escavação, 

amostra A-05, não foi retirada do fundo da escavação executada para 

assentar a sapata-teste, uma vez que tal procedimento alteraria as 

condições naturais do solo. A amostra foi retirada da escavação feita para 

a construção do pilar P-06, distante 1,80 da sapata; 

- A sondagem SPT-03 foi executada após a conclusão dos serviços de 

terraplenagem feitos com equipamentos pesados (carregadeira 966), o 

que certamente afetou as camadas mais rasas; 

- Utilizou-se, na execução da prova de carga, um conjunto macaco 

hidráulico inadequado, tendo em vista que sua capacidade de carga 
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nominal era de 2.500 kN e as cargas mínima e máxima do ensaio foram 

de, aproximadamente, 40 e 500 kN, respectivamente; 

- A sapata foi assentada sobre uma camada de 5 cm de espessura de 

concreto magro e, em seguida, foi executado o reaterro da escavação 

aberta para a construção da sapata, compactando-se o solo com alta 

energia de compactação. Concluiu-se que esses procedimentos 

diminuíram os recalques obtidos no ensaio da prova de carga; 

- Durante a realização da prova de carga, a partir da tensão aplicada de 

345 kPa, observou-se uma pequena inclinação da sapata-teste, 

desqualificando os dados a partir desse valor de tensão. 

 

3.3 Prova de carga realizada por DUARTE (2006) 

A prova de carga realizada por DUARTE (2006) foi executada em uma 

sapata de concreto armado, rígida, quadrada, de lado igual a 0,80 m. O 

ensaio foi realizado no Campo Experimental da Agronomia, localizado no 

Campus da Universidade Federal de Viçosa – Viçosa-MG, próximo ao 

Supermercado Escola (Figura 21). A base da sapata foi locada a uma 

profundidade de 0,50 m, sobre um solo saprolítico (residual jovem). 

Na Figura 22 apresentam-se, em planta baixa, as dimensões do 

experimento, o esquema de reação e a locação dos furos nos quais foram 

realizados os ensaios de campo. 

Os resultados do ensaio SPT estão apresentados na Figura 23. Observa-

se que a camada de solo residual jovem, classificado como argila arenosa 

com mica marrom, tem cerca de 3 m de espessura e um valor médio de 

NSPT igual a 10. 
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Figura 21 – Localização do ensaio no Campo Experimental. Fonte: DUARTE 

(2006). 

 

Figura 22 – Locação dos ensaios de campo realizados no experimento. 
Fonte: DUARTE (2006). 
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Figura 23 – Laudo da sondagem. Fonte: DUARTE (2006). 

 

Como a sapata tem 0,80 m de lado, o bulbo de tensões não se estende 

além da camada de solo residual jovem. Assim sendo, DUARTE (2006) 

realizou ensaios de caracterização, edométricos e triaxiais com amostras 

deformadas e indeformadas desse solo. Na Tabela 11, encontram-se os 

resultados dos ensaios de caracterização e na Figura 24 apresenta-se o 

resultado do ensaio edométrico.  
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Tabela 11 – Caracterização geotécnica do solo em estudo. 
Granulometria Limites Índices Físicos 

Profundidade
(m) 

Argila 
(%) 

Silte 
(%) 

Areia
(%) 

LL LP IP W 
(%) 

γs 

(kN/m3)  

γnat 

(kN/m3) 

0,40-2,20 51 19 30 60,80 35,06 25,74 31,21 27,72 16,44 
Fonte: DUARTE (2006). 

 

 
Figura 24 – Gráfico de tensão vertical-índice de vazios. Fonte: DUARTE (2006). 

 

Os ensaios de compressão triaxial – CID (consolidado isotropicamente e 

drenado) foram realizados com amostras no estado natural. As tensões 

confinantes de 100, 250, 500 kPa foram escolhidas com base nos dados 

fornecidos pelos ensaios edométricos e nos níveis de tensão gerados 

durante a prova de carga. Na fase de cisalhamento, a velocidade de 

deformação foi de 0,15 mm/mim. 

Na Figura 25 encontram-se as curvas de tensão-deformação axial e de 

deformação volumétrica obtidas nos ensaios triaxiais e, na Tabela 12, os 

valores dos parâmetros obtidos com esses ensaios. 
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Na Figura 26 apresenta-se a curva carga x recalque obtida na prova de 

carga. 

 

 

Figura 25 – Curvas de tensão-deformação e de variação volumétrica 

obtidas no ensaio CID. Fonte: DUARTE (2006). 

 

Tabela 12 – Parâmetros obtidos dos ensaios triaxiais 

Prof. (m) Wnat (%) 
γnat 

(kN/m3) 
c’ (kPa) φ ( º ) 

0,50 35,53 16,44 65,2 21 

Fonte: DUARTE (2006). 
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Figura 26 – Curva Carga-Recalque da prova de carga. Fonte: DUARTE (2006). 

 

3.4 Metodologia utilizada nas análises numéricas 

As análises numéricas foram executadas utilizando os programas 

SIGMA/W, comercializado pela Geo-Slope International Ltd., e o 

programa ANLOG (Análise Não-Linear de Obras Geotécnicas) 

desenvolvido por NOGUEIRA (1998). 

As análises foram realizadas utilizando os modelos linear-elástico, não-

linear-elástico (hiperbólico) e elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-

Coulomb, implementados no programa SIGMA/W. O programa ANLOG, 

além dos modelos referidos anteriormente, permite realizar análises com 

o modelo elasto-plástico de Lade-Kim, o qual não está incluído no 

programa SIGMA/W. 

Os resultados obtidos dos dois programas foram comparados.  

As análises foram realizadas em três etapas: 
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1) A primeira consistiu em calcular o estado de tensão inicial do maciço 

admitindo, para cada camada de solo, diferentes valores de razão de pré-

adensamento; 

2) A segunda consistiu em considerar uma sobrecarga na superfície do 

terreno para simular o embutimento das sapatas. Na simulação da prova 

de carga realizada por GOUVÊA (2000) foi considerada uma sobrecarga 

de 30,38 kN aplicada em toda a superfície devido ao reaterro da 

escavação executada para construir a sapata. Na simulação da prova de 

carga realizada por DUARTE (2006) o valor da sobrecarga foi de 8,22 kN; 

3) Na terceira fez-se a simulação do carregamento da sapata. Uma vez 

que os solos estavam pré-adensados, até um deslocamento vertical da 

sapata de 2,8 mm para GOUVÊA (2000) e de 2,0 mm para DUARTE 

(2006), considerou-se o comportamento do solo residual como sendo 

linear-elástico nas análises feitas com os modelos hiperbólico e elasto-

plástico de Lade-Kim. Estes deslocamentos foram impostos até atingir a 

tensão de pré-adensamento do solo. Na análise com o modelo de Mohr-

Coulomb não foi necessário proceder desse modo. As tensões obtidas na 

segunda etapa foram consideradas como tensões iniciais para essa 

etapa. 

Nas análises numéricas, os modelos hiperbólico, Mohr-Coulomb e Lade-

Kim foram utilizados até a profundidade de 2,8 m para o caso de DUARTE 

(2006) e 2,25 m para o caso de GOUVÊA (2000). Devido à falta de dados 

experimentais em maiores profundidades, a partir dos valores 

mencionados anteriormente, utilizou-se o modelo linear-elástico para 

simular o comportamento do solo em todas as análises. A Figura 27 

mostra as delimitações das camadas por tipo de material, e as Tabelas 13 

e 14 mostram os modelos utilizados e os materiais dos maciços. 

Os valores de coeficiente de Poisson e de módulo de elasticidade, 

utilizados nas análises com os modelos linear-elástico e o de Mohr-

Coulomb, foram determinados por tentativa em que se buscava 

representar, da melhor maneira, o comportamento inicial da prova de 

carga. 
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a) GOUVÊA (2000) 

 
 

b) DUARTE (2006) 

Figura 27 – Delimitação de materiais por modelo utilizado. 

 

Para o modelo de Mohr-Coulomb seguiu-se a sugestão de Terzaghi 

(1943) (citado por DUARTE, 2006) de se fazer uma redução nos 

parâmetros de resistência, ângulo de atrito e coesão, quando existir uma 

ruptura do tipo local, caso das provas de carga analisadas nessa 

dissertação. A redução sugerida por Terzaghi (1943) e seguida nas 

análises numéricas para este modelo correspondem a: 

 
c)3/2(*c =  (78)

 
)(tg)3/2()*(tg °φ=°φ  (79)

 
DUARTE (2006) também utilizou a redução dos parâmetros de resistência 

proposta por Terzaghi (1943) para estimar a tensão de ruptura do solo e 

assim comparar com outros métodos utilizados e com os resultados da 

prova de carga. 

Na Tabela 15 encontram-se os parâmetros utilizados no modelo de Mohr-

Coulomb com a redução sugerida por Terzaghi (1943). Os parâmetros 

coesão e ângulo de atrito foram determinados na calibração do modelo 

hiperbólico. 
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Tabela 13 – Modelos utilizados e os materiais empregados nas análises 

com os dados de GOUVÊA (2000). 

Material 01 Material 02 Material 03 

Mohr-Coulomb 
Amostra A-04 

(ver parâmetros na Tabela 
15) 

Mohr-Coulomb 
Amostra A-05 

(ver parâmetros na Tabela 
15) 

Linear e Elástico 
ν = 0,2 

E = 60.000 kPa 

Linear e Elástico  
Amostra A-04 

ν = 0,2 
E = 60.000 kPa 

Linear e Elástico  
Amostra A-05 

ν = 0,2 
E = 60.000 kPa 

Linear e Elástico 
ν = 0,2 

E = 60.000 kPa 

Hiperbólico 
Amostra A-04 

(ver parâmetros na Tabela 
17) 

Hiperbólico 
Amostra A-05 

(ver parâmetros na Tabela 
17) 

Linear e Elástico 
ν = 0,2 

E = 60.000 kPa 

Lade-Kim 
Amostra A-04 

(ver parâmetros na Tabela 
19) 

Lade-Kim 
Amostra A-05 

(ver parâmetros na Tabela 
19) 

Linear e Elástico 
ν = 0,2 

E = 60.000 kPa 

 

Tabela 14 – Modelos utilizados e os materiais empregados nas análises 

com os dados de DUARTE (2006). 

Material 01 Material 02 

Mohr-Coulomb 
Amostra D-01 

(ver parâmetros na Tabela 15) 

Linear e Elástico 
ν = 0,2 

E = 40.000 kPa 

Hiperbólico 
Amostra D-01 

(ver parâmetros na Tabela 17) 

Linear e Elástico 
ν = 0,2 

E = 12.500 kPa 

Lade-Kim 
Amostra D-01 

(ver parâmetros na Tabela 19) 

Linear e Elástico 
ν = 0,2 

E = 12.500 kPa 

 

Tabela 15 – Parâmetros do modelo de Mohr-Coulomb. 

Amostras ν E (kPa) φ (º) c (kPa) 

A-04 14,2 33,4 

A-05 
40.000 

18,2 17 

D-01 

0,2 

12.500 14 22,8 
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Na Tabela 16 encontram-se as principais características das análises 

realizadas. As características apresentadas nesta tabela servem tanto 

para o programa ANLOG quanto para o programa SIGMA/W, cujas 

análises foram feitas seguindo os mesmos procedimentos. 

 

Tabela 16 – Características das análises numéricas das provas de carga. 

Características GOUVÊA (2000) DUARTE (2006) 

Sapata 1,0 x 1,0 0,80 x 0,8 
Dimensões (m) 

Malha 6,0 x 6,0 5,0 x 5,0 

Tipo de análise  Axissimétrica 

Tipo de elemento Isoparamétricos de 8 nós 

Nº. de elementos 242 (SIGMA/W); 224 (ANLOG) 192 

Nº. de nós 789 (SIGMA/W); 733 (ANLOG) 627 

Laterais direita 
e esquerda Restringido deslocamento na direção horizontal 

Base do maciço Restringido deslocamento nas direções vertical e 
horizontal Condições de 

contorno 

Base da sapata Deslocamento prescrito 
de 37 mm 

Deslocamento 

prescrito de 88,372 

mm 

Critério de 
convergência 

Razão entre a norma euclidiana do vetor de força 
desequilibrada pela norma euclidiana do vetor de 

força externa (Bathe, 1982) 

Tolerância 10-4 

Processo de 
solução 
Newton-
Raphson Nº. máximo de 

iterações 100 

Nº. de camadas 13 
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CAPÍTULO 4 

 

 

CALIBRAÇÃO DOS MODELOS CONSTITUTIVOS 
 
 

4.1 Introdução 
 

Neste capitulo, apresentam-se os procedimentos de calibração e os 

resultados obtidos na determinação dos parâmetros dos modelos 

constitutivos usados na análise numérica. 

4.2 Modelo Não-Linear e Elástico Hiperbólico 
 

Para realizar a calibração do modelo hiperbólico, utilizaram-se os 

resultados dos ensaios triaxiais feitos por GOUVÊA (2000) e DUARTE 

(2006) apresentados nos itens 3.2 e 3.3 do capítulo 3. 

Os parâmetros necessários para a calibração do modelo e a metodologia 

usada para a determinação destes parâmetros foram detalhados no 

capítulo 2, item 2.3. 

Neste item, serão apresentados os resultados das etapas necessárias 

para a obtenção dos parâmetros. 

As amostras A-04 e A-05 referem-se ao trabalho de GOUVÊA (2000), 

enquanto a amostra D-01 refere-se aos ensaios realizados por DUARTE 

(2006). 

Em alguns gráficos são apresentadas curvas de regressão linear que não 

estão exatamente em cima dos dados de laboratório. Esta diferença se 

deve a necessidade de encontrar um grupo de parâmetros que melhor se 

ajustem ao comportamento do solo estudado. 

Na Figura 28 encontram-se os gráficos normalizados necessários para a 

determinação das constantes a e b da Equação (07). 
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c) Amostra D-01 

Figura 28 – Gráfico normalizado. 
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Na Figura 29 encontra-se a envoltória de ruptura necessária para a 

determinação dos parâmetros de resistência c e φ’ utilizados na Equação 

(11). 
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a) Amostra A-04 
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b) Amostra A-05 
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c) Amostra D-01 

Figura 29 – Envoltória de ruptura. 
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Na Figura 30 encontram-se as curvas necessárias para a determinação 

dos parâmetros k e n utilizados na Equação (08). 
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c) Amostra D-01 

Figura 30 – Parâmetros k e n. 
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Na Figura 31 encontra-se a curva necessária para a determinação do Kb e 

m utilizados na Equação (19). 
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c) Amostra D-01  

Figura 31 – Parâmetros kb e m. 
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Na Tabela 17 apresenta-se um resumo dos parâmetros obtidos na 

calibração do modelo hiperbólico. 

Comparações entre as curvas da reconstituição do modelo e os 

resultados de laboratório estão mostradas nas Figuras 32, 33 e 34. 

 

Tabela 17 – Resumo dos parâmetros do modelo hiperbólico. 
Amostra c (kPa) φ (º) Rf K n Kb m 

A-04 50,11 20,77 0,76 236,49 -0,385 53,33 -0,686 

A-05 25,53 26,30 0,81 165,96 0 29,60 -0,001 

D-01 34,18 20,57 0,75 121,60 0,3615 32,87 0,417 

 

 
Amostra A-04 

Figura 32 – Comparação entre as curvas de tensão x deformação e 

deformação volumétrica obtidas no laboratório e pelo modelo hiperbólico. 
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Amostra A-05 

 

Figura 33 – Comparação entre as curvas de tensão x deformação e 

deformação volumétrica obtidas no laboratório e pelo modelo hiperbólico. 

 

 
Amostra D-01 

Figura 34 – Comparação entre as curvas de tensão x deformação e 

deformação volumétrica obtidas no laboratório e pelo modelo hiperbólico. 



 64

  

Observando as Figuras 32, 33 e 34 podem-se concluir para quais curvas 

o modelo teve uma boa representação dos resultados de laboratório: 

Para a Amostra A-04, verifica-se que o modelo reconstituiu muito bem o 

comportamento tensão-deformação do solo para as tensões de 100 e 200 

kPa e, para a tensão de 50 kPa a curva de reconstituição ficou um pouco 

abaixo da curva de laboratório. Na curva de variação volumétrica o 

modelo só foi adequado para a reconstituição da tensão de 50 kPa, 

enquanto que para a tensão de 100 kPa a representação foi razoável e 

não tão bem para a tensão de 200 kPa. 

Para a Amostra A-05, observa-se que o modelo reconstituiu muito bem o 

comportamento tensão-deformação do solo para as tensões de 50 e 100 

kPa e não tão bem para a tensão de 200 kPa. Na curva de variação 

volumétrica, assim como para a amostra A-04, o modelo só foi satisfatório 

para a reconstituição da tensão de 50 kPa, razoável para a tensão de 100 

kPa e não tão bem para a tensão de 200 kPa. 

Por fim, para a Amostra D-01 o modelo reconstituiu muito bem o 

comportamento tensão-deformação do solo para as tensões de 100 e 500 

kPa, no entanto para a tensão de 250 kPa a curva de reconstituição ficou 

um pouco abaixo da curva de laboratório. Para a curva de deformação 

volumétrica o modelo não foi satisfatório, justificado talvez por algum erro 

no momento da realização do ensaio no laboratório já que a curva de 250 

kPa possui uma deformação volumétrica maior do que a curva da tensão 

de 500 kPa. 

 

4.3 Modelo Elasto-Plástico de Lade-Kim 
 

Para realizar a calibração do modelo de Lade-Kim, utilizaram-se os 

resultados dos ensaios edométricos e triaxiais feitos por GOUVÊA (2000) 

e DUARTE (2006) apresentados nos itens 3.2 e 3.3 respectivamente, do 

capítulo 3. 
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Os parâmetros necessários para a calibração deste modelo e o seu modo 

de obtenção estão detalhados no capítulo 2, item 2.4.2. 

Como dito no capítulo 2, os parâmetros do modelo elasto-plástico de 

Lade-Kim são obtidos através de ensaios de compressão hidrostática e 

triaxiais. Como para esta análise não se dispunha do ensaio de 

compressão hidrostática, foi necessário fazer um ajuste de forma a obter 

os dados necessários para a calibração do modelo através do ensaio 

edométrico em substituição ao de compressão hidrostática. Como se 

sabe, neste ultimo, as tensões σ1, σ2 e σ3 são iguais, enquanto no ensaio 

edométrico somente as tensões σ2 e σ3 são iguais. 

Na Tabela 18 encontram-se as considerações feitas nos valores das 

tensões para a utilização dos dados do ensaio edométrico em substituição 

ao ensaio de compressão hidrostática. 

Tabela 18 – Considerações feitas ao utilizar o ensaio edométrico no 

modelo de Lade-Kim.  
Ensaio Isotrópico Ensaio edométrico 

321 σ=σ≠σ  

321 σ=σ=σ  
132 1

σ
υ−

υ
=σ=σ  

3211I σ+σ+σ=  11 1
1I σ

υ−
υ+

=  

  

A Figura 35 mostra a curva de determinação dos parâmetros M e λ, sendo 

que M é o valor da ordenada correspondente a abcissa igual a 1 e λ a 

inclinação da reta. Estes parâmetros são usados na Equação 48. 
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a) Amostra A-04 

 
b) Amostra A-05 

 
c) D-01 

Figura 35 – Curva para a determinação dos parâmetros M e λ. 

 

O parâmetro p é a inclinação da reta e c é o valor da ordenada quando a 

abscissa é igual a 1 (Figura 36). 
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a) Amostra A-04 

 
b) Amostra A-05 

 
c) Amostra D-01 

Figura 36 – Curva para a determinação dos parâmetros c e p. 

 

Na Figura 37 apresentam-se os gráficos que permitem a determinação 

dos parâmetros de ruptura m e η1. O parâmetro m é a inclinação da reta e 

η1 é o valor da ordenada quando a abscissa é igual a 1. 
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a) Amostra A-04 

 
b) Amostra A-05 

 
c) Amostra D-01 

Figura 37 – Curva para a determinação dos parâmetros η1 e m. 

 

Fazendo-se regressão linear dos pontos da curva da Figura 38, o 

parâmetro μ será a inclinação da reta e ψ2 será o valor que a reta cortará 

o eixo y. Estes dois parâmetros são usados na Equação 55. 

 



 69

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

0 1 2 3 4
ζx

ζy

50 kPa
100 kPa
200 kPa

 
a) Amostra A-04 

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

0 1 2 3 4ζx

ζy

50 kPa
100 kPa
200 kPa
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c) Amostra D-01 

Figura 38 – Curva para a determinação dos parâmetros ψ2 e μ. 
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O parâmetro α é determinado a partir da curva apresentada na Figura 39, 

cujo valor corresponde a q80%. Este valor de α é usado na Equação (70).  
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a) Amostra A-04 
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c) Amostra D-01 

Figura 39 – Curva para a determinação do parâmetro α. 
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O parâmetro constante h é determinado com base no trabalho plástico, 

constante ao longo da superfície de plastificação através da Equação 

(67). 

O resumo dos parâmetros determinados através dos gráficos mostrados 

anteriormente é apresentado na Tabela 19. 

 

Tabela 19 – Parâmetros utilizados no modelo de Lade-Kim 

Elásticos Colapsíveis Ruptura Escoamento Potencial 
plástico Amostras 

M λ c ρ η1 m  ψ1 h α  ψ2 μ 
A-04 464,5 0,064 0,00069 1,68 245,5 1,17 0,0013 0,82 0,89 -3,03 3,18 
A-05 333,6 0,206 0,00575 1,29 50,7 0,45 0,004 0,86 0,58 -3.01 2,38 
D-01 206,1 0,179 0,001 1,33 30,6 0,43 0,004 0,50 1 -3,02 2,31 

 

Após a determinação dos parâmetros, fez-se a reconstituição das curvas 

de laboratório dos ensaios triaxiais para comparar com os resultados 

obtidos no laboratório (Figuras 40, 41 e 42). 

 

 
Amostra A-04 

Figura 40 – Comparação entre as curvas de tensão x deformação e de 

variação volumétrica obtidas no laboratório e pelo modelo de Lade-Kim. 
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Amostra A-05 

Figura 41 – Comparação entre as curvas de tensão x deformação e de 

variação volumétrica obtidas no laboratório e pelo modelo de Lade-Kim. 

 

 
Amostra D-01 

Figura 42 – Comparação entre as curvas de tensão x deformação e de 

variação volumétrica obtidas no laboratório e pelo modelo de Lade-Kim. 
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Observando as Figuras 40, 41 e 42 podem-se concluir: 

Para a Amostra A-04 a relação tensão-deformação obtida com o modelo 

não representou bem as curvas de laboratório, somente para a tensão de 

100 kPa foi razoável em sua reconstituição. Para a relação de deformação 

axial por deformação volumétrica, o modelo reconstituiu muito bem o 

comportamento do solo para as tensões de 50 e 100 kPa e para a tensão 

de 200 kPa houve uma deformação volumétrica menor do modelo em 

relação ao laboratório. 

Para a Amostra A-05, observa-se que o modelo reconstituiu muito bem o 

comportamento do solo para as tensões de 100 e 200 kPa para a relação 

tensão-deformação e não tão bem para a tensão de 50 kPa. Na curva de 

variação volumétrica o modelo só foi satisfatório para a reconstituição da 

tensão de 100 kPa, para a tensões de 50 e 200 kPa o modelo não 

reconstituiu de forma razoável os resultados de laboratório. 

Por fim, para a Amostra D-01, o modelo reconstituiu muito bem o 

comportamento tensão-deformação do solo para todas as tensões de 

confinamento. Para a curva de deformação volumétrica, o modelo só foi 

satisfatório para a tensão de 100 kPa, para as demais tensões o modelo 

não reconstituiu o resultado de laboratório, devido provavelmente a algum 

erro no momento da execução do ensaio no laboratório já que a curva de 

250 kPa possui uma deformação volumétrica maior do que a curva para a 

tensão de 500 kPa. 
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CAPÍTULO 5 

 

 

ANÁLISE NUMÉRICA 

 

5.1 Introdução 

Neste capítulo são apresentadas as análises numéricas das provas de 

carga executadas por GOUVÊA (2000) e DUARTE (2006) em que se 

utilizaram os modelos não-linear-elástico (hiperbólico), elástico-

perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb e elasto-plástico de Lade-Kim, 

cujos parâmetros foram apresentados no capítulo anterior. 

 

5.2 Análises numéricas da prova de carga realizada por GOUVÊA 
(2000) 

Como mencionado anteriormente, esta prova de carga foi executada em 

uma sapata quadrada de lado igual a 1,0 m. Como não se dispunha de 

um programa computacional em elementos finitos tri-dimensional, a 

análise numérica foi realizada supondo o problema axissimétrico, tendo-

se considerado uma sapata circular, de área equivalente à da sapata 

quadrada, com raio de 0,56 m.  

Dispunham-se dos resultados de ensaios de laboratório de duas amostras 

retiradas próximo à base da sapata: amostras A-04 e A-05. Os 

parâmetros obtidos com a calibração da amostra A-04 foram admitidos 

válidos até a profundidade de 0,75m e, a partir daí até a profundidade de 

2,25m, utilizaram-se os parâmetros determinados com a calibração da 

amostra A-05. De 2,25m até 6,0m, considerou-se um comportamento 

elástico linear para o solo devido à inexistência de dados experimentais e 

a pouca influência do material no comportamento da fundação. 
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5.2.1 Estado de tensão inicial 

A primeira etapa da análise consistiu na determinação do estado de 

tensão inicial do maciço. Para isso foi necessário conhecer o peso 

específico do solo em seu estado natural (γnat) e seu coeficiente de 

empuxo no repouso (Ko). Como o maciço havia sofrido descarregamento 

devido à escavação do platô no qual se construiu o edifício, subdividiu-se 

o maciço em treze camadas, com diferentes valores de γnat e Ko, para 

calcular o coeficiente de empuxo do solo no repouso. A geometria, o 

número de camadas, a malha de elementos finitos e as condições de 

contorno do problema estão apresentadas na Figura 43. 

 

 

Figura 43 – Malha de elementos finitos utilizada para a determinação do 

estado de tensão inicial do maciço. SIGMA/W. 
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Para o cálculo do coeficiente de empuxo no repouso do solo pré-

adensado, Ko
PA, utilizou-se a expressão proposta por MAYNE e 

KULHAWY, 1982 (citado por GOUVÊA, 2000): 

 
φ′= senNA

o
PA
o OCRKK  (80)

 
em que OCR é a razão de pré-adensamento do solo e Ko

NA é o 

coeficiente de empuxo do solo normalmente adensado, calculado pela 

expressão proposta por JACKY, 1944 (citado por GOUVÊA, 2000): 

 
φ′−= sen1KNA

o  (81)
 

em que φ’ é o ângulo de atrito efetivo do solo, igual a 20,8º para a amostra 

A-04 e 26,3º para a amostra A-05. Logo, os valores de Ko
NA calculados 

são de 0,64 e 0,56, respectivamente, para as amostras A-04 e A-05. 

Com base na Figura 44, com a tensão de pré-adensamento obtida no 

ensaio de compressibilidade e o peso especifico natural da amostra na 

cota de 1,75 m, apresentados na Tabela 09 do capítulo 3, pode-se 

determinar a altura inicial do talude escavado para a construção do 

edifício, por meio da expressão: 

 

h
γ
σH

nat

PA
v −

′
=  (82)

 

 

Figura 44 – Determinação da altura do talude escavado. 

 

H

h = 1,75m
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Dessa forma, calculou-se H igual a 7,36 m. Com esse valor foi possível 

obter, para cada ponto no interior do maciço com profundidade z, o valor 

de OCR pela expressão: 

 

1
z
H

γh
γ)hH(

OCR
nat

nat +=
+

=  (83)

 
e o valor de Ko

PA por meio da equação (80). 

Na Figura 45, pode-se observar a variação da razão de pré-adensamento 

com a profundidade. Na Tabela 20 apresentam-se os valores calculados 

das tensões iniciais no maciço. Na Figura 46, são apresentadas as 

isóbaras das tensões iniciais. 

Pode-se observar, tanto na Tabela 20 quanto na Figura 46, que a tensão 

horizontal é maior que a tensão vertical até a cota de 2,75 m. A partir 

desse ponto, o valor de Ko passa a ser menor que 1,0 e as tensões 

verticais passam a ser maiores que as tensões horizontais. 
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Figura 45 – Variação de OCR com a profundidade. 
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Tabela 20 – Variação das propriedades do solo com a profundidade. 

z (m) γ nat  OCR KO
PA σV ' (kPa) σh (kPa) 

0.25 17.36 30.44 2.50 4.34 10.86 

0.50 17.36 15.72 1.87 8.68 16.26 

0.75 16.27 10.81 1.59 12.20 19.40 

1.00 16.27 8.36 1.42 16.27 23.11 

1.25 16.27 6.89 1.30 20.34 26.54 

1.50 16.27 5.91 1.22 24.41 29.77 

1.75 16.27 5.21 1.15 28.47 32.86 

2.00 18 4.68 1.10 36.00 39.66 

2.25 18 4.27 1.06 40.50 42.86 

2.75 18 3.68 0.99 49.50 49.05 

3.25 18 3.26 0.94 58.50 55.03 

3.75 18 2.96 0.90 67.50 60.85 

6.00 18 2.23 0.80 108.00 85.90 

 

 
a) Tensões verticais (kPa) 

 
b) Tensões horizontais (kPa) 

Figura 46 – Tensões verticais e horizontais (SIGMA/W). 

 

5.2.2 Carregamento devido ao embutimento da sapata 

A segunda etapa da análise, a simulação do embutimento da sapata foi 

realizada de forma aproximada por meio da aplicação de uma sobrecarga 

em toda a superfície do maciço. O valor da sobrecarga, γD, em que γ 
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corresponde ao peso específico do solo e D à profundidade de 

embutimento, foi 30,38 kN que corresponde a γ igual a 17,36 kN/m3 e D a 

1,75 m. As tensões calculadas na primeira etapa foram utilizadas como 

tensões iniciais desta etapa. 

As isóbaras das tensões verticais e horizontais definidas nessa etapa 

estão apresentadas na Figura 47. 

 

 
a) Tensões verticais (kPa) 

 
b) Tensões horizontais (kPa) 

Figura 47 – Isóbaras das tensões verticais e horizontais (SIGMA/W). 

 

Essa etapa e a anterior foram executadas pelos programas SIGMA/W e 

ANLOG. Verifica-se no gráfico da Figura 48 que as tensões verticais e 

horizontais calculadas com os dois programas são praticamente iguais. 
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Figura 48 – Comparação das distribuições de tensões verticais e 

horizontais obtidas com os programas SIGMA/W e ANLOG. 

 

A terceira etapa da análise consistiu na simulação do carregamento da 

sapata em que se modelou o comportamento do solo segundo os 

modelos de Mohr-Coulomb, hiperbólico e Lade-Kim. Para isso, 

incrementos de deslocamento vertical foram impostos aos nós 

correspondentes à sapata até que o deslocamento vertical total atingisse 

37 mm. Optou-se por simular o carregamento desta forma ao invés de se 

utilizar incrementos de força, porque assim as soluções não lineares se 

mostraram mais estáveis. 

 

5.2.3 Modelo elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb 

Os parâmetros utilizados no modelo de Mohr-Coulomb, assim como as 

principais características dessa análise, encontram-se, respectivamente, 

nas Tabelas 15 e 16 do Capítulo 3. 

Na Figura 49 apresenta-se a comparação entre as regiões plastificadas 

calculadas pelos programas SIGMA/W e ANLOG. Na Figura 50 

apresentam-se os deslocamentos nodais no maciço determinados pelos 
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dois programas, enquanto que na Figura 51 mostram-se as curvas de 

mesmos deslocamentos. Esses resultados correspondem à última etapa 

de carregamento (deslocamento vertical da sapata igual a 37 mm). Na 

Figura 52 apresentam-se as isóbaras de tensões verticais. Esses 

resultados também correspondem à última etapa de carregamento 

(deslocamento vertical da sapata igual a 37 mm).  

 

 
ANLOG                                       SIGMA/W 

Figura 49 – Comparação entre as regiões plastificadas fornecidas pelos 

programas ANLOG e SIGMA/W. 

 

 
ANLOG                                       SIGMA/W 

Figura 50 – Diagrama de deslocamentos nodais. Mohr-Coulomb. 
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ANLOG                                       SIGMA/W 

Figura 51 – Isocurvas de deslocamentos verticais (m). Mohr-Coulomb. 

 

 
ANLOG                                       SIGMA/W 

Figura 52 – Isóbaras de tensões verticais (kPa). Mohr-Coulomb. 

 

Uma análise dos bulbos de tensões indicados na Figura 52 mostra que na 

profundidade 2B = 2,12m, em que B é o diâmetro da sapata, a tensão 

vertical é de aproximadamente 150 kPa, que corresponde a cerca de 30% 

do carregamento. Esse valor é bem diferente do valor clássico dado pela 
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solução elástica de Boussinesq (1885), em que, a 2B de profundidade, o 

valor da tensão vertical é de 10% do carregamento aplicado. Houve, 

portanto, um aprofundamento do bulbo de tensões, certamente devido à 

consideração da plastificação do solo na solução numérica. 

A Figura 53 apresenta as distribuições da tensão vertical com a 

profundidade na vertical que passa pelo centro da sapata, para o 

deslocamento prescrito de 37 mm, obtidas com os dois programas. Como 

pode ser visto nesta figura as duas distribuições de tensões verticais são 

muito próximas. Verifica-se também a partir de 3,0 m de profundidade a 

tensão vertical volta a aumentar. Este aumento se deve ao efeito da soma 

da sobrecarga e peso próprio. A partir desta profundidade a sobrecarga 

diminui o seu efeito e há um aumento do peso próprio do solo, 

provocando este aumento na curva. 
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Figura 53 – Distribuição de tensão vertical com a profundidade abaixo do 

centro da sapata. 
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A Figura 54 apresenta a comparação entre os resultados obtidos na prova 

de carga e nas análises numéricas usando o modelo elástico-

perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb. 
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Figura 54 – Comparação entre a prova de carga e a modelagem 

numérica. Deslocamento prescrito. 

 

Na Figura 54 observa-se que os dois programas apresentaram resultados 

semelhantes. Entretanto, como se discutirá no final desse Capítulo, item 

5.6, no programa SIGMA/W, os pontos que rompem durante o processo 

de carregamento ainda continuam a ter capacidade de receber mais 

carga nos incrementos subseqüentes o que, certamente, é incoerente. O 

mesmo não acontece no programa ANLOG. Portanto, quanto mais pontos 

estiverem na ruptura, maiores serão as diferenças nas respostas 

fornecidas pelos dois programas, sendo que a resposta do programa 

ANLOG será mais correta. 
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As curvas definidas pelos dois programas e a da prova de carga 

mostraram resultados muito próximos até, aproximadamente, 300 kPa. A 

partir desse ponto, as curvas numéricas começaram a se afastar da curva 

da prova de carga, sendo que a resposta fornecida pelo programa 

ANLOG foi melhor do que a que a do programa SIGMA/W. 

 

5.2.4 Modelo não-linear e elástico (hiperbólico) 

Ao se fazer a simulação da fase de carregamento da sapata com os 

modelos hiperbólico e de Lade-Kim foi necessário representar o pré-

adensamento do solo. Para isso, enquanto a tensão de pré-adensamento 

não foi alcançada (deslocamento da sapata aproximadamente igual a 2,8 

mm), considerou-se o maciço com comportamento linear e elástico. Só a 

partir deste ponto é que os modelos hiperbólico e Lade-Kim eram 

acionados. 

Os módulos de elasticidade (E) e coeficiente de Poisson (υ) estão 

apresentados na Tabela 13. Os parâmetros empregados na análise com o 

modelo hiperbólico estão detalhados no item 4.2 do Capítulo 4. 

Na Figura 55, apresentam-se os níveis de tensão (programa ANLOG) e 

região de potencial plastificação (programa SIGMA/W) quando o recalque 

da sapata atinge 37 mm.  

Na Figura 56 são apresentadas os diagramas de deslocamentos nodais, 

na Figura 57 são apresentadas as isocurvas de deslocamentos verticais e 

na Figura 58 as isóbaras de tensões verticais. 
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ANLOG                                       SIGMA/W 

Figura 55 – Níveis de tensão (programa ANLOG) e região de potencial 

plastificação (programa SIGMA/W). Modelo hiperbólico. 

 

 
ANLOG                                       SIGMA/W 

Figura 56 – Diagrama de deslocamentos nodais. Hiperbólico. 
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ANLOG                                       SIGMA/W 

Figura 57 – Isocurvas de deslocamentos verticais (m). Hiperbólico. 

 

ANLOG                                       SIGMA/W 
Figura 58 – Isóbaras de tensões verticais (kPa). Hiperbólico. 

 

Na Figura 59 apresenta-se uma comparação entre a distribuição da 

tensão vertical com a profundidade na linha do centro da sapata para o 

deslocamento prescrito de 37 mm dada pelos dois programas. Como se 

pode observar, os valores são muito próximos. Verifica-se também a partir 

de 3,0 m de profundidade a tensão vertical volta a aumentar. Este 

aumento se deve ao efeito da soma da sobrecarga e peso próprio. A partir 
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desta profundidade a sobrecarga diminui o seu efeito e há um aumento do 

peso próprio do solo, provocando este aumento na curva. 
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Figura 59 – Distribuição de tensão vertical com a profundidade abaixo do 

centro da sapata. 

 

Na Figura 60 apresenta-se uma comparação entre as curvas carga-

recalque obtidas na prova de carga e nas análises numéricas realizadas 

com o modelo hiperbólico. Observa-se que as curvas fornecidas pelos 

dois programas são muito próximas e próximas também do resultado da 

prova de carga. Os trechos lineares e elásticos para as três curvas são 

praticamente coincidentes. 
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Figura 60 – Comparação entre a prova de carga e a modelagem 

numérica entre os programas SIGMA/W e ANLOG. 

 

5.2.4 Modelo elasto-plástico de Lade-Kim 

Como já mencionado anteriormente, essa análise só foi executada com o 

programa ANLOG, devido à indisponibilidade desse modelo no programa 

SIGMA/W. 

Os parâmetros utilizados estão detalhados no item 4.3 do Capítulo 4. 

Na Figura 61 encontram-se as isocurvas de deslocamentos verticais e na 

Figura 62, as isóbaras de tensões verticais. 
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Figura 61 – Isocurvas de deslocamentos verticais (m), ANLOG. Lade-

Kim. 

 

 
Figura 62 – Isóbaras de tensões verticais (kPa), ANLOG. Lade-Kim. 
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Figura 63 – Comparação entre a prova de carga e a modelagem numérica 

entre os programas SIGMA/W e ANLOG. 

 

Na Figura 63 verifica-se que a análise com o modelo de Lade-Kim 

representou de forma razoável a curva carga-recalque da sapata, apesar 

de não ter sido melhor do que a análise realizada com o modelo 

hiperbólico. Esperava-se, com o modelo de Lade-Kim, um desempenho 

melhor do que com os demais modelos, visto que o modelo de Lade-Kim 

utiliza mais parâmetros e, consequentemente representa mais 

características do comportamento do solo do que os outros. Esta 

discrepância talvez tenha ocorrido porque a integração das tensões, 

implementada até o presente momento no programa ANLOG quando se 

usa o modelo de Lade-Kim, ainda não é suficientemente precisa a ponto 

de se garantir que esse modelo esteja sendo inteiramente seguido 

durante o processo de carregamento. Detalhes das implementações deste 

modelo no programa ANLOG podem ser encontrados em NOGUEIRA 

(1998). 



 92

5.3 Análises numéricas da prova de carga realizada por DUARTE 
(2006) 

A análise numérica da prova de carga realizada por DUARTE (2006) 

seguiu os mesmos passos e considerações admitidas na análise da prova 

de carga realizada por GOUVÊA (2000). Desse modo, como o 

procedimento já foi descrito em detalhes no item anterior, não será 

repetido. 

Como a análise numérica é axissimétrica, foi necessário calcular uma 

área equivalente para que a sapata circular, de raio igual a 0,45 m 

representasse a sapata quadrada.  

Para essa análise dispunha-se de apenas uma amostra, D-01, retirada 

próximo à base da sapata. Os resultados obtidos com a calibração dessa 

amostra foram admitidos até a profundidade de 2,80 m. Daí em diante, até 

5,0 m, realizou-se uma análise linear e elástica devido à inexistência de 

ensaios laboratoriais nessas profundidades. 

 

5.3.1 Estado de tensão inicial 

A primeira etapa da análise consistiu na determinação do estado de 

tensão inicial do maciço. A geometria, o número de camadas, a malha de 

elementos finitos e as condições de contorno do problema estão 

apresentadas na Figura 64. 

Na Tabela 21 listam-se as tensões horizontais e os respectivos valores de 

OCR e de Ko
PA utilizados nessa etapa da análise.  

Na Figura 65 apresenta-se como a razão de pré-adensamento varia com 

a profundidade do solo. 

Na Figura 66 estão indicadas as isóbaras das tensões iniciais. 
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Figura 64 – Malha de elementos finitos utilizada na determinação do 

estado de tensão Inicial do maciço. 

 

Tabela 21 – Variação das propriedades do solo com a profundidade. 

z (m) γ nat  OCR KO
PA σ’V ' (kPa) σ'h (kPa) 

0.45 17.36 9.621249 1.444258 7.812 11.28254 
1.45 17.36 3.67556 1.02301 25.172 25.75121 
2.00 16.27 2.939781 0.944311 32.54 30.72789 
2.45 16.27 2.583495 0.901588 39.8615 35.93864 
3.00 16.27 2.293187 0.863885 48.81 42.16624 
3.45 16.27 2.124511 0.840553 56.1315 47.18151 
4.00 16.27 1.969891 0.818097 65.08 53.24174 
4.45 18 1.871812 0.80326 80.1 64.34112 
5.00 18 1.775912 0.788262 90 70.9436 
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Figura 65 – Variação de OCR com a profundidade. 
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a) Tensões verticais (kPa) 
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b) Tensões horizontais (kPa) 

Figura 66 – Tensões verticais e horizontais, SIGMA/W. 

 

Pode-se observar, tanto na Tabela 21 quanto na Figura 66, que a tensão 

horizontal é maior que a tensão vertical até a cota de 2,0 m. A partir desse 

ponto, o valor de Ko passa a ser menor que 1,0 e as tensões verticais 

passam a preponderar. Essa relação é representada pela Equação 80. 
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5.3.2 Carregamento devido ao embutimento da sapata 

A segunda etapa da análise, simulação do embutimento da sapata foi 

executada, de forma aproximada, por meio da aplicação de uma 

sobrecarga em toda a superfície do maciço. O valor da sobrecarga, γD, foi 

de 8,22 kN, correspondente a γ igual a 16,44 kN/m3 e D igual a 0,50 m. 

Na Figura 67 observam-se as isóbaras das tensões verticais e horizontais. 

Verifica-se no gráfico da Figura 67 que ambos os programas fornecem 

distribuições praticamente iguais tanto das tensões verticais quanto das 

tensões horizontais. 
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a) Tensões verticais (kPa) 
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b) Tensões horizontais (kPa) 

Figura 67 – Isóbaras das tensões verticais e horizontais, SIGMA/W. 
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Figura 68 – Comparação das distribuições de tensões verticais e 

horizontais entre os programas SIGMA/W e ANLOG. 

 

5.3.3 Modelo elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb 

Nessa terceira etapa da análise, simulação do carregamento da sapata, 

os parâmetros utilizados no modelo de Mohr-Coulomb encontram-se nas 

Tabelas 14 e 15 do Capítulo 3. 

Na Figura 69 apresentam-se comparações entre as regiões plastificadas 

fornecidas pelos programas ANLOG e SIGMA/W. 

Na Figura 70 estão indicados os deslocamentos nodais do maciço 

provocados pela sapata. Para isso, deslocamentos verticais foram 

impostos incrementalmente nos nós correspondentes à sapata até que o 

deslocamento vertical total atingisse 88,3717 mm. Na Figura 71, esses 

mesmos deslocamentos são mostrados na forma de isocurvas.  

Na Figura 72 apresentam-se as isóbaras de tensões verticais em kPa. 
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ANLOG                                            SIGMA/W 

Figura 69 – Comparação entre as regiões plastificadas fornecidas pelos 

programas SIGMA/W e ANLOG. Modelo de Mohr-Coulomb. 

 

 
ANLOG                                            SIGMA/W 

Figura 70 – Diagrama de deslocamentos nodais. Mohr-Coulomb. 
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ANLOG                                            SIGMA/W 

Figura 71 – Isocurvas de deslocamentos verticais (m). Mohr-Coulomb. 

 

 
ANLOG                                            SIGMA/W 

Figura 72 – Isóbaras de tensões verticais (kPa). Mohr-Coulomb. 

 

Da mesma forma que na análise anterior, verifica-se nas Figuras 72 e 73 

que à profundidade correspondente a 2B, a tensão vertical é 

consideravelmente maior que 10% do carregamento, evidenciando, mais 

uma vez, o aprofundamento do bulbo de tensões, certamente devido à 

plastificação do solo admitida pela solução numérica. 
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Na Figura 73 apresentam-se as distribuições de tensão vertical com a 

profundidade, ao longo da vertical que passa pelo centro da sapata, 

determinadas pelos dois programas, para o deslocamento prescrito de 

88,3717 mm. Os valores encontrados foram muito próximos. Verifica-se 

também a partir de 2,0 m de profundidade a tensão vertical volta a 

aumentar. Este aumento se deve ao efeito da soma da sobrecarga e peso 

próprio. A partir desta profundidade a sobrecarga diminui o seu efeito e há 

um aumento do peso próprio do solo, provocando este aumento na curva. 

 

0

1

2

3

4

5

0 100 200 300 400 500

Tensão Vertical (kPa)

Pr
of

un
di

da
de

 (m
)

Mohr-Coulomb (SIGMA/W)

Mohr-Coulomb ( ANLOG)

 
Figura 73 – Distribuição de tensão vertical com a profundidade abaixo do 

centro da sapata. 

 

Na Figura 74 apresenta-se uma comparação entre os resultados da prova 

de carga e da análise numérica usando o modelo de Mohr-Coulomb. 

Observa-se que tanto o programa SIGMA/W quanto o programa ANLOG 

representaram muito bem o comportamento da prova de carga.  
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Figura 74 – Comparação entre a prova de carga e a modelagem 

numérica. 

 

5.3.4 Modelo não-linear-elástico (hiperbólico) 

Na terceira etapa da análise, carregamento da sapata, para os modelos 

hiperbólico e de Lade-Kim, admitiu-se comportamento elástico linear para 

o maciço até um deslocamento da sapata de 2,0 mm, ou seja, até atingir a 

tensão de pré-adensamento do solo.  

Os módulos de elasticidade e coeficiente de Poisson estão apresentados 

na Tabela 14. Os parâmetros do modelo encontram-se no item 4.2 do 

Capítulo 4. 

Na Figura 75 apresentam-se os níveis de tensão (programa ANLOG) e 

região de potencial plastificação (programa SIGMA/W). E, na Figura 76 os 

campos de deslocamentos fornecidos pelos dois programas. 

Na Figura 77 encontram-se as isocurvas de deslocamentos verticais e, na 

Figura 78, as isóbaras de tensões verticais fornecidas pelos programas 

SIGMA/W e ANLOG. 
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Na Figura 79 apresenta-se uma comparação entre as distribuições de 

tensão vertical com a profundidade, ao longo da linha do centro da 

sapata, determinadas pelos dois programas, para o deslocamento 

prescrito de 88,3717 mm. Os valores encontrados foram muito próximos. 

Verifica-se também a partir de 2,0 m de profundidade a tensão vertical 

volta a aumentar. Este aumento se deve ao efeito da soma da sobrecarga 

e peso próprio. A partir desta profundidade a sobrecarga diminui o seu 

efeito e há um aumento do peso próprio do solo, provocando este 

aumento na curva. 

Na Figura 80 apresenta-se uma comparação entre as curvas tensão-

recalque da prova de carga e as resultantes das análises numéricas para 

esse modelo. 

 

 
ANLOG                                            SIGMA/W 

Figura 75 – Níveis de tensão (programa ANLOG) e região de potencial 

plastificação (programa SIGMA/W). Hiperbólico. 
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ANLOG                                            SIGMA/W  

Figura 76 – Diagrama de deslocamentos nodais. Hiperbólico. 

 

 
ANLOG                                            SIGMA/W 

Figura 77 – Isocurvas de deslocamentos verticais (m). Hiperbólico. 
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ANLOG                                            SIGMA/W 

Figura 78 – Isóbaras de tensões verticais (kPa). Hiperbólico. 
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Figura 79 – Distribuição de tensão vertical com a profundidade ao longo 

do eixo axial da sapata. 
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Figura 80 – Comparação entre os resultados obtidos na prova de carga e 

nas análises numéricas com os programas SIGMA/W e ANLOG. 

 

Na Figura 80 verifica-se que o modelo hiperbólico representou bem a 

curva tensão-recalque obtida na prova de carga, independentemente do 

programa utilizado. 

 

5.3.5 Modelo elasto-plástico de Lade-Kim 

Os parâmetros do modelo utilizados na análise estão detalhados no item 

4.3 do Capítulo 4. 

Na Figura 81 encontram-se as isocurvas de deslocamentos verticais e, na 

Figura 82, as isóbaras de tensões verticais. 
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Figura 81 – Isocurvas de deslocamentos verticais (m), ANLOG. Lade-

Kim. 

 

 
Figura 82 – Isóbaras de tensões verticais (kPa), ANLOG. Lade-Kim. 
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Figura 83 – Comparação entre a prova de carga e a modelagem 

numérica - ANLOG. 

 

Na Figura 83 verifica-se que a análise com o modelo de Lade-Kim 

representou apenas razoavelmente a curva tensão ou carga-recalque 

obtida na prova de carga. Esperava-se que o modelo de Lade-Kim tivesse 

um desempenho melhor que os demais, já que procura representar mais 

características do solo que os outros modelos. Uma possível razão para 

essa discrepância foi explicada no item 5.2.5 em relação à modelagem de 

Gouvêa, 2000. 

 

5.4 Deslocamento do solo no bulbo de tensões 

DUARTE (2006) mediu o deslocamento do solo em vários pontos abaixo 

da sapata. Desse modo, foi possível comparar os valores medidos no 

campo com os determinados nas análises numéricas. 
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Analisando o gráfico da Figura 84, percebe-se que as análises numéricas 

executadas com os diferentes modelos apresentaram valores de 

deslocamentos próximos aos obtidos por DUARTE (2006). Para a 

profundidade de 1,6 m, os recalques numéricos foram aproximadamente 

de 93% do recalque imediatamente abaixo da sapata enquanto que em 

DUARTE (2006) essa relação foi de 98,5%. Enquanto em DUARTE 

(2006) 50% do recalque foram verificados a uma profundidade de 0,4 m, 

nas análises numéricas esse percentual foi alcançado a uma 

profundidade média de 0,6 m. No entanto, os resultados obtidos no 

campo não são totalmente confiáveis já que a instrumentação feita por 

DUARTE (2006) não segue nenhuma norma e está em fase de 

experimentação, serviu apenas para uma simples comparação. Em 

resumo, as análises numéricas apresentaram menores deslocamentos 

que os observados no campo, devido provavelmente a influência da 

interface solo-estrutura não contemplada nas análises numéricas e a não 

confiabilidade da instrumentação. 
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Figura 84 – Deslocamentos em vários pontos do bulbo de tensões. 

 

5.5 Resumo das comparações 
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Nas Figuras 85 e 86 são apresentadas as curvas obtidas com cada 

modelo e programa que melhor representaram as curvas carga-recalque 

da provas de carga realizadas, respectivamente, por GOUVÊA (2000) e 

DUARTE (2006). 
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Figura 85 – Comparação entre os modelos com a prova de carga de 

GOUVÊA (2000). 
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Figura 86 – Comparação entre os modelos com a prova de carga de 

DUARTE (2006). 

 

Observando-se as figuras conclui-se que, embora os resultados sejam 

razoavelmente próximos, o modelo hiperbólico foi o que forneceu, em 

média, os resultados mais próximos das duas provas de carga e o 

programa ANLOG foi o que apresentou o maior número de melhores 

comparações.  

Por outro lado, observou-se nas provas de carga que as sapatas 

romperam por puncionamento. As análises numéricas realizadas com o 

modelo elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb confirmaram 

esta observação, conforme pode ser visto tanto nas Figuras 49 e 69 que 

apresentam as regiões plastificadas, quanto nas Figuras 50 e 60 que 

apresentam os vetores de deslocamento. 

 

5.6 Simulação de ensaios triaxiais com os programas SIGMA/W e 
ANLOG 

Um ensaio triaxial convencional drenado (CTC) foi simulado nos 

programas ANLOG e SIGMA/W com a finalidade de verificar a 

implementação do modelo constitutivo hiperbólico e, principalmente, o 

método de solução do problema não-linear decorrente do uso desse 

modelo. Os parâmetros usados correspondem aos dados da calibração 

da amostra A-04 do trabalho de GOUVÊA (2000). 

Na Figura 87 apresentam-se a geometria, a malha de um único elemento 

e as condições de contorno. A análise é axissimétrica. 

Na primeira etapa foram aplicadas tensões confinantes de 50, 100 e 200 

kPa. Na segunda etapa foram aplicados incrementos de deslocamento 

vertical nos nós superiores da malha até que os deslocamentos máximos 

obtidos nos ensaios laboratoriais fossem encontrados. O procedimento foi 

o mesmo para as análises executadas nos programas ANLOG e 

SIGMA/W.  
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Observando a Figura 88, verifica-se que o programa ANLOG simulou o 

modelo hiperbólico perfeitamente, diferentemente do programa SIGMA/W.  

 

 
a) Etapa 01 

 
b) Etapa 02 

Figura 87 – Simulação do ensaio triaxial. 

 

 
a) SIGMA/W 

 
b) ANLOG 

Figura 88 – Comparação entre simulação e calibração do modelo 

hiperbólico. 

 

Neste último, ao se alcançar níveis de tensão próximos à ruptura, uma 

pequena rigidez constante é atribuída ao solo que, dessa forma, continua 

a ter capacidade de absorver mais carga. Ou seja, no programa 

SIGMA/W, a partir de certo nível de tensão para o qual o módulo de 

deformabilidade começa a tornar-se muito pequeno, considera-se um 

valor de módulo mínimo, Emin, que ocasiona o desvio da curva, conforme 

indicado na Figura 88. Esse procedimento, que não corresponde à 
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realidade, é adotado para diminuir problemas relacionados à 

convergência do processo iterativo. Esses problemas, entretanto, são 

adequadamente resolvidos no programa ANLOG. 

Apesar disso, as diferenças entre os resultados obtidos com os dois 

programas nas análises das provas de carga realizadas por GOUVÊA 

(2000) e, principalmente, DUARTE (2006) foram pequenas. Isso porque 

se verifica na Figura 88 que o programa SIGMA/W modela corretamente o 

comportamento do solo até aproximadamente 90% da tensão de ruptura. 

Nas Figuras 60 e 80 apresentam-se os níveis de tensão obtidos nas 

análises das provas de carga com o modelo hiperbólico. Verifica-se que 

foram poucos os pontos que ultrapassaram níveis de tensão maiores que 

90%. Sendo assim, só nestes poucos pontos a resposta fornecida pelo 

programa SIGMA/W não é correta, como pode ser verificado na Figura 54 

para o modelo de Mohr-Coulomb, mas como são poucos pontos, no geral, 

as duas respostas ficam parecidas Figura 70. 
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CAPÍTULO 6 

 

 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
 

6.1 Conclusões 

Nesta dissertação usou-se o método dos elementos finitos e diferentes 

modelos constitutivos para analisar provas de carga executadas por 

GOUVÊA (2000) e DUARTE (2006). Para isso, foram usados os 

programas SIGMA/W, comercializado pela GEO-SLOPE International Ltd., 

e ANLOG, desenvolvido por NOGUEIRA (1998). Os modelos constitutivos 

utilizados foram: o modelo não-linear e elástico (hiperbólico), o elástico-

perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb e o elasto-plástico de Lade-Kim. 

Para representar, adequadamente, as curvas carga-recalque foi 

necessário realizar a análise em três etapas. Na primeira, determinou-se o 

estado inicial de tensões no solo; na segunda, simulou-se o embutimento 

das fundações; e, finalmente, na terceira representou-se o carregamento 

das fundações. Na terceira etapa, como os maciços eram pré-adensados, 

as simulações iniciaram usando-se o modelo linear e elástico para 

representar o comportamento do solo até, aproximadamente, a tensão de 

pré-adensamento. Somente após esse nível de carregamento, é que os 

modelos não-lineares, elástico e elasto-plástico, foram usados para 

simular as provas de carga. Esse artifício não foi necessário no caso do 

modelo elástico-perfeitamente-plástico de Mohr-Coulomb, uma vez que 

esse modelo já é, inicialmente, elástico e linear. 

Nas análises da prova de carga executada por GOUVÊA (2000) nenhum 

modelo estudado foi capaz de reconstituir com fidelidade a curva carga-

recalque. O modelo de Mohr-Coulomb representou bem o comportamento 

tensão-deformação do solo de fundação até a tensão de 

aproximadamente 310 kPa antes de ocorrer a inclinação da sapata. O 

desempenho do modelo de Lade-Kim foi próximo ao do modelo 

hiperbólico.  
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Algumas dificuldades na realização da prova de carga talvez possam 

explicar as diferenças encontradas: 

- A sapata-teste inclinou-se a partir da força no macaco ser 

equivalente a, aproximadamente, uma tensão de 345 kPa no solo. A 

curva carga-recalque da prova de carga possui um ponto de inflexão em 

torno de 310 kPa, portanto próximo ao valor em que a fundação começou 

a inclinar. Esta inclinação não foi modelada numericamente e é a partir 

daí que, principalmente, a resposta fornecida pelo modelo de Mohr-

Coulomb se distancia do resultado da prova de carga. 

- A compactação do solo no reaterro da escavação aberta para a 

concretagem da sapata foi executada com alta energia. Talvez em função 

disso, o módulo de elasticidade inicial obtido com a prova de carga tenha 

sido de 60 MPa, consideravelmente diferente dos valores encontrados 

nos ensaios de laboratório, em que se obteve um valor máximo de 22 

MPa e um valor médio de 15 MPa. 

Nas análises da prova de carga executada por DUARTE (2006), verificou-

se que dentre os modelos estudados, o modelo hiperbólico foi o que 

melhor representou o comportamento carga-recalque. Os modelos de 

Mohr-Coulomb e Lade-Kim também demonstraram bom desempenho, 

embora os resultados encontrados com o modelo de Lade-Kim tivessem 

sido menos adequados. Esse resultado foi surpreendente porque esse 

modelo representa importantes características do solo que não são 

contempladas nos demais modelos. Sugere-se que essa discrepância 

tenha ocorrido porque o algoritmo de integração das tensões 

implementado no programa ANLOG não segue, exatamente, as equações 

do modelo elasto-plástico. Detalhes desta implementação podem ser 

encontradas em NOGUEIRA (1998). 

A conclusão geral do trabalho é que o modelo hiperbólico foi o que 

apresentou os melhores resultados dentre os modelos utilizados nas 

análises da prova de carga de DUARTE (2006). Essa conclusão, em 

parte, confirma a conclusão de VIANA DA FONSECA (1996), que obteve 

boas comparações, tanto para o modelo hiperbólico quanto para o modelo 

de Lade (1977).  
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Na simulação do ensaio triaxial (CTC), observou-se que o programa 

SIGMA/W, para estados de tensão próximos à ruptura, funciona como um 

modelo linear e elástico, com um valor de módulo de elasticidade mínimo, 

atribuído pelo usuário. Certamente, isso não ocorre no problema real, nem 

é admitido no programa ANLOG. Conclui-se que, em situações nas quais 

muitos pontos do maciço de solo alcançam a ruptura, os dois programas 

deverão fornecer resultados diferentes, sendo que os fornecidos pelo 

programa ANLOG serão mais precisos.  

Em relação ao desempenho dos dois programas usados, conclui-se que o 

programa ANLOG teve um melhor desempenho que o programa 

SIGMA/W. 

Os bulbos de tensão obtidos nas análises numéricas foram mais 

profundos dos que os fornecidos por soluções elásticas, frequentemente 

utilizadas em situações práticas. Conclui-se que isso ocorre por causa da 

plastificação do solo que origina uma redistribuição de tensões e, em 

decorrência disso, um aprofundamento do bulbo de tensão. Portanto, a 

rigor, no âmbito da teoria da elasticidade não é correto dizer que só as 

camadas de solo até a profundidade de cerca de duas vezes a largura da 

sapata serão afetadas pela fundação. 

Por fim, conclui-se que a análise numérica confirmou a ruptura por 

puncionamento observada nos ensaios de campo. 

 

6.2 Sugestões para trabalhos futuros 

Em vista dos estudos realizados sugere-se: 

- Implementar no programa ANLOG um algoritmo de integração de 

tensões mais preciso, que já funciona para o modelo de Mohr-Coulomb, 

pode-se verificar esta implementação em NOGUEIRA (1998). 

- Executar um programa de ensaios de laboratório mais extenso 

que, por um lado, envolva ensaios em mais camadas que compõem o 

perfil geotécnico do maciço e, por outro, inclua um maior número de 



 115

ensaios em cada uma dessas camadas. Com isso, espera-se poder 

melhorar a calibração dos modelos constitutivos. 

- Por fim, sugere-se considerar a não saturação dos solos 

envolvidos nas provas de carga. Para isso, faz-se necessário executar 

ensaios com os solos não saturados, controlando-se a sucção, e também, 

a inclusão do efeito da sucção nos programas que fazem a análise 

numérica. 
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