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Resumo

MOURA, Paulo Henrique de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2018. Um
estudo da QED3; de massa nula via o método de Epstein-Glaser. Orientador: Daniel Heber
Theodoro Franco. Coorientador: Oswaldo Monteiro Del Cima.

A Eletrodinamica Quantica em um espag¢o-tempo de (2 + 1) dimensdes (QED3) vem se mos-
trado de uma importancia crucial para um completo entendimento do Efeito Hall Quantico
(QHE) e da Supercondutividade de Alta Temperatura critica. Entretanto, varios equivocos
conceituais surgem quando se tenta realizar cdlculos perturbativos. A quebra da simetria de
paridade no nivel quantico — que é conhecida como anomalia de paridade na literatura — é
um destes. Nosso objetivo é estudar a renormalizabilidade da QED3; de massa zero usando
o esquema de renormalizacdo de Epstein-Glaser para provar a auséncia de anomalia de
paridade. O esquema de renormalizacao de Epstein-Glaser é caracterizado pelo fato de que
todos os célculos sdo realizados no espaco de configuracao e nao hé a necessidade de um

tipo de regularizacdo especifico.
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Abstract

MOURA, Paulo Henrique de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2018. A study
of the massless QEDj3 via the method of Epstein-Glaser. Adviser: Daniel Heber Theodoro
Franco. Co-adviser: Oswaldo Monteiro Del Cima.

Quantum Electrodynamics in (2 + 1) space-time dimensions (QED3) has been shown of
crucial importance for a deeping understanding of the Quantum Hall Effect (Q HE) and hight-
T, superconductivity. Nevertheless, a lot of conceptual misunderstanding arises when one
tries to perform perturbative calculations. The breakdown of parity symmetry at the quantum
level — which is called a parity anomally in the literature — is one of those. Our aim is to
study the renormalizability of massless QED3 by using the Epstein-Glaser renormalization
scheme to prove the absence of Parity Anomaly. The Epstein-Glaser renormalization escheme
is characterized by the fact that all the calculations are performed in the configuration space

and there is no need of any kind of regularization at all.



Notacoes e convencoes

O sistema natural de unidades, onde ¢ = /i = 1, € usado nesta dissertacao. Neste sistema:
[comprimento] = [tempo] = [energia] ~! = [massa] !

O tensor métrico é definido como:

1 0 O
gw=]|0 -1 0 1)
0 0 -1

Os vetores covariante e contravariante sao denotados, respectivamente, por:
0
i ="%), xu=guwx" = (x,~X) 2)

A transposta, o complexo conjugado e o conjugado hermitiano de uma matriz M sao

denotados, respectivamente, por:

MT, m*, Mt = )T 3)
Tensor antissimétrico
"2 = (4a)
€uvae®’® = 6587~ 57,60 (4b)
€uva€’* =6 (4¢c)
eume“vﬁ = 265 (4d)

Notacao de multi-indices

Seja a = (ay,...,a,) um multi-indice, a; € Z,:

al=a! as! -+ ay! (5)
x% =] ag % X" (6)
lal=a;+ax+---+ay, (7)
i B L3 9% o'l @

T3 a1 A% Aoan an
0x, 0x," 0x;'---0x,
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Matrizes y e suas propriedadesem d =1 +2

1 0 0 i 01
YO = 0'3 = ; )/1 = io‘l = ; )/2 = ia’2 = 9
0 -1 i 0 -1 0

oy =yt eyt =28 (10a)
YhyY =gtV —iet %y, (10b)
YuyH =3 (100)
YubY' =-p (10d)
" =y0yty’ (10e)
Traco das matrizes y
Tr(y")=0 (11a)
Tr(yHy") =2g*" (11b)

Tr(yHyYyP) = —ietV* Tr(y o)
= _2jeHvp (11¢)

Tr(y!y yPy?) = g4 gP7 — e e P Ix(yayyp)

:Z(gHVgPU_g.UPgVU+gHUgVP) (].].d)
As contracoes basicas sdao dadas por:
1 .
Vo (x)Yp(x2) = i(Agy)ap(x1 — X2) (12a)
!
Vo (X)W p(x2) = —i(Agy) pa (X2 — X1) (12b)
v

AP (x1) AY (x) = i AL (31 — x2) (12c)

Produto de campos e o Teorema de Wick

LX) D (xy) - D)) : (13)



Notacoes e convencoes 3
Simetrias discretas
Conjugacao de carga
CAE T =—Ay (14a)
Cye ' = -yt (14b)
CwE " =—yly? (14c)
Paridade
PA(t,r) 27 = A, YY) (15a)
PA ()P =-Al(1,Y) (15b)
PA* (1,1 P71 = A% (1,1 (15¢)
Py, P2 =—iyly(t,r) (15d)
Py, 2 = ip(t,r)y! (15€)
r=(xy), r=(-xy (15)
Reversao temporal
TA,nT 1 =A-1r) (16a)
TA(t,).T ' =-A(-t,1) (16b)
Ty(t,r)T ' =—iy*y* (-t,r) (16¢)
Ty(t,r).T = ig* (—t,r)y? (16d)



Capitulo 1

Introducao

A Eletrodinamica Quantica em um espaco-tempo de (2 + 1) dimensdes (QED3) vem
sendo de grande importancia nos estudos de Fisica da Matéria Condensada cujos efeitos
sdo resultantes de interacoes que se manifestam no plano bidimensional. Alguns exemplos
onde a descri¢do de um sistema de matéria condensada envolve a QED3 sdo: O Efeito Hall
Quantico (EHQ), que se mostra macroscopicamente como efeito resultante de interacoes
quanticas microscopicas planares [1], o grafeno, cuja estrutura bidimensional é formada por
atomos de carbono dispostos em uma rede hexagonal, e tem como principal caracteristica
o fato de que os portadores de carga se comportam como férmions de massa nula [2] e a
Supercondutividade de alta temperatura critica (SAT,) [3].

Apesar de todo seu potencial na descricao de fendmenos fisicos que se mostraram de
fundamental importancia nos tltimos anos, vdrios equivocos conceituais surgem quando se
tenta realizar célculos perturbativos, especialmente quando se considera campos de massa
zero, gerando divergéncias do infravermelho. A quebra perturbativa da simetria de paridade
no nivel quantico — que é chamada de anomalia de paridade — comum na literatura, é um
deles.

Enquanto se tratando da Teoria Quantica de Campos perturbativa, se uma anomalia de
paridade devido a correcoes radiativas existe ou ndo, deve ser comprovada definitivamente
usando um método de renormaliza¢do independente de qualquer esquema de regularizacgao.

Esse problema ja foi investigado em 2009 pelos autores de [4] no ambito do método de
renormalizacao BPHZL, adotando o esquema de subtracdo Lowenstein-Zimmermann. L3, a
contribuicao da paridade a 1-loop para o tensor de polariza¢do do vacuo € explicitamente
calculada no ambito do método de renormalizacao BPHZL.

E mostrado que um termo de Chern-Simons é gerado por essa ordem, induzido pe-
las subtracoes infravermelhas - que violam a paridade. Na verdade, eles provaram que, o
que é chamado de “anomalia de paridade” é, de fato, um contratermo impar sob paridade
necessario para restaurar a paridade.

Mais tarde, em 2014, os autores de [5] mostraram que a QED3 sem massa é perturbativa-



Capitulo 1. Introducdo 5

mente finita tanto no ultravioleta quanto no infravermelho, e livre de anomalia de paridade
no infravermelho para todas as ordens na teoria de perturbacao.

A proposta é dar a prova a 1-loop no espaco de coordenadas usando o método de Epstein-
Glaser e Renormalizacdo Diferencial, assim como foi dada a prova por BPHZL — que é no

espaco dos momenta.

1.1 Simetrias continuas e o Teorema de Noether

Dizer que um sistema possui uma certa simetria, em relacdo a uma dada transformacao
(ou, a um grupo de transformacgaoes), significa que suas caracteristicas fisicas permanecem
inalteradas apos tal trasformacao ser realizada. As simetrias podem ser classificadas como:
espacgo-temporais, como as translacoes, rota¢des e transformacoes de escala, por exemplo;
internas — transformacdes efetuadas no espago dos campos — como as transformacgoes de
calibre, por exemplo.

As simetrias desempenham um papel fundamental na fisica. Ao nos depararmos com um
modelo em Teoria de Campos, e na Fisica em geral, uma das primeiras perguntas que devemos
nos fazer é: quais sdo as simetrias que o modelo possui? O simples fato de conhecermos as
simetrias de um modelo pode nos revelar propriedades extremamente Uteis na descricao do
mesmo. No caso particular de transformacodes continuas de simetria, podemos identificar

grandezas que sdo conservadas através do Teorema de Noether.

Teorema de Noether Se a acdo possui um grupo continuo de simetrias, entdo, ha uma cor-
rente associada a este grupo de simetria que é conservada, quando a equacao de movimento
é satisfeita.

Considerando que a acao cléssica
S(D) :fdx&f(x), (1.1)

onde Z(x) é a densidade de Lagrangeano, seja invariante sob as transformacoes § x* e 6 ®;,
entao, a corrente
U dEf.

0%
= 6xtL+——60;, 1.2
J X +6(0p®i) ; (1.2)

é conservada. Ou seja,
a,J" =0. (1.3)
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1.2 Anomalias em teoria quantica de campos

Na passagem de uma abordagem cléssica para uma versao quantizada de uma teoria,
devemos nos perguntar sobre o que ocorre com as simetrias. Nao é obvio que as simetrias
cldssicas sejam preservadas durante o processo de quantizagdo. De fato, isto nem sempre
ocorre. Pode ocorrer que, independente do que fazemos, uma simetria cldssica ndo sobreviva
ao processo de quantizacdo. Neste caso, dizemos que hd uma anomalia, ou em outras
palavras, que estamos lidando com uma simetria anoémala [6].

Podemos classificar as anomalias em duas classes: as anomalias covariantes e as ano-
malias consistentes [7]. As anomalias covariantes consistem na quebra de simetrias nao
fundamentais, como simetrias globais e a invaridncia de escala, por exemplo. Elas podem
levar a efeitos fisicos observaveis tais como o decaimento do pion neutro em dois f6tons
n’ — 27y), aliberdade assintética e o confinamento em QCD [8]. Por outro lado, a presenca
de uma anomalia consistente em uma teoria de gauge revela um conflito entre a renormaliza-
bilidade e a unitariedade, ou seja, a teoria ndo é consistente, do ponto de vista perturbativo.

Um erro comum é a afirmac¢do de que uma anomalia se deve a uma escolha inapropriada
do método de regularizacao utilizado durante o processo de quantizacdo. Reafirmando:
uma anomalia ocorre quando uma simetria cldssica ndao é preservada no nivel quantico,

independentemente das escolhas do processo de regularizacao.
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Método de renormalizacao de

Epstein-Glaser

2.1 A matriz de espalhamento

Uma das principais maneiras de se comparar resultados tedricos e experimentais em
Fisica de Altas Energias é via processos de espalhamento. Desta forma, a matriz de espalha-
mento, matriz-S, é de fundamental importancia na Teoria Quantica de Campos, ela contém
toda a fisica contida em um processo de espalhamento.

Em um processo de espalhamento temos inicialmente (¢ = —o0), particulas separadas de
tal forma que possamos desprezar as interacoes. Essas particulas se aproximam e interagem
durante um curto intervalo de tempo correspondente ao alcance efetivo das interacdes. As
particulas remanescentes, entdo, se afastam cessando a interacao. Em um instante de tempo
final (# = co) essas sdo detectadas.

A matriz de espalhamento pode ser vista como um mapeamento dos estados assintéticos
iniciais nos estados assint6ticos finais. Tais estados assint6ticos sdo descritos por operadores
de campos livres, que sdo bem definidos.

A teoria de perturbacdo causal foi fundamentada pelo trabalhos de Stueckelberg [9],
Bogoliubov e Shirkov [10]. Nesta formulacao, cada termo de interacao é acompanhado por
uma funcao teste g(x) pertencendo ao espago de Schwartz . (R"). Neste caso, g(x) € uma
funcao limitada cujos valores estdo no intervalo [0, 1] e desempenha o papel da constante de
acoplamento, ligando e desligando a interacao. Na regidao onde g(x) = 0, ndo ha interacdo;

para 0 < g(x) < 1, ainteracdo esta parcialmente ligada, enquanto que é méxima para g(x) = 1.
gx) e R, gkx):R"—[0,1]. 2.1)

Segundo [10] a matriz-S é construida como uma série de poténcias formal em g(x)
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S@=1+) ;[dgxl e X, S (X1, X)) E(X1) <. 8(X0), 2.2)
n=1 "t

onde os coeficientes S, sdo distribuicdes com carater de operadores atuando sobre o espaco
de Fock que mapeiam um sistema inicial de campos assintoticamente livres em um sistema
final de campos também assintoticamente livres.

No caso de teorias com interagdes de longo alcance, como € o caso da QED, por exemplo,
nos deparamos com o problema do infravermelho. Trata-se de uma divergéncia no dominio
de baixas energias, cuja origem é puramente fisica — devido ao fato de a particula mediadora
possuir massa nula. Entretanto, no método de Epstein-Glaser, a matriz-S dada pela Equacao
(2.2) é livre de tais divergéncias. Como g(x) pertence ao espaco de Schwartz (vai a zero no
infinito), funciona como um cutoff para a parte de longo alcance da interagdo. No final do
processo, devemos tomar o limite de g(x) — 1, conhecido como limite adiabdtico. Apenas
nesta etapa nos deparamos com o problema do infravermelho, caso estejamos lidando com
particulas de massa nula. O limite adiabdtico é dito ser no sentido fraco se todas as funcoes de
Green existem no sentido de distribui¢des temperadas quando g(x) — 1. Se ap6s tomarmos
o limite adiabdtico encontrarmos uma matriz-S que € um operador unitdrio, dizemos que o
limite adiabdtico existe no sentido forte. A existéncia do limite adiabético no sentido fraco foi
provada para teorias massivas [11], QED e para teorias do tipo A : ®2" : de massa nula [12]. J4

a existéncia no sentido forte foi provado apenas para teorias massivas [13].

2.1.1 Propriedades da matriz-S

De acordo com [11], S,, pode ser determinada por umas poucas propriedades impostas

sobre a matriz-S.

Condicao inicial. Esta condicao expressa a possibilidade de, em um processo de espalha-
mento, as particulas ndo interagirem, fazendo com que o sistema permaneca no estado
inicial.

SO)=1 (2.3)

Unitariedade. A unitariedade da matriz-S é expressa pela seguinte equacao:

sT(g)S(g) =S(g)sT(g) =1 2.4)

A unitariedade de S estd intimamente relacionada com a conservacao da probabilidade. Dado
um estado inicial |, in), a probabilidade de se obter |8, out) é obtida do quadrado do mé6dulo
do elemento de matriz:

Spa "2 (B, outla, in) = (B,in| S |a, in) 2.5)
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A unitariedade de S garante que a soma dessas probabilidades sobre todos os estados finais

possiveis é igual a um.

Invariancia de Poincaré. A Invariancia de Poincaré pode ser separada em Invaridncia

Translacional e Invaridncia de Lorentz.
Ula, NS(g(x)U ' (a,A) = S(g(A ' x— ) (2.6)
Invariancia Translacional.
S(gx—a)) =U(@)S(g(x)U ' (a) (2.7)

Invarianciade Lorentz. A invaridancia de Lorentz é opcional [11], desta forma, o método

funciona perfeitamente para teorias com quebra de simetria de Lorentz.
S(g(A™'x) = U0, N)S(gx)U™(0,A) 2.8)

Causalidade. A causalidade é um dos principios fundamentais da fisica. Ela estabelece
uma relacao entre a causa e seu efeito, requerindo que uma mudanca na lei de interacao
em qualquer regido do espago-tempo pode influenciar a evolucdo do sistema apenas em
tempos posteriores. Considere uma regido G do espaco-tempo, onde g(x) é diferente de zero,
sendo formada por duas partes G; e G, de forma que todo x; € G; situa-se no passado em
relacdo a um certo instante ¢ e todo x; € Gy situa-se no futuro em relacao a ¢. Podemos entao

representar g(x) como uma soma de duas funcdes

gx) = g1(x) + g2(x), (2.9)

com g (x) e g2(x) diferindo de zero apenas em G; e G, respectivamente. Dito isso, a condicao

de causalidade pode ser expressa da seguinte forma [14]:

S(g1(x) + g2(x)) = S(g1(x))S(g2(x)) (2.10)

se (supp g2)N[(supp g1) +V_l=¢ondeV_ ={xeR3 x2=>0, x° <0} é o cone de luz do passado

e [(supp g1) + V_] é o suporte da sombra causal de g;.
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_ _ superficie tipo-espaco

suppgi + V_

Figura 2.1: Separacao causal entre dominios [14].

Como uma consequéncia da causalidade, temos a seguinte condicao sobre S, (x1,---,x;)
[15]:

Sn (xl)---)xl’l) = Si (xly---)xi) Sn—i (xi+1»---;xn) (211)

para {xi,...,x;} 2 {Xi+1,..., X}, onde x 2 y significa que y ndo pertence ao cone de luz do
futuro de x.

2.1.2 Ordenamentos normal e cronolégico de operadores de campos

O objetivo desta subsecdo é estudar os ordenamentos normal e cronolégico de operado-
res de campo bem como sua expansao através dos Teoremas de Wick. Estes objetos serdao

necessarios para se avaliar a estrutura dos elementos da matriz-S.

2.1.2 (A) Ordenamento normal

Definicao 2.1 (Produto ordenado normal) Sejam ®;,i = 1,2,...,n, operadores lineares de
campos descritos através de seus operadores de criagdo (®] ) e aniquilagdo (®; ). Define-se o
produto ordenado normal de Wick, denotado por: ®1®, --- @, :, como sendo o produto dos ope-
radores ®; arranjados de modo que todos os operadores de criagdo estejam a esquerda de todos
os operadores de destruic¢do. No caso de operadores fermidnicos, deve-se levar em consideragdo
a anticomutatividade adicionando um fator (— 1)?, onde P é o ntimero de permutagoes entre

operadores fermibnicos vizinhos.

Dada a definicao acima, temos que o ordenamento normal de um tinico campo é

DO(x)=:D(x):=D"(x) + D (x). (2.12)
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Podemos expandir o produto de operadores de campos com base no produto ordenado

normal. No caso de dois operadores de campos, temos

D (x1)D(x2) = (@ (x1) + D™ (1)) (DT (x2) + D™ (x2))
=0T (x)D" (x2) + OF (XD (x) + D™ (x1) D (3x2) + @ (x) D (x2)

O (X)) P () + T (1) P (x2) + @T (x2) D™ (x1) + DT (1) D (x2) + [P (x1), DT (x2)]

1 O(x))DP(x2) : +#2(x1, X2), (2.13)
onde #>(x1, x2) é a contracao do par ®(x;) e ®(x»), isto é:

def. _
D(x1)D(x2) = Wo(x1,X2) = [@ (x1), @ (x2)]+ (2.14)
[

e [,-]+ é o comutador (para campos bosonicos) ou o anticomutador (no caso fermionico).

Podemos generalizar para o produto de n campos [14]

O(x1)@xp) = ), Wy (X, X)) 1 D(x1) - D) 5, (2.15)

com a soma sendo realizada sobre todos os subconjuntos J de X. O conjunto I é dado por

I={x|xeX, x¢]J}. Além disso, temos

Wr (X1,0000 Xp) = Y. Walxi,xj) - Walxi,, Xj,) (2.16)

particao em
paresde(l,..., r)
ik < jk» i1,..., jrdistintos

Vamos agora analisar o que ocorre quando temos um produto de vdrios produtos orde-

nados normalmente. De agora em diante, a seguinte notacao serd utilizada:
def.
P(X): = :dD(xl)---fl)(xp):. 2.17)

Neste caso, escrevemos todas as combinacgdes de contracdes possiveis entre campos perten-

centes aos produtos normalmente ordenados distintos. Por exemplo,

tO(x)P(x2) 1 P(x3)P(xa) : = (1) P(X2) D (x3) P (xg) 1 + 1 D(x1) P (X2) D (x3) P (xg) :
[

+ 1 D(x) P (x2) P(x3) D (xg) 1+ P(x1) P (x2) D (x3) D (x4) :
| |

+ 1 O(x1) P (x2) D (x3)D(x4) : 4 1 D(x) D (x2) D (x3) D (x4)
e — | | — |

+:D(x1)D(x2)D(x3)D(x4) : (2.18)

onde cada contracao é dada por (2.14). Pode-se mostrar por inducao que, para o produto de
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n-produtos ordenados normalmente, a seguinte expressao é valida

DXy 1 D(X) = Z We(X1,...,%r) 1 DP(x1) - D(x4) 1, (2.19)

IuJ=X;uXpu---UX,

com a soma sendo realizada sobre todos os subconjuntos J de X; uX, U --- UX,, formados por

elementos pertencentes a X;’s diferentes. Neste caso,

Wy (X1, Xp) = X Walxi,xp) - Walxi,, X)) (2.20)
parti¢cdo em
paresde(l,..., )
Xi < Xjp; Xi € Xi, Xj, € X
i # Xj

Um caso particular de (2.19) ocorre quando os elementos de X = (xy,..., X,) coincidem,

ou seja, os monomios de Wick. Nesse caso,

d"(x dn(x i 51 (x 5 (x
: ( 1):---:J:: Z W,o(X1,...,%X5) ( 1)--- ( n): (2.21)
r! rp! - 51! Sp!
i=1,..., n
Agora,
Won,ox) = Y el xS (95 (x,, xj,)) i Xin) (2.22)

particao em
paresde(l,..., r)
Xi < Xji; Xip € Xi, Xj € X
X; # X;

Onde k(x;,,xj,) corresponde ao nimero de vezes que os operadores ®(x;,) e ®(x;,), perten-

centes a monomios de Wick diferentes, foram contraidos.

2.1.2 (B) Ordenamento Cronolégico

Definicao 2.2 (Produto ordenado temporalmente) O produto ordenado temporalmente (ou

produto cronolégico) de n operadores lineares de campos, denotado por

T (@1(x1) - DPp(xn)), (2.23)

é definido como sendo seu produto ordindrio em ordem cronoldgica, ou seja,

T(®D1(x1) - Ppl(xp) = epd)l(le)---d)n(xjn), qu > x?z >...> x?n, (2.24)

J

ondee® indica o sinal da permutacéo dos operadores fermionicos envolvidos na passagem da
ordem (1,2,...,n) para (ji, j2,..-, jn)-

A prescricao para tais produtos é dada pelo Teorema de Wick de forma anéloga ao produto
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ordindrio. Para entendermos a diferenca entre os dois casos, vamos considerar o produto

ordenado temporalmente de dois operadores de campos

1 (x)P2(x2) x> x)

T(D1(x1)D2(x2)) = { (2.25)

€Dy (x) @1 (x1) X9 >x)

onde € leva em consideracao a troca de sinal, caso estejamos nos referindo a operadores de
campos fermidnicos.

De acordo com a definicao de ordenamento normal,
D (x1)D2(x2) =: Dy (x1)DP2(x2) 1 + Dy (x1)D2(x2) (2.26)
[

Levando a expressao acima na Equacao (2.25), temos

101 (x1) P2 (x2)  + Py (1) D2(x2) x> x)
| |
F@100)®202) =3 o g, (1)) (x01) : + €@ (0)D1 (x1) oL (2.27)
—_— x2 > xl

=: D1 (x1)D2(x2) : +€Do(x2)D1(x7)

Desta forma, podemos escrever o produto cronolégico de dois operadores de campos da

seguinte forma

—
T(D1(x1)P2(x2)) = : @1 (x1)D2(x2): + Py(x1)D2(x2), (2.28)
onde
— D (x1)D2(x2) x¥ > x9
Dy (X)) Do (xp) =4 — , (2.29)

€ Do) P1(x1) x93 >

é chamado de contracdo cronolégica dos operadores de campos.

Tomando-se o valor esperado do vacuo da Equacao (2.28), temos
—
O] T(®(x1)P(x2)) [0) = D1 (x1)D2(x2), (2.30)

uma vez que o valor esperado do vacuo de operadores de campos ordenados normalmente é
Zero.

Desta forma, identificamos as contracoes cronolégicas de operadores de campos com o
valor esperado do vacuo do produto cronolégico destes operadores, ou seja, os propagadores
de Feynman.

—
@1 (x1)D2(x2) = Ap(x1 — X2). (2.31)
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No caso da QED, as seguintes contragdoes ocorrem

1 -

Wa(x)Pp(x2) = Ol T(@(x)W(x2))10) = i(Agy)ap(x1— Xx2) (2.32a)

—

Yo (x)Wp(x2) = Ol T (W (x)w(x2))10) = —i(Agy)palx2 —x1) (2.32Db)
v

Af(x1) AY (x2) = (Ol T(A* (x1) AV (x2)) 10) = i AL, (x1 — X2) (2.32¢)

Os casos estudados anteriormente para o produto normal se aplicam ao ordenamento
cronolégico de forma andloga, com a ressalva de que # deve ser substituida por A, os
propagadores de Feynman. Dessa forma, o produto cronolégico de n operadores de campos

pode ser expresso como

Tn (@x1) @)= ) Ar (1, ) 1 @(21) - D) 2, (2.33)
IUIIF:Il:..(.Z;,n
s
onde
Ar(X1,..0, Xp) = Y Ap(xi,xj)Apx,, xj,) (2.34)

particao em
paresde(l,..., )
ix < jk, i1)..., jr distintos

sdo distribuicdes numéricas, chamadas de amplitude de Feynman ou funcgoes de Green de

r-pontos.

def. D" (x7) D' (x,)
T (X)€" Ty [: S r

DL ., (2.35)
ri! !

onde os @’s sdo campos genéricos.

2.1.3 Construcao da matriz-S

Para prosseguirmos com a construc¢do causal da matriz-S, identificamos S, (x1,---, X,)

com produtos ordenados temporalmente.

St %) T(@(x1) -+ B () (2.36)

O primeiro termo da série perturbativa, T;(®(x)), é dado pela lagrangiana de interacao,
L [101.
T (®(X) = Lo (2.37)

A lagrangiana de interacdo € construida a partir de um conjunto linearmente independente
de operadores de campos livres ordenados normalmente, os mondémios de Wick, e suas
derivadas (: 4 (®,0D) : (x)) operando sobre o espaco de Fock. Além disso, .Z;,, deve satisfazer
as seguintes condicoes: causalidade, hermiticidade, localidade e invariancia de Poincaré.

Assumindo-se a existéncia de T, (®(x;)...P(x,-1)) como uma soma de produtos de



Capitulo 2. Método de renormalizacdo de Epstein-Glaser 15

uma distribuicdo numérica e um mondémio de Wick de operadores de campos, a passagem
de n—1 para n é garantida pelo axioma da causalidade — a menos de um polinémio local

representando as ambiguidades inerentes a esse processo. Assim, temos:
T(x1,...,%Xp) = TLn(x1) -+ - Lo (xp) + ambiguidades locais (2.38)

Tais ambiguidades sao polindmios de Wick cujos coeficientes sao polindmios de derivadas

aplicados a produtos de distribuicoes 6.

L@ (x;)

AT(X1,...,Xp) = Z(0)0(x1— Xp) - 0(Xp_1— Xp) : (2.39)

.|
i=1 Tj:

O graude Z(0) é dado pelo power counting. Vemos também que estas ambiguidades possuem
como suporte a diagonal total D, = {(x1,...,x,) € R"|x, = --- = x,,}. Estas ambiguidades (os

contratermos locais do modelo) podem ser absorvidas em uma redefinicao de %,

1
S(@) =1 +i f &3 20000 - f Bty s T (Lo (01) Lo (2)) g (1) g (2)+
L f &y s AT (1, ) g (x1) g (62) + ...

=1+ f d3x.$R"“—% f dExy P T (L5 ()L (x2)) g (1) g(x2) +...,  (2.40)

onde
LX) = LX) + f d®xp AT (x1, %2) g (x1) g (x2) (2.41)

Caso a lagrangiana do modelo possua algum conjunto de simetrias que sao preservadas pelo
processo de renormalizacao, os contratermos devem satisfazé-las. Assim, as simetrias do
modelo nos permite selecionar os contratermos que serdo adicionados a lagrangiana original.
As constantes livres associadas aos contratermos remanescentes, caso haja algum, devem ser

fixadas por condicoes fisicas.

2.2 Renormalizacao: extensao do produto de distribuicoes

para pontos coincidentes

Como vimos, a matriz-S pode ser expandida em termos de produtos cronolégicos de
monomios de Wick. Tais produtos sdao bem definidos como distribui¢des com caréter de
operadores sobre um espago composto por func¢des teste f com o suporte dado por supp f <
(R3™\D,)), onde

Dy ={(x1,..., ) R |xy =+ = X} (2.42)
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No método de Epstein-Glaser, o problema da renormalizacao se traduz no problema da
extensdo de distribuic6es em pontos coincidentes. Tais extensdoes podem ndo ser tnicas,
neste caso, diferem de uma soluc¢ao particular por um poliné6mio local arbitrario dado pela
Equacao (2.39) cujo grau é dado pela ordem singular da distribuicdo, a ser definida nesta
secao.

2.2.1 Contagem de poténcia de singularidades

No espaco dos momentos, o fato de que o produto dos propagadores de Feynman nao
sao bem definidos corresponde as divergéncias do ultravioleta. Os termos divergentes sdao
encontrados via power counting. O grau superficial de divergéncia de um diagrama corres-
ponde, no espaco das posicoes, a ordem singular da distribuicdo numérica correspondente
sobre a diagonal total. Para se definir a ordem singular de uma distribuicao, faz-se necessario

definir o grau de escala.

Definicéo 2.1 (Grau de escala.) O grau de escala de uma distribuicao numeérica, t € 2’ (R"4) ¢

dado por:
s.d.(7) def inf{w € Z’ /llin})/lw+€t(/lx1,---,/1xn) =0;0<e< 1}. (2.43)

E importante lembrar que a defini¢do de grau de escala ndo é tinica, h4, por exemplo, a defini-

cao de semi-norma [11] e a de quase assintota [15]. A utilizada acima é devido a [16].

Propriedades do grau de escala:

PGE.1 s.d.(u) € (—00,00);

PGE.2 Para distribuicdes regulares (definidas através de fun¢des localmente integraveis),
s.d.(u) <0;

PGE.3 s.d.(0%u) <s.d.(u) + |al;

PGE4 s.d.(x%u) <s.d.(u) — |a|, onde x* def. X7y 2 Xy

PGE.5 s.d.(u; + up) = max{s.d.((u#;),s.d.(u»)};

PGE.6 s.d.(u; ® up) <s.d.(u;) +s.d.(up), para u; € .7 (R"),i =1,2,...

Finalmente, temos a seguinte

Definicio 2.2 (Ordem singular.) A ordem singular de uma distribuicdo numeérica t € 2' (R")
é definida por
sing.ord.(t) ¥ s.d.() - nd, (2.44)

onde d é a dimensdo do espago-tempo.
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Proposicdo 2.2.1 Se ty €. (R4"\D,,) tem ordem singular, w, negativa sobre a superficie D,,;
entdo existe um tinico t € ' (R%") de mesma ordem singular sobre a superficie D, tal que
t(¢) = to(¢p), com ¢ € .7 [RY™\D,)). Caso contrdrio, se w é positivo, t(¢) néo é tinico e s6 é
determinado a menos de uma soma de termos locais dados por (2.39), onde o grau mdximo do

polinomio é dado por w.

No estudo perturbativo de uma teoria quantica de campos, nos deparamos com poténcias
de propagadores de Feynman, Ar(x — y). Produtos de propagadores de Feynman néo sao
bem definidos para o caso de pontos coincidentes, x = y. O grau superficial de divergéncia
corresponde a ordem singular sobre a diagonal total, desta forma, devemos encontrar uma
expressdo para a ordem singular de poténcias de propagadores de Feynman.

De acordo com a propriedade (PGE.6), temos

s.d.((Ap)k) :§.d.(AF) +---+s.d.(AF1: k-s.d.(Ap) (2.45)

~
k vezes

Da defini¢do de ordem singular, temos

sing.ord.(Ap)®) =s.d.(Ap)*) —d
=k-s.d.(Ap)—d (2.46)

Se t € &'(R") é uma distribuicio numérica de n pontos', formada pelo produto de propaga-
dores de Feynman Ar(x; — x;+1), podemos usar o fato de que o propagador s6 depende das
coordenadas relativas y; = x; — x;+1,com i =1,---,n—1, para redefinirmos a ordem singular

do produto de propagadores de Feynman como sendo:

sing.ord.(?) =s.d.(1) - (n—1)d, (2.47)

ou, em funcao do grau de escala do propagador,

sing.ord.(?) = k-s.d.(Ap) — (n—1)d. (2.48)

Consideremos, por exemplo, uma distribuicdo de trés pontos dada pela seguinte combinacao

Relacionaremos o niimero de pontos, n, com a ordem da pertubagio da matriz-S no préximo capitulo.
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de produtos de propagadores de Feynman

t(x,7,2) = (Ap(x — ) (Ar(y - 2)*(Ap(x - 2))

= (Ar(WH(AF W) (AF(u+v)). (2.49)

Neste caso, vemos que apenas duas varidveis sdo necessdrias para descrever ¢ apos a utilizacao

das coordenadas relativas.

X y

Figura 2.2: Representacdo grafica para uma distribuicao de trés pontos.

Na QED, encontraremos o produto de poténcias de propagadores bosonicos, A 44(x — y),

e fermidnicos, Agy(x —y). Neste caso, temos que,

sing.ord. (840" (Agy)) = kp-5.d.(Aa0) + Ky 5.d.Agy) —(n-Dd  (2.50)

A partir desta expressao, somos capazes de identificar todos os graficos divergentes possiveis
do modelo, bem como a estrutura de contratermos gerados no processo de renormalizacao.
Vale notar que o grau superficial de divergéncia, assim como a ordem singular, € um critério
preliminar para a andlise do carater do modelo no que diz respeito a propriedade de renorma-
lizabilidade, entretanto, ndo leva em conta as simetrias, que podem contribuir para a reducao

do ntimero de contratermos [17].

2.2.2 C(lassificacao de teorias quanto a renormalizabilidade

De acordo com seu comportamento no ultavioleta, uma teoria pode ser de trés tipos:

Superrenormalizavel. Neste caso, temos que apenas um numero finito de diagramas
de Feynman é superficialmente divergente. A medida que aumentamos a ordem na teoria
perturbativa, este nimero diminui. Desta forma, temos que o niimero de constantes a serem
fixadas por condigdes fisicas é finito.

Renormalizavel. Uma teoria é dita renormalizdvel quando apenas um nimero finito
de amplitudes sao superficialmente divergentes, entretanto, estas divergéncias ocorrem em
todas as ordens na teoria de perturbacdo. Um exemplo de teoria renormalizavel é a QED
em um espac¢o-tempo 4-dimensional. Neste caso, temos apenas trés graficos de Feynman
divergente, a saber: o referente a altoenergia do elétron, polarizacdo do vicuo e o diagrama
de vértice. Porém, estes gréficos divergem em todas as ordens.
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Nao renormalizavel. Uma teoria é ndo renormalizdvel quando o ntimero de graficos de
Feynman que sdo superficialmente divergentes aumenta com a ordem da teoria de pertur-
bacdo. Uma implicacao direta deste fato é que, a medida que aumentamos a ordem, a fim
de refinarmos os resultados, precisamos de cada vez mais condicoes fisicas para fixarmos as
constantes arbitrdrias oriundas do processo de renormalizacao.

Uma outra maneira de inferirmos sobre a renormalizabilidade de uma teoria é olhado
para a dimensao de massa da constante de acoplamento. Assim, uma teoria é superrenorma-
lizavel se a constante de acoplamento possui dimensdo de massa positiva. Caso a constante
de acoplamento seja adimensional, a teoria é renormalizdvel. Por fim, se a constante de

acoplamento possuir dimensao de massa negativa, a teoria é dita ndao renormalizdvel.
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Capitulo 3

Renormalizacao da QED; de massa nula a

1-loop

3.1 QED;de massanula

O modelo considerado nesta dissertacdo é o de uma Eletrodinamica Quantica em um

espaco-tempo tridimensional onde todas as particulas possuem massa nula. A acdao que o

descreve € a seguinte

QED3

m:o=fd3X{—iF“VFW+itp(x)mw(x)}; Dy =@+ieMy, 3.1)

que € invariante de Lorentz por construcao. Pode-se ainda verificar que tal modelo é invari-

ante de gauge, ou seja, a acdo (3.1) é invariante sob o seguinte conjunto de transformacoes:

v =e "Wy — Sy =iax)y (3.2)
W =e 0y — Sy =—ia(x)P (3.3)
AL = A, - éaua(x) — 0A,= —éaua(x) (3.4)

Além das simetrias de Lorentz e de gauge, que sao simetrias continuas, o modelo também
apresenta algumas simetrias discretas. Simetrias discretas sdo tais que os parametros de
transformacao assumem apenas valores discretos. E o caso da conjugacdo de carga, paridade
e reversdo temporal, os quais mantém (3.1) invariante. A conjugacdo de carga leva uma
particula de carga positiva em sua antiparticula, de carga negativa, e vice-versa. As simetrias
discretas em 2 + 1 dimensoes diferem do caso em 3 + 1 dimensodes. Desta forma, o Apéndice B
traz uma discussao um pouco mais detalhada sobre o assunto.

Podemos adicionar um termo de gauge-fixing, que serd necessdrio para o célculo do
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propagador de Ay, a acdo (3.1) e reescrevé-la na seguinte forma:

2= ZMt Dy + gt + Zine, 3.5)
onde
2= f d3x{—iF“VFW}, (3.6a)
ZW:f&wa¢ (3.6b)
2= fd%{—%(aum‘)z}, (3.60)
2in= f dx{-ep Ay}, (3.6d)

sdo as acoes de Maxwell, fermidnica, de gauge-fixing e de interacao, respectivamente.

3.1.1 Calculo dos propagadores

Partimos da ac¢do livre para um campo genérico ®

Zfree:fdgx %(D(x)é(a)cl)(x)+](x)<b(x) ) (3.7)

onde O(0) é um operador diferencial chamado operador de onda, do qual espera-se a existén-
cia do inverso e J(x) é uma fonte acoplada ao campo. A equacdo de campo assume a seguinte
forma

0@ (x) = —J (x). (3.8)

A funcao de Green, por definicao, é a solucdo da equacao
OO A(x-y) =id(x—-y), (3.9)

assim, podemos escrever
Ax—y)=i0710)86%x-y) (3.10)
3.1.1 (A) Propagadorde A,

Para o célculo do propagador bosonico, vamos considerar a acao de Maxwell juntamente

com a de gauge-fixing, Equacoes (3.6a) e (3.6¢). Esta tltima é necessdria para que o operador
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de onda resultante, O"", seja inversivel.

1 1
ZM+gf=fd3x{—ZF”VFuv—ﬁ(OHA”)Z}

1 1
= f dgx{—Z(G“AV—GVA“)(GMAV—GVAH)—E(OHA”OVAV)} (3.11)

Fazendo uma integracao por partes, temos!:

1 ora” 1
ZM+gf:deJC{§A”D(1’]yV— W AV)+£

ora”
A”DTAV)} (3.12)

Podemos introduzir o chamado operador de projecao transversal, ®*", e o operador de

projecdo longitudinal, Q“¥, onde?

ora”
@IJV = n”v — T (3.13&)
oroY
QY = 5 (3.13b)
para reescrever (3.12) como
1 0
_ 3..)° uv . MV
ZM+gf_fd x{zAM(DQ +—Q Jav}. (3.14)
o

Aqui vemos a importancia do termo de gauge-fixing, sem ele, o operador de onda seria
expresso apenas em fun¢do do operador transversal, ndo possuindo assim, um inverso.

O propagador de Feynman é dado por
AR (x—y) = i(OM) 6% (x - ). (3.15)

Assim, temos 1
AR (@) = i(i®”v+ %Q:‘“’)&S(x—y) (3.16)

O propagador de Feynman no espa¢o dos momenta, AﬁvA(k), é dado por

1 KFEYY  a kMEY
(3.17)

uv .
AAA(k)__l[p(nﬂv_ kZ +p kz

1Uma vez que estamos considerando que os campos se anulam no infinito, os termos de superficie sao
nulos, ja que estamos integrando sob o espaco todo.
Zpara mais detalhes, veja o Apéndice C.
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3.1.1 (B) Propagador de y

Partimos da acao para o campo fermiodnico (3.6b), onde temos

oy = f d%{z;}[iyﬂau]u/} (3.18)
R,(—J
O

Queremos encontrar 07, tal que
q
0 '0=1 (3.19)

Assim,
(iy"0,)0=1 (3.20)

Multiplicando ambos os lados por (y¥d,), temos
(¥'0,) (Y0, 07" = (y*0,) (3.21)
Temos a seguinte propriedade das matrizes gama
Yy =t —ie %y, (3.22)
Levando na expressdo anterior, temos
" —ie" %y ¢)0,0,07" = iyt o, (3.23)
como e*V¥ é antissimétrico e 0,0y € simétrico na troca dos indices, temos

1"'0,0,07" = —iy*o,

007! = -iy*a,
O != —i2 (3.24)
=-ig .
De acordo com a Equacao (3.10), temos
d 5
Aw(a) = 56 (x—y) (3.25)

O propagador de Feynman fermionico no espago dos momenta é dado por

— 7 k
Mgy (k) =i~ (3.26)
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3.1.2 Anadlise do espectro

Um modelo para ser fisicamente consistente, deve satisfazer algumas condic¢oes: Invari-
ancia de Lorentz, causalidade, unitariedade e renormalizabilidade. No que se segue, faremos
uma breve discussdo sobre a causalidade e a unitariedade a tree-level do modelo em questao.
A renormalizabilidade, objetivo principal deste capitulo, serd discutida com detalhes nas
secoes subsequentes.

Os polos dos propagadores, no espago dos momentos, sdo interpretados como particulas
estdveis mediadoras das interacoes. Através de uma andlise dos polos, podemos verificar se o
modelo é ou ndo causal. A causalidade é garantida se tivermos polos simples e positivos, ou
seja, K =o.

A unitariedade da matriz-S, como vimos, estd associada ao principio da conservacao da
probabilidade — em outras palavras, significa que o espectro do modelo nao possui estados
de 1-particula com norma negativa. Podemos extrair as condi¢oes necessdrias para a unitari-
edade do modelo, pelo menos a tree-level, através de um estudo da amplitude de transicao
corrente-corrente, <f. Tal amplitude é obtida acoplando-se os propagadores a correntes
externas, /, que devem ser compativeis com as simetrias do modelo. A parte imaginaria dos
residuos da amplitude nos polos deve ser positiva, como consequéncia da unitariedade da

matriz-S. Assim, devemos ter

Im{Res(s/a] 100} = 0, onde  stan=J5A0" T (3.27)

Im{Res(yy| o100} = 0, onde sty = TAgyJ (3.28)

E importante salientar que tais condi¢des sdo necessdrias porém nio suficientes para se
garantir a unitariedade a tree-level. Faz-se ainda necessario um estudo do comportamento da
secdo de choque no limite de altas energias do centro de massa. Tal estudo é feito analisando-

se o limite de Froissart-Martin [18-22].

3.1.2(A) Espectro do propagador bosonico

Inicialmente faremos um estudo para o caso bosodnico. O propagador, neste caso, é dado
pela seguinte equacdo

v 1 k“kY

wv .
AAA(]C)——Z F+(a—l)ﬁ? (3.29)

Como o polo polo do setor transversal é simples, k* = 0, a causalidade é verificada a tree-level.
Para uma anélise da unitariedade, devemos estudar a amplitude corrente-corrente. Po-

demos decompor as correntes vetoriais em uma base completa no espaco dos momenta da
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seguinte forma:
JH = AK* + BE* + Cet, (3.30)

onde k* = (kY k!, k?), k* = (k°,— k1, —k?) e e* = (0, €1, €2) obedecem aos vinculos covariantes

kte, =
ktk, = 0 (3.31)
ehe, = -1
No caso de um polo nao-massivo, temos
k”ku =0, (3.32)
de forma que podemos supor
k= (m,0,m). (3.33)

Levando (3.33) em (3.31), temos

kbey= 0 —e*=0

(3.34)
eley=-1-¢l=1

Desta forma, uma base completa no espaco dos momenta, para o caso ndo-massivo, é dada
pelos seguintes vetores
kt = (m,0, m)
k* = (m,0,-m) (3.35)
e* =1(0,1,0)

Assim, a corrente /#, dada pela Equacao (3.30), pode ser escrita da seguinte forma:
J# =(m(A+B,C,m(A-B)). (3.36)

Levando-se em consideragao a conservacdo da corrente, k#J, = 0, temos que B = 0 na
expressao anterior. Além disso, apenas os graus de liberdade do setor transverso irao se
propagar. Os graus de liberdade do setor longitudinal, provenientes do termo de fixacao de
calibre, se desacoplam do modelo, como era de se esperar, uma vez que a fisica nao pode

depender de uma escolha arbitraria de calibre. Assim, ficamos com uma amplitude dada por

Hv JHT
Aaa=—1Jy (nk—z) Jv= —17“ (3.37)
—# (A%m?* - C* - A*m?)
C2
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Assim, temos
Res (o) = iC (3.38)

cuja parte imagindria é positiva, verificando-se assim a unitariedade a tree-level do modelo

no setor bosdnico.

3.1.2 (B) Espectro do propagador fermionico

O propagador fermi6nico, dado pela Equacio (3.26) possui um polo simples em k? = 0,
de modo que a causalidade € verificada.
Para inferirmos sobre a unitariedade, analisaremos a parte imagindria do residuo de </,

no polo k = 0. Para isso, escrevemos a corrente da seguinte forma

]=( n ) J=7" (3.39)
J2

Podemos escrever k* = (u,0, ), assim
B _ sroax ok 0 U jl
Res(tipy |io—g) = 10T 3207 1Ky ;
2

o f ok ok j
=i(j; —]2)(Y0k0—7/2k2)( ].1 )
2

= iulj1 - jol? (3.40)

De modo que
Im{Res(Agy|io—o)} = ul2l® >0, (3.41)

onde z = j; — j. Desta forma, a unitariedade estd garantida a tree-level.

3.2 Power-counting de divergéncias

3.2.1 Calculo da ordem singular dos propagadores de Feynman

Antes de prosseguirmos com o estudo das divergéncias do modelo, é necessério o célculo

da ordem singular dos propagadores de Feynman dos campos vetorial e fermionico.
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Ordem singular do propagador fermionico. O propagador para o campo fermionico, no

espaco de configuracao, é dado pela seguinte expressao:

i k ;
Agy(x—7y) = d3 —ik-(x=y), 3.42
gy (x=Y) (2::)3] ‘Cric: (3.42)
Inicialmente, notamos que,
Agy(A(x—y) = f Pkt e-ikA-y) (3.43)
vy (2m)3 k2 +ie '

fazendo a mudanca de varidveis p = Ak, d®p = A3d%k

i _ Ap i (x—
Agy(Alx—y)) = dPpA 3 ——— e P
gy Mx=y)) (271)3[ P p2+i€/lze

=A% Agy(x—y) (3.44)
Assim, de acordo com a defini¢do de grau de escala, temos:
lim f Px Py AT Ay Ax— ) F(0)8() =0 (3.45)
usando a Equacdo (3.44), temos
lim f Ex Py AT Ay (x— Y (01 =0, (3.46)

de onde tiramos que
s.d.(Agy) =2. (3.47)

Logo, a ordem singular do propagador de Feynman fermionico é:
sing.ord. (A ) = -1 (3.48)

Ordem singular do propagador bosdnico. O propagador para o campo bosonico, no es-

paco de configuracao, é dado por:

e ik (x-y) (3.49)

(W_Wm)aww
k2 k2

uv _ i 3 1
AAA(x—y)——(zn)Sfd k3

De forma andloga ao caso fermionico, iniciamos calculando o grau de escala para o propaga-

dor acima.

e—ik/1~(x—y) (3.50)

kH kY kH kY
(n“v_ 2 )—i—a K2

uv VSO 3. 1
A (A x-p) = (2n)3fd k0
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Novamente, fazemos a mudanca de variavel p = 1k, de onde temos d>k = A3 d3p, assim

AR (Ax—p) = (2 & f P (’l’w - p;éﬂ) T p;,;v e P
=A7TARY (A - y)) (3.51)
Usando a definicdo de grau de escala, temos
lim f Cx Py Aereall Ax-y) f0gy) =0 (3.52)
usando a Equacao (3.51), temos
lim f ExdPyroretall (x-y gl =0, (3.53)
de modo que o grau de escala é dado por:
s.d.(Ah') =1 (3.54)
Da definicdo de ordem singular, temos o seguinte resultado:
sing.ord. (Agy) = -2 (3.55)
Na expansao perturbativa de ordem n, temos que
© = sing.ord. ((Aa2) " (Agy)*r ) = 2ks + ki~ 3(n—1) (3.56)

3.2.2 Renormalizabilidade da QED; de massa nula

Para estudarmos a renormalizabilidade da QED3; de massa nula, vamos considerar um

grafico genérico da seguinte forma:

/2 12

T,f(xl, e Xp) = ji_[ WXk, t(X1,..., Xp) Jh P(xp,) ﬁ A(xp,) : (3.57)
i=1 i=1 i=1
Nesta expressdo, f € o nimero total de linhas externas de férmions, b é o namero total de
linhas externas de f6tons e ¢(xy,..., x,) é a distribuicdo de n-pontos, que envolve o produto
de propagadores de Feynman de Ay, € A g4.

Tendo em maos a ordem singular para o produto de propagadores de Feynman, Equagado

(3.56), vamos expressad-la em funcao das linhas externas.

No modelo de QED3 de massa nula, o termo de interagdo é dado por

Ty =—e: )y y(x): Au(x), (3.58)
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desta forma, sendo n a ordem na teoria de perturbacao, temos 2n férmions e n bésons. Como
cada propagador fermionico contrai um par de férmions, um grafico com f linhas externas

fermionicas € tal que

2I’L—2kf=f—> kf:n—]g, (3.59)

onde ky € o expoente do propagador de y. Analogamente, para bésons, temos
n b
n b =575 (3.60)

Substituindo (3.59) e (3.60) em (3.56), temos a ordem singular, w, de um gréafico em funcao de
suas linhas externas, o que facilita a anélise da renormalizabilidade da teoria via gréficos de

Feynman.
b n

w:3—f—§—5 (3.61)

A Equacgdo (3.61) nos diz que o modelo em questao é super renormalizdvel: a ordem
singular decresce com a ordem da perturbacao, de forma que temos um numero finito de
termos divergentes. Isto ndo ocorre, por exemplo, com a QED em 3 + 1 dimensdes, que é
renormalizavel [23]. Desta forma, podemos listar todos os possiveis termos divergentes da
expansao perturbativa. A tabela abaixo mostra os valores de n em funcao das linhas externas

bosonicas e fermionicas para os quais o grafico é divergente.

valores de n para os quais o gréfico é divergente
n<4
n<2
n<2
@
n<3
)
)

= I E=1EN NN IE=10S

BRI WO OIS

Tabela 3.1: Renormalizabilidade do modelo. Para os casosem que b=0e f =4eparab= f =2, 0s
gréaficos convergem V7 > 0. Se tivermos b =4 e f =0, os gréficos convergem para 7 = 3 e, como nao é
possivel ter um grafico deste tipo com n < 4, concluimos que todos os gréaficos desta classe sdo finitos.

3.3 Renormalizacao em segunda ordem da matriz-S

Da andlise feita anteriormente, vimos que, em segunda ordem na expansdo da matriz de
espalhamento, os termos correspondentes a altoenergia do elétron e a polarizacao do vacuo
sdo divergentes no ultravioleta. Nesta se¢do, construiremos a matriz-S em segunda ordem
na constante de acoplamento, bem como a representa¢do diagramadtica de seus termos e
analisaremos os possiveis contratermos oriundos do processo de extensao do produto das

distribuicoes que a compoe.
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Em segunda ordem, temos que

l'2
S(g) = Efdgm d®xz So(x1, X2) g (x1) g (x2)

(_

. 32
;'e) fdgxl d3x; T (:@(xl)Y”w(xl)Aﬂ(xl) W (X2) Y w(xg) Ay (x2) :)g(xl)g(xz) (3.62)

Podemos usar o teorema de Wick para o produto cronolégico de operadores de campos e,

assim, obtemos a matriz-S em segunda ordem na constante de acoplamento:

—_ip)2
S@(g) = (%fdf‘xl d3x2T[ () YR (o) Ap(x1) =P ()Y w (x2) Ay (2) « | g(x1) g (x2)

(_

;2
;?) f dx; dg’CZ[”l_’(xl)Y” W (x) Ap(x) P (2) Y w(x2) Ay (x2) : | g(x1) g(x2)  (3.63-1)

—ie)? | |
- ;) f dxy & | P )y (o) Ap () B ()Y Y O2) Ay () 1 | g (1) g (x2) - (3.63-2)

(=ie)® [ 3 5 . - v,
5 fd x1 d7xp | ()Y () A () W () Yy w(x) Ay (x2) 1 |g(x1)g(x2)  (3.63-3)

(=ie)* [ 3 4 . NN v
+— fd x1 d°xp | @)Y (x) Ap ()W ()Y (x2) Ay (x2) : | g(x1)g(x2)  (3.63-4)

(—ie)? 3 3 r I - o I
+— fd x1 d°x2 | @)Y w (x) Ap (X)W () Y (x2) Ay (x2) : | g(x1)g(x2)  (3.63-5)

(—ie)* [ 5 3 . 1 v )
+— fd x1 d°x2 | P e) Y (x) Ap ()W () Y (x2) Ay (x2) : | g(x1)g(x2)  (3.63-6)

(—ie)? [ 5 5 1. ! 1 ]
+— fd x1 & x| @ )Y (o) Ap(x) W () Y w(x2) Ay (x2) : |g(x1)g(x2)  (3.63-7)

2
(—ie® [ 4 4 [ | —F—— T ]
+ fd x1 d7xp |t ()Y () Ap(e) W ()Y w(x) Ay (x2) 1 |g(x1)g(x2)  (3.63-8)

As contracdes sdo dadas por (2.32). Para simplificar, vamos escrever S@(g) da seguinte forma

—ie)2
s@(g) = % {1{2) @+ I+ 1P (@ +12 () + 1P () + 1P (9 + 1P (g) + I (g)} (3.64)

Podemos representar cada integral graficamente de acordo com a Figura (3.1).

A solucao geral do termo de segunda ordem renormalizado, Sgen (g), depende de um
polindémio local arbitrario cujo grau maximo é determinado pelo power-counting. De acordo
com a andlise feita na secdo anterior e com a Figura (3.1), vemos que as Uinicas integrais que
necessitam ser renormalizadas sao: IéZ) e IéZ), que sao equivalentes — Figura (3.1(e)) — e I§2) -
Figura (3.1(f)).
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f =
b

n =

Il
NN
U
e
Il
|
w

X1 X2

(a) Vértice de interacdo. Grafico referente ao termo 3.63-1.

f =
b =

X1 X2 n =

(CR TN
U
S
Il
|
O

f =
b =

X1 X2 n =

N NN
U
S
Il
I
—

f =
b =

n =

AR \CI \S]
U
e
Il
|
[—

X1 X2

(d) Espalhamento elétron-féton. Gréafico referente ao termo 3.63-4.

f =2
b = 0 >w=0
1 X2 n = 2

(e) Altoenergia do elétron. Grafico referente aos termos 3.63-5 e 3.63-6.

f =20
b = 2 s>w=1
n = 2

(f) Polarizacdo do vacuo. Gréfico referente ao termo 3.63-7.

f =20
X1 X b = 0 >w=2
n = 2

(g) Bolha de vacuo. Grafico referente ao termo 3.63-8.

Figura 3.1: Gréficos referentes a expansdo da matriz-S em segunda ordem na constante de
acoplamento.

Desta forma, em segunda ordem, a matriz-S é dada por:

SZ (g) = SzRen (g) + Iéiiocal (g) + Iéf’local (g) + I(Z) (g) (365)

7pLocal
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onde

(—ie)®
7 E) = [P+ P @+ 1@+ 1P @+12 @+ @+12 @+1P @} (366

Na préxima secdo, faremos a andlise dos contratermos correspondentes aos termos
2) 2) (2)
ISPLoczil (g)’ IGPLocal(g) € I7PL0cal (g)
E importante notar que nem todos os graficos listados na Figura (3.1) contribuem para
a matriz-S. O gréfico 3.1(a), composto por dois vértices de interacao desconexos, viola a
conservacido de energia-momento®. A contribuicdo do gréfico 3.1(g), conhecido como bolha

de vdcuo, por sua vez, desaparece no limite adiabatico [15]
lim1 (0| S(g) 10y =1, (3.67)
g—»

refletindo assim a estabilidade do vacuo livre, ou seja, o vdcuo nao é modificado pela interacao.

Desta forma pode ser desconsiderado no processo de renormalizacao.

3.4 Anadlise dos graficos divergentes a 1-loop

Nesta secao faremos a anélise dos graficos divergentes do modelo que consistird no es-
tudo dos possiveis contratermos que surgem devido ao processo de extensao de distribuicoes.
Antes de iniciarmos, devemos relembrar que tais contratermos devem possuir as mesmas
simetrias da lagrangiana de partida, caso o processo de renormalizacdo as preserve. Desta
forma, deve-se verificar quais as simetrias da lagrangiana de partida sao preservadas pelo
método de Epstein-Glaser para que possamos usda-las no processo de determinacao dos
contratermos.

Neste ponto, recorreremos ao método de renormalizacao diferencial [24]. Tal método
consiste em escrever as amplitudes no espaco de coordenadas, localizar os termos cuja
singularidade a pequenas distancias impossibilita a transformada de Fourier e reescreve-
los como derivadas de expressdes menos singulares. Este processo nos fornece expressoes
finitas correspondendo as amplitudes renormalizadas. O cdlculo explicito das amplitudes via
renormalizac¢do diferencial se da de forma mais simples do que via Epstein-Glaser. Uma vez
que ha uma equivaléncia entre ambos os métodos [25], apresentaremos os resultados obtidos

via renormalizac¢do diferencial.

3No referencial do centro de massa, 0 momento inicial é nulo, enquanto o momento final é nao nulo, devido
ao fato de o féton possuir v = ¢ em todos os referenciais inerciais.
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3.4.1 Polarizacao do vacuo
O grafico correspondente a polarizacao do vacuo é mostrado na Figura 3.1(f)
1
SVp=15 f d®x1 oIl (x1, X2) : Ap(x1) Ay (32) £ (31 g (2, (3.68)

onde

11" (x1, x2) = —€* Tr (Y Ay (51 — 22) 7" Ay (322 — x1)) - (3.69)

No caso da polarizacdo do vacuo, a ordem singular é w = 1, e os contratermos tem a

seguinte estrutura:

¥ (g= f d3x1d~°’xz Y cq0%6% (21 - )| A,,(xl)Av(xz):g(xl)g(xz)

"PLocal a<1
= f dxy dPx [(@)” + bon™)6% (x1 — x2) + €] 056° (x1 — x2)+
+c50" 8% (x1 — x2) ] Ap(x1) Ay (x2) : g(x1) g (x2)
= f d®x {(ah” + bont™") : Ap(x) Ay (x) : g2(x) = 7" 0o [: Au(x) Ay (x) : g°()]+
—ch0" [ Ay Av(x) : g2 ()1} (3.70)

Prosseguindo com sucessivas integracoes por partes e levando o limite adiabatico em con-
sideracdo, vemos que os dois ultimos termos na equac¢ao acima sao identicamente nulos.

Assim, ficamos com

¥ (9= f dBxlah” + bont™1: Au(x) Ay (x) : g2(x). (3.71)

O préximo passo € a andlise das simetrias dos possiveis contratermos. Antes de prosse-
guirmos com tal andlise, vamos fazer um estudo do termo de polarizacdo do vacuo regulari-
zado a 1-loop via renormalizac¢do diferencial.

A polarizacao do vacuo a 1-loop, no espaco euclidiano, é

I;(x) = —(—i@)* Tr [YiAgy (XY jAgy (—X)] (3.72)
Explicitamente,
e’ [ XiXj 1
00 =55 (275" -0u) 373)

Usando o método de renormalizacao diferencial, a polarizacdo do vacuo é dada por [26]

e? 1
Hij(x):—w(aiaj—DcSij)?. (3-74)
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Desta ultima expressdo, vemos que o grau de divergéncia foi reduzido em duas unidades.

Além disso, notamos que a invariancia de gauge € satisfeita, ou seja,
6,-H,-j (x)=0. (3.75)

Como o termo regularizado é invariante de gauge, concluimos que o método de renormaliza-
cao diferencial e Epstein-Glaser preservam a invariancia de gauge.

Agora, temos que analisar as simetrias dos contratermos. Comec¢ando pelas continuas,
vemos que o primeiro termo viola a simetria de Lorentz, enquanto o segundo termo nao é
invariante de gauge. Desta forma, devemos ter ay = by = 0. Assim, ndo temos contratermos

para a polarizacdo do vacuo a 1-loop para QED3 de massa nula.

3.4.2 Autoenergia do elétron

O gréfico correspondente a autoenergia do elétron é mostrado na Figura 3.1(e). O termo

correspondente é:

1 -
SSt = 3131 f d®xy Pz 1 (1) Za (1, X)W (x2) : 8 (1) g (02), (3.76)
onde
Zo(x1, X2) = —€*y AL (61 — X2) Ay (X1 — x2) Yy (3.77)

O termo renormalizado para a autoenergia do elétron no espaco euclidiano, via renorma-
lizacao diferencial é dado por [26]

5 )——e—za(i) (3.78)
Y= 3272\ x2)’ '

cuja contribuicado para a matriz-S, a 1-loop, preserva a paridade. Como o termo renormalizado
é invariante por paridade, o método de renormalizacdao também a preserva (pelo menos a
1-loop), desta forma, os possiveis contratermos devem ser invariantes por paridade.

Uma vez que a ordem singular do grafico é w = 0, temos que a estrutura dos contratermos

correspondentes é dada pela seguinte expressao:

(5—-6)pLocal

1% (&) = f d*xy d®x0 1 () [(aoT +b9)8° (1 — x2) | W (x2) = g(x1) g (x2)

=fd3x 7 (x) [(aol +bo) w(x) : g2(x), (3.79)

onde uma matriz geral foi escrita como a soma de uma matriz diagonal e uma matriz nao-
diagonal, bg.
O préximo passo € verificar as simetrias dos contratermos, que devem ser as mesmas da

acao de partida. O primeiro termo, : ¥(x)aply (x) :, é invariante de Lorentz e invariante de
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gauge, entretanto, viola duas simetrias discretas, a saber, a paridade e a reversdao temporal.
Assim, devemos tomar gy = 0. O segundo termo, : ¥ (x)boy (x) :, ndo é invariante de Lorentz,

de modo que devemos ter by = 0.

3.4.3 Funcao de vértice de 3-y

Até agora analisamos apenas os graficos a 1-loop advindos da segunda ordem da expansao
perturbativa da matriz-S na constante de acoplamento. Entretanto, de acordo com a Tabela
3.1, temos um gréfico de 1-loop possivelmente divergente na terceira ordem na constante de

acoplamento cuja representacdo é mostrada na Figura 3.2.

X1
f =0
b = 3 >w=0
n = 3

X2

Figura 3.2: Gréfico divergente em terceira ordem na constante de acoplamento.

Este grafico contribui para a matriz-S com o seguinte termo

(—ie)®
Sy =" f &y oy g £47P (31, %2, x3) 1 Ay (1) Ay (x2) Ap (x3) : §(x1) g (X2) g (x3), (3.80)

onde

VP (x1, X2, X3) = Tr (YH Ay (X1 = X2)YY Ay (X1 — X3)YP Ay (X2 — X3)) (3.81)

Temos entao a seguinte estrutura para os possiveis contratermos

JaSd

PLocal — fdgxl dxp d x5 [P (x1 — x2)8° (01 — Xx3)8° (22 — x3)] : Au(x1) Ay (x2) Ap(x3) © %

x g(x1)g(x2)g(x3)
= f d3xp d3x3 P63 (32 — x3)1% 1 A1) Ay (x2) Ap (x3) : 8% (X2) g (x3)
= f P xp d’xs EPE3 (xp — x3) 1 A (1) Ay (x2) Ap (33) : g% (%2) g (x3)

= f dPx &P 1 Ay (x) Ay(0) Ap(x) : 82 (x) (3.82)

Levando-se as simetrias continuas em consideracao, vemos que este termo nao € invariante

de Lorentz nem de gauge, assim, devemos ter ¢*'? = 0. Novamente, nao ha contratermos.
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Capitulo 4

Conclusoes e perspectivas

Tivemos como objetivo um estudo da renormalizabilidade de um modelo para a Eletro-
dinamica Quantica em um espaco-tempo tridimensional onde todas as particulas possuem
massa nula. Tal estudo foi baseado no método de Epstein-Glaser, caracterizado pelo fato de
os célculos serem realizados no espaco das coordenadas.

Vimos que, para o modelo considerado, a ordem singular das distribuicoes numéricas
presentes na expansdo da matriz-S (equivalentemente, o grau superficial de divergéncia)
diminui a medida em que aumentamos a ordem da expansao. Isso implica a superrenorma-
lizabilidade do modelo, ou seja, o numero de coeficientes livres — que devemos fixar com
condicoes fisicas — decresce com a ordem perturbativa até desaparecer.

A andlise da ordem singular, escrita em funcao das linhas externas e da ordem perturba-
tiva, nos mostrou que, a 1-loop, os possiveis termos divergentes sao dados pela autoenergia
do elétron, polarizacdao do vacuo e por um termo de terceira ordem possuindo trés linhas
externas bosonicas. Além destes termos, uma possivel divergéncia pode aparecer a 2-loops
devido a correcao a quarta ordem na constante de acoplamento para a polarizacao do vacuo.

Ao se estudar a estrutura de contratermos, levamos em consideracdo as simetrias apresen-
tadas no modelo. Neste ponto, fizemos uso da equivaléncia entre o método de renormalizacao
diferencial e o de Epstein-Glaser para verificar que este tltimo preserva a simetria de gauge e
a paridade. Vimos que para as contribui¢des a 1-loop — levando-se em conta a existéncia do
limite adiabéatico — o conjunto dos contratermos € vazio. Desta forma, ndo é gerado termos
que violam a simetria de paridade — ndo havendo assim, uma anomalia de paridade.

O fato de que o conjunto dos contratermos ser vazio nos diz que o modelo considerado é
finito a 1-loop.

Como perspectiva ficam a andlise a 2-loops — neste caso, o termo de polarizacdo do vacuo

a quarta ordem na constante de acoplamento — e o estudo do limite adiabatico.
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Apéndice A
Rudimentos da Teoria das Distribuicoes

A.1 Motivacao fisica

” o«

Termos como “particula de massa m”, “carga pontual”, etc sdo comuns na fisica. Mas o
que, de fato, significam estes termos? Obviamente sdo apenas idealizacoes humanas, ndao
existem tais objetos. Ao se tentar descrever tais objetos idealizados, somos obrigados a lancar
mao de objetos matemdticos que nem sempre sao bem definidos. Um exemplo cldssico é
a “funcao 6 de Dirac”, comumente definida como sendo “igual a zero em toda reta, exceto
na origem, onde € infinita” [27]. O fato da ndo existéncia de objetos pontuais ou, de que
em um processo de medida, o que se mede é uma pequena regidao do espaco, levou ao
desenvolvimento de ferramentas matematicas apropriadas — as distribuigoes.

Neste apéndice apresentaremos uma breve introducgao ao estudo das distribuicdes, ou
funcgoes generalizadas. Apresentaremos apenas o necessario para a compreensao do texto, de
forma que toda e qualquer demonstracado serd omitida. Para maiores detalhes, sugerimos as
referéncias [14,28-30].

A.2 Definicoes basicas

Definicao A.1 (Suporte de uma funcéo) Para qualquer fungdo f : R" — C, o seu suporte,
denotado por supp f, é o menor conjunto fechado fora do qual f = 0. Equivalentemente,

supp f é o fecho do conjunto de pontos x € R" para os quais f(x) # 0.

E importante salientar que, apesar de uma funcéo ser zero fora de seu suporte, ela pode

ser nula em pontos isolados de seu suporte, devido a condi¢do de fechamento na defini¢cdo
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acima. Um exemplo € a fun¢do cosseno, cujo suporte é R, apesar de cos ((n + 1/2)m) = 0.

Definicao A.2 (Funcao teste) Seja n = 1. O espago teste, denotado por Z(R), é o espago vetorial
de funcoes f : R" — C, que sao de classe € e tem suporte limitado. Uma fungdo teste é
qualquer funcgao f € I (R").

Definicao A.3 (Distribuicao, ou funcao generalizada) As distribuicoes sdo definidas como
funcionais lineares sobre um espago 9 (R") das fungoes teste. Ou seja, uma distribuicdo T (f)

atua sobre uma fungdo teste (pertencente a 9) e a leva em um niimero (complexo).
T(f): 4 — C
f — T(H= fd”xT(x)f(x)

As distribuig¢bes formam um espago vetorial chamado dual topolégico de Z(R"), também

chamado de espago das distribuicoes e denotado por 7' (R").

Definicdo A.4 Se T € ' (R"), dizemos que x € R é um ponto regular de T se, e somente se, existe
uma vizinhanga U de x e uma fungdo g de classe C* sobre U, tal que a integral

T(f) = f dx T(x) f(x) (A1)

é bem definida para todo f € 2 (R"). O complemento dos pontos regulares de T é chamado
suporte singularde T.

Definicao A.5 Uma funcdo [ : Q < R" — C é localmente integrdvel se f é absolutamente
integrdvel em qualquer subconjunto compacto K de Q). O espaco das fungoes localmente
. 2 . n z 1 n
integrdveis em R" é denotado por L 1oc®™).
Funcgdes que nao sdo integraveis mas sao localmente integrdveis sao tais que possuem
problemas de integrabilidade no infinito. Qualquer funcao localmente integravel define uma

distribuicao.

Definicao A.6 (Distribuicdes regulares) Para qualquer funcdo localmente integrdvel f hd
uma distribuicdo denotada por Ty, definido por

Tr () f dxf(0)p(x). (A.2)

Tal distribuigdo é chamada distribui¢do regular associada a fungdo localmente integrdvel f .
Todas as outras distribuigoes sdo singulares.
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Classes diferentes de distribuicdes exigem classes diferentes de fun¢oes para que a in-
tegral do tipo [dxT(x)f(x) seja bem definida. Uma classe mais ampla de funcdes teste,
simbolizada por .7 (R"), é formada por fungdes f(x) que, ao invés de serem identicamente
nulas fora de uma regiao limitada, decaem rapidamente a zero quando x — oo. Os corres-

pondentes funcionais sdo chamados de distribui¢Ges temperadas.

Definicao A.7 (Espaco de Schwartz) O espaco de Schwartz é composto pela totalidade de
funcgoes infinitamente diferencidveis que, juntamente com todas as suas derivadas, vdo mais

rdapido a zero, quando | x| — oo, do que qualquer poténcia inversa de x. Em outras palavras,
para fungoes f € . (R"), com x = (x1,...,X,) tem-se

IxX*DPf(x)|<C, Va,BeNg, (A.3)

onde a constante C = C(a, B) depende, em geral, da funcdo f e de a e 5. Tais fungoes sdo

chamadas de fungoes de decrescimento rdpido.
Definicdo A.8 Diz-se que uma distribui¢do T € /' (R™) é um funcional linear continuo sobre o
espaco ./ (R") se o seguinte acontece:

1. T(afi+Bf)=aT(f))+PT(f2); a,BeCVfe.sR".

2. r}grgo|T(fn) — T(f)| =0, para toda sequéncia { f,,} em . (R").

A.3 Operacoes com distribuicoes

Queremos definir certas operacdes em distribuicoes, tais como soma, multiplicacao por
funcao, derivacao e assim por diante. Para este fim, consideramos como estas operacoes sao
definidas para uma funcao localmente integravel; escrevemos em linguagem de distribuicoes,

para a distribuicao regular associada, entdo generalizamos para uma distribuicao arbitraria
qualquer.

Soma de Distribuicdes A soma de distribuicdes é dada por:

(T1 + To) () :fdx (T1(x) + To(x)) f (x)

:fdx Tl(x)f(x)+fdx T>(x) f(x)
= Ti(f) + T2(/) (A-4)
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Multiplicacao por funcées Podemos multiplicar uma distribui¢do por uma funcao conti-

nua e infinitamente diferencidvel da seguinte forma:

gnf)= f dx (gT)(x) f(x)

zfdx T(x)(gf)x)

=T@gf) (A.5)

Derivada de distribuicdes Seja T € &'(R"). A derivada D*T, com € Z., é dada por:
(D*T)(f) = (-D''T(DYf(x). (A.6)

Translacdo A translacdo de uma distribuicao T por a, denotada por T, é definida por

T.(f) :fde(x+ a)f(x)

= f dyT(y)f(y—a) det T(f-a) (A7)
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Apéndice B

Simetrias discretas

Devido a grande importancia das simetrias no estudo da renormalizabilidade do modelo,
faremos uma breve discussao da forma assumida pelas transformacdes de Lorentz discretas
em 2+ 1 dimensoes (as transformacoes continuas sao semelhantes ao caso em 3+ 1 dimensoes,

por isso ndo serao abordadas).

B.1 Conjugacao de carga

A fim de chegarmos a forma com a qual o espinor se transforma via conjugacao de carga
em 2 + 1 dimensoes, seguiremos o procedimento de [23] para o caso em 3 + 1 dimensdes.

Partindo-se da Equacdo de Dirac,
[Y*(i0, — eA,) —mly =0 (B.1)
O espinor conjugado deve satisfazer a Equacado de Dirac com a carga de sinal oposto.
[Y*(i0, + eAy,) — mlw® =0, (B.2)

onde ¥ é o espinor conjugado de carga de 1. Podemos tomar o conjugado hermitiano de

(B.1) e multiplicar por y° pela direita para obter
vyMTy (—io-eA) -my°1=0 (B.3)
usando a relacdo (10e), obtemos
y[-yH(i0,+eA,) —m]=0 (B.4)

Tomando a transposta da equagdo anterior e multiplicando por uma matriz C pela esquerda,
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temos
[~Cy*TCl (@0, + eA) — mICHT =0 (B.5)

Caso exista uma matriz C tal que
cy*tc = —yH, (B.6)

podemos identificar ¢ com C/’. Devemos, entéo, encontrar tal matriz C que satisfaca (B.6).

No nosso caso, usando a representacao (9) para as matrizes gama, temos que
C= —iylyo = —)/2 (B.7)

satisfaz (B.6). Assim, temos
Ccl=y? (B.8)

A matriz C possui as seguintes propriedades:
C=C*=-C'=-c'=-C, (B.9)
de forma que os espinores se transformam da seguinte maneira:

v=Cyl (B.10)
yC=—ylCc! (B.11)

Além disso, o capo A* deve se transformar como

A; =—-Ay. (B.12)

B.2 Paridade

Em um espaco-tempo (3+1)-dimensional, a paridade é obtida levando-se x em —x. En-
tretanto, em 2+1 dimensoes, tal transformacao teria determinante +1 e corresponderia a
uma rotac¢do de nrad. Contornamos este problema trocando-se o sinal de apenas uma das

coordenadas espaciais, no nosso caso,
P
x— xP =0 -, x% (B.13)
O espinor de Dirac se transforma da seguinte forma

w(t, % — y'(¢, %) = Py(1,%) (B.14)
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onde P é uma matriz que representa a transformacao de paridade no espaco dos espinores.
Para encontrarmos a forma explicita de P, assim como no caso da conjugacao de carga,

partimos da Equacao de Dirac.
[i(y'o, +ieAy) —mly =0 (B.15)

Escrevendo a Equacdo de Dirac em um referencial S’, temos que a mesma deve ser vélida em

um referencial S.

[i(y004 +710] +7205) — e(yo Ay — 1A} —Y2A5) —m]y' =0, (B.16)
que, de acordo com as convengdes de paridade adotada, temos:

[i(y000 =101 +7202) — e(yo Ay — Y1 4] — Y2 A5) —m|y' =0 (B.17)
Usando B.14 e multiplicando pela esquerda por P! e, como ¢’ = Py, temos

[iP™ (Y000 —y101 +1202) P — eP ™ (yo Ay — y1 A} = y2A5) P — P 'mP]w =0 (B.18)
De onde temos que, para que B.16 seja valida em S, a matriz P deve satisfazer as seguintes
relacoes:
P lyoP=yy = yoP=Pyo

P ly1P=—y, = vy, P=-Py; (B.19)
P ly,P=y, = v,P=Py,

De forma que o campo A, deve se transformar como

Al = A
A= —A (B.20)
A, = A

Porém nao € possivel, usando a dlgebra das matrizes gama (10), construir uma matriz P
satisfazendo (B.19). Isto ocorre devido ao termo de massa na Equacao de Dirac [31]. Como
estamos interessados no modelo de QED3 de massa nula, daremos continuidade a discussao
da paridade para o caso nao massivo. Neste caso, podemos fatorar um sinal de menos sem
alterar a equacdo. Buscamos assim pelas novas condi¢coes a serem satisfeitas pelas matrizes
gama e pelo campo A, de forma a manter a covaridncia da Equa¢do de Dirac para uma

transformacao de paridade.

[ip_l(—’)/()a() +}/101 —’)/262)1) — eP_l(—)/OA{) +Y1A,1 +Y2A.{Z)P] Y= 0 (B.21)

As novas condicoes sobre as matrizes gama sao:
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P lygP=-yy = vyoP=-Py
P ly1P=y; = vy P=Py; (B.22)
Ply,P=—y, = vy,P=-Py,

Levando estas condi¢des a Equagdo (B.21), vemos que o campo A, deve se transformar
como em (B.20).

Uma possivel representacao para P, satisfazendo (B.22) é a seguinte

P=-iy, (B.23)
Com isso, temos a transformacgdo do espinor sob paridade

! =/

w(t,®) —y'(t, %) = —iy1p(t, %) (B.24)

Segue também que

7' = iy yo = iyTylye = —ivtyiyo = ivTyor: = iy (B.25)

B.3 Reversao temporal

A reversao temporal é uma transformacdo de Lorentz discreta e antiunitéria. Partimos,
novamente da Equac¢ao de Dirac em um referencial S e exigimos que seja covariante sobre
reversdo temporal, ou seja, passando a um referencial S’ com ¢’ = —t e ¥’ = X, a equacdo nao
muda.

[i(yo0o +7i0;) —e(yoAo—yiAi) —m]y =0 (B.26)

Tomando o conjugado da equagdo acima, temos:
[—i(yg0o+7;0) —e(y;Ao—yiA)—m]y™ =0 (B.27)

Devido a antilinearidade da transformacao de reversdao temporal, esperamos que o

espinor se transforme da seguinte forma:
v =-6, =% =Ty*(,3%), (B.28)

onde T é uma matriz que representa a operacao de inversao temporal no espaco dos espino-
res.
Para levarmos a Equacao (B.27) ao referencial S’ devemos multiplicd-la pela esquerda

por T, assim

[—i(TygT 00+ Ty; T7'0) —e(Tys T Ag— Ty T ' A)—m| Ty* =0 (B.29)
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Mas, como ), = —0y, 0; =0; e ' = Ty™, temos
[i(Tyg T~ 0y Ty;T'0) —e(Tyg T Ay =Ty TP A —m]y' =0 (B.30)

Desta forma, as matrizes gama devem satisfazer as seguintes relacoes:

TysT™' =70 TyoT'=yy = Tyo=voT
Ty;T '=-y; = T™TnTl=yy = Tyi=mT (B.31)
Ty; T~ =-y, Ty T '=-y, = Ty,=-7,T

Entretanto, nao é possivel encontrar uma matriz que satisfaca as relacoes (B.31). Tal
impossibilidade vem do fato de que o termo de massa violar a reversao temporal, assim como
ocorre no caso da paridade. Caso ndo haja um termo de massa, podemos fatorar um sinal de
menos e inverter tais condi¢cdes de modo a ser possivel uma representacao da matriz 7, com
base na 4lgebra das matrizes gama, deixando a equacao invariante.

Vamos considerar novamente o caso de massa nula. A Equacao (B.30) se torna:
[i(~=Tys T~ o+ Ty;T7'0)) —e(-Tys T Ay + Ty TP AD] v/ =0, (B.32)

de forma que as novas condicodes, sdo:

Tys T~ =-v0 TyoT'=-yy = Tyo=-yoT
Ty;T '=y1 =4 ™TnT'l=-y1 = Tyi=-nT, (B.33)
Ty, T =7y, Ty, T =y, = Ty,=v.T

ou seja, T deve comutar com Y, e anticomutar com Y, e y;. Uma possivel representacdo para
amatriz T é, entao,
T =—iyy, (B.34)

onde o fator —i foi introduzido por conveniéncia. Assim, o espinor se transforma do seguinte
modo

, e

W' = —iyop” (B.35)

e, para ¥, temos

¥ =v""yo= (—iv2y) o= iv yiyo = —iv Ty2ve = iv  yora = iwTye) y2 = iy
(B.36)

As relagoes (B.33) implicam que o campo A, deve se transformar da seguinte forma:

Ay=Ay Aj=-A; (B.37)
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Neste apéndice serd mostrado algumas propriedades dos operadores de projecao O e

QMY que sdo definidos da seguinte forma:

otoY
erY =t = (C.1a)
otoY
QrY = C.1b
= ( )
Vamos analisar o produto entre estes operadores;
Produto 6#%0®,
oro% 040
S
040 oro*  0H0% 0,0
:nuanav_nua aDV_"]ow 0 0 aDv
_sh ok, a0, N otJo,
Vo O O HIN
_ st 010,
V.o
=0/, (C.2)
Produto Q4*Q),,
o*0% 4,0
Qv = “D :
_0¥0Jay
- 00
=0, (C.3)
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Produto 6#*Q),,
9%\ (9,0
O Q) = [nHe — 2 V)
av (’7 O )( O
_ 040, 0400,
O 00
=0 (C.4)

Podemos construir uma tabela multiplicativa destes operadores, resumindo os resultados

acima.
0 Q
® |00
Q10| Q

Tabela C.1: Algebra dos operadores de projecao.

Dado um operador
Xuv = agpv + ﬁva» (C.5)

podemos utilizar a tabela (C.1) para encontrar seu inverso
X =A@y, + BQy,y (C.6)
Como X“"X(;V1 = 65, e recorrendo-se a tabela (C.1), temos que A = aleB= ,6_1, ou seja,

Qv (C.7)
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