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“ Quem passou pela vida em branca nuvem

E em plácido repouso adormeceu;

Quem não sentiu o fio da desgraça,

Quem passou pela vida e não sofreu,

Foi espectro de homem; não foi homem,

Só passou pela vida, não viveu. ”

(Francisco Octaviano)
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Resumo
MOURA, Paulo Henrique de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de 2018. Um
estudo da QED3 de massa nula via o método de Epstein-Glaser. Orientador: Daniel Heber
Theodoro Franco. Coorientador: Oswaldo Monteiro Del Cima.

A Eletrodinâmica Quântica em um espaço-tempo de (2+1) dimensões (QED3) vem se mos-

trado de uma importância crucial para um completo entendimento do Efeito Hall Quântico

(QHE) e da Supercondutividade de Alta Temperatura crítica. Entretanto, vários equívocos

conceituais surgem quando se tenta realizar cálculos perturbativos. A quebra da simetria de

paridade no nível quântico – que é conhecida como anomalia de paridade na literatura – é

um destes. Nosso objetivo é estudar a renormalizabilidade da QED3 de massa zero usando

o esquema de renormalização de Epstein-Glaser para provar a ausência de anomalia de

paridade. O esquema de renormalização de Epstein-Glaser é caracterizado pelo fato de que

todos os cálculos são realizados no espaço de configuração e não há a necessidade de um

tipo de regularização específico.
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Abstract

MOURA, Paulo Henrique de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2018. A study
of the massless QED3 via the method of Epstein-Glaser. Adviser: Daniel Heber Theodoro
Franco. Co-adviser: Oswaldo Monteiro Del Cima.

Quantum Electrodynamics in (2 + 1) space-time dimensions (QED3) has been shown of

crucial importance for a deeping understanding of the Quantum Hall Effect (QHE ) and hight-

Tc superconductivity. Nevertheless, a lot of conceptual misunderstanding arises when one

tries to perform perturbative calculations. The breakdown of parity symmetry at the quantum

level – which is called a parity anomally in the literature – is one of those. Our aim is to

study the renormalizability of massless QED3 by using the Epstein-Glaser renormalization

scheme to prove the absence of Parity Anomaly. The Epstein-Glaser renormalization escheme

is characterized by the fact that all the calculations are performed in the configuration space

and there is no need of any kind of regularization at all.
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Notações e convenções
O sistema natural de unidades, onde c = ħ = 1, é usado nesta dissertação. Neste sistema:

[comprimento] = [tempo] = [energia]−1 = [massa]−1

O tensor métrico é definido como:

gµν =








1 0 0

0 −1 0

0 0 −1








(1)

Os vetores covariante e contravariante são denotados, respectivamente, por:

xµ
= (x0,x), xµ = gµνxν

= (x0,−x) (2)

A transposta, o complexo conjugado e o conjugado hermitiano de uma matriz M são

denotados, respectivamente, por:

M T , M∗, M †
= (M∗)T (3)

Tensor antissimétrico

ǫ012
= 1 (4a)

ǫµναǫ
βγα

= δ
β
µδ

γ
ν−δ

γ
µδ

β
ν (4b)

ǫµναǫ
µνα

= 6 (4c)

ǫµναǫ
µνβ

= 2δβα (4d)

Notação de multi-índices

Seja α= (α1, . . . ,αn) um multi-índice, α j ∈Z+:

α! =α1! α2! · · · αn ! (5)

xα
= x

α1
1 x

α2
2 · · ·x

αn
n (6)

|α| =α1 +α2 +·· ·+αn (7)

Dα
=

∂α1

∂x
α1
1

· · ·
∂αn

∂x
αn
n

=
∂|α|

∂x
α1
1 · · ·∂x

αn
n

(8)
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Matrizes γ e suas propriedades em d = 1+2

γ0
=σ3

=




1 0

0 −1



 ; γ1
= iσ1

=




0 i

i 0



 ; γ2
= iσ2

=




0 1

−1 0



 (9)

{γµ,γν} = γµγν
+γνγµ

= 2gµν (10a)

γµγν
= gµν

− iǫµναγα (10b)

γµγ
µ
= 3 (10c)

γµ /pγ
ν
=−/p (10d)

(γµ)†
= γ0γµγ0 (10e)

Traço das matrizes γ

Tr(γµ) = 0 (11a)

Tr(γµγν) = 2gµν (11b)

Tr(γµγνγρ) =−iǫµνα Tr(γαγ
ρ)

=−2iǫµνρ (11c)

Tr(γµγνγργσ) = gµνgρσ
−ǫµναǫρσβ Tr(γαγβ)

= 2(gµνgρσ
− gµρgνσ

+ gµσgνρ) (11d)

As contrações básicas são dadas por:

ψα(x1)ψ̄β(x2) = i (∆ψ̄ψ)αβ(x1 −x2) (12a)

ψ̄α(x1)ψβ(x2) =−i (∆ψ̄ψ)βα(x2 −x1) (12b)

Aµ(x1)Aν(x2) = i ∆
µν

A A
(x1 −x2) (12c)

Produto de campos e o Teorema de Wick

: Φ(X ) :
def.
= : Φ(x1) · · ·Φ(xp ) : (13)
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Simetrias discretas

Conjugação de carga

C AµC
−1

=−Aµ (14a)

CψC
−1

=−γ2ψ̄T (14b)

C ψ̄C
−1

=−ψTγ2 (14c)

Paridade

P A0(t ,r)P−1
= A0(t ,r′) (15a)

P A1(t ,r)P−1
=−A1(t ,r′) (15b)

P A2(t ,r)P−1
= A2(t ,r′) (15c)

Pψ(t ,r)P−1
=−iγ1ψ(t ,r′) (15d)

Pψ̄(t ,r)P−1
= i ψ̄(t ,r′)γ1 (15e)

r = (x, y), r′ = (−x, y) (15f)

Reversão temporal

T A0(t ,r)T −1
= A0(−t ,r) (16a)

T A(t ,r)T −1
=−A(−t ,r) (16b)

T ψ(t ,r)T −1
=−iγ2ψ∗(−t ,r) (16c)

T ψ̄(t ,r)T −1
= i ψ̄∗(−t ,r)γ2 (16d)
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Capítulo 1

Introdução

A Eletrodinâmica Quântica em um espaço-tempo de (2+ 1) dimensões (QED3) vem

sendo de grande importância nos estudos de Física da Matéria Condensada cujos efeitos

são resultantes de interações que se manifestam no plano bidimensional. Alguns exemplos

onde a descrição de um sistema de matéria condensada envolve a QED3 são: O Efeito Hall

Quântico (EHQ), que se mostra macroscopicamente como efeito resultante de interações

quânticas microscópicas planares [1], o grafeno, cuja estrutura bidimensional é formada por

átomos de carbono dispostos em uma rede hexagonal, e tem como principal característica

o fato de que os portadores de carga se comportam como férmions de massa nula [2] e a

Supercondutividade de alta temperatura crítica (SATc ) [3].

Apesar de todo seu potencial na descrição de fenômenos físicos que se mostraram de

fundamental importância nos últimos anos, vários equívocos conceituais surgem quando se

tenta realizar cálculos perturbativos, especialmente quando se considera campos de massa

zero, gerando divergências do infravermelho. A quebra perturbativa da simetria de paridade

no nível quântico – que é chamada de anomalia de paridade – comum na literatura, é um

deles.

Enquanto se tratando da Teoria Quântica de Campos perturbativa, se uma anomalia de

paridade devido a correções radiativas existe ou não, deve ser comprovada definitivamente

usando um método de renormalização independente de qualquer esquema de regularização.

Esse problema já foi investigado em 2009 pelos autores de [4] no âmbito do método de

renormalização BPHZL, adotando o esquema de subtração Lowenstein-Zimmermann. Lá, a

contribuição da paridade a 1-loop para o tensor de polarização do vácuo é explicitamente

calculada no âmbito do método de renormalização BPHZL.

É mostrado que um termo de Chern-Simons é gerado por essa ordem, induzido pe-

las subtrações infravermelhas - que violam a paridade. Na verdade, eles provaram que, o

que é chamado de “anomalia de paridade” é, de fato, um contratermo ímpar sob paridade

necessário para restaurar a paridade.

Mais tarde, em 2014, os autores de [5] mostraram que a QED3 sem massa é perturbativa-
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mente finita tanto no ultravioleta quanto no infravermelho, e livre de anomalia de paridade

no infravermelho para todas as ordens na teoria de perturbação.

A proposta é dar a prova a 1-loop no espaço de coordenadas usando o método de Epstein-

Glaser e Renormalização Diferencial, assim como foi dada a prova por BPHZL – que é no

espaço dos momenta.

1.1 Simetrias contínuas e o Teorema de Noether

Dizer que um sistema possui uma certa simetria, em relação a uma dada transformação

(ou, a um grupo de transformações), significa que suas características físicas permanecem

inalteradas após tal trasformação ser realizada. As simetrias podem ser classificadas como:

espaço-temporais, como as translações, rotações e transformações de escala, por exemplo;

internas – transformações efetuadas no espaço dos campos – como as transformações de

calibre, por exemplo.

As simetrias desempenham um papel fundamental na física. Ao nos depararmos com um

modelo em Teoria de Campos, e na Física em geral, uma das primeiras perguntas que devemos

nos fazer é: quais são as simetrias que o modelo possui? O simples fato de conhecermos as

simetrias de um modelo pode nos revelar propriedades extremamente úteis na descrição do

mesmo. No caso particular de transformações contínuas de simetria, podemos identificar

grandezas que são conservadas através do Teorema de Noether.

Teorema de Noether Se a ação possui um grupo contínuo de simetrias, então, há uma cor-

rente associada a este grupo de simetria que é conservada, quando a equação de movimento

é satisfeita.

Considerando que a ação clássica

S(Φ) =
∫

dxL (x), (1.1)

onde L (x) é a densidade de Lagrangeano, seja invariante sob as transformações δxµ e δΦi ,

então, a corrente

Jµ
def.
= δxµ

L +
∂L

∂(∂µΦi )
δΦi , (1.2)

é conservada. Ou seja,

∂µ Jµ = 0. (1.3)
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1.2 Anomalias em teoria quântica de campos

Na passagem de uma abordagem clássica para uma versão quantizada de uma teoria,

devemos nos perguntar sobre o que ocorre com as simetrias. Não é obvio que as simetrias

clássicas sejam preservadas durante o processo de quantização. De fato, isto nem sempre

ocorre. Pode ocorrer que, independente do que fazemos, uma simetria clássica não sobreviva

ao processo de quantização. Neste caso, dizemos que há uma anomalia, ou em outras

palavras, que estamos lidando com uma simetria anômala [6].

Podemos classificar as anomalias em duas classes: as anomalias covariantes e as ano-

malias consistentes [7]. As anomalias covariantes consistem na quebra de simetrias não

fundamentais, como simetrias globais e a invariância de escala, por exemplo. Elas podem

levar a efeitos físicos observáveis tais como o decaimento do píon neutro em dois fótons

(π0 −→ 2γ), a liberdade assintótica e o confinamento em QCD [8]. Por outro lado, a presença

de uma anomalia consistente em uma teoria de gauge revela um conflito entre a renormaliza-

bilidade e a unitariedade, ou seja, a teoria não é consistente, do ponto de vista perturbativo.

Um erro comum é a afirmação de que uma anomalia se deve a uma escolha inapropriada

do método de regularização utilizado durante o processo de quantização. Reafirmando:

uma anomalia ocorre quando uma simetria clássica não é preservada no nível quântico,

independentemente das escolhas do processo de regularização.
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Capítulo 2

Método de renormalização de

Epstein-Glaser

2.1 A matriz de espalhamento

Uma das principais maneiras de se comparar resultados teóricos e experimentais em

Física de Altas Energias é via processos de espalhamento. Desta forma, a matriz de espalha-

mento, matriz-S, é de fundamental importância na Teoria Quântica de Campos, ela contém

toda a física contida em um processo de espalhamento.

Em um processo de espalhamento temos inicialmente (t =−∞), partículas separadas de

tal forma que possamos desprezar as interações. Essas partículas se aproximam e interagem

durante um curto intervalo de tempo correspondente ao alcance efetivo das interações. As

partículas remanescentes, então, se afastam cessando a interação. Em um instante de tempo

final (t =∞) essas são detectadas.

A matriz de espalhamento pode ser vista como um mapeamento dos estados assintóticos

iniciais nos estados assintóticos finais. Tais estados assintóticos são descritos por operadores

de campos livres, que são bem definidos.

A teoria de perturbação causal foi fundamentada pelo trabalhos de Stueckelberg [9],

Bogoliubov e Shirkov [10]. Nesta formulação, cada termo de interação é acompanhado por

uma função teste g (x) pertencendo ao espaço de Schwartz S (Rn). Neste caso, g (x) é uma

função limitada cujos valores estão no intervalo [0,1] e desempenha o papel da constante de

acoplamento, ligando e desligando a interação. Na região onde g (x) = 0, não há interação;

para 0 < g (x) < 1, a interação está parcialmente ligada, enquanto que é máxima para g (x) = 1.

g (x) ∈S (Rn), g (x) : Rn
→ [0,1]. (2.1)

Segundo [10] a matriz-S é construída como uma série de potências formal em g (x)
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S(g ) =1+
∞∑

n=1

i n

n!

∫

d3x1 . . . d3xn Sn(x1, . . . , xn)g (x1) . . . g (xn), (2.2)

onde os coeficientes Sn são distribuições com caráter de operadores atuando sobre o espaço

de Fock que mapeiam um sistema inicial de campos assintoticamente livres em um sistema

final de campos também assintoticamente livres.

No caso de teorias com interações de longo alcance, como é o caso da QED, por exemplo,

nos deparamos com o problema do infravermelho. Trata-se de uma divergência no domínio

de baixas energias, cuja origem é puramente física – devido ao fato de a partícula mediadora

possuir massa nula. Entretanto, no método de Epstein-Glaser, a matriz-S dada pela Equação

(2.2) é livre de tais divergências. Como g (x) pertence ao espaço de Schwartz (vai a zero no

infinito), funciona como um cutoff para a parte de longo alcance da interação. No final do

processo, devemos tomar o limite de g (x) −→ 1, conhecido como limite adiabático. Apenas

nesta etapa nos deparamos com o problema do infravermelho, caso estejamos lidando com

partículas de massa nula. O limite adiabático é dito ser no sentido fraco se todas as funções de

Green existem no sentido de distribuições temperadas quando g (x) −→ 1. Se após tomarmos

o limite adiabático encontrarmos uma matriz-S que é um operador unitário, dizemos que o

limite adiabático existe no sentido forte. A existência do limite adiabático no sentido fraco foi

provada para teorias massivas [11], QED e para teorias do tipo λ : Φ2n : de massa nula [12]. Já

a existência no sentido forte foi provado apenas para teorias massivas [13].

2.1.1 Propriedades da matriz-S

De acordo com [11], Sn pode ser determinada por umas poucas propriedades impostas

sobre a matriz-S.

Condição inicial. Esta condição expressa a possibilidade de, em um processo de espalha-

mento, as partículas não interagirem, fazendo com que o sistema permaneça no estado

inicial.

S(0) =1 (2.3)

Unitariedade. A unitariedade da matriz-S é expressa pela seguinte equação:

S†(g )S(g ) = S(g )S†(g ) =1 (2.4)

A unitariedade de S está intimamente relacionada com a conservação da probabilidade. Dado

um estado inicial |α, in〉, a probabilidade de se obter |β,out〉 é obtida do quadrado do módulo

do elemento de matriz:

Sβα
def.
= 〈β,out|α, in〉 = 〈β, in| S |α, in〉 (2.5)
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A unitariedade de S garante que a soma dessas probabilidades sobre todos os estados finais

possíveis é igual a um.

Invariância de Poincaré. A Invariância de Poincaré pode ser separada em Invariância

Translacional e Invariância de Lorentz.

U (a,Λ)S(g (x))U−1(a,Λ) = S(g (Λ−1x −a)) (2.6)

Invariância Translacional.

S(g (x −a)) =U (a)S(g (x))U−1(a) (2.7)

Invariância de Lorentz. A invariância de Lorentz é opcional [11], desta forma, o método

funciona perfeitamente para teorias com quebra de simetria de Lorentz.

S(g (Λ−1x)) =U (0,Λ)S(g (x))U−1(0,Λ) (2.8)

Causalidade. A causalidade é um dos princípios fundamentais da física. Ela estabelece

uma relação entre a causa e seu efeito, requerindo que uma mudança na lei de interação

em qualquer região do espaço-tempo pode influenciar a evolução do sistema apenas em

tempos posteriores. Considere uma região G do espaço-tempo, onde g (x) é diferente de zero,

sendo formada por duas partes G1 e G2, de forma que todo x1 ∈G1 situa-se no passado em

relação a um certo instante t e todo x2 ∈G2 situa-se no futuro em relação a t . Podemos então

representar g (x) como uma soma de duas funções

g (x) = g1(x)+ g2(x), (2.9)

com g1(x) e g2(x) diferindo de zero apenas em G1 e G2, respectivamente. Dito isso, a condição

de causalidade pode ser expressa da seguinte forma [14]:

S(g1(x)+ g2(x)) = S(g1(x))S(g2(x)) (2.10)

se (supp g2)∩[(supp g1)+V −] =; onde V − = {x ∈R
3|x2 ≥ 0, x0 ≤ 0} é o cone de luz do passado

e [(supp g1)+V −] é o suporte da sombra causal de g1.
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Figura 2.1: Separação causal entre domínios [14].

Como uma consequência da causalidade, temos a seguinte condição sobre Sn(x1, · · · , xn)

[15]:

Sn (x1, . . . , xn) = Si (x1, . . . , xi )Sn−i (xi+1, . . . , xn) (2.11)

para {x1, . . . , xi } & {xi+1, . . . , xn}, onde x & y significa que y não pertence ao cone de luz do

futuro de x.

2.1.2 Ordenamentos normal e cronológico de operadores de campos

O objetivo desta subseção é estudar os ordenamentos normal e cronológico de operado-

res de campo bem como sua expansão através dos Teoremas de Wick. Estes objetos serão

necessários para se avaliar a estrutura dos elementos da matriz-S.

2.1.2 (A) Ordenamento normal

Definição 2.1 (Produto ordenado normal) Sejam Φi , i = 1,2, . . . ,n, operadores lineares de

campos descritos através de seus operadores de criação (Φ+
i

) e aniquilação (Φ−
i

). Define-se o

produto ordenado normal de Wick, denotado por : Φ1Φ2 · · ·Φn :, como sendo o produto dos ope-

radores Φi arranjados de modo que todos os operadores de criação estejam à esquerda de todos

os operadores de destruição. No caso de operadores fermiônicos, deve-se levar em consideração

a anticomutatividade adicionando um fator (−1)P , onde P é o número de permutações entre

operadores fermiônicos vizinhos.

Dada a definição acima, temos que o ordenamento normal de um único campo é

Φ(x) = : Φ(x) : =Φ
+(x)+Φ

−(x). (2.12)
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Podemos expandir o produto de operadores de campos com base no produto ordenado

normal. No caso de dois operadores de campos, temos

Φ(x1)Φ(x2) = (Φ+(x1)+Φ
−(x1))(Φ+(x2)+Φ

−(x2))

=Φ
+(x1)Φ+(x2)+Φ

+(x1)Φ−(x2)+Φ
−(x1)Φ+(x2)+Φ

−(x1)Φ−(x2)

=Φ
+(x1)Φ+(x2)+Φ

+(x1)Φ−(x2)+Φ
+(x2)Φ−(x1)+Φ

−(x1)Φ−(x2)+ [Φ−(x1),Φ+(x2)]±

=: Φ(x1)Φ(x2) : +W2(x1, x2), (2.13)

onde W2(x1, x2) é a contração do par Φ(x1) e Φ(x2), isto é:

Φ(x1)Φ(x2)
def.
= W2(x1, x2) = [Φ−(x1),Φ+(x2)]± (2.14)

e [ ·, · ]± é o comutador (para campos bosônicos) ou o anticomutador (no caso fermiônico).

Podemos generalizar para o produto de n campos [14]

Φ(x1) · · ·Φ(xn) =
∑

I∪ J = 1, . . . ,n

I∩ J =;

I = 1, . . . ,r

J = 1, . . . , s

Wr (x1, . . . , xr ) : Φ(x1) · · ·Φ(xs) :, (2.15)

com a soma sendo realizada sobre todos os subconjuntos J de X. O conjunto I é dado por

I = {x|x ∈ X, x ∉ J}. Além disso, temos

Wr (x1, . . . , xr ) =
∑

partição em
pares de(1, . . . ,r )

ik < jk , i1, . . . , jr distintos

W2(xi1 , x j1 ) · · ·W2(xir , x jr ) (2.16)

Vamos agora analisar o que ocorre quando temos um produto de vários produtos orde-

nados normalmente. De agora em diante, a seguinte notação será utilizada:

: Φ(X ) :
def.
= : Φ(x1) · · ·Φ(xp ) : . (2.17)

Neste caso, escrevemos todas as combinações de contrações possíveis entre campos perten-

centes aos produtos normalmente ordenados distintos. Por exemplo,

: Φ(x1)Φ(x2) : : Φ(x3)Φ(x4) : = : Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4) : + : Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4) :

+ : Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4) : + : Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4) :

+ : Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4) : + : Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4) :

+ : Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4) : (2.18)

onde cada contração é dada por (2.14). Pode-se mostrar por indução que, para o produto de
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n-produtos ordenados normalmente, a seguinte expressão é válida

: Φ(X1) : · · · : Φ(Xn) : =
∑

I∪ J = X1 ∪X2 ∪·· ·∪Xn

I ∩ J =;

I = 1, . . . ,r

J = 1, . . . , s

Wr (x1, . . . , xr ) : Φ(x1) · · ·Φ(xs) : , (2.19)

com a soma sendo realizada sobre todos os subconjuntos J de X1 ∪X2 ∪·· ·∪Xn formados por

elementos pertencentes a Xi ’s diferentes. Neste caso,

Wr (x1, . . . , xr ) =
∑

partição em
pares de(1, . . . ,r )

xik
< x jk

; xik
∈ Xi , x jk

∈ X j

Xi 6= X j

W2(xi1 , x j1 ) · · ·W2(xir , x jr ) (2.20)

Um caso particular de (2.19) ocorre quando os elementos de X = (x1, . . . , xp ) coincidem,

ou seja, os monômios de Wick. Nesse caso,

:
Φ

r1 (x1)

r1!
: · · · :

Φ
rn (xn)

rn !
: =

ri∑

si = 0

i = 1, . . . ,n

Wn(x1, . . . , xn) :
Φ

s1 (x1)

s1!
· · ·

Φ
sn (xn)

sn !
: (2.21)

Agora,

Wn (x1, . . . , xn) =
∑

partição em
pares de(1, . . . ,r )

xik
< x jk

; xik
∈ Xi , x jk

∈ X j

Xi 6= X j

[W2(xi1 , x j1 )]k(xi1 ,x j1 )
· · · [W2(xir , x jr )]k(xin ,x jn ) (2.22)

Onde k(xik
, x jk

) corresponde ao número de vezes que os operadores Φ(xik
) e Φ(x jk

), perten-

centes a monômios de Wick diferentes, foram contraídos.

2.1.2 (B) Ordenamento Cronológico

Definição 2.2 (Produto ordenado temporalmente) O produto ordenado temporalmente (ou

produto cronológico) de n operadores lineares de campos, denotado por

T (Φ1(x1) · · ·Φn(xn)) , (2.23)

é definido como sendo seu produto ordinário em ordem cronológica, ou seja,

T (Φ1(x1) · · ·Φn(xn)) = ǫP
Φ1(x j1 ) · · ·Φn(x jn ), x0

j1
≥ x0

j2
≥ ·· · ≥ x0

jn
, (2.24)

onde ǫP indica o sinal da permutação dos operadores fermiônicos envolvidos na passagem da

ordem (1,2, . . . ,n) para ( j1, j2, . . . , jn).

A prescrição para tais produtos é dada pelo Teorema de Wick de forma análoga ao produto
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ordinário. Para entendermos a diferença entre os dois casos, vamos considerar o produto

ordenado temporalmente de dois operadores de campos

T (Φ1(x1)Φ2(x2)) =

{

Φ1(x1)Φ2(x2) x0
1 > x0

2

ǫΦ2(x2)Φ1(x1) x0
2 > x0

1

, (2.25)

onde ǫ leva em consideração a troca de sinal, caso estejamos nos referindo a operadores de

campos fermiônicos.

De acordo com a definição de ordenamento normal,

Φ1(x1)Φ2(x2) = : Φ1(x1)Φ2(x2) : +Φ1(x1)Φ2(x2) (2.26)

Levando a expressão acima na Equação (2.25), temos

T (Φ1(x1)Φ2(x2)) =







: Φ1(x1)Φ2(x2) : +Φ1(x1)Φ2(x2) x0
1 > x0

2

ǫ : Φ2(x2)Φ1(x1) : +ǫΦ2(x2)Φ1(x1)

= : Φ1(x1)Φ2(x2) : +ǫΦ2(x2)Φ1(x1)
x0

2 > x0
1

, (2.27)

Desta forma, podemos escrever o produto cronológico de dois operadores de campos da

seguinte forma

T (Φ1(x1)Φ2(x2)) = : Φ1(x1)Φ2(x2) : + Φ1(x1)Φ2(x2), (2.28)

onde

Φ1(x1)Φ2(x2) =







Φ1(x1)Φ2(x2) x0
1 > x0

2

ǫΦ2(x2)Φ1(x1) x0
2 > x0

1

, (2.29)

é chamado de contração cronológica dos operadores de campos.

Tomando-se o valor esperado do vácuo da Equação (2.28), temos

〈0|T (Φ(x1)Φ(x2)) |0〉 = Φ1(x1)Φ2(x2), (2.30)

uma vez que o valor esperado do vácuo de operadores de campos ordenados normalmente é

zero.

Desta forma, identificamos as contrações cronológicas de operadores de campos com o

valor esperado do vácuo do produto cronológico destes operadores, ou seja, os propagadores

de Feynman.

Φ1(x1)Φ2(x2) =∆F (x1 −x2). (2.31)
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No caso da QED, as seguintes contrações ocorrem

ψα(x1)ψ̄β(x2) = 〈0|T (ψ(x1)ψ̄(x2)) |0〉 = i (∆ψ̄ψ)αβ(x1 −x2) (2.32a)

ψ̄α(x1)ψβ(x2) = 〈0|T (ψ̄(x1)ψ(x2)) |0〉 =−i (∆ψ̄ψ)βα(x2 −x1) (2.32b)

Aµ(x1)Aν(x2) = 〈0|T (Aµ(x1)Aν(x2)) |0〉 = i ∆
µν

A A
(x1 −x2) (2.32c)

Os casos estudados anteriormente para o produto normal se aplicam ao ordenamento

cronológico de forma análoga, com a ressalva de que W deve ser substituída por ∆F , os

propagadores de Feynman. Dessa forma, o produto cronológico de n operadores de campos

pode ser expresso como

Tn (Φ(x1) · · ·Φ(xn)) =
∑

I∪ J = 1, . . . ,n

I∩ J =;

I = 1, . . . ,r

J = 1, . . . , s

∆r (x1, . . . , xr ) : Φ(x1) · · ·Φ(xs) :, (2.33)

onde

∆r (x1, . . . , xr ) =
∑

partição em
pares de(1, . . . ,r )

ik < jk , i1, . . . , jr distintos

∆F (xi1 , x j1 ) · · ·∆F (xir , x jr ) (2.34)

são distribuições numéricas, chamadas de amplitude de Feynman ou funções de Green de

r-pontos.

T{r }(X )
def.
= T{r }

(

:
Φ

r1 (x1)

r1!
: . . . :

Φ
rn (xn)

rn !
:

)

, (2.35)

onde os Φ’s são campos genéricos.

2.1.3 Construção da matriz-S

Para prosseguirmos com a construção causal da matriz-S, identificamos Sn(x1, · · · , xn)

com produtos ordenados temporalmente.

Sn(x1, · · · , xn)
def.
= Tn(Φ(x1) · · ·Φ(xn)) (2.36)

O primeiro termo da série perturbativa, T1(Φ(x)), é dado pela lagrangiana de interação,

Lint [10].

T1(Φ(x)) =Lint, (2.37)

A lagrangiana de interação é construída a partir de um conjunto linearmente independente

de operadores de campos livres ordenados normalmente, os monômios de Wick, e suas

derivadas ( : M (Φ,∂Φ) : (x)) operando sobre o espaço de Fock. Além disso, Lint deve satisfazer

as seguintes condições: causalidade, hermiticidade, localidade e invariância de Poincaré.

Assumindo-se a existência de Tn−1(Φ(x1) . . .Φ(xn−1)) como uma soma de produtos de
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uma distribuição numérica e um monômio de Wick de operadores de campos, a passagem

de n −1 para n é garantida pelo axioma da causalidade – a menos de um polinômio local

representando as ambiguidades inerentes a esse processo. Assim, temos:

T (x1, . . . , xn) = T Lint(x1) · · ·Lint(xn)+ambiguidades locais (2.38)

Tais ambiguidades são polinômios de Wick cujos coeficientes são polinômios de derivadas

aplicados a produtos de distribuições δ.

∆T (x1, . . . , xn) =P(∂)δ(x1 −xn) · · ·δ(xn−1 −xn) :
n∏

i=1

Φ
r j (xi )

r j !
: (2.39)

O grau de P(∂) é dado pelo power counting. Vemos também que estas ambiguidades possuem

como suporte a diagonal total Dn = {(x1, . . . , xn) ∈R
nd |x1 = ·· · = xn}. Estas ambiguidades (os

contratermos locais do modelo) podem ser absorvidas em uma redefinição de Lint

S(g ) =1+ i

∫

d3x Lint(x)g (x)−
1

2

∫

d3x1 d3x2 T (Lint(x1)Lint(x2)) g (x1)g (x2)+

+ i

∫

d3x1 d3x2∆T (x1, x2)g (x1)g (x2)+ . . .

=1+ i

∫

d3x L
Ren

−
1

2

∫

d3x1 d3x2 T
(

L
Ren(x1)L Ren(x2)

)

g (x1)g (x2)+ . . . , (2.40)

onde

L
Ren(x) =Lint(x)+

∫

d3x2∆T (x1, x2)g (x1)g (x2) (2.41)

Caso a lagrangiana do modelo possua algum conjunto de simetrias que são preservadas pelo

processo de renormalização, os contratermos devem satisfazê-las. Assim, as simetrias do

modelo nos permite selecionar os contratermos que serão adicionados à lagrangiana original.

As constantes livres associadas aos contratermos remanescentes, caso haja algum, devem ser

fixadas por condições físicas.

2.2 Renormalização: extensão do produto de distribuições

para pontos coincidentes

Como vimos, a matriz-S pode ser expandida em termos de produtos cronológicos de

monômios de Wick. Tais produtos são bem definidos como distribuições com caráter de

operadores sobre um espaço composto por funções teste f com o suporte dado por supp f ⊂

(R3n\Dn), onde

Dn =
{

(x1, . . . , xn) ∈R
3n
|x1 = ·· · = xn

}

. (2.42)
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No método de Epstein-Glaser, o problema da renormalização se traduz no problema da

extensão de distribuições em pontos coincidentes. Tais extensões podem não ser únicas,

neste caso, diferem de uma solução particular por um polinômio local arbitrário dado pela

Equação (2.39) cujo grau é dado pela ordem singular da distribuição, a ser definida nesta

seção.

2.2.1 Contagem de potência de singularidades

No espaço dos momentos, o fato de que o produto dos propagadores de Feynman não

são bem definidos corresponde às divergências do ultravioleta. Os termos divergentes são

encontrados via power counting. O grau superficial de divergência de um diagrama corres-

ponde, no espaço das posições, à ordem singular da distribuição numérica correspondente

sobre a diagonal total. Para se definir a ordem singular de uma distribuição, faz-se necessário

definir o grau de escala.

Definição 2.1 (Grau de escala.) O grau de escala de uma distribuição numérica, t ∈D
′(Rnd ) é

dado por:

s.d.(t )
def.
= inf

{

ω ∈Z

∣
∣
∣ lim
λ→0

λω+ǫt (λx1, . . . ,λxn) = 0; 0 < ǫ< 1

}

. (2.43)

É importante lembrar que a definição de grau de escala não é única, há, por exemplo, a defini-

ção de semi-norma [11] e a de quase assíntota [15]. A utilizada acima é devido à [16].

Propriedades do grau de escala:

PGE.1 s.d.(u) ∈ (−∞,∞);

PGE.2 Para distribuições regulares (definidas através de funções localmente integráveis),

s.d.(u) < 0;

PGE.3 s.d.(∂αu) ≤ s.d.(u)+|α|;

PGE.4 s.d.(xαu) ≤ s.d.(u)−|α|, onde xα def.
= x

α1
1 x

α2
2 . . . x

αn
n ;

PGE.5 s.d.(u1 +u2) = max{s.d.((u1),s.d.(u2)};

PGE.6 s.d.(u1 ⊗u2) ≤ s.d.(u1)+s.d.(u2), para ui ∈S ′(Rni ), i = 1,2, . . .

Finalmente, temos a seguinte

Definição 2.2 (Ordem singular.) A ordem singular de uma distribuição numérica t ∈D
′(Rnd )

é definida por

sing.ord.(t )
def.
= s.d.(t )−nd , (2.44)

onde d é a dimensão do espaço-tempo.
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Proposição 2.2.1 Se t0 ∈S ′(Rdn\Dn) tem ordem singular, ω, negativa sobre a superfície Dn ;

então existe um único t ∈ S ′(Rdn) de mesma ordem singular sobre a superfície Dn , tal que

t(φ) = t0(φ), com φ ∈ S (Rdn\Dn). Caso contrário, se ω é positivo, t(φ) não é único e só é

determinado a menos de uma soma de termos locais dados por (2.39), onde o grau máximo do

polinômio é dado por ω.

No estudo perturbativo de uma teoria quântica de campos, nos deparamos com potências

de propagadores de Feynman, ∆F (x − y). Produtos de propagadores de Feynman não são

bem definidos para o caso de pontos coincidentes, x = y . O grau superficial de divergência

corresponde à ordem singular sobre a diagonal total, desta forma, devemos encontrar uma

expressão para a ordem singular de potências de propagadores de Feynman.

De acordo com a propriedade (PGE.6), temos

s.d.((∆F )k ) = s.d.(∆F )+·· ·+s.d.(∆F )
︸ ︷︷ ︸

k vezes

= k ·s.d.(∆F ) (2.45)

Da definição de ordem singular, temos

sing.ord.((∆F )k ) = s.d.((∆F )k )−d

= k ·s.d.(∆F )−d (2.46)

Se t ∈S
′(Rnd ) é uma distribuição numérica de n pontos1, formada pelo produto de propaga-

dores de Feynman ∆F (xi −xi+1), podemos usar o fato de que o propagador só depende das

coordenadas relativas yi = xi −xi+1, com i = 1, · · · ,n −1, para redefinirmos a ordem singular

do produto de propagadores de Feynman como sendo:

sing.ord.(t ) = s.d.(t )− (n −1)d , (2.47)

ou, em função do grau de escala do propagador,

sing.ord.(t ) = k ·s.d.(∆F )− (n −1)d . (2.48)

Consideremos, por exemplo, uma distribuição de três pontos dada pela seguinte combinação

1Relacionaremos o número de pontos, n, com a ordem da pertubação da matriz-S no próximo capítulo.
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de produtos de propagadores de Feynman

t (x, y, z) = (∆F (x − y)2)(∆F (y − z))2(∆F (x − z))

= (∆F (u)2)(∆F (v))2(∆F (u + v)). (2.49)

Neste caso, vemos que apenas duas variáveis são necessárias para descrever t após a utilização

das coordenadas relativas.

x y

z

Figura 2.2: Representação gráfica para uma distribuição de três pontos.

Na QED, encontraremos o produto de potências de propagadores bosônicos, ∆A A(x − y),

e fermiônicos, ∆ψ̄ψ(x − y). Neste caso, temos que,

sing.ord.
(

(∆A A)kb (∆ψ̄ψ)k f

)

= kb ·s.d.(∆A A)+k f ·s.d.(∆ψ̄ψ)− (n −1)d (2.50)

A partir desta expressão, somos capazes de identificar todos os gráficos divergentes possíveis

do modelo, bem como a estrutura de contratermos gerados no processo de renormalização.

Vale notar que o grau superficial de divergência, assim como a ordem singular, é um critério

preliminar para a análise do caráter do modelo no que diz respeito à propriedade de renorma-

lizabilidade, entretanto, não leva em conta as simetrias, que podem contribuir para a redução

do número de contratermos [17].

2.2.2 Classificação de teorias quanto à renormalizabilidade

De acordo com seu comportamento no ultavioleta, uma teoria pode ser de três tipos:

Superrenormalizável. Neste caso, temos que apenas um número finito de diagramas

de Feynman é superficialmente divergente. À medida que aumentamos a ordem na teoria

perturbativa, este número diminui. Desta forma, temos que o número de constantes a serem

fixadas por condições físicas é finito.

Renormalizável. Uma teoria é dita renormalizável quando apenas um número finito

de amplitudes são superficialmente divergentes, entretanto, estas divergências ocorrem em

todas as ordens na teoria de perturbação. Um exemplo de teoria renormalizável é a QED

em um espaço-tempo 4-dimensional. Neste caso, temos apenas três gráficos de Feynman

divergente, a saber: o referente à altoenergia do elétron, polarização do vácuo e o diagrama

de vértice. Porém, estes gráficos divergem em todas as ordens.
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Não renormalizável. Uma teoria é não renormalizável quando o número de gráficos de

Feynman que são superficialmente divergentes aumenta com a ordem da teoria de pertur-

bação. Uma implicação direta deste fato é que, à medida que aumentamos a ordem, a fim

de refinarmos os resultados, precisamos de cada vez mais condições físicas para fixarmos as

constantes arbitrárias oriundas do processo de renormalização.

Uma outra maneira de inferirmos sobre a renormalizabilidade de uma teoria é olhado

para a dimensão de massa da constante de acoplamento. Assim, uma teoria é superrenorma-

lizável se a constante de acoplamento possui dimensão de massa positiva. Caso a constante

de acoplamento seja adimensional, a teoria é renormalizável. Por fim, se a constante de

acoplamento possuir dimensão de massa negativa, a teoria é dita não renormalizável.
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Capítulo 3

Renormalização da QED3 de massa nula a

1-loop

3.1 QED3 de massa nula

O modelo considerado nesta dissertação é o de uma Eletrodinâmica Quântica em um

espaço-tempo tridimensional onde todas as partículas possuem massa nula. A ação que o

descreve é a seguinte

Σ
QED3

m=0 =

∫

d3x

{

−
1

4
FµνFµν+ i ψ̄(x) /Dψ(x)

}

; /Dψ= (/∂+ i e /A)ψ, (3.1)

que é invariante de Lorentz por construção. Pode-se ainda verificar que tal modelo é invari-

ante de gauge, ou seja, a ação (3.1) é invariante sob o seguinte conjunto de transformações:

ψ′
= eiα(x)ψ −→ δψ= iα(x)ψ (3.2)

ψ̄′
= e−iα(x) ψ̄ −→ δψ̄=−iα(x)ψ̄ (3.3)

A′
µ = Aµ−

1

e
∂µα(x) −→ δAµ =−

1

e
∂µα(x) (3.4)

Além das simetrias de Lorentz e de gauge, que são simetrias contínuas, o modelo também

apresenta algumas simetrias discretas. Simetrias discretas são tais que os parâmetros de

transformação assumem apenas valores discretos. É o caso da conjugação de carga, paridade

e reversão temporal, os quais mantêm (3.1) invariante. A conjugação de carga leva uma

partícula de carga positiva em sua antipartícula, de carga negativa, e vice-versa. As simetrias

discretas em 2+1 dimensões diferem do caso em 3+1 dimensões. Desta forma, o Apêndice B

traz uma discussão um pouco mais detalhada sobre o assunto.

Podemos adicionar um termo de gauge-fixing, que será necessário para o cálculo do
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propagador de Aµ, à ação (3.1) e reescrevê-la na seguinte forma:

Σ
QED3

m=0 =ΣM +Σψ̄ψ+Σgf +Σint, (3.5)

onde

ΣM =

∫

d3x

{

−
1

4
FµνFµν

}

, (3.6a)

Σψ̄ψ =

∫

d3x
{

i ψ̄/∂ψ
}

, (3.6b)

Σgf =

∫

d3x

{

−
1

2α
(∂µAµ)2

}

, (3.6c)

Σint =

∫

d3x
{

−eψ̄ /Aψ
}

, (3.6d)

são as ações de Maxwell, fermiônica, de gauge-fixing e de interação, respectivamente.

3.1.1 Cálculo dos propagadores

Partimos da ação livre para um campo genérico Φ

Σfree =

∫

d3x

[
1

2
Φ(x)Ô(∂)Φ(x)+ J (x)Φ(x)

]

, (3.7)

onde Ô(∂) é um operador diferencial chamado operador de onda, do qual espera-se a existên-

cia do inverso e J (x) é uma fonte acoplada ao campo. A equação de campo assume a seguinte

forma

Ô(∂)Φ(x) =−J (x). (3.8)

A função de Green, por definição, é a solução da equação

Ô(∂)∆(x − y) = iδ3(x − y), (3.9)

assim, podemos escrever

∆(x − y) = iÔ−1(∂)δ3(x − y) (3.10)

3.1.1 (A) Propagador de Aµ

Para o cálculo do propagador bosônico, vamos considerar a ação de Maxwell juntamente

com a de gauge-fixing, Equações (3.6a) e (3.6c). Esta última é necessária para que o operador
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de onda resultante, Ôµν, seja inversível.

ΣM+gf =

∫

d3x

{

−
1

4
FµνFµν−

1

2α
(∂µAµ)2

}

=

∫

d3x

{

−
1

4
(∂µAν

−∂νAµ)(∂µAν−∂νAµ)−
1

2α
(∂µAµ∂νAν)

}

(3.11)

Fazendo uma integração por partes, temos1:

ΣM+gf =

∫

d3x

{
1

2
Aµ�

(

ηµν−
∂µ∂ν

�
Aν

)

+
1

2α

(

Aµ�
∂µ∂ν

�
Aν

)}

(3.12)

Podemos introduzir o chamado operador de projeção transversal, Θµν, e o operador de

projeção longitudinal, Ωµν, onde2

Θ
µν

≡ ηµν−
∂µ∂ν

�
(3.13a)

Ω
µν

≡
∂µ∂ν

�
(3.13b)

para reescrever (3.12) como

ΣM+gf =

∫

d3x
{1

2
Aµ

(

�Θ
µν

+
�

α
Ω

µν

︸ ︷︷ ︸

Ôµν

)

Aν

}

. (3.14)

Aqui vemos a importância do termo de gauge-fixing, sem ele, o operador de onda seria

expresso apenas em função do operador transversal, não possuindo assim, um inverso.

O propagador de Feynman é dado por

∆
µν

A A
(x − y) = i

(

Ôµν
)−1

δ3(x − y). (3.15)

Assim, temos

∆
µν

A A
(∂) ≡ i

(
1

�
Θ

µν
+

α

�
Ω

µν

)

δ3(x − y) (3.16)

O propagador de Feynman no espaço dos momenta, ∆µν

A A
(k), é dado por

∆
µν

A A
(k) =−i

[
1

k2

(

ηµν−
kµkν

k2

)

+
α

k2

kµkν

k2

]

(3.17)

1Uma vez que estamos considerando que os campos se anulam no infinito, os termos de superfície são
nulos, já que estamos integrando sob o espaço todo.

2Para mais detalhes, veja o Apêndice C.
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3.1.1 (B) Propagador de ψ

Partimos da ação para o campo fermiônico (3.6b), onde temos

Σψ̄ψ =

∫

d3x
{

ψ̄ [iγµ∂µ
︸ ︷︷ ︸

Ô

]ψ
}

(3.18)

Queremos encontrar Ô−1, tal que

Ô−1Ô = 1 (3.19)

Assim,

(iγµ∂µ)Ô = 1 (3.20)

Multiplicando ambos os lados por (γν∂ν), temos

(γν∂ν)(iγµ∂µ)Ô−1
= (γν∂ν) (3.21)

Temos a seguinte propriedade das matrizes gama

γµγν
= ηµν− iεµναγα (3.22)

Levando na expressão anterior, temos

(ηµν− iεµναγα)∂µ∂νÔ−1
=−iγµ∂µ (3.23)

como εµνα é antissimétrico e ∂µ∂ν é simétrico na troca dos índices, temos

ηµν∂µ∂νÔ−1
=−iγµ∂µ

�Ô−1
=−iγµ∂µ

Ô−1
=−i

/∂

�
(3.24)

De acordo com a Equação (3.10), temos

∆ψ̄ψ(∂) =
/∂

�
δ3(x − y) (3.25)

O propagador de Feynman fermiônico no espaço dos momenta é dado por

∆ψ̄ψ(k) = i
/k

k2
(3.26)
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3.1.2 Análise do espectro

Um modelo para ser fisicamente consistente, deve satisfazer algumas condições: Invari-

ância de Lorentz, causalidade, unitariedade e renormalizabilidade. No que se segue, faremos

uma breve discussão sobre a causalidade e a unitariedade a tree-level do modelo em questão.

A renormalizabilidade, objetivo principal deste capítulo, será discutida com detalhes nas

seções subsequentes.

Os polos dos propagadores, no espaço dos momentos, são interpretados como partículas

estáveis mediadoras das interações. Através de uma análise dos polos, podemos verificar se o

modelo é ou não causal. A causalidade é garantida se tivermos polos simples e positivos, ou

seja, k2 ≥ 0.

A unitariedade da matriz-S, como vimos, está associada ao princípio da conservação da

probabilidade – em outras palavras, significa que o espectro do modelo não possui estados

de 1-partícula com norma negativa. Podemos extrair as condições necessárias para a unitari-

edade do modelo, pelo menos a tree-level, através de um estudo da amplitude de transição

corrente-corrente, A . Tal amplitude é obtida acoplando-se os propagadores a correntes

externas, J , que devem ser compatíveis com as simetrias do modelo. A parte imaginária dos

resíduos da amplitude nos polos deve ser positiva, como consequência da unitariedade da

matriz-S. Assim, devemos ter

Im
{

Res
(

AAA

∣
∣
polos

)}

≥ 0, onde AA A = J∗µ∆
µν

A A
Jν (3.27)

Im
{

Res
(

Aψψ

∣
∣
polos

)}

≥ 0, onde Aψψ = J̄∆ψ̄ψ J (3.28)

É importante salientar que tais condições são necessárias porém não suficientes para se

garantir a unitariedade a tree-level. Faz-se ainda necessário um estudo do comportamento da

seção de choque no limite de altas energias do centro de massa. Tal estudo é feito analisando-

se o limite de Froissart-Martin [18–22].

3.1.2 (A) Espectro do propagador bosônico

Inicialmente faremos um estudo para o caso bosônico. O propagador, neste caso, é dado

pela seguinte equação

∆
µν

A A
(k) =−i

[
ηµν

k2
+ (α−1)

1

k2

kµkν

k2

]

(3.29)

Como o polo polo do setor transversal é simples, k2 = 0, a causalidade é verificada a tree-level.

Para uma análise da unitariedade, devemos estudar a amplitude corrente-corrente. Po-

demos decompor as correntes vetoriais em uma base completa no espaço dos momenta da
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seguinte forma:

Jµ = Akµ
+Bk̃µ

+Cεµ, (3.30)

onde kµ = (k0,k1,k2), k̃µ = (k0,−k1,−k2) e εµ = (0,ε1,ε2) obedecem aos vínculos covariantes







kµεµ = 0

kµk̃µ = 0

εµεµ = −1

(3.31)

No caso de um polo não-massivo, temos

kµkµ = 0, (3.32)

de forma que podemos supor

k = (m,0,m). (3.33)

Levando (3.33) em (3.31), temos

kµεµ = 0 → ε2 = 0

εµεµ = −1 → ε1 = 1
(3.34)

Desta forma, uma base completa no espaço dos momenta, para o caso não-massivo, é dada

pelos seguintes vetores

kµ = (m,0,m)

k̃µ = (m,0,−m)

εµ = (0,1,0)

(3.35)

Assim, a corrente Jµ, dada pela Equação (3.30), pode ser escrita da seguinte forma:

Jµ =
(

m(A+B ,C ,m(A−B)
)

. (3.36)

Levando-se em consideração a conservação da corrente, kµ Jµ = 0, temos que B = 0 na

expressão anterior. Além disso, apenas os graus de liberdade do setor transverso irão se

propagar. Os graus de liberdade do setor longitudinal, provenientes do termo de fixação de

calibre, se desacoplam do modelo, como era de se esperar, uma vez que a física não pode

depender de uma escolha arbitrária de calibre. Assim, ficamos com uma amplitude dada por

AA A =−i Jµ

(
ηµν

k2

)

Jν =−i
Jµ Jµ

k2
(3.37)

=−
i

k2

(

A2m2
−C 2

− A2m2)

= i
C 2

k2
,
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Assim, temos

Res
(

AAA

∣
∣
k2=0

)

= iC2 (3.38)

cuja parte imaginária é positiva, verificando-se assim a unitariedade a tree-level do modelo

no setor bosônico.

3.1.2 (B) Espectro do propagador fermiônico

O propagador fermiônico, dado pela Equação (3.26) possui um polo simples em k2 = 0,

de modo que a causalidade é verificada.

Para inferirmos sobre a unitariedade, analisaremos a parte imaginária do resíduo de Aψ̄ψ

no polo k = 0. Para isso, escrevemos a corrente da seguinte forma

J =

(

j1

j2

)

J̄ = J †γ0 (3.39)

Podemos escrever kµ = (µ,0,µ), assim

Res
(

Aψ̄ψ

∣
∣
k2=0

)

= i ( j∗1 j∗2 )γ0γµkµ

(

j1

j2

)

= i
(

j∗1 − j∗2
)(

γ0k0 −γ2k2
)

(

j1

j2

)

= i
(

j∗1 − j∗2
)

(

µ −µ

µ −µ

)(

j1

j2

)

= iµ
(

j∗1 − j∗2
)

(

j1 − j2

j1 − j2

)

= iµ| j1 − j2|
2 (3.40)

De modo que

Im
{

Res
(

Aψ̄ψ

∣
∣
k2=0

)}

=µ|z|2 > 0, (3.41)

onde z = j1 − j2. Desta forma, a unitariedade está garantida a tree-level.

3.2 Power-counting de divergências

3.2.1 Cálculo da ordem singular dos propagadores de Feynman

Antes de prosseguirmos com o estudo das divergências do modelo, é necessário o cálculo

da ordem singular dos propagadores de Feynman dos campos vetorial e fermiônico.
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Ordem singular do propagador fermiônico. O propagador para o campo fermiônico, no

espaço de configuração, é dado pela seguinte expressão:

∆ψ̄ψ(x − y) =
i

(2π)3

∫

d3k
/k

k2 + iǫ
e−i k·(x−y), (3.42)

Inicialmente, notamos que,

∆ψ̄ψ(λ(x − y)) =
i

(2π)3

∫

d3k
/k

k2 + iǫ
e−i k·λ(x−y) (3.43)

fazendo a mudança de variáveis p =λk, d3p =λ3 d3k

∆ψ̄ψ(λ(x − y)) =
i

(2π)3

∫

d3pλ−3 λ/p

p2 + iǫλ2
e−i p·(x−y)

=λ−2
∆ψ̄ψ(x − y) (3.44)

Assim, de acordo com a definição de grau de escala, temos:

lim
λ→0

∫

d3x d3 y λω+ǫ
∆ψ̄ψ(λ(x − y)) f (x)g (y) = 0 (3.45)

usando a Equação (3.44), temos

lim
λ→0

∫

d3x d3 y λω+ǫ−2
∆ψ̄ψ(x − y) f (x)g (y) = 0, (3.46)

de onde tiramos que

s.d.(∆ψ̄ψ) = 2. (3.47)

Logo, a ordem singular do propagador de Feynman fermiônico é:

sing.ord.
(

∆ψ̄ψ

)

=−1 (3.48)

Ordem singular do propagador bosônico. O propagador para o campo bosônico, no es-

paço de configuração, é dado por:

∆
µν

A A
(x − y) =−

i

(2π)3

∫

d3k
1

k2

[(

ηµν−
kµkν

k2

)

+α
kµkν

k2

]

e−i k·(x−y) (3.49)

De forma análoga ao caso fermiônico, iniciamos calculando o grau de escala para o propaga-

dor acima.

∆
µν

A A

(

λ(x − y)
)

=−
i

(2π)3

∫

d3k
1

k2

[(

ηµν−
kµkν

k2

)

+α
kµkν

k2

]

e−i kλ·(x−y) (3.50)
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Novamente, fazemos a mudança de variável p =λk, de onde temos d3k =λ−3 d3p, assim

∆
µν

A A

(

λ(x − y)
)

=−i
λ−1

(2π)3

∫

d3p
1

p2

[(

ηµν−
pµpν

p2

)

+α
pµpν

p2

]

e−i p·(x−y)

=λ−1
∆
µν

A A

(

λ(x − y)
)

(3.51)

Usando a definição de grau de escala, temos

lim
λ→0

∫

d3x d3 y λω+ǫ
∆
µν

A A
(λ(x − y)) f (x)g (y) = 0 (3.52)

usando a Equação (3.51), temos

lim
λ→0

∫

d3x d3 y λω+ǫ−1
∆
µν

A A
(x − y) f (x)g (y) = 0, (3.53)

de modo que o grau de escala é dado por:

s.d.(∆µν

A A
) = 1. (3.54)

Da definição de ordem singular, temos o seguinte resultado:

sing.ord. (∆A A) =−2 (3.55)

Na expansão perturbativa de ordem n, temos que

ω= sing.ord.
(

(∆A A)kb (∆ψ̄ψ)k f

)

= 2k f +kb −3(n −1) (3.56)

3.2.2 Renormalizabilidade da QED3 de massa nula

Para estudarmos a renormalizabilidade da QED3 de massa nula, vamos considerar um

gráfico genérico da seguinte forma:

T
g
n (x1, . . . , xn) =:

f /2∏

i=1
ψ̄(xki

)t (x1, . . . , xn)
f /2∏

i=1
ψ(xni

) ::
b∏

i=1
A(xmi

) : (3.57)

Nesta expressão, f é o número total de linhas externas de férmions, b é o número total de

linhas externas de fótons e t (x1, . . . , xn) é a distribuição de n-pontos, que envolve o produto

de propagadores de Feynman de ∆ψ̄ψ e ∆A A.

Tendo em mãos a ordem singular para o produto de propagadores de Feynman, Equação

(3.56), vamos expressá-la em função das linhas externas.

No modelo de QED3 de massa nula, o termo de interação é dado por

T1 =−e : ψ̄(x)γµψ(x) : Aµ(x), (3.58)
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desta forma, sendo n a ordem na teoria de perturbação, temos 2n férmions e n bósons. Como

cada propagador fermiônico contrai um par de férmions, um gráfico com f linhas externas

fermiônicas é tal que

2n −2k f = f → k f = n −
f

2
, (3.59)

onde k f é o expoente do propagador de ψ. Analogamente, para bósons, temos

n −2kb = b → kb =
n

2
−

b

2
(3.60)

Substituindo (3.59) e (3.60) em (3.56), temos a ordem singular, ω, de um gráfico em função de

suas linhas externas, o que facilita a análise da renormalizabilidade da teoria via gráficos de

Feynman.

ω= 3− f −
b

2
−

n

2
(3.61)

A Equação (3.61) nos diz que o modelo em questão é super renormalizável: a ordem

singular decresce com a ordem da perturbação, de forma que temos um número finito de

termos divergentes. Isto não ocorre, por exemplo, com a QED em 3+1 dimensões, que é

renormalizável [23]. Desta forma, podemos listar todos os possíveis termos divergentes da

expansão perturbativa. A tabela abaixo mostra os valores de n em função das linhas externas

bosônicas e fermiônicas para os quais o gráfico é divergente.

b f valores de n para os quais o gráfico é divergente
2 0 n ≤ 4
0 2 n ≤ 2
1 2 n ≤ 2
0 4 ;

3 0 n ≤ 3
2 2 ;

4 0 ;

Tabela 3.1: Renormalizabilidade do modelo. Para os casos em que b = 0 e f = 4 e para b = f = 2, os
gráficos convergem ∀n > 0. Se tivermos b = 4 e f = 0, os gráficos convergem para n ≥ 3 e, como não é
possível ter um gráfico deste tipo com n < 4, concluímos que todos os gráficos desta classe são finitos.

3.3 Renormalização em segunda ordem da matriz-S

Da análise feita anteriormente, vimos que, em segunda ordem na expansão da matriz de

espalhamento, os termos correspondentes à altoenergia do elétron e à polarização do vácuo

são divergentes no ultravioleta. Nesta seção, construiremos a matriz-S em segunda ordem

na constante de acoplamento, bem como a representação diagramática de seus termos e

analisaremos os possíveis contratermos oriundos do processo de extensão do produto das

distribuições que a compõe.
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Em segunda ordem, temos que

S(g ) =
i 2

2!

∫

d3x1 d3x2 S2(x1, x2)g (x1)g (x2)

=
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2 T2
(

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1) :: ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
)

g (x1)g (x2) (3.62)

Podemos usar o teorema de Wick para o produto cronológico de operadores de campos e,

assim, obtemos a matriz-S em segunda ordem na constante de acoplamento:

S(2)(g ) =
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2T
[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1) :: ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2)

=
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2

[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1)ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2) (3.63-1)

+
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2

[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1)ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2) (3.63-2)

+
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2

[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1)ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2) (3.63-3)

+
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2

[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1)ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2) (3.63-4)

+
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2

[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1)ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2) (3.63-5)

+
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2

[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1)ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2) (3.63-6)

+
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2

[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1)ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2) (3.63-7)

+
(−i e)2

2!

∫

d3x1 d3x2

[

: ψ̄(x1)γµψ(x1)Aµ(x1)ψ̄(x2)γνψ(x2)Aν(x2) :
]

g (x1)g (x2) (3.63-8)

As contrações são dadas por (2.32). Para simplificar, vamos escrever S(2)(g ) da seguinte forma

S(2)(g ) =
(−i e)2

2!

{

I (2)
1 (g )+ I (2)

2 (g )+ I (2)
3 (g )+ I (2)

4 (g )+ I (2)
5 (g )+ I (2)

6 (g )+ I (2)
7 (g )+ I (2)

8 (g )
}

(3.64)

Podemos representar cada integral graficamente de acordo com a Figura (3.1).

A solução geral do termo de segunda ordem renormalizado, SRen
2 (g ), depende de um

polinômio local arbitrário cujo grau máximo é determinado pelo power-counting. De acordo

com a análise feita na seção anterior e com a Figura (3.1), vemos que as únicas integrais que

necessitam ser renormalizadas são: I (2)
5 e I (2)

6 , que são equivalentes – Figura (3.1(e)) – e I (2)
7 –

Figura (3.1(f)).
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x1 x2







f = 4
b = 2
n = 2

⇒ω=−3

(a) Vértice de interação. Gráfico referente ao termo 3.63-1.

x1 x2







f = 4
b = 0
n = 2

⇒ω=−2

(b) Espalhamento elétron-elétron. Gráfico referente ao termo 3.63-2.

x1 x2







f = 2
b = 2
n = 2

⇒ω=−1

(c) Espalhamento elétron-fóton. Gráfico referente ao termo 3.63-3.

x1 x2







f = 2
b = 2
n = 2

⇒ω=−1

(d) Espalhamento elétron-fóton. Gráfico referente ao termo 3.63-4.

x1 x2







f = 2
b = 0
n = 2

⇒ω= 0

(e) Altoenergia do elétron. Gráfico referente aos termos 3.63-5 e 3.63-6.

x1 x2







f = 0
b = 2
n = 2

⇒ω= 1

(f) Polarização do vácuo. Gráfico referente ao termo 3.63-7.

x1 x2







f = 0
b = 0
n = 2

⇒ω= 2

(g) Bolha de vácuo. Gráfico referente ao termo 3.63-8.

Figura 3.1: Gráficos referentes à expansão da matriz-S em segunda ordem na constante de
acoplamento.

Desta forma, em segunda ordem, a matriz-S é dada por:

S2(g ) = SRen
2 (g )+ I (2)

5PLocal
(g )+ I (2)

6PLocal
(g )+ I (2)

7PLocal
(g ) (3.65)
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onde

SRen
2 (g ) =

(−i e)2

2!

{

I (2)
1 (g )+ I (2)

2 (g )+ I (2)
3 (g )+ I (2)

4 (g )+ I (2)
5Ren

(g )+ I (2)
6Ren

(g )+ I (2)
7Ren

(g )+ I (2)
8 (g )

}

(3.66)

Na próxima seção, faremos a análise dos contratermos correspondentes aos termos

I (2)
5PLocal

(g ), I (2)
6PLocal

(g ) e I (2)
7PLocal

(g ).

É importante notar que nem todos os gráficos listados na Figura (3.1) contribuem para

a matriz-S. O gráfico 3.1(a), composto por dois vértices de interação desconexos, viola a

conservação de energia-momento3. A contribuição do gráfico 3.1(g), conhecido como bolha

de vácuo, por sua vez, desaparece no limite adiabático [15]

lim
g→1

〈0|S(g ) |0〉 = 1, (3.67)

refletindo assim a estabilidade do vácuo livre, ou seja, o vácuo não é modificado pela interação.

Desta forma pode ser desconsiderado no processo de renormalização.

3.4 Análise dos gráficos divergentes a 1-loop

Nesta seção faremos a análise dos gráficos divergentes do modelo que consistirá no es-

tudo dos possíveis contratermos que surgem devido ao processo de extensão de distribuições.

Antes de iniciarmos, devemos relembrar que tais contratermos devem possuir as mesmas

simetrias da lagrangiana de partida, caso o processo de renormalização as preserve. Desta

forma, deve-se verificar quais as simetrias da lagrangiana de partida são preservadas pelo

método de Epstein-Glaser para que possamos usá-las no processo de determinação dos

contratermos.

Neste ponto, recorreremos ao método de renormalização diferencial [24]. Tal método

consiste em escrever as amplitudes no espaço de coordenadas, localizar os termos cuja

singularidade a pequenas distâncias impossibilita a transformada de Fourier e reescrevê-

los como derivadas de expressões menos singulares. Este processo nos fornece expressões

finitas correspondendo às amplitudes renormalizadas. O cálculo explícito das amplitudes via

renormalização diferencial se dá de forma mais simples do que via Epstein-Glaser. Uma vez

que há uma equivalência entre ambos os métodos [25], apresentaremos os resultados obtidos

via renormalização diferencial.

3No referencial do centro de massa, o momento inicial é nulo, enquanto o momento final é não nulo, devido
ao fato de o fóton possuir v = c em todos os referenciais inerciais.
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3.4.1 Polarização do vácuo

O gráfico correspondente à polarização do vácuo é mostrado na Figura 3.1(f)

S(2)
V P

=
1

2!

∫

d3x1 d3x2Π
µν
2 (x1, x2) : Aµ(x1)Aν(x2) : g (x1)g (x2), (3.68)

onde

Π
µν
2 (x1, x2) =−e2 Tr

(

γµ
∆ψ̄ψ(x1 −x2)γν

∆ψ̄ψ(x2 −x1)
)

. (3.69)

No caso da polarização do vácuo, a ordem singular é ω = 1, e os contratermos tem a

seguinte estrutura:

I (2)
7PLocal

(g ) =
∫

d3x1 d3x2

[ ∑

α≤1
cα∂

αδ3(x1 −x2)
]µν

: Aµ(x1)Aν(x2) : g (x1)g (x2)

=

∫

d3x1 d3x2
[

(a
µν
0 +b0η

µν)δ3(x1 −x2)+ c
σµν
1 ∂σδ

3(x1 −x2)+

+c
µ
2 ∂

νδ3(x1 −x2)
]

: Aµ(x1)Aν(x2) : g (x1)g (x2)

=

∫

d3x
{

(a
µν
0 +b0η

µν) : Aµ(x)Aν(x) : g 2(x)− c
σµν
1 ∂σ[: Aµ(x)Aν(x) : g 2(x)]+

−c
µ
2 ∂

ν[: Aµ(x)Aν(x) : g 2(x)]
}

. (3.70)

Prosseguindo com sucessivas integrações por partes e levando o limite adiabático em con-

sideração, vemos que os dois últimos termos na equação acima são identicamente nulos.

Assim, ficamos com

I (2)
7PLocal

(g ) =
∫

d3x [a
µν
0 +b0η

µν] : Aµ(x)Aν(x) : g 2(x). (3.71)

O próximo passo é a análise das simetrias dos possíveis contratermos. Antes de prosse-

guirmos com tal análise, vamos fazer um estudo do termo de polarização do vácuo regulari-

zado a 1-loop via renormalização diferencial.

A polarização do vácuo a 1-loop, no espaço euclidiano, é

Πi j (x) =−(−i e)2 Tr
[

γi∆ψ̄ψ(x)γ j∆ψ̄ψ(−x)
]

(3.72)

Explicitamente,

Πi j (x) =−
e2

8π2

(

2
xi x j

x2
−δi j

) 1

x4
. (3.73)

Usando o método de renormalização diferencial, a polarização do vácuo é dada por [26]

Πi j (x) =−
e2

32π2

(

∂i∂ j −�δi j

) 1

x2
. (3.74)
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Desta última expressão, vemos que o grau de divergência foi reduzido em duas unidades.

Além disso, notamos que a invariância de gauge é satisfeita, ou seja,

∂iΠi j (x) = 0. (3.75)

Como o termo regularizado é invariante de gauge, concluimos que o método de renormaliza-

ção diferencial e Epstein-Glaser preservam a invariância de gauge.

Agora, temos que analisar as simetrias dos contratermos. Começando pelas contínuas,

vemos que o primeiro termo viola a simetria de Lorentz, enquanto o segundo termo não é

invariante de gauge. Desta forma, devemos ter a0 = b0 = 0. Assim, não temos contratermos

para a polarização do vácuo a 1-loop para QED3 de massa nula.

3.4.2 Autoenergia do elétron

O gráfico correspondente à autoenergia do elétron é mostrado na Figura 3.1(e). O termo

correspondente é:

S(2)
SE

=
1

2!2!

∫

d3x1 d3x2 : ψ̄(x1)Σ2(x1, x2)ψ(x2) : g (x1)g (x2), (3.76)

onde

Σ2(x1, x2) =−e2γµ∆
µν

A A
(x1 −x2)∆ψ̄ψ(x1 −x2)γν (3.77)

O termo renormalizado para a autoenergia do elétron no espaço euclidiano, via renorma-

lização diferencial é dado por [26]

Σ(x) =−
e2

32π2
/∂

(
1

x2

)

, (3.78)

cuja contribuição para a matriz-S, a 1-loop, preserva a paridade. Como o termo renormalizado

é invariante por paridade, o método de renormalização também a preserva (pelo menos a

1-loop), desta forma, os possíveis contratermos devem ser invariantes por paridade.

Uma vez que a ordem singular do gráfico é ω= 0, temos que a estrutura dos contratermos

correspondentes é dada pela seguinte expressão:

I (2)
(5−6)PLocal

(g ) =
∫

d3x1 d3x2 : ψ̄(x1)
[

(a01+b0)δ3(x1 −x2)
]

ψ(x2) : g (x1)g (x2)

=

∫

d3x : ψ̄(x) [(a01+b0)]ψ(x) : g 2(x), (3.79)

onde uma matriz geral foi escrita como a soma de uma matriz diagonal e uma matriz não-

diagonal, b0.

O próximo passo é verificar as simetrias dos contratermos, que devem ser as mesmas da

ação de partida. O primeiro termo, : ψ̄(x)a01ψ(x) :, é invariante de Lorentz e invariante de
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gauge, entretanto, viola duas simetrias discretas, a saber, a paridade e a reversão temporal.

Assim, devemos tomar a0 = 0. O segundo termo, : ψ̄(x)b0ψ(x) :, não é invariante de Lorentz,

de modo que devemos ter b0 = 0.

3.4.3 Função de vértice de 3-γ

Até agora analisamos apenas os gráficos a 1-loop advindos da segunda ordem da expansão

perturbativa da matriz-S na constante de acoplamento. Entretanto, de acordo com a Tabela

3.1, temos um gráfico de 1-loop possivelmente divergente na terceira ordem na constante de

acoplamento cuja representação é mostrada na Figura 3.2.

x1

x2

x3







f = 0
b = 3
n = 3

⇒ω= 0

Figura 3.2: Gráfico divergente em terceira ordem na constante de acoplamento.

Este gráfico contribui para a matriz-S com o seguinte termo

S(3)
γγγ =

(−i e)3

3!

∫

d3x1 d3x2 d3x3 tµνρ(x1, x2, x3) : Aµ(x1)Aν(x2)Aρ(x3) : g (x1)g (x2)g (x3), (3.80)

onde

tµνρ(x1, x2, x3) = Tr
(

γµ
∆ψ̄ψ(x1 −x2)γν

∆ψ̄ψ(x1 −x3)γρ
∆ψ̄ψ(x2 −x3)

)

(3.81)

Temos então a seguinte estrutura para os possíveis contratermos

I (3)
PLocal =

∫

d3x1 d3x2 d3x3 [cµνρδ3(x1 −x2)δ3(x1 −x3)δ3(x2 −x3)] : Aµ(x1)Aν(x2)Aρ(x3) : ×

× g (x1)g (x2)g (x3)

=

∫

d3x2 d3x3 cµνρ[δ3(x2 −x3)]2 : Aµ(x1)Aν(x2)Aρ(x3) : g 2(x2)g (x3)

=

∫

d3x2 d3x3 c̃µνρδ3(x2 −x3) : Aµ(x1)Aν(x2)Aρ(x3) : g 2(x2)g (x3)

=

∫

d3x c̃µνρ : Aµ(x)Aν(x)Aρ(x) : g 3(x) (3.82)

Levando-se as simetrias contínuas em consideração, vemos que este termo não é invariante

de Lorentz nem de gauge, assim, devemos ter c̃µνρ = 0. Novamente, não há contratermos.
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Capítulo 4

Conclusões e perspectivas

Tivemos como objetivo um estudo da renormalizabilidade de um modelo para a Eletro-

dinâmica Quântica em um espaço-tempo tridimensional onde todas as partículas possuem

massa nula. Tal estudo foi baseado no método de Epstein-Glaser, caracterizado pelo fato de

os cálculos serem realizados no espaço das coordenadas.

Vimos que, para o modelo considerado, a ordem singular das distribuições numéricas

presentes na expansão da matriz-S (equivalentemente, o grau superficial de divergência)

diminui à medida em que aumentamos a ordem da expansão. Isso implica a superrenorma-

lizabilidade do modelo, ou seja, o número de coeficientes livres – que devemos fixar com

condições físicas – decresce com a ordem perturbativa até desaparecer.

A análise da ordem singular, escrita em função das linhas externas e da ordem perturba-

tiva, nos mostrou que, a 1-loop, os possíveis termos divergentes são dados pela autoenergia

do elétron, polarização do vácuo e por um termo de terceira ordem possuindo três linhas

externas bosônicas. Além destes termos, uma possível divergência pode aparecer a 2-loops

devido à correção a quarta ordem na constante de acoplamento para a polarização do vácuo.

Ao se estudar a estrutura de contratermos, levamos em consideração as simetrias apresen-

tadas no modelo. Neste ponto, fizemos uso da equivalência entre o método de renormalização

diferencial e o de Epstein-Glaser para verificar que este último preserva a simetria de gauge e

a paridade. Vimos que para as contribuições a 1-loop – levando-se em conta a existência do

limite adiabático – o conjunto dos contratermos é vazio. Desta forma, não é gerado termos

que violam a simetria de paridade – não havendo assim, uma anomalia de paridade.

O fato de que o conjunto dos contratermos ser vazio nos diz que o modelo considerado é

finito a 1-loop.

Como perspectiva ficam a análise a 2-loops – neste caso, o termo de polarização do vácuo

a quarta ordem na constante de acoplamento – e o estudo do limite adiabático.
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Apêndice A

Rudimentos da Teoria das Distribuições

A.1 Motivação física

Termos como “partícula de massa m”, “carga pontual”, etc são comuns na física. Mas o

que, de fato, significam estes termos? Obviamente são apenas idealizações humanas, não

existem tais objetos. Ao se tentar descrever tais objetos idealizados, somos obrigados a lançar

mão de objetos matemáticos que nem sempre são bem definidos. Um exemplo clássico é

a “função δ de Dirac”, comumente definida como sendo “igual a zero em toda reta, exceto

na origem, onde é infinita” [27]. O fato da não existência de objetos pontuais ou, de que

em um processo de medida, o que se mede é uma pequena região do espaço, levou ao

desenvolvimento de ferramentas matemáticas apropriadas – as distribuições.

Neste apêndice apresentaremos uma breve introdução ao estudo das distribuições, ou

funções generalizadas. Apresentaremos apenas o necessário para a compreensão do texto, de

forma que toda e qualquer demonstração será omitida. Para maiores detalhes, sugerimos as

referências [14, 28–30].

A.2 Definições básicas

Definição A.1 (Suporte de uma função)Para qualquer função f : Rn → C, o seu suporte,

denotado por supp f , é o menor conjunto fechado fora do qual f ≡ 0. Equivalentemente,

supp f é o fecho do conjunto de pontos x ∈R
n para os quais f (x) 6= 0.

É importante salientar que, apesar de uma função ser zero fora de seu suporte, ela pode

ser nula em pontos isolados de seu suporte, devido à condição de fechamento na definição
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acima. Um exemplo é a função cosseno, cujo suporte é R, apesar de cos((n +1/2)π) = 0.

Definição A.2 (Função teste) Seja n ≥ 1. O espaço teste, denotado por D(R), é o espaço vetorial

de funções f : Rn → C, que são de classe C∞ e tem suporte limitado. Uma função teste é

qualquer função f ∈D(Rn).

Definição A.3 (Distribuição, ou função generalizada) As distribuições são definidas como

funcionais lineares sobre um espaço D(Rn) das funções teste. Ou seja, uma distribuição T ( f )

atua sobre uma função teste (pertencente a D) e a leva em um número (complexo).

T ( f ) : K −→ C

f −→ T ( f ) =
∫

d n xT (x) f (x)

As distribuições formam um espaço vetorial chamado dual topológico de D(Rn), também

chamado de espaço das distribuições e denotado por D ′(Rn).

Definição A.4 Se T ∈D ′(Rn), dizemos que x ∈R é um ponto regular de T se, e somente se, existe

uma vizinhança U de x e uma função g de classe C∞ sobre U , tal que a integral

T ( f ) =
∫

d x T (x) f (x) (A.1)

é bem definida para todo f ∈ D(Rn). O complemento dos pontos regulares de T é chamado

suporte singular de T .

Definição A.5 Uma função f : Ω ⊆ R
n → C é localmente integrável se f é absolutamente

integrável em qualquer subconjunto compacto K de Ω. O espaço das funções localmente

integráveis em R
n é denotado por L1

loc
(Rn).

Funções que não são integráveis mas são localmente integráveis são tais que possuem

problemas de integrabilidade no infinito. Qualquer função localmente integrável define uma

distribuição.

Definição A.6 (Distribuições regulares) Para qualquer função localmente integrável f há

uma distribuição denotada por T f , definido por

T f (ϕ)
def.
=

∫

d x f (x)ϕ(x). (A.2)

Tal distribuição é chamada distribuição regular associada à função localmente integrável f .

Todas as outras distribuições são singulares.
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Classes diferentes de distribuições exigem classes diferentes de funções para que a in-

tegral do tipo
∫

d xT (x) f (x) seja bem definida. Uma classe mais ampla de funções teste,

simbolizada por S (Rn), é formada por funções f (x) que, ao invés de serem identicamente

nulas fora de uma região limitada, decaem rapidamente a zero quando x −→∞. Os corres-

pondentes funcionais são chamados de distribuições temperadas.

Definição A.7 (Espaço de Schwartz)O espaço de Schwartz é composto pela totalidade de

funções infinitamente diferenciáveis que, juntamente com todas as suas derivadas, vão mais

rápido a zero, quando |x| →∞, do que qualquer potência inversa de x. Em outras palavras,

para funções f ∈S (Rn), com x = (x1, . . . , xn) tem-se

|xαDβ f (x)| ≤C , ∀α,β ∈N
n
0 , (A.3)

onde a constante C = C (α,β) depende, em geral, da função f e de α e β. Tais funções são

chamadas de funções de decrescimento rápido.

Definição A.8 Diz-se que uma distribuição T ∈S ′(Rn) é um funcional linear contínuo sobre o

espaço S (Rn) se o seguinte acontece:

1. T (α f1 +β f2) =αT ( f1)+βT ( f2); α,β ∈C,∀ f ∈S (Rn).

2. lim
n→∞

|T ( fn)−T ( f )| = 0, para toda sequência { fn} em S (Rn).

A.3 Operações com distribuições

Queremos definir certas operações em distribuições, tais como soma, multiplicação por

função, derivação e assim por diante. Para este fim, consideramos como estas operações são

definidas para uma função localmente integrável; escrevemos em linguagem de distribuições,

para a distribuição regular associada, então generalizamos para uma distribuição arbitrária

qualquer.

Soma de Distribuições A soma de distribuições é dada por:

(T1 +T2)( f ) =
∫

d x (T1(x)+T2(x)) f (x)

=

∫

d x T1(x) f (x)+
∫

d x T2(x) f (x)

= T1( f )+T2( f ) (A.4)
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Multiplicação por funções Podemos multiplicar uma distribuição por uma função contí-

nua e infinitamente diferenciável da seguinte forma:

(g T )( f ) =
∫

d x (g T )(x) f (x)

=

∫

d x T (x)(g f )(x)

= T (g f ) (A.5)

Derivada de distribuições Seja T ∈S
′(Rn). A derivada DαT , com β ∈Z+, é dada por:

(DαT )( f ) = (−1)|α|T
(

Dα f (x)
)

. (A.6)

Translação A translação de uma distribuição T por a, denotada por Ta é definida por

Ta( f ) =
∫

d xT (x +a) f (x)

=

∫

d yT (y) f (y −a)
def.
= T ( f−a) (A.7)
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Apêndice B

Simetrias discretas

Devido à grande importância das simetrias no estudo da renormalizabilidade do modelo,

faremos uma breve discussão da forma assumida pelas transformações de Lorentz discretas

em 2+1 dimensões (as transformações contínuas são semelhantes ao caso em 3+1 dimensões,

por isso não serão abordadas).

B.1 Conjugação de carga

A fim de chegarmos à forma com a qual o espinor se transforma via conjugação de carga

em 2+1 dimensões, seguiremos o procedimento de [23] para o caso em 3+1 dimensões.

Partindo-se da Equação de Dirac,

[γµ(i∂µ−e Aµ)−m]ψ= 0 (B.1)

O espinor conjugado deve satisfazer a Equação de Dirac com a carga de sinal oposto.

[γµ(i∂µ+e Aµ)−m]ψc
= 0, (B.2)

onde ψc é o espinor conjugado de carga de ψ. Podemos tomar o conjugado hermitiano de

(B.1) e multiplicar por γ0 pela direita para obter

ψ†[(γµ)†γ0(−i∂−e Aµ)−mγ0] = 0 (B.3)

usando a relação (10e), obtemos

ψ̄[−γµ(i∂µ+e Aµ)−m] = 0 (B.4)

Tomando a transposta da equação anterior e multiplicando por uma matriz C pela esquerda,
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temos

[−CγµT
C−1(i∂µ+e Aµ)−m]Cψ̄T

= 0 (B.5)

Caso exista uma matriz C tal que

CγµT
C−1

=−γµ, (B.6)

podemos identificar ψc com Cψ̄T . Devemos, então, encontrar tal matriz C que satisfaça (B.6).

No nosso caso, usando a representação (9) para as matrizes gama, temos que

C =−iγ1γ0
=−γ2 (B.7)

satisfaz (B.6). Assim, temos

C−1
= γ2 (B.8)

A matriz C possui as seguintes propriedades:

C =C∗
=−C−1

=−C T
=−C †, (B.9)

de forma que os espinores se transformam da seguinte maneira:

ψc
=Cψ̄T (B.10)

ψ̄c
=−ψT C−1 (B.11)

Além disso, o capo Aµ deve se transformar como

Ac
µ =−Aµ. (B.12)

B.2 Paridade

Em um espaço-tempo (3+1)-dimensional, a paridade é obtida levando-se x em −x. En-

tretanto, em 2+1 dimensões, tal transformação teria determinante +1 e corresponderia a

uma rotação de πr ad . Contornamos este problema trocando-se o sinal de apenas uma das

coordenadas espaciais, no nosso caso,

x
P

−→ xP
= (x0,−x1, x2) (B.13)

O espinor de Dirac se transforma da seguinte forma

ψ(t ,~x) −→ψ′(t ′,~x ′) = Pψ(t ,~x) (B.14)
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onde P é uma matriz que representa a transformação de paridade no espaço dos espinores.

Para encontrarmos a forma explicita de P , assim como no caso da conjugação de carga,

partimos da Equação de Dirac.

[i (γµ∂µ+ i e Aµ)−m]ψ= 0 (B.15)

Escrevendo a Equação de Dirac em um referencial S′, temos que a mesma deve ser válida em

um referencial S.

[

i (γ0∂
′
0 +γ1∂

′
1 +γ2∂

′
2)−e(γ0 A′

0 −γ1 A′
1 −γ2 A′

2)−m
]

ψ′
= 0, (B.16)

que, de acordo com as convenções de paridade adotada, temos:

[

i (γ0∂0 −γ1∂1 +γ2∂2)−e(γ0 A′
0 −γ1 A′

1 −γ2 A′
2)−m

]

ψ′
= 0 (B.17)

Usando B.14 e multiplicando pela esquerda por P−1 e, como ψ′ = Pψ, temos

[

i P−1(γ0∂0 −γ1∂1 +γ2∂2)P −eP−1(γ0 A′
0 −γ1 A′

1 −γ2 A′
2)P −P−1mP

]

ψ= 0 (B.18)

De onde temos que, para que B.16 seja válida em S, a matriz P deve satisfazer as seguintes

relações:






P−1γ0P = γ0 =⇒ γ0P = Pγ0

P−1γ1P =−γ1 =⇒ γ1P =−Pγ1

P−1γ2P = γ2 =⇒ γ2P = Pγ2

(B.19)

De forma que o campo Aµ deve se transformar como







A′
0 = A0

A′
1 = −A1

A′
2 = A2

(B.20)

Porém não é possível, usando a álgebra das matrizes gama (10), construir uma matriz P

satisfazendo (B.19). Isto ocorre devido ao termo de massa na Equação de Dirac [31]. Como

estamos interessados no modelo de QED3 de massa nula, daremos continuidade à discussão

da paridade para o caso não massivo. Neste caso, podemos fatorar um sinal de menos sem

alterar a equação. Buscamos assim pelas novas condições a serem satisfeitas pelas matrizes

gama e pelo campo Aµ de forma a manter a covariância da Equação de Dirac para uma

transformação de paridade.

[

i P−1(−γ0∂0 +γ1∂1 −γ2∂2)P −eP−1(−γ0 A′
0 +γ1 A′

1 +γ2 A′
2)P

]

ψ= 0 (B.21)

As novas condições sobre as matrizes gama são:
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P−1γ0P =−γ0 =⇒ γ0P =−Pγ0

P−1γ1P = γ1 =⇒ γ1P = Pγ1

P−1γ2P =−γ2 =⇒ γ2P =−Pγ2

(B.22)

Levando estas condições à Equação (B.21), vemos que o campo Aµ deve se transformar

como em (B.20).

Uma possível representação para P , satisfazendo (B.22) é a seguinte

P =−iγ1 (B.23)

Com isso, temos a transformação do espinor sob paridade

ψ(t ,~x)
P

−→ψ′(t ′,~x ′) =−iγ1ψ(t ′,~x ′) (B.24)

Segue também que

ψ̄′
= (−iγ1ψ)†γ0 = iψ†γ†

1γ0 =−iψ†γ1γ0 = iψ†γ0γ1 = i ψ̄γ1 (B.25)

B.3 Reversão temporal

A reversão temporal é uma transformação de Lorentz discreta e antiunitária. Partimos,

novamente da Equação de Dirac em um referencial S e exigimos que seja covariante sobre

reversão temporal, ou seja, passando a um referencial S′ com t ′ =−t e~x ′ =~x, a equação não

muda.
[

i (γ0∂0 +γi∂i )−e(γ0 A0 −γi Ai )−m
]

ψ= 0 (B.26)

Tomando o conjugado da equação acima, temos:

[

−i (γ∗
0∂0 +γ∗

i ∂i )−e(γ∗
0 A0 −γ∗

i Ai )−m
]

ψ∗
= 0 (B.27)

Devido à antilinearidade da transformação de reversão temporal, esperamos que o

espinor se transforme da seguinte forma:

ψ′(t ′ =−t ,~x ′
=~x) = Tψ∗(t ,~x), (B.28)

onde T é uma matriz que representa a operação de inversão temporal no espaço dos espino-

res.

Para levarmos a Equação (B.27) ao referencial S′ devemos multiplicá-la pela esquerda

por T , assim

[

−i (Tγ∗
0 T −1∂0 +Tγ∗

i T −1∂i )−e(Tγ∗
0 T −1 A0 −Tγ∗

i T −1 Ai )−m
]

Tψ∗
= 0 (B.29)
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Mas, como ∂′0 =−∂0, ∂′
i
= ∂i e ψ′ = Tψ∗, temos

[

i (Tγ∗
0 T −1∂′0 −Tγ∗

i T −1∂′i )−e(Tγ∗
0 T −1 A′

0 −Tγ∗
i T −1 A′

i )−m
]

ψ′
= 0 (B.30)

Desta forma, as matrizes gama devem satisfazer as seguintes relações:







Tγ∗
0 T −1 = γ0

Tγ∗
1 T −1 =−γ1

Tγ∗
2 T −1 =−γ2

=⇒







Tγ0T −1 = γ0 =⇒ Tγ0 = γ0T

Tγ1T −1 = γ1 =⇒ Tγ1 = γ1T

Tγ2T −1 =−γ2 =⇒ Tγ2 =−γ2T

(B.31)

Entretanto, não é possível encontrar uma matriz que satisfaça as relações (B.31). Tal

impossibilidade vem do fato de que o termo de massa violar a reversão temporal, assim como

ocorre no caso da paridade. Caso não haja um termo de massa, podemos fatorar um sinal de

menos e inverter tais condições de modo a ser possível uma representação da matriz T , com

base na álgebra das matrizes gama, deixando a equação invariante.

Vamos considerar novamente o caso de massa nula. A Equação (B.30) se torna:

[

i (−Tγ∗
0 T −1∂′0 +Tγ∗

i T −1∂′i )−e(−Tγ∗
0 T −1 A′

0 +Tγ∗
i T −1 A′

i )
]

ψ′
= 0, (B.32)

de forma que as novas condições, são:







Tγ∗
0 T −1 =−γ0

Tγ∗
1 T −1 = γ1

Tγ∗
2 T −1 = γ2

=⇒







Tγ0T −1 =−γ0 =⇒ Tγ0 =−γ0T

Tγ1T −1 =−γ1 =⇒ Tγ1 =−γ1T

Tγ2T −1 = γ2 =⇒ Tγ2 = γ2T

, (B.33)

ou seja, T deve comutar com γ2 e anticomutar com γ0 e γ1. Uma possível representação para

a matriz T é, então,

T =−iγ2, (B.34)

onde o fator −i foi introduzido por conveniência. Assim, o espinor se transforma do seguinte

modo

ψ′
=−iγ2ψ

∗ (B.35)

e, para ψ̄, temos

ψ̄′
=ψ′†γ0 = (−iγ2ψ

∗)†γ0 = iψ∗†
γ†

2γ0 =−iψ∗†
γ2γ0 = iψ†∗γ0γ2 = i (ψ†γ0)∗γ2 = i ψ̄∗γ2

(B.36)

As relações (B.33) implicam que o campo Aµ deve se transformar da seguinte forma:

A′
0 = A0 A′

i =−Ai (B.37)
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Apêndice C

Operadores de projeção

Neste apêndice será mostrado algumas propriedades dos operadores de projeção Θ
µν e

Ω
µν, que são definidos da seguinte forma:

Θ
µν

≡ ηµν−
∂µ∂ν

�
(C.1a)

Ω
µν

≡
∂µ∂ν

�
(C.1b)

Vamos analisar o produto entre estes operadores;

Produto Θ
µα

Θαν

Θ
µα

Θαν =

(

ηµα−
∂µ∂α

�

)(

ηαν−
∂α∂ν

�

)

= ηµαηαν−ηµα
∂α∂ν

�
−ηαν

∂µ∂α

�
+
∂µ∂α

�

∂α∂ν

�

= δ
µ
ν−

∂µ∂ν

�
−
∂µ∂ν

�
+
∂µ�∂ν

��

= δ
µ
ν−

∂µ∂ν

�

=Θ
µ
ν (C.2)

Produto Ω
µα

Ωαν

Ω
µα

Ωαν =
∂µ∂α

�

∂α∂ν

�

=
∂µ�∂ν

��

=Ω
µ
ν (C.3)
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Produto Θ
µα

Ωαν

Θ
µα

Ωαν =

(

ηµα−
∂µ∂α

�

)(
∂α∂ν

�

)

=
∂µ∂ν

�
−
∂µ�∂ν

��

= 0 (C.4)

Podemos construir uma tabela multiplicativa destes operadores, resumindo os resultados

acima.

Θ Ω

Θ Θ 0
Ω 0 Ω

Tabela C.1: Álgebra dos operadores de projeção.

Dado um operador

Xµν =αΘµν+βΩµν, (C.5)

podemos utilizar a tabela (C.1) para encontrar seu inverso

X −1
µν = AΘµν+BΩµν (C.6)

Como X µσX −1
σν = δ

µ
ν , e recorrendo-se à tabela (C.1), temos que A =α−1 e B =β−1, ou seja,

X −1
µν =

1

α
Θµν+

1

β
Ωµν (C.7)
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