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“Why are scientists in so many cases so deeply interested in their work? Is it
merely because it is useful? It is only necessary to talk to such scientists to
discover that the utilitarian possibilities of their work are generally of

secondary interest to them. Something else is primary.”

David Bohm
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RESUMO

CARRASCO, Ismael Segundo da Silva, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa, abril de
2018. Efeitos das condicdes iniciais na dinamica de crescimento de interfaces. Orien-
tador: Tiago José Oliveira. Coorientadores: Silvio Costa Ferreira Junior e Sidiney Geraldo
Alves.

A dindmica de interfaces é um exemplo importante de fendmeno longe do equilibrio termo-
dindmico. Essa area tem chamado muita a atencao da comunidade cientifica recentemente
pela verificacdo de que a classe de universalidade de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) se sub-
divide de acordo com a geometria da superficie. Nessa subdivisdo, as interfaces curvas
e planas possuem o mesmo conjunto de expoentes de escala, mas distribuicbes de altura
(HD — Height Distribution) e covariancias (espaciais e temporais) diferentes. Simulacées
recentes mostraram que essa mesma subdivisdo é observada em sistemas planos com
substratos que crescem lateralmente, demonstrando que a curvatura em si ndo deve ter um
papel essencial. O algoritmo utilizado nessas simulacdes permite estudar diferentes aspec-
tos dessa subdivisdo. Nesta tese, nos concentramos em trés assuntos principais. Primeiro,
generalizamos o algoritmo para investigar o crescimento em dominios que crescem ou di-
minuem com diferentes leis de poténcia no tempo, seguindo L(t) = Ly + wt?, onde L é o
tamanho do sistema, w e  sdo parametros que determinam a taxa de variacdo do tamanho
do substrato. Mostramos que sistemas com tamanhos iniciais grandes (Lo > 1), possuem
um transiente com estatistica da subclasse plana, independentemente do substrato estar
expandindo ou contraindo, o que explica observacdes experimentais recentes com inter-
faces contraindo no tempo. Nos sistemas com substratos crescentes, mostramos que a
competicao entre o comprimento de correlagédo e o tamanho do sistema é essencial. Caso
o sistema cresga mais devagar que o comprimento de correlacdo, a superficie se torna
correlacionada, resultando em HD’s Gaussianas e uma rugosidade que escala com o ta-
manho do sistema. No caso em que o comprimento de correlacao e o tamanho do sistema
crescem com mesmo expoente (quando v = 1/z), obtemos uma familia de distribui¢cdes
que interpola a Gaussiana com a distribuicdo de interfaces curvas a medida que w varia.
Curiosamente, a HD passa pela distribuicdo do ensemble Gaussiano simplético (GSE) no
meio dessa interpolacdo. Mostramos também que sistemas que crescem com expoentes
maiores que o0 comprimento de correlacdo possuem a mesma HD que interfaces circulares

(v = 1). Porém, as covariancias variam com a velocidade, s6 possuindo a mesma forma
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gue as covariancias do caso curvo quando v = 1. Outro assunto que abordamos nesta tese
foi o efeito da dindmica do substrato em outras classes de universalidade além da KPZ. Ve-
rificamos que uma subdivisdo analoga também é obtida nas classes VLDS, EW e MH, onde
as distribuicoes de alturas e as covariancias sao universais dentro cada subclasse, mas di-
ferentes de uma para a outra. Para finalizar, verificamos se outras grandezas universais da
dindmica de interfaces também variavam de acordo com a subclasse. Estudando a distribui-
cao de rugosidade quadratica e a de extremos locais, verificamos que essas distribuicdes

sao as mesmas em ambas as subclasses.



ABSTRACT

CARRASCO, Ismael Segundo da Silva, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa, April, 2018.
Effects of the initial conditions on interface growth dynamics. Adviser: Tiago José
Oliveira. Co-advisers: Silvio Costa Ferreira Junior and Sidiney Geraldo Alves.

The interface dynamics is an important example of a critical system far from equilibrium.
This field has attracted much attention of the scientific community due to the verification that
the Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) universality class splits according to the geometry of a given
interface. In this splitting, curved and flat interfaces have the same set of critical exponents,
but different height distributions (HD’s) and covariances (spatial en temporal). Recent simu-
lations have shown that this subdivision is also observed in flat systems with lateral enlarging
substrates, demonstrating that the curvature itself should not play an essential role in this
splitting. The algorithm used in these simulations allow us to study different aspects of the
subdivision. In this thesis, we concentrate mainly on three subjects. Firstly, we generalize
the algorithm to investigate the growth in domains that grow or shrink with different power
laws, following L(t) = Lo +wt?, where L is the system size, w and ~ are the parameters that
determine the variation rate of the substrate size. We show that systems with large initial
size (Lo > 1) have a transient with statistics of the flat subclass, independently of the en-
largement or shrinkage of the substrate, explaining the recent experimental observation of
interfaces shrinking in time. Consequently, since the decreasing systems need a large initial
size to be studied in a reasonable time window, they necessarily show the transient in the
flat subclass statistics. In the systems with enlarging substrates, we show that the competi-
tion between the correlation length and the system size is essential. If the system enlarges
slower than the correlation length, the surface becomes correlated, resulting in Gaussian
HD’s and a roughness that scale with the system size. If the correlation length and the
system size grows with the same exponent (y = 1/z), we obtain a family of distributions
interpolating between the Gaussian and the distribution of curved interfaces as w increases.
Curiously, the distribution passes through the Gaussian symplectic ensemble distribution in
the middle of this interpolation. We also show that systems that enlarge with larger expo-
nents than the correlation length have the same height distribution as the circular (y = 1)
interfaces. However, the covariances depend on the speed of enlargement, only having the
same form of the curved geometry when v = 1. Another subject that we have studied in

this thesis was the effect of the substrate dynamics in other universality classes, besides the
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KPZ one. We have obtained an analogous splitting in the VLDS, EW e MH classes, where
the height distribution and the covariances are universal in each subclass, but different from
one another. To finish, we have analyzed if other universal quantities in the interface dyna-
mics also are affected by the subdivision. Studying the squared local roughness distribution
and the local extremes distribution, we have verified that these distributions are the same in

both subclasses.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da dindmica de crescimento de interfaces é em grande parte motivado por sua
aplicagao direta na produgao de filmes finos. O desenvolvimento de novos componentes ele-
tronicos, que sdo menores e/ou mais eficientes, é relacionado & compreensao e ajuste fino dos
parametros envolvidos em sua fabricacao. Exemplos desses componentes seriam: transistores,
diodos e fotocélulas. Em sua maioria, esses dispositivos sao produzidos através do crescimento
de filmes finos de materiais semicondutores sobre substratos de Silicio ou SiO5. O desenvolvi-
mento de componentes eletronicos melhores esta associado com a producao de computadores
menores e mais potentes (como smartphones), detectores de radiagdo mais eficientes, etc.

Apesar da forte aplicacdo em eletrénica, a dindmica de interfaces vai bem além do
dominio dos filmes finos. Essa area engloba fenémenos dos mais variados contextos. Para
ilustrar essa diversidade, alguns exemplos que podemos citar sdo: frente de chamas [1], o
fluxo de um liquido través de um meio poroso [2], depdsitos de gelo [3] e a propagacao de
rachaduras em meios heterogéneos [4]. Existem também interfaces relacionadas a sistemas
biologicos, como no crescimento de colonias de bactérias [5], tumores [6] etc. Assim, entender
melhor a evolucao e as propriedades gerais de interfaces pode impulsionar diferentes campos
da ciéncia.

A grande variedade de interfaces encontradas na natureza é fruto das mais diversas
interagoes entre seus constituintes fundamentais. No entanto, apesar dessas enormes diferen-
cas, nota-se que diversos sistemas possuem propriedades estatisticas similares. Isso leva ao
conceito de universalidade. De fato, é realmente deslumbrante observar que o crescimento
de um filme fino (de resolu¢do nanométrica), uma colonia de células (micrometros), flocos de
neve no para brisa de um carro (milimetros) e a queimada de uma floresta (metros), ilustrados
na Fig. podem ter vérias caracteristicas em comu

Algumas dessas propriedades em comum podem ser: o mesmo conjunto de expoentes de
escala, distribuicoes de altura, covaridncias espaciais e temporais, distribui¢oes de rugosidade
quadréatica local, distribuicao de valor extremo local. Essas semelhancas mostram que, apesar
das grandes diferengas entre as interagoes microscopicas que produzem diferentes interfaces,
podemos reunir os sistemas com propriedades estatisticas similares em uma mesma classe de
universalidade. Isso torna evidente que diversos detalhes sao irrelevantes, importando apenas
as simetrias/conservagoes envolvidas na dindmica de formagao dessas estruturas complexas.
Dessa forma, aprender mais sobre uma classe de universalidade nos permite entender melhor
todas as interfaces pertencentes a ela.

!Na verdade, nos dois tltimos exemplos estamos nos referindo as versdes mais controladas, obtidas em
laboratorio, |1| e [3] respectivamente. No caso das células e do filme fino, estamos fazendo uma alusao as
referéncias [5718].



1.0 Introducao

Figura 1.1: A primeira figura é uma imagem de AFM (Atomic Force Microscopy) de um crescimento
de CdTe em Silicio (100), feito no laboratério de Epitaxia do Departamento de Fisica (UFV). A
segunda é uma colonia de células tumorais, cortesia do laboratorio de Fisica Biologica (UFV). A
terceira é o deposito formado pelo acumulo de flocos de neve no para brisa de um carro. A quarta é
a queimada de uma floresta.

De um ponto de vista mais pragmatico, a universalidade nos permite usar simulagoes
para obter informagoes sobre uma vasta gama de fendémenos. Basicamente, definindo um
modelo bem simples, que em sua dindmica contenha uma forma rudimentar de algum me-
canismo essencial na evolugao de superficies. Se esse modelo pertencer a alguma classe de
universalidade, propriedades extraidas dele podem valer para todos os fendémenos contidos na
dada classe. Além disso, a simplicidade do modelo acaba sendo uma grande vantagem, pois
torna factiveis simulagGes mais extensas, com tamanhos de sistemas e tempos que seriam ina-
cessiveis em modelos mais complexos ou em experimentos. Assim, os modelos simplificados
que estudamos no decorrer desta tese, conhecidos coloquialmente como toy models, sao muito
lteis quando o “objeto” em estudo sao as propriedades universais de maneira geral, e nao
os detalhes de um sistema real especifico. Por isso, o conceito de universalidade acaba tor-
nando as simulag¢ées uma ferramenta especialmente 1til no contexto de dinamica de interfaces,
conectando resultados obtidos em simulagbes com uma vasta gama de fendmenos.

Avancos analiticos [@I e confirmagoes subsequentes [10-15] demonstraram que a classe
de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) se subdivide de acordo com a geometria da interface, resul-
tando em uma separagao em algumas de suas propriedades estatisticas. Mais especificamente,
ficou claro que, apesar de interfaces curvas e planas (ver Fig. [1.2) compartilharem o mesmo
conjunto de expoentes de escala (pertencendo & mesma classe), as distribui¢oes de altura e as
covaridncias espaciais e temporais sdo diferentes.

Posteriormente, foi mostrado que, apesar dessa subdivisdo ser frequentemente credi-
tada & geometria, a mesma subdivisdo pode ser obtida na simulacdo de superficies planas
que inflam lateralmente [16] (que chamamos de dominios crescentes). Nessa referéncia foram
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Figura 1.2: Tlustracao das similaridades e diferencas entre interfaces curvas e planas. Nos graficos
abaixo os pontos cheios sao para a geometria plana e os vazios para a curva, onde mostramos da
esquerda para a direita as curvas reescaladas para a covaridncias temporais, HD’s e a covariancias
espaciais.

usados tamanhos de sistema que crescem linearmente no tempo, assim como é a relagao entre
o perimetro e o raio de um agregado circular. Essas simulacoes imitam apenas a evolugao do
tamanho lateral de uma interface em geometria curva, descartando completamente a curva-
tura. Apesar desses resultados parecerem impressionantes a primeira vista, na verdade, eles
sao de certa forma intuitivos. Isso porque as propriedades universais sao obtidas no regime as-
sintético, com tamanhos e tempos muito longos. Nesse regime, os agregados curvos tém raios
muito grandes, o que resulta em uma componente na curvatura local que tende a zero. Dessa
forma, como os crescimentos envolvem interacoes locais, é natural que os constituintes fun-
damentais (ou particulas) ndo notem essa curvatura global, assim como nos nao conseguimos
notar a curvatura da terra apenas olhando ao nosso redor.

A abstragao envolvida nessas simulagoes nos permite explorar profundamente questoes
muito interessantes. Por exemplo, duas realizagoes experimentais da classe KPZ em uma di-
mensao reportaram resultados conflitantes recentemente. De um lado, temos os experimentos
realizados com a evaporacao de gotas com suspensoes coloidais, onde a medida que a gota
evapora e retrai um depoésito de particulas é formado em sua borda, produzindo uma interface
circular que cresce “para dentro”, ou seja, com raio decrescente, (como pode ser visto a frente
na Fig. onde retomaremos essa discussao). Como parecia muito esperado na época,
evidéncias foram observadas de que a “estatistica” da superficie era dada pela subclasse KPZ
curva . De outro lado, temos o aclamado experimento em cristais liquidos turbulentos
onde, partindo de um circulo grande como condigao inicial, foi observado que a interface que
cresce “para dentro” (ver tem a estatistica da subclasse KPZ plana . Tal resul-
tado, que em principio parece muito contra intuitivo, foi associado a um possivel efeito do
sinal da curvatura . No entanto, considerando novamente as simulacoes descritas anteri-
ormente, se a curvatura for mesmo irrelevante nessa subdivisao da classe KPZ, importando
apenas a evolugao do tamanho lateral da interface, nenhum dos dois casos se enquadrariam
na subclasse KPZ “curva”’, onde dominios crescem linearmente com o tempo. De fato, no
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capitulo 4}, mostramos com simulagoes em dominios que decrescem no tempo que a estatistica
da superficie é mesmo a da subclasse KPZ plana, porém ela é um efeito do tamanho inicial
grande, e nao do sinal da curvatura.

Nesses resultados mencionados anteriormente, fica evidente que a variagado do tamanho
do dominio tem papel crucial na estatistica da superficie. Assim € natural se perguntar qual
é o papel da competicao entre o crescimento do comprimento de correlagao e o crescimento
dominio na subdivisao ou estatistica assintética da classe KPZ, ou seja, o que acontece quando
o dominio cresce com diferentes taxas nao-lineares? E evidente que resultados especialmente
interessantes devem acontecer quando essa taxa for proxima a da propagacao das correlagoes.
Na segunda metade do capitulo 4] abordamos essa questao em detalhes. Para isso, genera-
lizamos o modelo proposto em [16] para produzir dominios com evolugdo de tamanho mais
geral, que escalam com L ~ t7. Verificamos que quando a correlagdo cresce mais rapido que
o sistema ele se torna correlacionado, caso contrario a estatistica da superficie depende de ~,
sendo a estatistica da subclasse KPZ curva um caso particular obtido quando v = 1. Além
disso, se ambos crescem com taxas proximas, encontramos uma familia de distribui¢Ges inter-
polando os dois regimes anteriores, dentre elas encontramos a distribuicao do maior autovalor
de matrizes do ensemble Gaussiano simplético (Gaussian Symplectic Ensemble — GSE).

Outro questionamento que podemos nos fazer é se essa subdivisao é algo exclusivo da
classe KPZ. Esse é um assunto que, apesar de muito relevante, praticamente nao tinha sido
abordado, talvez por caréncia de experimentos ou modelos com interfaces curvas em outras
classes de universalidade. Mesmo assim, a resposta para essa pergunta nos permite entender
algo sobre a natureza das classes e dessa subdivisao. No capitulo [5| investigamos a diferenca
entre interfaces planas e curvas (na verdade, substratos de tamanho fixo e que crescem) nas
classes VLDS, EW e MH. Daremos um foco maior a classe VLDS, pois ao contrario das demais,
pouco se sabe sobre a estatistica do regime de crescimento desta. Por isso, em busca de uma
subdivisdo na estatistica, primeiro verificamos se ha universalidade na distribui¢ao de altura
e nas covariancias espaciais e temporais, que ja é algo interessante por si s6. Além disso,
essa classe ¢ um modelo tedrico relevante para os crescimentos em MBE (Molecular Beam
Epitaxy), que é uma técnica importante de crescimento de filmes finos. Nessas diferentes
classes observamos um cenério parecido ao da classe KPZ, mostrando que a subdivisao é algo
mais geral que se imaginava previamente.

Por dltimo, como dito anteriormente, sabemos que a distribuicao de altura e as co-
variancias espacial e temporal sao diferentes em cada subclasse, contudo, seria importante
verificar se outras propriedades universais também sdo afetadas pela subdivisao. Duas quan-
tidades estacionarias relevantes sdo a distribuigao de rugosidade quadratica local (SLRD —
squared local roughness distribution) e a distribuigdo de extremos locais (LEHD — local extre-
mal height distributions), ambas frequentemente investigadas em experimentos [8/20H23|, mas
ainda sem uma analise nesse sentido. A possibilidade de trocar de subclasse apenas acrescen-
tando uma variacao temporal no tamanho do dominio abre as portas para um estudo bem
detalhado. Podemos fixar o modelo e mudar apenas a subclasse, permitindo isolar os efeitos
da subdivisao sobre a SLRD e a LEHD. Essa discussao ¢ feita no capitulo [6] onde deixamos
claro que essas distribuicoes nao variam de uma subclasse para a outra. Mostramos também
outros resultados que vao bem além do questionamento inicial.

No proximo capitulo apresentamos uma revisao de literatura, onde descrevemos os
principais conceitos interessantes que cercam os problemas postos anteriormente. Uma revisao
dos modelos e algoritmos utilizados nas simulagoes é apresentada no capitulo [3]



Capitulo 2
Revisao bibliografica

Neste capitulo faremos uma revisao sobre os conceitos mais importantes relacionados
aos fendmenos de crescimento de interfaces. O objetivo aqui é comegar com os aspectos mais
fundamentais sobre dindmica de interfaces e adicionar gradativamente alguns ingredientes
importantes para alcancarmos o nivel necessario para se compreender os demais capitulos
desta tese. E evidente que uma abordagem muito detalhada produziria um volume grande
demais, que nao é o objetivo desta tese. Mesmo assim, esperamos produzir uma revisao que
possa ser um bom ponto de partida para um iniciante no assunto.

2.1 A dinamica de interfaces e o equilibrio termodinamico

Nesta se¢ao vamos descrever como a dindmica de interfaces se relaciona com o equilibrio
termodinamico, ou melhor, mostraremos porque normalmente este é um fenémeno longe do
equilibrio. Tomando o exemplo do crescimento de um filme fino, considerando um substrato
dentro de uma camara em alto vacuo, em contato com o vapor de um material a ser depositado.
Para haver o crescimento de diversas camadas desse material sobre o substrato, do ponto de
vista termodindmico, deve existir uma diferenca de potencial quimico entre a fase do vapor e
o filme em crescimento, o que explicaria o fluxo liquido de particulas de uma fase para outra
no intuito de minimizar esse potencial quimico. O fluxo constante de material para dentro
da camara ird manter essa diferenca de potencial. Se essa fonte de material for desligada, o
sistema comegara a caminhar em dire¢ao ao equilibrio. O gés na cAmara comegara a ficar mais
rarefeito a medida que as particulas vao sendo depositadas no filme, até o momento em que o
potencial quimico da fase gasosa sera tdo baixo quanto o do filme e, a partir desse momento,
nao haverd mais um fluxo médio de particulas para a superficie, cessando o crescimento.

Para entender melhor a relacao entre a dindmica de interfaces e o equilibrio, devemos
primeiro definir precisamente o que caracteriza o equilibrio. Do ponto de vista macroscopico,
ou seja, termodinamico, duas condigoes devem ser satisfeitas para haver o equilibrio:

e As varidveis termodindmicas devem ser independentes do tempo e homogéneas espaci-
almente.

e Nao pode haver correntes no sistema.

Assim, fica claro que o crescimento descrito no paragrafo anterior é um fenémeno fora do
equilibrio, pois ele quebra ambas as condigoes.

Além do exemplo do crescimento do filme fino, existem diversos outros exemplos de
crescimentos que nao satisfazem as condigoes de equilibrio dindmico, como por exemplo, os
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a) b) c)

Figura 2.1: Ilustragao das taxas de transi¢cao entre um microestadoestado e sua vizinhanca quando
nédo ha balango global (a), quando ha balango global mas néo ha balang¢o microdetalhado (b), quando
h4 balango microdetalhado (c). A quantidade de setas indica a intensidade do fluxo.

demais crescimentos ilustrados na Fig. Do ponto de vista microscépico, agora usando
Fisica Estatistica, a transicdo entre microestados deve satisfazer reversibilidade microscopica
para haver equilibrio. Essa reversibilidade pode ser entendida através da Fig. onde
ilustramos o fluxo (pela quantidade de setas) entre um microestado (bolinha vermelha) e sua
vizinhanga (bolinhas pretas). No caso (a) ndo ha balango global, a distribui¢ao dos estados
varia no tempo, por isso nao pode haver equilibrio. No caso (b), apesar de haver balango
global, resultando em uma distribuicao estacionaria, existem correntes de probabilidade e,
por consequéncia, producao de entropia [24425]. No caso (¢) temos balango microdetalhado,
o que garante que nao ha correntes de probabilidade e, portanto, temos reversibilidade e a
distribuicao é de equilibrio. Dessa forma, fica evidente que se a dindmica da interface envolver
processos irreversiveis, o sistema estara longe do equilibrio. Isso é evidente, por exemplo, na
frente de chamas e no depésito de gelo da Fig.

2.1.1 A energia de uma interface

A interface que separa duas fases é uma estrutura energética, ja que sempre héa frustra-
¢Oes nas interagoes dos atomos ou moléculas que a constituem. Considerando, por exemplo,
um cristal de silicio, enquanto no interior desse bloco os 4tomos formam quatro ligagdes com
os seus vizinhos (em uma estrutura cibica de face centrada [27]), minimizando a sua energia,
na superficie eles necessariamente formam menos ligagoes. Em fases liquidas, apesar de nao
haver ligacoes covalentes entre os seus constituintes, eles se atraem e na superficie essa atragao
é frustrada.

Podemos calcular a energia necessaria para criar uma interface imaginando um cristal
e pensando que para produzir uma interface precisamos cortar esse cristal, ou seja, romper
ligagoes covalentes. Como o numero de ligagoes rompidas dependeré diretamente da area (.5),
fica evidente que o trabalho necesséario serda W = v(25), onde v ¢é a energia livre da interface
por unidade de area, também conhecida como tensao superficial. O fator 2 aparece apenas
porque o corte produz duas interfaces com area S |[26].

2.2 Eventos microscopicos em interfaces

Voltando ao exemplo do crescimento de filme fino através de uma fase de vapor. As
particulas do vapor adsorvem na superficie, formando ligacoes fisicas, ou quimicas, daqui em
diante chamaremos essas particulas de adatomos. Uma vez ligado & interface, o adatomo
estard sob efeito de um potencial que varia de acordo com a interacao efetiva entre ele e
a superficie. A Fig. mostra de forma qualitativa como deve variar esse potencial em
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Figura 2.2: Idealizagdo da forma qualitativa do potencial em uma rede unidimensional. Obs.: Apro-
veitamos para representar a barreira de Ehrlich—Schwoebell, que é o maximo mais proeminente que
separa os dois terragos . Essa barreira pode ser pouco relevante dependendo do material em questao.
Contudo, quando presente, ela pode causar mudancas significativas na dindmica do crescimento e na
morfologia final da interface [28].

uma rede unidimensional. Nesse exemplo simplificado, o adatomo em um platé fica em um
méximo local desse potencial quando ligado a um atomo abaixo (d), ligado a dois dtomos ele
estaria em um minimo desse potencial (c¢). Na posi¢ao (b) esse potencial possui um minimo
mais acentuado, onde ele faz trés ligagoes, enquanto na posigdo (a) o minimo é ainda mais
profundo, devido as quatro ligacGes.

As flutuagbes térmicas do sistema podem fornecer energia para os adatomos da su-
perficie superarem as barreiras de potencial e difundirem. Naturalmente, quanto maior a
barreira AFE, menor é a chance de ocorrer a difusdo. Esse processo termicamente ativado
resulta em uma taxa de saltos entre sitios adjacentes (hopping) que segue a equagao de Ar-
rhenius h = vpe 2E/k5T  onde vy é a frequéncia de tentativas de hopping e kg é a constante
de Boltzmann. Assim, os adatomos difundem aleatoriamente saltando entre sitios vizinhos
(posigdes de minimo de potencial onde os addtomos permanecem por mais tempo), com uma
taxa que decai exponencialmente com a altura da barreira de energia a ser superada. Note que
em altas temperaturas a energia de ativacao se torna menos relevante, enquanto em baixas
temperaturas até as pequenas barreiras dos platés podem ser dificeis de ser superadas.

Na Fig. [2:3 mostramos alguns dos diversos eventos microscopicos termicamente ativa-
dos que podem ocorrer na superficie de um filme fino: (a) adsorgao; (b) difusao; (c) difusao
entre platos; (d) agregagao na borda de um degrau; (e) difusdo na borda de um degrau; (f)
dessorcao.

Figura 2.3: Alguns eventos microscopicos que podem ocorrer durante o crescimento de um filme
fino.
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2.3 Deducao de uma equagao geral para a dinamica de inter-
faces

Nesta se¢ao vamos deduzir uma equagao para a descrever a evolucao temporal da altura
h em um ponto qualquer da interface. Faremos isso através de duas abordagens diferentes:
uma utilizando termodindmica e a outra processos estocasticos. Primeiro, vamos partir da
energia livre da superficie e sua relagao com o potencial quimico. Essa abordagem é instrutiva
por nos permitir discutir a relacao entre energia livre, potencial quimico, correntes superfi-
ciais e velocidade de crescimento, que segue de perto a Ref. [29]. Na segunda abordagem,
partiremos do movimento browniano para um campo, considerando uma dindmica dissipa-
tiva através de uma equagao de Langevin. Esta segunda abordagem se baseia em [30,31/33].
Numa terceira subse¢ao vamos discutir em detalhes as propriedades do ruido inerente & essa
dinamica.

2.3.1 Equacgao de movimento via energia livre

Apesar da granulacao fundamental que existe quando olhamos para uma interface na
escala de seus constituintes, através de um coarse-gmmng] vamos representa-la como uma
fungao continua e suave h(z,t). Considerando que essa interface divide uma fase que tem
tendéncia de crescer em detrimento de outra, elas devem ter, por exemplo, potenciais quimicos
= —pug e u =0, respectivamente. Lembrando que a energia de uma interface é proporcional
a sua area (em d = 1, ao seu comprimento) temos a energia livre

Flh(z,t)] = u/dm[l + (W2 - ,uo/da: ho, (2.1)

onde h/ = Oh/Jx, a primeira integral é o comprimento do arco e a segunda é o potencial
quimico total da fase crescente.

A variagao da energia livre produzida por uma variagao pequena de h(z,t) (adi¢do ou
remogao de massa em alguma posi¢ao x) é dada por §.F/dh. Como essa variagao é induzida
pelo potencial quimico temosﬂ

_OF h"

=5n = —1/[ (2.2)

H W —Ho
onde o termo que multiplica v é a curvatura. Note que o potencial quimico é maior onde
a curvatura é negativa (morros) e menor onde a curvatura é positiva (vales). Isso segue
a discuss@o feita na secdo anterior, onde foi ressaltado que os minimos s&o posi¢bes mais
estaveis, porque as barreiras de energia para particulas deixarem um minimo sao maiores que
nos maximos.

A partir de agora temos que considerar se a difusdo na superficie é importante ou nao.
Considerando o primeiro caso, os addtomos deverao difundir aleatoriamente na superficie até

LA traducdo literal desse termo seria “granulacéo groseira”. Isso corresponde basicamente a olhar para a
superficie através de uma escala onde a sua granulagéo é imperceptivel. Dessa forma, cada porgao infinitesimal
da superficie é na verdade uma média local de alguns constituintes da interface real.

%A derivada de um funcional F[h| = [ dzf(h,h’) é dada por:

5F _of 0 of

Sh  Oh  Ox ONW
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encontrarem posicoes “mais estaveis” nesta. Como vimos na secao passada, a difusdo é um
processo termicamente ativado onde o adatomo deverd superar barreiras de potencial para
executar cada passo, com taxa que decresce exponencialmente com a altura da barreira de
energia. Dessa forma, efetivamente podem se estabelecer correntes superficiais em dire¢ao aos
seus vales, ou seja, na direcao contraria ao gradiente do potencial quimico. Entao, a corrente

devera ser dada por
0 r 0
J=-1,H_____ "o 9N (2.3)
ds 14 (B)2]Y/2 0z
onde I';, é uma constante que representa a mobilidade dos adatomos, e s é o comprimento do
arco, dado pela primeira integral de Essa corrente superficial sera responsavel por uma

velocidade normal] de crescimento

Lo 1 o)
ds L+ (W)2'2 0z

(2.4)

Up —

Figura 2.4: Relagdo geométrica entre o crescimento na dire¢ao normal & superficie e na dire¢ao de
h(z,t).

A Fig. mostra a relagdo geométrica entre v, e Oh/0t, assim temos:
oh
ot

Substituindo sucessivamente as equagoes para v, (Eq. , J (Eq. e pu (Eq. na
equacao anterior, obtemos:

5 = o (Trammos) = o v aormas Ciraee)) 09

Ja no caso em que a reorganizacao proporcionada por correntes superficiais nao existe
ou é irrelevante, como em um filme fino crescido a baixas temperaturas, vamos considerar que
a relaxacdo da superficie se d4 via minimizacao da energia livre. Portanto,

va[1+ (R)AY? . (2.5)

0F

Un = _Fi

onde I';, agora, é uma constante referente & mobilidade da interface como um todo.
Usando essa nova equagao para v, (Eq. [2.7)), junto com as equagoes para p (Eq. [2.2))

3A corrente superficial é independente do referencial. Por isso o crescimento ndo acontece necessariamente
na diregao definida como vertical pela funcao h(z,t).
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e Oh/ot (Eq. [2.5), nos obtemos:
Oh B
T, N211/2 ) 2.

Essa tltima equacao possui duas solugbes muito simples que sao especialmente inte-
ressantes no contexto desta tese. Uma delas é a geometria plana h = T'ugt. A outra é a
geometria curva dada pelo semi-circulo h(z,t) = (R?(t) — #2)'/2 valido no intervalo 22 < R?,
onde dR/dt = T';(uo — v/R). Essa ultima equagao nos mostra que a diferenca de potencial
quimico e a tensao superficial competem, produzindo um raio critico R. = v/ug tal que a
superficie decresce sob o efeito da tensao superficial se R < R, ou cresce sob o efeito da
diferenca de potencial quimico se R > R..

Até aqui obtivemos duas equagoes para a dindmica de interfaces, porém ¢ dificil aplica-
las diretamente por serem muito complicadas. Elas se tornam muito mais simples se conside-
rarmos um regime de baixas inclinagdes, onde [1 + (h/)?] ~ 1. Nesse regime se torna:

oh
5= —uVih | (2.9)

onde trocamos o produto I'yv por v4 e generalizamos para d > 1. Ja é reduzida a

oh

= uV2h+ F 2.10

onde dessa vez trocamos I';v por v, e trocamos também o termo constante I'; g por um fluxo
F. Note que no regime de baixas inclinacdes, V2h ¢é a curvatura local, logo vales crescem e
morros decrescem. Sendo assim, a equagao anterior representa a dindmica de uma interface
sobre o efeito de uma tensao superficial. A Fig. ilustra o efeito do termo V?2h sobre
um suposto vale em uma interface apés um pequeno intervalo de tempo dt. Isso era esperado
tendo em vista a energia livre definida na Eq. 21}

Figura 2.5: Ilustracio do efeito de V2h (a) e V*h (b) sobre um suposto vale em uma superficie
unidimensional. Usamos valores de v e K que produzem efeitos visiveis na escala utilizada.

Voltando a equagao [2.6] é facil notar que ela é basicamente a equagao de continuidade
na superficie. A equagao em baixas inclinacdes nos mostra que p ~ —V2h, enquanto a Eq.

10



2.3 Deducgao de uma equacgao geral para a dinamica de interfaces

NTR

mostra que J ~ —ﬁu. Portanto, fica evidente queé mesmo a equacao de continuidad
das correntes superficiais. A Fig. ilustra o efeito do termo V*h sobre um suposto vale
de uma superficie. O tunico ingrediente que ainda falta nas equacoes e ¢é o ruido.
De fato, a dedugéo que fizemos considerou um crescimento deterministico, negligenciando a
estocasticidade inerente & evolucao de interfaces. Por exemplo, na deposicao, as particulas
devem chegar a superficie em posigoes e com velocidades aleatorias. A difusdo é também um
processo naturalmente estocastico. Assim, precisamos adicionar um termo de ruido n(x,t) em

ambas equagoes (2.9 e [2.10) para contabilizar esses efeitos.

2.3.2 Dedugao via dindmica dissipativa

Para entendermos do que se trata uma dindmica dissipativa, vamos discutir breve-
mente o movimento browniano. Imaginando uma particula de poeira na agua, sabemos que o
impacto constante com as moléculas do liquido faz o movimento dessa particula ser irregular.
Considerando uma dindmica newtoniana, seu movimento seria dado por:

mi = —ai — VV +ij(t) . (2.11)

O primeiro termo do lado direito dessa equagao é a forca de arrasto no fluido, o segundo é
uma forga conservativa expressa como o gradiente de um potencial, e o terceiro representa o
desbalango nas colistes aleatorias com as moléculas de dgua, produzindo uma forga resultante
aleatoria.

A observacgdo de um movimento browniano revela um passeio bem caracteristico, onde
a particula executa pequenos saltos em dire¢oes aleatérias, mudando rapidamente a direcao
da sua velocidade. Isso evidencia que o termo de inércia deve ser pouco relevante, e a ve-
locidade adquirida é rapidamente dissipada pelo arrasto no fluido, ou seja, o movimento é
superamortecido. Sendo assim, o movimento é bem descrito pela equagao de Langevin

. 1.
F= V@) (2.12)

Para descrever a dindmica de uma interface basta generalizar essa equacao para varios
graus de liberdade, produzindo um campo continuo h(z,t). Entao, definimos uma Hamiltoni-
ana que contenha os principais efeitos superficiais

H[h) =v [ d?x\/1+ (Vh)2 + 1/4/dda;;(V2h)2 : (2.13)

onde a segunda integral representa a contribuicao da curvatura que, como vimos na subsecao
anterior, tem um papel relevante quando héa difusdo. A equacdo de movimento da superficie
seria entao:

oh oH

5 o TVt VDn(zt) (2.14)

onde v D é uma constante relacionada & amplitude do ruido, e V coleta as contribui¢oes que
nao podem ser obtidas de uma Hamiltoniana, isto é, termos que nao produzem uma dinamica

4A equacéo de continuidade é dada por:

oh o -
S =-V.J

11
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de equilibrio sobre hipotese alguma. Aplicando essa derivada funciona]ﬂ em H obtemos:

oh
AL vy - gv.(wﬁ +uV*h+V +vDn

o (2.15)

onde expandimos a tensdo superficial [ d%x\/1+ (Vh)2 = [d%(1+ (Vh)?/2 — (Vh)*/8...)
e consideramos apenas os dois primeiros termos. Perceba também que a equagado anterior ja
engloba uma combinagao das equagoes [2.9] e

Agora vamos discutir os principais termos que devem estar contidos em V. Tomando
o exemplo da frente de chamas, é de certa forma evidente que o crescimento nao é necessa-
riamente na diregdo do eixo que define h(z,t), e sim localmente normal a interface. Como
ja discutido na subsec@o passada, nesse caso a variacdo em h(z,t) deve estar relacionada a
velocidade normal via Oh/0t = v,+/1+ (Vh)?2, como na Fig. Expandindo e mantendo
apenas o termo de ordem mais baixa temos um termo (Vh)2. O préximo termo que iremos
adicionar é o V2(Vh)2. Esse termo ¢ a proxima corregdo nio-linear mais relevante nesse
problema. Apesar dele ndo possuir uma interpretacdo tao clara quanto o termo anterior,
existe uma especulacao de que ele seja relevante quando o processo de difusao trata de forma
equivalente a subida ou descida de degraus na superficie [31] (na referéncia [32] temos uma
verificagao interessante disso). Vamos discutir mais sobre esse termo na segao sobre a classe
VLDS. O efeito desses dois termos sobre um vale de uma superficie esta ilustrado na Fig.

T T T
T T T
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Figura 2.6: Ilustragao do efeito de (Vh)? (a) e V2(Vh)? (b) sobre um suposto vale de uma superficie
unidimensional.

A equacao final que obtemos é, portanto,

oh _ M
ot 2

(VR)? + 1nV2h — 2

5 V.(Vh)? + \V2(Vh)? + vy Vih +VDn(x.t),

(2.16)
que exprime os termos mais relevantes na dindmica de interfaces. Note que ela possui mais
termos que a combinacao das equagoes obtidas na subsecao anterior. Na verdade, a aborda-
gem da subsec¢ao anterior também pode produzir essa equagao. O correto teria sido considerar
um potencial quimico e uma corrente mais gerais com corregoes nao-lineares, por se tratar
de um sistema fora do equilibrio. Todavia, o nosso objetivo foi conectar conceitualmente a

®Para um funcional que depende de derivadas de segunda ordem H[h] = fddxf(h,Vh,VQh) a derivada
funcional é dada por:
2 Of

OV2h

oM _ of of
on ~an T Vawn TV
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energia livre com o potencial quimico e as correntes superficiais, consequentemente, produ-
zindo resultados que sao boas descrigcoes apenas para sistemas préoximos do equilibrio. Longe
do equilibrio é mais natural se utilizar equagoes estocésticas como feito nesta subsecao.

Mais adiante, quando discutirmos classes de universalidade, a menos que o interesse
seja o crossove@ entre as classes, veremos que normalmente é desnecessario considerar todos
esses termos ao mesmo tempo, porque a dindmica é dominada pelos termos mais relevantes
no regime assintotico. Por isso, vamos separar da equagao [2.16|os termos e discutir as classes
de universalidade associadas as suas combinagdes.

2.3.3 O ruido e suas propriedades

Como veremos a frente, a presenca da aleatoriedade na dindmica de interfaces é essen-
cial na formagado das morfologias complexas observadas na natureza, e a competicao entre o
ruido e os termos de relaxacao é o que produz as diferentes classes de universalidade. Entre-
tanto, antes dessa discussao, é interessante entender a origem do ruido em diferentes sistemas.
E natural imaginar que o ruido referente & queima de uma floresta nao deve ser igual ao vin-
culado a estocasticidade do processo de difusdo sobre um filme fino. De fato, na queima de
uma floresta ou de uma folha de papel, esse ruido deve estar relacionado, principalmente, a
flutuagoes na densidade do combustivel, que sao flutuagoes do meio onde a interface se pro-
paga. O mesmo deve ocorrer em um fluido se propagando em um meio poroso. Esse ruido
associado ao meio é conhecido como ruido congelado (quenched noise). Dependendo de suas
propriedades, a interface pode ficar retida em regioes de dificil propagagao, impedindo o seu
deslocamento, o que chamamos de transicao pinning-depinning, que em traducao livre seria
algo como “ancorada-livre”.

Outra origem para o ruido é a aleatoriedade na posigao e velocidade das particulas que
fluem em dire¢do a interface, que vamos chamar de ruido de deposicao, e a estocasticidade
na difusao das particulas sobre a superficie. Note que existe uma diferenca muito importante
entre esses dois processos, pois, enquanto a difusao conserva o niimero de particulas na super-
ficie, a deposicao acrescenta particulas. Entao, um ruido nao-conservativo pode ser separado
em um fluxo médio F' mais uma variavel aleatoria n,(z,t), que deve ser um ruido branco com
média nula e descorrelacionado no tempo e no espaco, ou seja:

() =0 e (naa,t)mn(a’t) = 26%(x — &")o(t - t') (2.17)
onde d é a dimensao da interface. Para um ruido conservativo, que deve estar vinculado &
uma corrente estocastica via n.(z,t) = —V.J.(x,t), teremos:

Me(z,)) =0, e (ne(xt)n.(z' ")) = 2V26% (x — 2")o(t — t'). (2.18)

E importante ressaltar a diferenca entre o que chamamos de difusdo nos termos de
relaxacao propostos nas subsegOes passadas e esse ruido conservativo. Note que os termos
de relaxagao representam efeitos deterministicos, sendo assim, eles contabilizam apenas uma
espécie de corrente liquida em diregao as posigoes mais estaveis da superficie. Ja o ruido
conservativo representa uma corrente totalmente aleatéria devido a flutuagoes térmicas, sem
uma direcao preferencial.

Se considerarmos que o termo de ruido na Eq. se desdobra em vDn =
V/Dpnn + v/ Dene, a competicao entre esses dois termos produz um comprimento caracte-

A traducdo literal desse termo seria algo como “cruzamento”, esse termo é corriqueiro em Fisica Estatistica.
Ele é usado para denominar, por exemplo, o cruzamento (sem transicao de fases) entre fases distintas.
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ristico | = (D./ Dn)l/ 2. Entre as consequéncia dessa competicio existem dois casos que sdo
faceis de se avaliar. No limite onde o tempo entre cada deposicao é suficiente para que os
adatomos se desloquem um comprimento muito maior que o tamanho do sistema (L), ou seja
[l > L, o processo de difusdo permite que as particulas acessem cada lacuna na superficie
antes de se fixarem. Dessa forma, o crescimento produz interfaces mais lisas, em geral. Para
uma discussao mais detalhada, ver [33]. Caso contrario, quando [ < L, esse comprimento ca-
racteristico pequeno introduzido pela difusao se torna irrelevante, nao alterando a morfologia
final obtida.

Como nesta tese estamos interessados nas classes de universalidade vinculadas & feno-
menos de crescimento com deposicao rapida, daqui em diante vamos considerar apenas o rufdo
nao conservativo. Além disso, como o fluxo F' adiciona apenas uma constante na equacao de
crescimento, podemos considerar um referencial que se desloca junto com a interface com
velocidade F, tal que h' — h + Ft. Dessa forma, ficamos com a equacao onde o n(z,t)
tem as propriedades dadas por [2.1

2.4 Enrugamento cinético

Os fenémenos de crescimento frequentemente produzem morfologias muito interessan-
tes e complexas. Uma primeira grandeza que podemos definir para extrair algo quantitativo
dessas morfologias é a rugosidade, que em d dimensoes é dada por:

L L
W(t) = \/le/o /O Al [h(F8) — h(1)]?

onde h(t) ¢ a média das alturas e L é o tamanho lateral da interface d-dimensional. Como
essa grandeza é basicamente o desvio padrao da distribuigao de altura, essa quantidade mede
a largura caracteristica da interface.

A proposta de descrigao do crescimento via uma equacao tipo Langevin nos permite
criar uma intuicao sobre os principais ingredientes responsaveis pelas morfologias produzidas.
Na equagao temos a variagao temporal da superficie associada a formas deterministicas
de relaxacao mais flutuagoes introduzidas pelo ruido. Enquanto os termos de relaxagao tentam
produzir vinculos locais, por serem derivadas, o ruido perturba constantemente essa producao
local de correlagao. Para dar mais concretude a essa abstracao, imagine uma deposicao sobre
um substrato perfeitamente plano. A medida que particulas sdo depositadas em posicoes
aleatorias dessa superficie, como efeito do ruido, a condic¢ao inicial se perde e a rugosidade deve
comegar a crescer. Porém, usualmente, a interface ndo se torna algo totalmente aleatorio, pois
as particulas que chegam a superficie se agregam sob o efeito de algum vinculo local. A Fig.
ilustra como, em geral, a rugosidade de uma interface evolui no tempo. Inicialmente,
ela cresce com uma lei de poténcia e, apés um tempo de crossover t;, essa rugosidade para
de crescer, alcangando um valor de saturagao. Essa saturagao ocorre porque as correlagoes
propagadas pela relaxacao da superficie produzem um comprimento de correlagao & que cresce
paralelo ao substrato a medida que novas particulas sdo adicionadas & superficie. Quando
& ~ L, o sistema se torna completamente correlacionado. Assim, a dindmica de cada localidade
da superficie adquire uma dependéncia estatistica com o resto da superficie, o que impede o
aumento da variancia das alturas indefinidamente num sistema finito.

Esse enrugamento da superficie se da, em geral, seguindo leis de poténcia. Enquanto
¢ < L, a rugosidade cresce no tempo com t?, o que chamamos de regime de crescimento.
Quando & ~ L a rugosidade atinge um valor de saturagao Wyq:, que, como podemos ver na
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Figura 2.7: Ilustracao do comportamento tipico para a rugosidade de uma interface em seu enruga-
mento cinético. (a) Evolugao da rugosidade no tempo partindo de um substrato inicialmente liso (ou
seja, com h(Z,t) = 0). (b) e (c) Dependéncia da rugosidade de saturacdo com o tamanho do sistema.
(d) Relagao entre o tempo de crossover e o tamanho do sistema.

Fig. depende do tamanho do sistema. Essa dependéncia também se da via uma lei de
poténcia, como pode ser visto na Fig. sendo Wy ~ L%. Como discutido no paragrafo
anterior, por tras dessa transicao para o regime de saturacao esta a evolucao do comprimento
de correlacao . Esse comprimento deve escalar com ¢ ~ t1/%, de onde definimos o expoente
dindmico z. Portanto, como a transicao para o regime de saturagao ocorre em um tempo t,,
o tempo de crossover também vai depender do tamanho do sistema através de uma lei de
poténcia, sendo ela t, ~ L?, como podemos ver em Fig. Note que esses expoentes nao
podem ser totalmente independentes, visto que em torno da saturagao temos W ~ tg pela
esquerda e Wy ~ L pela direita, lembrando que t, ~ L* temos:

a=2z3 (2.19)

Essas leis de poténcia sao consequéncias de uma caracteristica muito interessante das
morfologias comumente encontradas em fenémenos de crescimento: a auto-afinidade. Essa

N

propriedade estd vinculada & invaridncia da morfologia sob uma transformacao de escala

"Tomando um sinal ruidoso hipotético X (s), a covariancia (X (s)X (s+As)) frequentemente decai exponen-
cialmente com e~2%/¢ onde fica evidente que a lentidao desse decaimento est4 relacionado ao comprimento de
correlacao £. Nesse contexto, se a covariancia decai com uma lei de poténcia temos uma correlagao de longo
alcance como consequéncia de & — oo.
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anisotropica ﬂ Essa transformagao é implementada através de:
T—=T =bf, h—=h=0"h e t—t =0, (2.20)

onde b é um fator de escala positivo arbitrario. Note que essa transformacao de escala en-
volve os expoentes presentes na escala da rugosidade. A auto-afinidade pode ser claramente
ilustrada através da aplicacao de uma reescala em um perfil de alturas. Na Fig. mos-
tramos que uma reescala apropriada de uma porc¢ao do perfil produz uma nova interface com
flutuagoes que sao estatisticamente similares. Sendo assim, uma mudanga de escala propicia
deve ser capaz de colapsar as curvas de rugosidade para diferentes tamanhos de sistema. Com
base nisso, Family-Vicsek [35] propuseram que a rugosidade deve seguir a relagao de escala

W~ Lo f (;) , (2.21)

onde f(x) tem a forma caracteristica exemplificada na Fig. flx)~2P sex < 1,e
f(z) ~ constante, se x > 1.
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Figura 2.8: (a) Exemplo de uma interface auto-afim com « = 0,5, onde foi feito um zoom de quatro
vezes no eixo x e de duas vezes no eixo y. (b) Colapso das curvas de rugosidade através da relacao de
escala de Family-Vicsek.

A evolugao da rugosidade determinada por um conjunto de expoentes nos leva & um
conceito muito fundamental da Fisica e que se faz presente também na dinAmica de interfaces,
o de universalidade. Esse conceito emerge quando se nota que a evolugao da morfologia de
sistemas totalmente distintos frequentemente envolve o mesmo conjunto de expoentes. Sendo
mais especifico, tomando o exemplo da frente de chamas e do deposito de gelo, por mais
que esses sistemas tenham escalas distintas e que sua evolugao seja resultado de interacgoes
totalmente diferentes entre seus constituintes microscopicos, a sua rugosidade evolui com o
mesmo conjunto de expoentes [36437]. Dessa forma, podemos colecionar diversos sistemas
em uma mesma classe de universalidade, e com poucas dessas classes conseguimos descrever
um conjunto muito amplo de fenémenos de crescimento. Como veremos a seguir na segao
[2.5] essas classes de universalidade sao definidas pelas simetrias e pelos principais elementos
envolvidos na din&mica, como as regras de difusao, por exemplo.

8De um ponto de vista mais fundamental, as morfologias complexas frequentemente encontradas nos feno-
menos de crescimento sdo objetos fractais. Isso significa que essas morfologias ndo sdo bem descritas pela
geometria euclidiana, necessitando da abordagem mais geral desenvolvida por Benoit Mandelbrot |34].
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E interessante comentar que o enrugamento cinético possui algumas propriedades ob-
servadas em transicoes de fase de segunda ordem. Note que ele apresenta correlagoes de longo
alcance e invariincia de escala, que se traduz em leis de poténcia com expoentes de escala
nao triviais, da mesma forma que um sistema em equilibrio em um ponto critico. Por isso
o enrugamento cinético é eventualmente referido como um fendémeno critico. Porém, apesar
dessas semelhancas, nele nao é evidente a existéncia de um pardmetro de ordem ou picos em
funcoes resposta, como é caracteristico de uma transicao de fase continua. Por isso talvez seja
mais prudente utilizar o termo invariancia de escala genérica (GSI — generic scale invariance),
referindo-se a invaridncia de escala, correlacoes de longo alcance no tempo e no espago. De
qualquer forma, outra diferenca interessante de se ressaltar é que enquanto um sistema de
equilibrio precisa de um ajuste fino para se observar a GSI, ja que ela normalmente acontece
em um unico ponto do diagrama de fases, o enrugamento cinético nao necessita desse ajuste
fino. Como consequéncia disso, enquanto é muito dificil se deparar naturalmente com GSI no
equilibrio, diversos dos exemplos de enrugamento cinético ji comentados até aqui acontecem
sem precisar levar o sistema a um ponto muito especifico do diagrama de fase.

2.4.1 O expoente da rugosidade o e a morfologia da interface

Como vimos anteriormente, associado ao enrugamento cinético temos um conjunto de
trés expoentes que definem as classes de universalidade. Apesar dos trés expoentes serem
igualmente importantes na determinacao da classe de universalidade de uma interface, o ex-
poente « é, de certa forma, diferente dos demais. Os expoentes S e z sdo referentes & dindmica
do sistema, visto que ambos sdo expoentes de escalas temporais, ji o a esta relacionado a
morfologia instantanea da superficie. Dessa forma, enquanto a determinagéo dos expoentes
0B e z a principio dependem de alguma série temporal, o a pode ser extraido de um estado
instantaneo da superficie. Para isso, uma opgao é, ao invés de calcular a rugosidade (global do
sistema todo), calcular a média da rugosidade em janelas com diferentes tamanhos. Enquanto
essas janelas forem menores que o comprimento de correlagdo, devemos ter o andlogo da rugo-
sidade global de um sistema saturado, logo esperamos que essa rugosidade em janelas escale
com W(l) ~ 1% onde [ é o tamanho da janela, supondo nao haver anomalia na rugosidadeﬂ
E interessante discutir em detalhes essa escala, pois ela pode ser mal interpretada [43144]. De
acordo com essa lei de poténcia, quanto maior o o mais rapidamente a rugosidade varia com o
tamanho do sistema, e isso significa que em escalas grandes o sistema é mais rugoso e que em
pequenas escalas ele é mais suave. Para ilustrar o efeito dessa escala vamos considerar a Fig.
extraida de [43]. Nessa figura podemos ver que, fixada a rugosidade global, quanto
maior o « mais suave é a interface em pequenas escalas, onde « é denotado como expoente
de Hurst nessa imagem.

Essa discussao sobre a suavidade em curtas escalas fica mais precisa quando conside-
ramos a fractalidade da superficie. Considerando uma interface unidimensional, a analise da
morfologia desse sistema é anéloga ao estudo da série temporal de um ruido, onde a janela
de tempo passa a ser o tamanho do sistema@ A dimensao fractal desse tipo de sinal ruidoso
¢ dy = 2 — a. Assim, fica evidente que quanto menor o a mais o sinal “preenche” o espago

9A rugosidade ¢ dita anémala quando as flutuagdes locais tem propriedades diferentes das globais. Uma
de suas consequéncias ¢ a rugosidade global escalar com W (L) ~ L% enquanto a local W(l) ~ [*ec  com
a # Qyoc. Isso é apenas parte da discussdo, uma abordagem mais completa pode ser encontrada na Ref. [42].

0Egsse tipo de analise é razoavelmente mais antiga do que o estudo do enrugamento cinético, datando de
antes dos primeiros trabalhos de Benoit Mandelbrot, que foi o mateméatico que formalizou o estudo de objetos
fractais. Nessa época o expoente que fazia o papel do « era conhecido como expoente de Hurst, normalmente
denotado por H.
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Figura 2.9: (a) Figura extraida de |43|, que mostra perfis auto-afins produzidos com diferentes H =
a. (b) Figura extraida de |45 e levemente editada, mostrando o movimento Browniano fracionario
produzido com diferentes a’s.

bidimensional e mais perto de dois é a sua dimensao. Por outro lado, quando o — 1 mais
proximo de uma curva regular unidimensional o sinal se torna.

Uma intuicao interessante sobre o mecanismo por tras dessa dimensao fractal pode ser
obtida interpretando o movimento browniano fracionériolE. Nesse caso os passos do movi-
mento nao sao descorrelacionados e a covariancia dos seus incrementos é

1
(ABa(to) ABul(to + k) = 5 (| — 1% — 2k** + |k + 1*%)

onde AB, é o incremento (passo) do movimento browniano fracionario [45,46]. Dessa cova-
ridncia podemos notar que o = 1/2 retorna o movimento Browniano ordinario com passos
descorrelacionados, por outro lado, se 1/2 < a < 1 os passos sao positivamente correlacio-
nados e caso 0 < o < 1/2 os passos sdo negativamente correlacionados. Isso torna toda a
discussao dessa subsec¢ado intuitiva, pois se os passos sao positivamente correlacionados eles
necessariamente se distanciam da média mais rapido, aumentando a varidncia, porém o sis-
tema é mais suave localmente, enquanto no caso oposto os passos tém uma tendéncia maior
de serem executados em diregoes alternadas, concentrando a caminhada em torno da média,
mas tornando-a mais irregular, como pode ser visto na Fig. [2.9(b)

2.5 Classes de universalidade no enrugamento cinético

Como discutimos acima, um conjunto de expoentes de escala {a,,z} define uma classe
de universalidade, que pode, a principio, conter uma vasta gama de sistemas. Relacionada
a cada classe de universalidade temos uma equacao estocéstica que deve representar ana-
liticamente a dindmica das interfaces da classe em questao. KEspera-se que essas equagoes

11 . , . . ~ . . L.
Esse caso mais geral é definido pela integragdo do movimento Browniano ordinério, dado por:

2a0) = i ([ 0= = o amo) + [ - )

onde T'(y) = [~ 7 e dx e B(s) ¢ o movimento Browniano comum [46]. Note que a = 1/2 retorna o
movimento Browniano ordinério.
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estocésticas sejam boas descrigoes no limite hidrodinamico (L — oo e t — o0). Como dis-
cutiremos ao longo dessa secao, devido & invaridncia de escala, no limite hidrodindmico os
modos vibracionais com grandes comprimentos de onda dominam a dindmica da superficie,
isso considerando a decomposi¢ao de h em uma série de Fourier.

Sendo mais preciso, por causa da semelhanca entre o enrugamento cinético e os sis-
temas criticos, suas propriedades estatisticas devem ser invariantes sobre transformacgoes do
grupo de renormalizacdo. Algumas das transformacoes envolvidas nesse processo de renor-
malizacao ja apareceram brevemente em pontos desse texto. Basicamente, a renormalizacao
segue trés etapas. Primeiro é feito um coarse graining, onde é feita uma média sobre os modos
vibracionais com comprimentos de onda menores que um valor arbitrario, qualitativamente
é como se diminuissemos a resolucao de uma foto digital aumentando o tamanho do pixel.
Em seguida, é feita uma reescala anisotropica que comprime os comprimentos de onda res-
tantes, isso no intuito de restaurar a “resolucao” inicial da superficie. O resultado dessas duas
operagoes € normalmente uma superficie mais irregular localmente, pois a reescala aproxima
porcoes que estavam mais distantes antes de sua aplicacao, isso é corrigido aplicando um
fator de renormalizacdo que corrige a amplitude dessa irregularidade local, que, no exemplo
da foto, é equivalente a uma mudanc¢a no contraste no intuito de tentar obter uma imagem
parecida com a original. Uma discussao mais extensa sobre esse assunto pode ser encontrada
em [30,33].

Por causa dessa invaridncia sobre transformacoes do grupo de renormalizagao, no re-
gime hidrodinadmico é desnecessério utilizar a Eq. completa, pois nesse regime os termos
vinculados a maiores comprimentos de onda dominam a dindmica, limitando os demais a
efeitos de crossover dependendo da razao entre os coeficientes de cada termo. Para verificar a
relevancia de uma derivada de ordem m no regime hidrodindmico aplicamos a transformada
de Fourier

—

(k)" h(kt) |

dd LONE Z(E.f)
(2n)i? / xV™h(Z,t)e
onde h(k,t) ¢ a transformada de Fourrier de h. Entdo, como k = 2r/A, com A sendo o
comprimento de onda, fica evidente que quanto maior a ordem da derivada menos relevante
ela é no regime hidrodindmico. Para os termos nao-lineares aparecem convolugoes, como o
termo (Vh)?2, onde aparece:

¥(i0) = s [ [ e d F-Dh@niE 70 |

que evidentemente vai para zero mais devagar que k2, assim o termo (Vh)? é mais relevante
assintoticamente que V2h. Nao ¢é dificil verificar que os termos mais a esquerda na Eq.
sao mais relevantes em longos comprimentos de onda e os mais a direita sao mais importantes
em curtos comprimentos de onda.

Antes de comecarmos a discutir sobre cada classe de universalidade especificamente,
vamos apresentar as simetrias que uma interface deve satisfazer, pois, em geral, principios
de simetria sdo a principal forma de se construir equagoes em Fisica. De fato, as equacoes
das classes podem ser construidas usando apenas as simetrias, porém na se¢ao decidimos
tomar o caminho mais longo no intuito de discutir a origem e o papel de cada termo. As
principais simetrias que uma superficie deve satisfazer sao:

e Simetria sobre translagoes espago-temporais. A interface deve ser invariante sobre as
transformacoes: © — @ =T +d; h - h =h+bet — t =t+ c Essas simetrias
impedem que os termos &, h e t aparegam explicitamente na equagao.
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e Invariancia sobre rotacoes ¥ — 7’ = R, onde R é uma matriz de rotacao. Um caso
especifico especialmente util ¢ £ — —Z. Essa rotacdo faz Oh/0x — —0h/0z, por isso a
equagao deve envolver apenas derivadas espaciais de ordem par, ou derivadas de ordem
impar elevadas a poténcias pares, por exemplo, V""h ou (Vh)™ com m par.

e Simetria sobre transformagoes de escala anisotropicas, que é a invariancia sobre a trans-
formacao simultanea de ¥ — ¥’ = bZ, h — I/ = b®h e t — t' = b*t. Essa simetria esta
relacionada a auto-afinidade das estruturas formadas.

Nas subsec¢oes seguintes vamos discutir o desdobramento da equacao [2.16|nas equagoes
referentes a cada classe de universalidade.

2.5.1 A classe KPZ

A equagao estocéstica associada a essa classe foi proposta por Kardar, Parisi e Zhang
(KPZ) em |47|. Eles construiram essa equacao combinando o termo de tensao superficial com
o de tendéncia de crescimento na diregao normal & interface (localmente), como na Fig.
A equagao proposta por KPZ tem a forma:

on _ é(Vh)2 +uvV2h+VDy (2.22)
ot 2
onde n é um ruido nao conservativo com propriedades dadas pela equacao

Como os termos dessa equagao sdo os mais importantes no regime hidrodinamico, po-
demos dizer que a Eq. [2.16] tende para a equagao KPZ nesse limite. Portanto, espera-se
que essa equagao descreva uma gama especialmente grande de sistemas. De fato, é espe-
rado que todo o crescimento local e nao-conservativo pertenca a esta classe, uma vez que
o termo nao-linear dessa equacdo é o Uinico nao-conservativo na Eq. (além do ruido).
Sendo assim, esse termo é o unico que pode descrever d(h)/0t # F. Além disso, note que
a Eq. ¢é basicamente a adicao de uma nao-linearidade & equagao de difusdo estocéstica,
dada a abrangéncia da equagao de difusdo fica evidente que esse modelo é particularmente
interessante.

A amplitude do alcance dessa classe de universalidade fica mais evidente quando consi-
deramos os diversos mapeamentos que levam essa equacao da dindmica de interfaces a outros
problemas aparentemente diferentes. E interessante comentar brevemente alguns desses ma-
peamentos, pois diversos resultados analiticos dessa classe foram obtidos através deles. A
aplicacdo de uma transformacio de Cole-Hopf [48|, onde h — h/ = e®"t*" Jeva a Eq. m
na equagao diferencial para a funcao de particdo de um polimero em um meio aleatoério

0Z,(h) T &Z 1
oxr 2w Oh? T77

(z,h)Z , onde Z,(h) = /D[h]e—}p fdx(g(Vhﬂ-i—n(x,h))’

onde x faz o papel do tempo e h da coordenada transversal. Nessa funcéo de particao é
considerado um termo de tensao que d& ao polimero uma tendéncia de ficar esticado, e o
termo 7 é um potencial aleatério que induz um desvio dessa configuragao linear em busca de
regioes de baixa energia.

Outro mapeamento interessante é o que leva a equacao KPZ ao escoamento de um
fluido sem vorticidade. Esse mapeamento é interessante porque ele nos permite explorar uma
simetria adicional da equacao KPZ. Considerando o mapeamento ¥ = Vh, onde ¥(Z,t) é a
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velocidade de escoamento do fluido, obtemos a equagao de Burgers [49] estocéstica

ov

- T _»: 2_"_
5 + AU.V)T =vV Vn

Como essa equagao descreve um problema de mecéanica, ela deve ser invariante sobre uma
transformagao de Galileu, dada por ¥ — ¥y + ¥/ (Z — ¥ipt). A invaridncia sobre essa transfor-
magcao significa que as leis envolvidas na dindmica do fluido ndo mudam se ele for estudado
em um referencial que se move com velocidade 7 em relagao a tubulagao. Essa simetria da
equacao de Burgers nos indica que a equacao KPZ deve ser invariante sobre transformacoes
de inclinacao com a forma h — h' = h+af e x — 2’ = x — Aat.

Explorando essa simetria sobre inclina¢ao da equagao KPZ podemos obter uma relagao
entre os seus expoentes de escala. Aplicando nessa equagdo uma transformacao de escala
anisotropica, dada pela Eq. 2:20] obtemos a seguinte equagao:

oh _

Y
o 4 S Ve ba**" 2(Vh)? + b= 424222/ piyy (2.23)

Mesmo sem saber como os parametros mudam sobre essa reescala, uma vez que a transfor-
magao de inclinacao envolve explicitamente o A, a simetria sobre essa transformacao implica
que X nao pode depender dos demais parametros. Portanto, o expoente de b referente ao
termo nao-linear deve se anular para a invaridncia de escala ser satisfeita. Isso nos retorna a
seguinte relacao de escala para os expoentes « e z:

at+z=2 . (2.24)

Para obtermos explicitamente os expoentes da classe KPZ em uma dimensao, é neces-
sario aplicar o grupo de renormalizacao dindmico em busca de pontos fixos nas equagoes de
fluxo dos parametros. Esse calculo é relativamente extenso, por isso vamos apresentar apenas
a ideia geral e o resultado. Considerando a discussao da subsegdo anterior, pode-se mostrar
que a equacao KPZ no espago de Fourrier é dada por

- A(ke.w 2 .
) = Y2 [ ot Eahanid-ay . @2

vk? —iw

Note que essa equacao relaciona E(E,w) com sua propria integral, o que chamamos de
equagao integral. Assim ela pode ser resolvida iterativamente substituindo o lado direito da
equacao nos termos h de dentro da integracao, o que é efetivamente uma expansao em A. Essa
substituicao produz equagoes muito grandes, por isso é mais vantajoso realizar esse calculo
utilizando uma representacao diagramética. Nesse contexto, basta calcular o diagrama vincu-
lado a cada termo e verificar como ele se altera sobre renormalizagdo. A Fig. apresenta
uma explicagao rapida sobre essa representacao diagramatica e os diagramas importantes em
um loop. Uma discussao mais detalhada pode ser encontrada em [33].

Na primeira equacao da Fig. [2.10(a)|representamos a Eq. ﬂ na forma dlagramatlca
Nela i ¢ dado pela operacio de um propagador G sobre o ruido, ou seja, h(k‘ w) = G(k‘ w)n,
onde o lado direito dessa equagdo é igual ao lado direito da equagao [2.25] A expansao se da
substituindo o diagrama dentro dele mesmo. Isso é feito inserindo o diagrama inteiro do lado
direito da primeira equagao nos lugares onde ha uma seta dupla, que é efetivamente expandir
G(kw) (representado por uma seta dupla) em funcao de Go(kw) (uma seta) e o proprio
G(E,w). Essa operagao é representada na tltima parcela da primeira linha. Essa expansao
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Figura 2.10: (a) representagio diagraméatica da Eq. escrita na forma diagramatica.(b) Diagrama
referente ao D efetivo. (c) Diagrama associado ao A efetivo.

iterativa ¢ truncada quando substituimos Go(k.w)n = % no lugar de G(k.w)n.

Fazendo um passo dessa iteracao chegamos nos quatro vértices da segunda linha e no
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primeiro da terceira linha da Fig. A etapa final envolve multiplicar os dois lados por
7 e tomar a média. Lembrando que como (1) = 0 os vértices que tinham um ndimero par
de n’s antes da multiplicagdo se anulam. J& os com nimero impar sdo simplificados usando
(n(kw)n(k' ")) = (2m)26(k + k')0(w + «'), onde essa correlagio é representada pelo circulo
cruzado (Fig. , e 0 quadrado representa uma integracao ja executada, por isso a
seta da direita tem —¢ na ultima parcela da Fig. O fator quatro que aparece na
dltima equagao é devido ao nimero de formas diferentes de se produzir esse mesmo diagrama.
Traduzindo de volta para a representacao matemaética usual obtemos um propagador com o
formato G = 1/(7k?) com ¥ efetivo dado por

NDd—2
Vv=v |:1+3Kd/dqqd3:| )
v 4

onde K4 = S;/(2m)¢ com Sy sendo a area superficial de uma esfera de d dimensdes. A anélise
de como esse U se altera sobre renormalizacao nos dé a sua equagao de fluxo.

Para obter o D é necessario avaliar o diagrama de Fig. Seguindo uma abor-
dagem analoga chegamos a

N DK
D=D [1+)\3d/dqqd_3].
v 4

O vértice na Fig. esta relacionado com A. Na tltima equagao a soma da
contribuicao dos trés tultimos vértices se anula e o resultado é que A= A, que é consequéncia
da invaridncia de Galileu.

Para aplicar a renormalizacao sobre essas equagoes para os parametros efetivos, primei-
ramente integramos os comprimentos de onda pequenos no intervalo A/b < k < A, onde A é
o corte introduzido pelo coarse graining prévio, pois as equagoes estocésticas ja assumem um
coarsening inicial para que h(z,t) seja suave. Em seguida, ¢ feita a reescala usando b = e! para
restaurar o corte no espaco de Fourrier para A. O efeito dessa reescala sobre os pardmetros é
evidente pela equagao O resultado dessas duas etapas sao as equagoes de fluxo:

d\

m—)\(a—i—z—?),

dv 2—d [ N2D\?

= = o4 Kk, 2022

a~ " [Z TR ( v ) ] ’ (2.26)
dD 1 /X2D\?

A invaridncia de escala do enrugamento cinético acontece no ponto fixo dessas equagoes
de fluxo, ou seja, quando d\/dl = dv/dl = dD/dl = 0. Note que a primeira equagao de fluxo
mostra que A renormaliza independente dos demais pardmetros e que o + z = 2, que sao
consequéncias diretas da simetria sobre inclinagao.

Para lidar com as equacoes de fluxo para D e v definimos a constante de acoplamento
g> = A2D/v3. Em uma dimensao a combinacio das equacdes de fluxo implica em:

dg

9
dl 4

=9 _
2

I
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que possui ponto fixo atrativo em g = v/2. Usando esse valor de g nas Eq. em uma
dimensao obtemos:
a=1/2 |, 2=3/2 e [=1/3

Em dimensdes maiores essa expansao até A? nio funciona bem e, portanto, os expoentes nao
sao conhecidos exatamente. Em duas dimensées, as estimativas numéricas mais recentes nos
dao os expoentes o = 0,3869(4), 5 = 0,2415(15) e z = 1,6131(4) [5051].

2.5.2 A classe EW

A equacao estocastica para esta classe de universalidade foi proposta por Edward e
Wilkinson (EW) [52]. Na construcdo dessa equagao eles consideraram apenas o efeito da
tensao superficial, ou seja:

%}; =vV?h+vVDy . (2.27)

Essa equacdo deve ser relevante em interfaces onde o termo (Vh)?% é suprimido por
algum motivo. Como ja comentado, esse termo nao aparece em crescimentos conservativos,
logo a equagao EW se torna um modelo analitico muito importante para interfaces com
essa condi¢ao. Além disso, o “termo KPZ” também pode ser eliminado se a superficie possuir
simetria up-down, que é quando a interface é invariante sobre a transformacao h — h/ = —h,
onde é facil notar que o lado esquerdo da na Eq. [2:22) muda de sinal enquanto o lado direito
nao muda e na Eq. ambos os lados mudam de sinal, satisfazendo essa simetria.

Quando calculamos a Eq. vimos que o termo V.(Vh)3 também esté relacionado
A tensao superficial, sendo uma correcao de ordem superior. Dessa forma, esse termo nao
adiciona um mecanismo diferente & dindmica. Além disso, ele é menos relevante no regime
hidrodindmico. Por esses motivos ele é normalmente desconsiderado.

Como a equagao EW é linear, é relativamente mais facil obter resultados analiticos para
essa classe. Apesar de existir outros caminhos mais simples, os expoentes de escala podem
ser extraidos das equagoes de fluxo fazendo A = 0. Isso resulta em dv/dl = v(z —2)
e dD/dl = D(z —d — 2«). Assim, fica evidente que ambos os pardmetros renormalizam de
forma independente. Além disso, os expoentes sao dados por:

azsz , 5224761 e z=2.

Note que a dimensao critica superior dessa equagao é d = 2, pois a e 8 zeram nesse
caso, o que significa que as leis de poténcia referentes a esses expoentes se tornam logaritmos.
Entao, a rugosidade inicialmente escala com o logaritmo do tempo e satura com o logaritmo
do tamanho do sistema. Acima de duas dimensbes o ruido se torna irrelevante perante a
tensao superficial, onde qualquer flutuacao introduzida pelo ruido é rapidamente corrigida
pela tensao superficial, eliminando o enrugamento cinético e levando & interfaces lisas.

Como um comentario final, note que a equacao EW é a equagao de difusao estocéstica.
Em uma dimensao, a interface produzida tem o = 1/2, o que significa que ela tem a mesma
morfologia de um movimento Browniano ordinério. Em escalas [ < &, ou no regime de
saturagao, o mesmo ocorre com a classe KPZ, onde também temos o = 1/2 em d = 1.

2.5.3 A classe VLDS

A equagao dessa classe foi proposta independentemente por Villain [53| e por Lai e Das
Sarma [54]. O objetivo deles era desenvolver um bom modelo para crescimentos dominados
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por difusdo. A equacao VLDS é dada por:
oh 2 2 4
o7 = MVAVR)? = Vih+ vDn (2.28)

Como ja comentado, o termo V4h esté associado a uma corrente em direcio aos minimos de
potencial quimico, e espera-se que o termo V?(Vh)? seja importante quando a difusio nao
distinguir a subida da descida de degraus [31].

Essa classe vai ser uma candidata a descrever o enrugamento cinético quando os termos
das classes EW e KPZ forem irrelevantes. Como essas duas classes estao intimamente ligadas
aos efeitos de deposicao e dessor¢ao, seus termos devem ser irrelevantes em ambientes onde
dessorcao é rara e as particulas que chegam & interface difundem um comprimento conside-
ravel antes de agregar. Um exemplo de sistema que pode se aproximar dessas condi¢des é o
crescimento de um filme fino por MBE, onde tipicamente a temperatura do substrato é alta o
suficiente para que a difusdo ocorra com facilidade e baixa o bastante para que a dessorcao seja
irrelevante. Por essa razao, essa classe também é conhecida como MBE nao linear (nMBE).

Apesar de ser possivel minimizar os termos KPZ e EW, se eles nao forem identica-
mente nulos, no regime assintético eles necessariamente dominam a dinimica. Sendo assim,
em tempos muito grandes quando as flutuagoes de longos comprimentos de onda se tornam
dominantes, um suposto crescimento com difusdo e conservativo vai se tornar EW, enquanto o
caso nao conservativo se tornaria KPZ. No entanto, dependendo da razao entre os parametros
referentes a cada termo, esse crossover pode demorar um tempo muito grande para acontecer,
fazendo com que a dindmica siga a equagao VLDS por uma janela de tempo razoavel, que
pode inclusive ser extensa o suficiente para descrever um suposto sistema durante todo o seu
intervalo de interesse.

O célculo dos expoentes da classe VLDS pode ser feito através do grupo de renormali-
zacdo dindmico. Ele segue a mesma ideia que o céalculo para a classe KPZ. O resultado para
um loop sao as equagoes de fluxo:

a\
dl

d MND6—d
:/\4(2—1—04—4),0;:1/<z—4+[(d;134d>
4

dD
— =D(z — 2a —d).
¥ (z —2a—d)

Essas equagoes mostram que D e A4 renormalizam de forma independente. De suas equacgoes
é facil tirar os expoentes em funcdo da dimensao do espaco, onde

_4-d
=3

4—d _8+d

P=87d ¢ *~ 3

(07

Ao contrario da classe KPZ, aqui a renormalizacao resulta em expoentes para qualquer di-
mensao. No entanto, existem evidéncias que as corre¢oes de ordem superiores sao relevan-
tes |5556]. Essas corregoes foram calculadas analiticamente via renormalizac¢ao de dois lagos,
resultando nos expoentes o = (4—d)/3—0, z = (84+d)/3—26e f = (4—d—30)/(8+d—66),
com & = 0,01361(2 — d/2)? [55]. Como comentario final, note que a dimenséo critica superior
é quatro, maior que o caso bidimensional de interesse para a deposicéo de filmes finos.
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2.5.4 A classe MH

A versao deterministica da equacao dessa classe foi inicialmente estudada por Mullins
e Herring (MH) [59460]. Com o termo de ruido, a equagao de MH toma a forma

on =, Vi + \/577.
ot

Essa classe deve ser importante quando o crescimento difusivo possuir simetria up-
down. A mesma discussao sobre o regime assintotico, onde os efeitos de deposigao e dessorgao
superam a difus@o, se aplica a essa classe. Com a diferenca que se o crossover mantiver as
simetrias da superficie, ele devera ser para a classe EW.

Os expoentes dessa classe podem ser obtidos das equagoes de fluxo da classe VLDS
com Mg = 0. O resultado é que os coeficientes v4 e D renormalizam de forma independente e
os expoentes sao dados por:

Note que a equagao MH produz expoentes a’s muito grandes, com o = 1,5 em uma dimensao
por exemplo. Sendo assim, a difusdo com simetria up-down esté relacionada a interfaces que
sao muito lisas localmente e muito rugosas globalmente.

2.5.5 A classe RD
Finalmente, a equacao estocastica mais simples que se pode imaginar é

g}; =n(Zdt) (2.29)
que é uma deposicao totalmente aleatéria. Portanto, nao ha propagacao de correlagoes na
superficie e a rugosidade cresce indefinidamente, mesmo em um sistema finito. Por isso, a = 7
ez=73

A equacgao é facil de se resolver. Integrando no tempo temos que h(Z,t) =
fot n(Z,t")dt’. Usando as propriedades do ruido (Eq. é trivial obter (h) = 0 e (h?) = 2Dt,
o que leva a 8 = 1/2. Note que, como cada posi¢ao da interface nao sofre efeitos da sua vizi-
nhanca, a dimensionalidade do espago é irrelevante para os expoentes dessa equagao/classe.

2.6 Universalidade além dos expoentes de escala

Até agora, exploramos apenas a rugosidade da superficie, separando fenémenos pelo
conjunto de expoentes do enrugamento cinético. De fato, sao os expoentes de escala que
definem a classe de universalidade em tultima instancia. No entanto, hd muitas outras quan-
tidades universais importantes que podem ser exploradas. Nesta se¢do, vamos apresentar
algumas delas.

2.6.1 Universalidade da distribuicao de alturas

Visto que a rugosidade quadrética (Ws) é apenas o segundo cumulante da distribuigao
de altura (Height Distribution — HD), é natural se perguntar se as distribui¢oes de alturas
como um todo sdo universais. Como a altura média deve aumentar de acordo com o fluxo
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constante de particulas, e W ~ 2, ¢ razoavel que a altura em um certo ponto da superficie
evolua de acordo com o seguinte ansatz:

h = oot + (Tt)Px + ... (2.30)

onde v, e I' s@o parametros nao-universais que devem estar associados aos coeficientes da
equacao estocastica, e xy é uma variavel aleatéria. Nesse ansatz a altura é escrita como a
combinacdo de um termo deterministico voot e um termo estocastico (I't)?y, as reticéncias
representam possiveis correcoes de tempo finito nesse ansatz, que de fato sdo relevantes como
veremos adiante. Dessa forma, o vy esta relacionado a uma espécie de velocidade de cresci-
mento assintética, e o I' regula a amplitude das flutuagoes introduzidas pela variavel aleatoria
x. Quando a HD for universal, a fun¢do densidade de probabilidade da variavel y deve possuir
a mesma forma para todas as interfaces contidas numa determinada classe, onde as particu-
laridades de cada sistema estarao contidas nos pardmetros nao universais e nas corregoes.

Para fazer analises quantitativas detalhadas de distribui¢oes, usualmente utiliza-se seus
momentos e/ou cumulantes, além de razdes adimensionais desses. Os momentos de uma
variavel aleatoria qualquer X sao definidos por

1 N
<X">:NZX§1 , (2.31)
=1

onde n é a ordem do momento, e IV é o niimero de pontos da amostragem. Os cumulantes da
distribuicao podem ser escritos como combinagoes lineares dos momentos que, até a quarta
ordem, sao:

<X>c = <X>§
(X%)e = (X?) — (X)%
(X3)e = (X%) = 3(X2)(X) + 2(X)*; (2.32)
(Xh)e = (X1) = 4(X3)(X) = 3(X3)? + 12X%) (X)? - 6(X)",

Das diversas razoes adimensionais desses cumulantes que podemos definir, trés que foram
extensamente utilizadas ao longo dessa tese sao:

VXD o (X _
R—W ; S—W e K=

(X%

e}

(2.33)

e
>
(V)
~
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A razao R é o coeficiente de variagdo, a S é o coeficiente de assimetria da distribuigao, ou
Skewness, e K é a Kurtosis, que nos da informagao sobre o peso das caudas da distribuigao.
Na Fig. [2.11]apresentamos uma ilustragao que relaciona qualitativamente o valor dessas duas
ultimas razoes e a forma da distribuicao.

Antes de ser proposto um ansatz como [2.30] ja se sabia que nas classes lineares a
HD deveria ser Gaussiana [29]. Além disso, todos os crescimentos conservativos possuem
(h) = Ft, logo, apenas crescimentos KPZ devem ter vy, # F e (x) # 0. Dessa forma, nas
classes lineares h = Ft + (I't)?x + ..., onde x é uma Gaussiana de média nula e variancia
universal.

Note que, por construgao, o ansatz[2.30s6 vale no regime de crescimento da rugosidade,
onde Wo = (h?). ~ t28. No regime de saturacio a forma da distribuicdo pode inclusive mudar,
como no exemplo KPZ em d = 1, onde de acordo com o teorema de flutuacao-dissipagao [33]
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p(x)

(a) (b)

Figura 2.11: (a) ilustragdo da assimetria da distribui¢do quando S > 0, refletindo a curva entorno
da média produz-se a forma qualitativa de uma distribui¢do com S < 0. (b) Formas de distribuigoes
simétricas (S = 0) com diferentes K’s, onde K = 0 é uma Gaussiana. Distribui¢des com K < 0 séo
mais concentradas em torno do pico, com caudas que tendem a zero mais rapidamente, e naquelas
com K > 0 acontece o contrario.

a distribuigado se torna uma Gaussiana.

Obter a distribuicao de y para as classes ndo lineares é uma tarefa mais dificil. Ao
contrario da classe KPZ, para VLDS existem poucos resultados sobre a sua HD. Existem
estimativas numéricas da Skewness e da Kurtosis no estado estacionario [56/57], e calculos de
renormalizagao recentes com um loop para a Skewness no regime de crescimento [58] em uma
dimensao.

P(X)

Figura 2.12: (a) Comparacao da distribuicdo de y para diferentes modelos da classe KPZ em d = 1
com as distribui¢oes referentes & GOE (1) e GUE (x2), os simbolos cheios sido resultados para
geometria plana e os vazados para “curva” (mais detalhes no proximo capitulo). (b) O mesmo para
duas dimensdes, onde a linha solida da esquerda é a distribui¢cdo de Gumbel generalizada com m = 9,5
e a da direita m = 6. Figura extraida de [16).

Para a classe KPZ em d = 1, essa ardua tarefa foi realizada em uma sequéncia de
trabalhos muito interessantes. Primeiro, Johansson e colaboradores mostraram que a maior
subsequéncia crescente de uma permutacao aleatoéria esté vinculada as distribui¢oes de Tracy-
Widom (TW) [61] da teoria de matrizes aleatérias [62]. Esse trabalho chamou a atencao para
a possibilidade de descrever diversos modelos combinatérios pelas distribuicoes TW. No ano
seguinte, Johansson mostrou que as flutuagoes na variavel y do ansatz [2.30| para um modelo
(KPZ) similar ao Single Step (definido no proximo capitulo) em geometria curva sao dadas
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pela distribuigdo de TW para um ensemble Gaussiano unitario (Gaussian unitary ensemble —
GUE) [65]. Pouco depois, resolvendo o modelo polynuclear growth (PNG) [63164], que também
pertence a classe KPZ, Priahofer e Spohn mostraram que a variavel x em geometria plana é
relacionada a distribui¢do de TW para um ensemble Gaussiano ortogonal (Gaussian orthogo-
nal ensemble — GOE), enquanto em geometria curva ela é dada por GUE, e partindo de uma
condicao inicial estacionériaE ela é dada pela distribui¢ao de Baik-Rains [9]. Esses resultados
mostram que, apesar dos expoentes de escala serem independentes da geometria, a curva-
tura global da interface afeta a HD, subdividindo a classe KPZ em subclasses dependendo
da geometria da interface em larga escala. Esses resultados foram confirmados por experi-
mentos de turbuléncia em filmes de cristal-liquido [10-12] e em diversas simulagoes [13-15].
Essa diferenca também foi observada em d = 2 dimensoes [66-68|, onde, apesar de ainda
nao existir resultados analiticos, a distribui¢cdo de Gumbel [69] pareceu ser um 6timo ponto
de partida, visto que essa distribuicao com m = 6 se ajusta muito bem aquelas obtidas no
caso plano, e m = 9,5 para o caso curvo. A Fig. [2.12] mostra a diferenca das distribuigoes
de altura em uma e duas dimensoes, para as duas geometrias, e ilustra sua universalidade,
comparando diferentes modelos com as curvas analiticas. Finalmente, é interessante notar
que apesar da distribuicao de alturas em d = 1 ter sido obtida através da solugao de modelos
no ano 2000, apenas em torno de 2010 que a solugao direta da equagao foi obtida para as duas
geometrias [70,71].

Neste ponto é importante fazermos uma breve discussao sobre matrizes aleatorias. Ba-
sicamente, uma matriz aleatoria dos ensembles Gaussianos é construida fazendo com que cada
entrada dela seja uma varidvel Gaussiana real (complexa) N(0,1) e exigindo que ela seja in-
variante sobre uma transformagao ortogonal (unitaria), por isso o ensemble se chama GOE
(GUE), o que produz uma matrize simétrica (hermitiana). Esses ensembles estao relaciona-
dos com a generalizagdo do movimento Browniano para matrizes, conhecido como movimento
browniano de Dyson [72]. Supondo uma matriz A(¢) hermitiana N x N, o movimento brow-
niano de Dyson evolui essa matriz através de:

Alt+dt) = Alt) +Vdt G

onde GG é uma matriz do ensemble Gaussiano unitario. Essa equacgdo possui a mesma forma
para o caso de uma matriz que passeia pelo espaco das matrizes simétricas, com a diferenca
que G passa a ser uma matriz do GOE. O movimento Browniano dessa matriz A(t) resulta
na evolugao estocastica de seus auto valores (Aj,...,Ax). Como mostrado por Dyson, esses
autovalores evoluem de acordo com:

= [ . B 1 .
(1) = A](t)+2;>\j(t)_)\i(t) dt + dB;(t)

onde dB; = N(0,dt) é o incremento de um movimento browniano usual, 5 = 1 para GOE
e f = 2 para GUE. Na verdade, também existe o ensemble Gaussiano simplético (Gaussian
symplectic ensemble — GSE), envolvendo matrizes quaterni()nicaﬂ, com 3 = 4. Assim, note

12Sendo mais especifico, partindo de uma condigéo inicial h(z,0) dado por um movimento browniano com
constante de difusdo que resulte na amplitude da rugosidade de saturacdo de um dado sistema, ou simplesmente
considerando uma configuragdo do proprio sistema no estado estacionario como condigéo inicial, a diferenga
h(z,t) — h(z,0) sera dada pelo ansatz com x sendo a distribuigdo de Baik-Rains.
3Matrizes compostas por quatérnios, que sio uma espécie de generalizacdo dos nimeros complexos. Um
quatérnion é dado por:
M = a+bi+ cj + dk,
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que a evolugao dos autovalores é analoga a dindmica de um conjunto de caminhantes aleatoérios
espalhados pela reta real sobre o efeito de um potencial harmoénico e mutuamente repulsivos.
Através da equagao de Fokker—PlanckE, a distribuigao estacionéria dos autovalores é

B

N
H (Aj —Ni)| exp —Z)\g ,
j=1

1<i<j<N

PO, ) =

N =

onde Z é apenas um fator de normalizagao.

As distribuicoes x1 e x2 que apresentamos na Fig. sao a distribuicao do maior
autovalor das matrizes aleatérias simétricas e hermitianas, respectivamente. Nos capitulos
seguintes, por simplicidade, os termos GOE e GUE vao ser usados para nos referir a essas
distribuicoes de x1 e x2, € nao aos ensembles propriamente ditos.

2.6.2 Covariancias espaciais e temporais

Do ponto de vista mais fundamental, toda a riqueza observada nos fendémenos de
crescimento é fruto da forma com que as informagoes se propagam na superficie, produzindo
correlagoes de longo alcance no espago e no tempo. Uma forma de acessar essa informagao é
através das covaridncias espacial e temporal, definidas por:

Cy(rit) = (R(ZHOMT +7,t)) = (DH)2PW | A|r|>* /(T)?P (2.34)
Cy(t,to) = (h(zto)h(z,t)) = (T2tet)P®(t/to) (2.35)

onde h = h — h, A define a amplitude da rugosidade no estado estacionario (isso sera mais
explorado adiante), U e ® sdo fungoes de escala. Do ponto de vista estatistico, o ansatz
nao especifica completamente o processo estocéstico h(t), porque especificamos apenas a
distribuicao individual de cada ponto h(x) para um dado tempo, sem especificar a distribuigao
conjunta deles.

Para a classe KPZ em d = 1, foi mostrado analiticamente que a forma da fungao de
escala ¥ depende da curvatura. As covariancias sao dadas pelo determinante de Fredholm de
kernels que envolvem a fungao de Airy. Para ilustrar brevemente, a fungao Fs(o) (distribuigao
de probabilidade acumulada do que chamamos de 2 na Fig. ) ¢ dada pelo determinante
de Fredholm [74]

Fy(o) =det(I — A,), onde Aju(z)= /OO K(zy)u(y)dy,
com K(zy)= /000 Ai(x + 2)Ai(y + z)dz

onde Ai é a funcao de Airy e u é apenas uma fungao de teste. O trabalho [75| apresenta

onde a,b,¢,d € IR, e i,j,k sdo uma espécie de vetores unitarios imaginarios, que satisfazem i = j? = k? =
ijk = —1.

Supondo um conjunto de processos estocasticos & = {x1,...,x,} com dindmica &; = f;(x) + n:(t), com
mi(t)) =0 e (ni(t)n;(t')) = D;8;;6(t —t'), a distribuicao de probabilidade vai obedecer & equacao de Fokker-

Planck, dada por:
N

P =D 1 8°P
o T a3 L D

=1
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Figura 2.13: (a) Comparacao das covarincias Airy; e Airys (linhas) com as covariancias de diferentes
modelos de crescimento discretos em geometria plana (simbolos cheios) e curva (vazados) em uma
dimensdo. (b) Colapso da covarincia espacial de interfaces de diferentes modelos e condigdes iniciais
KPZ em d = 2. (c) Comparagdo entre a covaridncia temporal de diversos modelos em d = 1 e
experimentos de cristal liquido , sobre a curva assinalada por w = 0 estao sistemas planos e
em w = 20 curvos, A é o expoente do decaimento. (d) Covaridncia temporal para duas dimensdes,

w = 0 e w = 4 sao os casos plano e curvo, respectivamente. Todos os resultados sao para modelos
KPZ. Figura extraida de [16].

formas numéricas de se calcular esse determinante de Fredholm, além de uma revisao bem
compreensivel sobre o assunto. A covariancia espacial pode ser obtida do que passou a ser

chamado por processo de Airys (Asg) para o caso curvo. A cov(Az(r).A2(0)) pode ser obtida
da probabilidade conjunta

P(As(r) < o1, As(r) < 02) = det (1 ({0 4))

onde A, possui o kernel [79,80]:

IS e Ai(z + 2)Ai(y + 2)dz ,se >0
- fi)oo e *"Ai(x + z)Ai(y + z)dz ,caso contrario

Kr(z,y) = {
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De posse dessa probabilidade conjunta basta fazer:

O*P(A)

TV _ 2
001002 71502 = (x2)

cov(Az(r)A2(0)) = (A2(r)A2(0)) — (A2(r)){A2(0)) = /0102
O caso plano é um pouco mais complicado, a fun¢ao Fj(o) escrita através de kernels
matriciais pode ser encontrada em [73]. J& a covaridncia do caso plano, o que ficou conhecido
como processo de Airyy, foi obtido para essa geometria em [76,77], e mais tarde foi provado
que esse processo tem a forma da covariancia espacial para interfaces planas [78|. Entretanto,
ao contrario do caso curvo, foi mostrado que Airy; ndo é o processo limitante da difusao do
maior autovalor de matrizes do GOE [81].

Em duas dimensoOes existem apenas resultados numéricos da forma das covaridncias
espaciais para a classe KPZ. Na Fig. 2.13| apresentamos a forma dessas covariancias espaciais
para os casos plano e curvo.

A covaridncia temporal também distingue a curvatura. Para o caso plano, resultados
numeéricos levaram a conjectura de que C; ~ t~#~%/% seria valida para todas as classes e
dimensoes [82]. J& para o caso curvo a conjectura anéloga foi feita em [83], onde foi proposto
que Cy ~ t=#. Como vai ser mostrado no capitulo [5| essas conjecturas realmente funcionam
muito bem nas diferentes classes que consideramos. A Fig. [2.13 ilustra o acordo dessas
conjecturas em sistemas KPZ, onde podemos também observar a forma da funcdo de escala
.

E interessante comentar a relacdo entre a covaridncia temporal e o aging de séries
“temporais” de ruidos. Para entender o que significa aging, vamos considerar uma série X (s),
onde estamos intencionalmente evitando usar o tempo, pois, como visto na subsecao [2.4.1] o
que é tempo em um movimento browniano pode se tornar espago em uma superficie. Calcu-
lando C' = (X (s + p)X(s)), se C depende apenas de p, X(s) é uma série estacionaria, caso
contrario, se C' também depende de s, temos uma série ndo estacionaria, ou aging (envelhe-
cendo). Da evolugdo de uma interface podemos extrair a série h(z) com t fixo, que, como
podemos ver nas Fig. [2.13(a)|e [2.13(b)| ¢ estacionario ja que a covaridncia nao depende de
x, mas apenas de r = p. Como a série temporal de um movimento browniano é equivalente
a uma superficie unidimensional da classe EW /KPZ no regime de saturagao da rugosidade,
fica evidente que essa série também é estacionéria. Por sua vez, a covaridncia temporal é
diferente, ja que fixando x e extraindo a série h(t) obtemos uma covariancia que depende de
um tp, como vemos na reescala das Fig. [2.13(c)|e [2.13(d)} Isso significa que as superficies no
regime de crescimento apresentam um aging. No regime de saturacao, a rugosidade para de
crescer e a covariancia temporal se torna independente de tg, por isso frequentemente dizemos
que superficies nesse regime estao no estado estacionario. Uma discussao mais geral sobre
aging em fendmenos fora do equilibrio pode se encontrada na referéncia [85].

Com base na discussao dessa subsecdo e da anterior, vamos nos referir a estatis-
tica obtida na subclasse plana como GOE—Airy;—C; ~ t~! e na subclasse curva como

GUE—Airys—Cy ~ t 5.

2.6.3 Distribuicao de rugosidade e extremos locais

A nossa discussao sobre universalidade além dos expoentes de escala foi até aqui mais
voltada para o regime de crescimento da rugosidade. J& as distribui¢oes locais que vamos
discutir nesta subsecao estao relacionadas com as flutuagoes estacionarias das superficies.
Essas distribuigoes sao definidas através de medidas em janelas, como brevemente discutido
na subsecao 2.4.1] Dada uma quantidade de interesse X, definimos a distribuigao local dessa
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grandeza dividindo o sistema em janelas de tamanho /. Assim, em cada uma dessas janelas,
essa variavel assumird um valor X;. Estudando as flutuagoes dessa grandeza nessas janelas
obtemos a distribuigao P;(X), onde deixamos evidente que essa distribui¢ao devera depender
do tamanho da janela. Entao, a distribuicao de rugosidade quadréatica local é simplesmente a
distribuigao da flutuacao de wi2 = h2 — h2, onde essas barras representam médias realizadas
dentro da janela indexada por ¢. J& as de extremos relativos sdo obtidas tomando a maior
altura dentro da janela em relacio & média, M; = hyae — b, ou a menor altura, m; = hpin — h,
que produzem as distribui¢oes de maximos locais e minimos locais, respectivamente.

A primeira vista, essas distribui¢des podem parecer pouco relevantes, ja que, por exem-
plo, o segundo cumulante da distribui¢cao de rugosidades quadraticas é basicamente a “rugosi-
dade da rugosidade”. Além disso, a analise dos expoentes, distribui¢oes de altura e covariancias
deve ser suficiente para relacionar a dindmica de uma interface com uma das classe de uni-
versalidade. No entanto, medidas experimentais sao frequentemente dificeis de se interpretar,
por isso normalmente é necessario procurar uma coeréncia entre diversas medidas distintas
para se classificar precisamente um dado fenémeno. Por isso, trabalhos recentes reportando
interessantes realizagoes experimentais da classe KPZ [820421,23.86| e outras [87] em d = 2
tem feito uso de ambas as distribuigoes (de rugosidade e extremos) para fortalecer suas con-
clusGes. Nesse sentido é importante obter diversas propriedades universais para cada classe
afim de aumentar as possibilidades de comparagao.

A distribuicdo de extremos tem uma aplicacdo muito interessante no contexto de ca-
tastrofes, porque ela esta relacionada a eventos raros que normalmente sdo desconsiderados,
e que podem resultar em consequéncias drésticas. Por exemplo, analisando a distribuicao de
alturas extremas de um rio é possivel calcular um nimero esperado de enchentes por ano, ou
fazer o caminho contrério e canalizar o cérrego com vazao suficiente tal que seja esperada uma
enchente por década ou algo assim. Para varidveis descorrelacionadas a forma da distribuigao
de extremos depende apenas da cauda da distribuicao em questao, sendo uma distribui¢ao de
Weilbull se a cauda decair com uma lei de poténcia até um corte, uma distribui¢ao de Fréchet
quando ela decai com lei de poténcia sem limite superior, ou uma distribui¢gao de Gumbel se a
cauda decair mais rapido que uma lei de poténcia. Uma discussao mais detalhada sobre distri-
bui¢oes de extremos em varidveis descorrelacionadas pode ser encontrada em [88|. No contexto
de dindmica de interfaces essa distribuicao tem sido razoavelmente explorada para diversas
classes de universalidade [89-95]. Ja a distribui¢do de rugosidade comegou a ser estudada
apo6s os trabalhos [96-98|, onde foi demonstrado que a distribui¢ao de rugosidade também é
universal. Desde entdo, ela tem sido explorada em diversos outros trabalhos [99/{101].

Para a classe EW em d = 1, o célculo analitico da distribui¢ao de rugosidade quadratica
com condigdes de contorno periddicas foi obtida em [96,102] [1—_5] Contudo, esse resultado para
a rugosidade global ndo se aplica & flutuacao da rugosidade em janelas, pois nessas janelas
nao havera condigoes de contorno periddicas mesmo se o sistema for globalmente periédico.
Alguns anos depois a distribui¢ao de rugosidades seria calculada em [103] para condigoes de
contorno abertas. Nessa referéncia, os autores calculam a distribuicao de rugosidade para
perfis de distribuicdo Gaussiana com diferentes a’s, o que se aplica naturalmente as classes
EW e MH. Em uma dimensao a classe KPZ acaba sendo contemplada, dado que no estado
estacionario ela possui as mesmas flutuagoes que a classe EW.

Por sua vez, a distribuigdo de extremos foi obtida para EW/KPZ em d = 1 com
condigbes de contorno periodicas por Majundar e Comtet em [91]. Essas distribui¢oes foram

5Essa condigio de contorno considera que em um sistema de tamanho L temos h(z) = h(z + L). Qualita-
tivamente é como se o sistema fosse um anel de perimetro L (em d = 1). Essa condigao de contorno é muito
comum em simulag¢bes por reduzir os efeitos de tamanho finito.
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comparadas com experimentos de cristal liquido e simulagbes 22|, onde uma concordancia
muito boa foi verificada. E curioso notar que, ao contrario da distribuicdo de rugosidade,
a distribuicao de extremos obtida com condigdes de contorno periédicas concorda bem com
resultados das distribuigoes de extremos locais. A razao disso é que enquanto na distribuicao
de rugosidade todos os sitios dentro da janela tem igual importéncia, na distribuicao de
extremos temos um tnico sitio mais relevante que os demais, e por isso provavelmente a
condicao de contorno seja menos relevante.
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Figura 2.14: (a) Distribui¢oes de rugosidade quadratica local de diferentes modelos da classe KPZ
em uma e duas dimensoes (simbolos). Em uma dimenséo, comparamos com a curva tedrica obtida
por Antal et al. (linha solida). (b) Comparacao da distribuicdo de méximos locais relativos obtida
por Majundar e Comtet (linha solida) com resultados de modelos da classe KPZ em uma dimensao.
Retiradas da Ref. [104].

A titulo de ilustragao, apresentamos na Fig. a forma dessas distribuigoes para a
classe KPZ em uma e duas dimensoes.

2.7 Geometria versus condicao inicial

Como vimos nas subsecoes passadas, é bem estabelecido na literatura que existe uma
subdivisao na classe KPZ relacionada a curvatura das interfaces, onde a HD e a covariancia
espacial e temporal dependem da geometria da interface, enquanto os expoentes de escala
sdo os mesmos. Pensando qualitativamente nas principais diferengas entre um crescimento
curvo e um plano notamos duas caracteristicas marcantes do caso curvo: (i) obviamente, a
presenca de uma curvatura global; (ii) uma zona ativa que cresce linearmente no tempo, pois
L ~ 2n(R) ~ t. Apesar de (i) parecer mais fundamental, na referéncia [16| foi mostrado
numericamente que a curvatura global é irrelevante, ou seja, um crescimento globalmente
plano com uma zona ativa que cresce lateralmente possui as mesmas caracteristicas que um
sistema genuinamente curvo. Na verdade, os graficos apresentados nas Fig. 2.12]e sao
resultados dessas simulagoes, sendo w a velocidade de crescimento latera]@, onde pode se
ver o excelente acordo com os resultados esperados para geometria curva. Embora esses
resultados parecam impressionantes a primeira vista, eles sdo, de certa forma, naturais. O
regime de interesse envolve agregados grandes, e como estamos falando de crescimentos locais,
as particulas interagem diretamente apenas com uma vizinhanca pequena em torno de si, onde

16Vamos definir precisamente o algoritmo dessas simulagées no proximo capitulo.
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a curvatura global produz uma componente na curvatura local que escala com 1/R. Sendo
assim, é previsivel que para raios grandes as interagoes nao sintam efeitos dessa curvatura
global. Dessa forma, sobra apenas o crescimento correlacionado da zona ativa, onde essa
correlagao se da pelo fato de que, a medida que o agregado cresce, mais particulas cabem em
um mesmo intervalo angular. No entanto, essas particulas “extras” devem se acomodar entre a
posigao angular das particulas anteriores, fazendo com que os “novos sitios” sejam fortemente
correlacionados com os anteriores.
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Figura 2.15: Exemplos de interfaces curvas obtidas em modelos discretos. (a) modelo RSOS crescido
em uma cunha nos tempos t = 512 (abaixo) e ¢t = 1024 (acima), extraida de [15]. Modelos de Eden
(b) e PNG (c) (extraida de m) crescidos de uma semente no centro da rede.

Quando discutimos sobre a subdivisao das classes de universalidade, talvez seja mais
apropriado se referir a4 condigdo inicial (CI) ao invés da geometria. E evidente que existe
um vinculo entre esses dois termos, j4 que a condi¢ao inicial pode induzir uma curvatura na
interface. O exemplo mais evidente disso talvez seja o crescimento em uma condigdo inicial
em forma de cunha. Basicamente, modelos com restricdo de diferenca de alturas, como o
RSOS e SS (serao definidos no proximo capitulo), crescidos em um substrato com a forma da
fungao f(z) = |z| (ver Fig. resultam em interfaces visivelmente curvas em z = 0,
onde a estatistica é inclusive GUE. Outro exemplo de condigao inicial que produz curvatura
sao crescimentos a partir de uma semente. Modelos como o PNG ou o Eden (definido
no proximo capitulo), quando crescidos a partir de um tnico sitio no centro de uma rede,
também produzem interfaces com curvatura global, ver Fig. Note que em todos esses
casos o tamanho da superficie cresce linearmente com o tempo. Por outro lado, para todos
os modelos mencionados até agora, se o crescimento partir de uma linha reta infinita, a
interface produzida ¢ plana com estatistica GOE—Airy;—C; ~ t~!. No entanto, como dito
no paragrafo anterior, mesmo interfaces planas podem ter estatistica GUE—Airy,—Cy ~ t =7,
contanto que o tamanho lateral do sistema cresca linearmente no tempo. Assim, é preferivel o
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termo condicdo im‘ciaﬂ, que usamos referindo simultaneamente a forma, ao tamanho inicial e
a dindmica subsequente do substrato. Ao longo dessa tese, por praticidade cometemos abusos
de linguagem e usamos os termos CI “plano” e CI “curvo” para nos referir as condigbes que
produzem estatistica GOE—Airy;—C; ~ t~! ¢ GUE—Airys—Cy; ~ t 7, respectivamente.
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Figura 2.16: (a) Ilustragdo da configuragdo onde é obtida a interface curva que cresce para dentro
nos experimentos com cristais liquidos . A barra preta tem o comprimento de um milimetro. (b)
Crescimento de um deposito formado na borda da evaporagao de gotas com suspensoes coloidais .
Em cima estd4 uma ilustracdo de como as particulas fluem para a borda da gota a medida que a
mesma evapora. No meio e embaixo temos trés colunas separando as diferentes formas das particulas,
na coluna do meio est@o as particulas que produzem interfaces KPZ. (¢) Skewness obtida em diferentes
tamanhos iniciais nas simulagbes com interfaces planas que inflam lateralmente. Na Ref. pode
ser visto que a curva da Kurtosis tem um comportamento parecido. O painel interno mostra como a
extrapolagao da altura do pico no crossover em fungao de 1/ Lg é proxima da Skewness da distribuigao

GOE.

A necessidade dessa mudanca de termo ficou ainda mais evidente apoés resultados ex-
perimentais recentes [18], onde foi mostrado que uma interface curva de raio inicial grande, e
que cresce para dentro (o raio diminui no tempo), ver a Fig. [2.16(a), possui estatistica plana.

"Esse termo pode parecer confuso por ele incluir a dinamica posterior do substrato. Talvez fique mais
intuitivo se ressaltarmos que o tamanho L = Lo + wt” é fixado a priori.
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Isso contradiz resultados anteriores [17], onde foi mostrado que o depésito formado na borda
de gotas (com particulas coloidais suspensas) em evaporagao, que também produz interfaces
curvas com raio inicialmente grande e que crescem para dentro, possui estatistica curva se as
particulas forem levemente anisotropicas, Fig. Assim, temos uma controvérsia entre
resultados experimentais. Se pensamos apenas na curvatura, os resultados obtidos no cris-
tal liquido podem causar um certo espanto. No entanto, voltando as simulacoes de sistemas
planos que inflam lateralmente, ja havia sido mostrado em [16] que se o tamanho inicial for
muito grande, a HD sofre um crossover da distribuicdo GOE (plana) para GUE (curva), Fig.
Dessa forma, desconsiderando a geometria e analisando apenas a condicao inicial,
os resultados no cristal liquido deixam de ser surpreendentes e se tornam, na verdade, muito
esperados.

Motivados por essa controvérsia, revisitamos as simulagoes da classe KPZ em interfaces
planas com variagdo do tamanho da interface. No capitulo [f] vamos apresentar os resultados
de simulacGes em dominios decrescentes, tentando elucidar essa controvérsia nos resultados
experimentais. Além disso, na referéncia [16] foi estudado apenas o caso de lado crescente com
L = Lo+wt, e w > 0. Por isso, vamos explorar também o caso mais geral onde L = Lo+ wt?,
com w positivo e negativo, com varios valores de v no intervalo 0 < v < 1,5. Isso no intuito
de verificar como a competigao entre o crescimento do comprimento de correla¢ao (£ ~ 1/ )
e do tamanho do sistema afetam a estatistica da superficie.

Observando a importancia da condigao inicial na classe KPZ, é natural se perguntar
o que acontece nas demais classes de universalidade. Apesar de ser uma pergunta simples,
ela ainda nao foi abordada. A auséncia de trabalhos nesse sentido deve ser consequéncia da
escassez de modelos que produzem interfaces curvas que nao pertencam & classe KPZ. De fato,
o tnico modelo discreto de crescimento desenhado para produzir superficies curvas pertence &
classe KPZ, que é o modelo classico proposto por Eden [84]. Mesmo assim, a principio, nao ha
nada que impeca a existéncia de crescimentos curvos dominados por efeitos ndo contidos na
equacao KPZ. A possibilidade de simular sistemas planos que inflam lateralmente no tempo
para obter superficies da subclasse curva, nos permite simular toda a gama de modelos bem
estabelecidos de cada classe. Dessa forma, podemos investigar essa subdivisao “geométrica”
nas diferentes classes. Isso vai ser explorado no capitulo

Como diversas propriedades das superficies KPZ mudam de acordo com a CI, podemos
nos perguntar se essa subdivisado também afeta as distribui¢oes estacionarias de rugosidade e
extremos. O algoritmo para crescimento lateral nos permite fixar o modelo e variar apenas
a CI, tornando possivel verificar com precisao se a subdivisao produz algum efeito nessas
distribuigdes. No capitulo [6] vamos apresentar os nossos resultados sobre esse assunto.
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Capitulo 3

Modelos e algoritmos

Neste capitulo vamos definir os diversos modelos que utilizamos para explorar as dife-
rentes classes de universalidade. Simulagoes que tentam descrever e imitar precisamente um
sistema real, normalmente envolvem algoritmos relativamente complexos. No entanto, os mo-
delos aqui apresentados sao, na maioria das vezes, muito simples, por isso sao frequentemente
chamados de “toy models”. A simplicidade deles nos permite realizar simulagoes em sistemas
grandes por longos intervalos de tempo. Sendo assim, se o objetivo do estudo nao for modelar
um sistema real especifico, e sim analisar as propriedades gerais das classes de universalidade,
esses modelos sao uma 6tima escolha. Sera apresentado também o algoritmo utilizado para se
produzir superficies com estatistica de crescimentos com curvatura global usando interfaces
planas.

Na simulacao de modelos discretos consideramos um reticulado hipercubico de espaga-
mento de rede a, onde a superficie d-dimensional de lado L se propaga em um espago com d+1
dimensoes. Normalmente tomamos uma condigao inicial lisa no fundo dessa rede (h(#,0) = 0)
como substrato. Dessa forma, & é um vetor d-dimensional restrito ao substrato, e o valor de h
representa a coordenada na direcao perpendicular & interface, que é a direcao de crescimento.
Sobre esse substrato sdo depositadas particulas de d + 1 dimensoes e lado a, alinhadas a rede
hiperciibica, que vém de h — oo na direcao a interface se deslocando em uma trajetéria linear
e perpendicular ao substrato (¥ fixo). Dessa forma, para simular o fluxo estocastico de F
particulas por unidade de area e tempo, a cada deposi¢do sorteamos uma posi¢do & na qual
a particula partird em diregdo ao substrato. Sem nenhuma perda de generalidade podemos
tomar a = 1 e FF = 1. Assim, por exemplo, no caso unidimensional as alturas podem ser
representadas pelo vetor h; com i € {1,...,L}, e a cada L deposigoes se passa uma unidade
de tempo. Para diminuir os efeitos de tamanho finito consideramos condi¢ées de contorno
periddicas, onde, ainda no exemplo unidimensional, o vizinho direito do sitio ¢ = L é o sitio
1=1.

3.1 Modelos discretos da classe KPZ

Para ser um candidato a essa classe, o modelo deve ter agregacao de particulas de
forma nao-conservativa. Isso acontece se a deposi¢do de uma particula produzir um acréscimo
de altura maior que o pardmetro de rede a, ou se existir recusa de deposigao de particulas,
o que produz um excesso de velocidade positivo ou negativo, respectivamente. Efetivamente,
se a média dos acréscimos na altura média causado por um evento de deposicao for diferente
de 1/L, considerando particulas de tamanho unitério, o crescimento é nao-conservativo. Se o
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acréscimo for maior que 1/L, temos excesso de velocidade positivo e, caso contrario, o excesso
de velocidade ¢ negativo (quando o acréscimo ¢ menor que 1/L).

O primeiro modelo que vamos definir é chamado de Single-Step (SS), sua definigao
pode ser encontrada em [107]. Esse modelo é especialmente interessante por possuir uma
ligacao direta, ou seja um mapeamento, em outros modelos fora do contexto de interfaces,
como o modelo de Ising e o Totally assimetric simple exclusion process (TASEP) [108]. O
algoritmo desse modelo produz interfaces com diferencas de altura sempre iguais a um, ou
seja, |Ah; (3] = 1V i, onde {j} representa o conjunto de todos os sitios j’s primeiros vizinhos
de i e Ah;; = h; — hj. Nesse caso comega-se com uma condigao inicial tipo “serra”, com
h; = 1 se i for par ou h; = 0 caso contrario, ou vice-versa. Note que o ntmero de sitios
precisa necessariamente ser par se houver condigoes de contorno perioddicas. A evolugao da
superficie é feita sorteando-se aleatoriamente um sitio ¢ do substrato, onde uma particula de
altura dois (um dimero vertical) tenta se agregar, sendo recusada a tentativa se ela produzir
uma diferenca de alturas diferente de um. Na prética, a deposicao de uma particula s6 é
aceita se o sitio ¢ for um minimo local. Independentemente de o dimero ser aceito ou nao,
de acordo com a definicdo do fluxo F', a cada tentativa de deposicao o tempo recebe um
acréscimo de 1/(FL?), onde F' = 1 nas nossas simulacdes. A Fig. ilustra essa regra de
deposicao. Note que a recusa de particulas produz um “excesso de velocidade” negativo no
modelo. Portanto, o coeficiente A da Eq. KPZ deve ser negativo para o SS.

(c) (d)

Figura 3.1: Ilustracoes de modelos da classe KPZ: (a) SS, (b) RSOS e (c¢) Etching. (d) Modelo de
Eden, onde o sitio vermelho escuro é a semente, os sitios laranjas representam particulas do agregado
e os cinzas sao sitios da periferia.

Também com excesso de velocidade negativo temos o modelo restricted solid-on-solid
(RSOS), proposto em . Nesse modelo fixa-se um parametro m tal que [Ah; ;1| < m V.
Assim, tenta-se a deposi¢ao de uma particula em um sitio ¢ sorteado aleatoriamente, caso o
resultado da deposicao produza [Ah; ¢;3] > m para um ou mais dos vizinhos {j}, a particula
é recusada, ver Fig. |3.1(b)|

Outro modelo que utilizamos extensivamente foi o modelo de Etching, proposto em
. Como o préprio nome diz, esse modelo foi inspirado em processos de erosao, mas
estudaremos aqui o modelo com a regra (invertida) para crescimento. Ela consiste em sortear
aleatoriamente um sitio ¢ e para cada um de seus vizinhos fazer h; = max(h;,h;) e, em
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seguida, h; = h; + 1. A regra de deposigao desse modelo em uma dimensao esta ilustrada na
Fig. Parecido com o modelo de Etching, também utilizamos eventualmente o modelo
de deposigao balistica, onde o sitio sorteado i ¢ atualizado via h; = max(h;,h; + 1).

Para finalizar essa se¢do vamos definir o modelo de Eden, proposto em [84]. Esse
modelo foi inicialmente concebido para tentar simular o crescimento de uma colénia de células.
Dentre as diversas variacoes encontradas na literatura, utilizamos os algoritmos conhecidos
como Eden A e Eden B. A condi¢ao inicial desse modelo é uma tnica particula (semente)
no centro de uma rede quadrada muito grande. Os quatro primeiros vizinhos dessa semente
fazem parte do que chamamos de periferia. Na versdo A desse modelo, o agregado cresce
sorteando um dos sitios dessa periferia e adicionando uma particula a ele, e os vizinhos nao
ocupados desse novo sitio passam a fazer parte da periferia. Na versao B, um sitio do agregado
que possua pelo menos um vizinho vazio é sorteado, e, em seguida, um de seus vizinhos nao
ocupados é sorteado com igual probabilidade onde é acrescentada uma particula. A cada
agregacao atualizamos o tempo através do incremento At = 1/N,, onde N, é o nimero
de sitios da periferia. Por causa da anisotropia da rede quadrada, o agregado produzido
também é anisotropico, crescendo mais rapido nas diregoes da rede. Uma consequéncia dessa
anisotropia sdo parametros nao universais v, e I' que variam angularmente. No Eden A,
ndés minimizamos esse problema utilizando o esquema proposto em [111]. Para isso, basta
fazer com que o crescimento em um sitio sorteado da periferia seja aceito com probabilidade
p = (n;/4)", onde k = 1,70@ e n; € o numero de vizinhos ocupados do sitio sorteado i.

3.2 Modelos discretos da classe EW

O modelo mais emblemaético dessa classe é o modelo de Family [112]. Nele, a particula
depositada (aleatoriamente) em um sitio 4 permanece nesse sitio se h; for a menor altura entre
seus vizinhos. Caso contrario, a particula difunde para o sitio j vizinho de ¢ com menor altura.
Quando mais que um sitio possuir a altura minima da vizinhanga, um sorteio é realizado para
decidir em qual sitio a particula agregara. A Fig. ilustra a regra desse modelo.

Outro modelo que pertence a classe EW é uma generalizagao do modelo SS. Esse modelo
consiste em definir uma probabilidade de deposicao p e uma probabilidade de evaporagao
q = (1 — p), onde essa evaporagao s6 pode remover um dimero de um mdzimo local. O fluxo
continua sendo de uma tentativa de atualizacao por sitio por unidade de tempo, e a condicao
inicial continua sendo tipo “serra”. Se p # 1/2, o resultado é uma superficie KPZ, sendo que
quando p < 1/2 a superficie evolui na diregao negativa do eixo h. A morfologia produzida por
p =1/2—§ é equivalente a reflexdao h — h’ = —h da superficie obtida com p = 1/2+44. Sendo
assim, como a assimetria da HD nessa classe é resultado do termo A\(Vh)?, fica evidente que A
troca de sinal quando p passa por meio, o que significa que A = 0 quando p = 1/2, resultando
numa interface EW. Nesse caso, temos evaporacao a mesma taxa que a deposi¢ao, por isso a
interface comega a enrugar em torno da posigao inicial, mantendo (h) = 1/2, ou seja, ndo ha
crescimento. Note que a dindmica se torna reversivel, por isso podemos dizer que o sistema
esta proximo do equilibrio.

1 Utilizamos um valor um pouco além do extremo do intervalo 1,724 0,01 estimado em [111]. Isso porque o
valor que utilizamos removeu com mais eficiéncia a anisotropia nos agregados que consideramos. Para escolher
esse parametro fizemos a média do resultado de diversos agregados e olhamos para o raio médio amostral em
fun¢do do angulo, o k = 1,705 produziu um raio médio mais constante.
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3.3 Modelos discretos da classe VLDS

Um dos modelos mais utilizados na classe VLDS é uma modificagdo do RSOS, conhe-
cido como conserved RSOS (CRSOS) [113]|. Nesse modelo, assim como no RSOS, definimos
um valor maximo m para as variagoes de alturas, tal que |Ahi7{j}| < m. Se a deposicao de
uma particula no sitio ¢ produz uma variagdo maior que m, ela nao se agrega nesta posicao.
Todavia, ao contrario do RSOS, onde essa particula seria descartada, no CRSOS ela difunde
para o sitio mais proximo onde a agregagao nao viola a restrigdo de alturas. Na Fig. 3.2(b)]
apresentamos uma ilustracdo dessa regra de crescimento.
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Figura 3.2: (a) ilustrac@o do modelo de Family. (b) Modelo CRSOS, aproveitando pra ilustrar a
condigéo de contorno periodica. (¢) e (d) sdo os modelos DT e LCM respectivamente.

Outro modelo muito utilizado dessa classe em uma dimensao é o definido por Das
Sarma e Tamborenea (DT) [116]. Nesse modelo, uma particula recém depositada num sitio i
se agrega permanentemente ali se ela possuir ao menos um vizinho lateral, ou seja, se Ah; ; < 0
para algum vizinho j. Caso contrério, ela se desloca com igual probabilidade para qualquer
sitio primeiro vizinho, no qual ela tenha pelo menos um vizinho lateral, ver Fig. se
esse sitio nao existir ela permanece em i. Esse modelo sofre de fortes corre¢oes de escala e por
isso é conveniente utilizé-lo com redugao de ruido [114]115]. Isso consiste em s6 acrescentar
uma particula em um determinado sitio ap6és um nimero N de tentativas aceitas, isto é, s6
depois que o for selecionado para crescer N vezes que fazemos h; — h; + 1. Nas simulagoes
do capitulo ol a escala desse modelo ficou consideravelmente melhor com N = 20.

Em duas dimensoes, o modelo lateral aggregation of diffusing particles (LADP) per-
tence a classe VLDS [117]. Nesse modelo, definimos um parametro G que limita o compri-
mento de difusao das particulas. Assim que a particula chega & superficie, ela pode difundir
executando um passeio aleatério de, no maximo, GG passos para colunas vizinhas até encontrar
um vizinho lateral. Se ela nao encontrar nenhuma posi¢gao com ao menos um vizinho lateral
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ao longo dessa caminhada, ela se fixa na sua posigao final.

O quarto modelo que consideramos para a classe VLDS é o modelo de
Clarke-Vvedensky (CV) [118]|. Esse modelo se aproxima bastante da discussao feita na se-
¢ao Nele definimos uma taxa de hopping h = voe AE/ksT  com AE = E4 + nEp, onde
E, é a energia de ativagao da difusao em platos, n é o ntmero de vizinhos laterais de uma
particula e Ej pode ser visto como uma energia de ligagao lateral. A evolucdo desse modelo
ocorre seguindo o método de Monte Carlo cinético [119], onde em cada passo de tempo sor-
teamos qual evento deve acontecer de acordo com as taxas. As deposi¢Oes acontecem com
taxa Qg = F'A, onde A é a area da superficie. Particulas sem vizinhos laterais (os adatomos)
saltam aleatoriamente para um de seus vizinhos com taxa Qo = vpe £+/*8T ¢ a difusdo de
particulas com n vizinhos acontece com taxa Q, = vge~ (EstnE)/ksT  Antes de cada evento
o tempo é atualizado acrescentando At = 1/(FA + Z?io n;Q;), onde n; é o nimero total
de particulas com ¢ vizinhos lateraisﬂ E evidente que esse modelo é muito mais realista que
os demais considerados até aqui, em razao disso a sua simulagdo fica restrita a janelas de
tempo menores. Como estamos interessados em propriedades universais, nessa tese focamos
em uma versio simplificada desse modelo, onde assumimos que e~ (FstE)/ksT  o=Es/kpT o
assim desconsideramos a difusdo de particulas com vizinhos laterais. Para dar uma nocao da
ordem de grandeza envolvida, consideramos um ambiente de facil difusdo, com baixa energia
de ligagdo e alta temperatura. Se usamos Fj, = 0,5eV e T' = 800K, a taxa de difusao das
particulas com um vizinho se torna @)1 = Qo x 0,0007, que ilustra o quanto normalmente
Q1 <€ Q. Usando F' = 1 definimos diretamente @Qq, fazendo o modelo depender de um tinico
pardmetro. Depois dessas simplificagoes, esse modelo fica parecido com o LADP, a diferenca
é que, ao invés da particula executar diversos passos assim que ela chega na superficie, se
fixando permanentemente apds essa caminhada, no CV as difusoes e as deposi¢oes acontecem
de forma intercalada, onde todas as particulas sem vizinhos laterais e superiores podem se
mover.

3.4 Modelos discretos da classe MH

Nesta classe, nos exploramos o modelo conhecido como large curvature model (LCM).
Esse modelo consiste em sortear um sitio ¢ e calcular o laplaciano discreto nele e em seus
primeiros vizinhos, onde o laplaciano discreto é dado por V2h; = hiv1+hi—1—2h;em d =1,
ver um exemplo na Fig. A particula vai se agregar no sitio que possuir o maior
laplaciano discreto entre o sorteado e seus primeiros vizinhos. Em caso de empate, sorteia-se
um dos sitios. Se o sitio ¢ fizer parte desse impasse, a particula nao difunde e se agrega nele
mesmo. Qualitativamente, nesse modelo as particulas tendem a se agregar no sitio de maior
curvatura, fazendo jus ao seu nome.

Para finalizar a nossa discussao sobre modelos discretos, ressaltamos que os modelos
das classes MH e VLDS exigem alguma cautela. Isso porque, como discutido na subsecao
crossovers podem aparecer em tempos longos, como verificado na referéncia [120] por
exemplo. Além disso, os modelos podem mudar de classe dependendo da dimensao do espago,
como acontece com o DT [115]121122] e parece acontecer com CV e LADP (ver Sec. .

2Sendo mais formal, At = 1/(FA + Z?io n;Qi)In(1/u), onde v é uma variavel aleatoria de distribui-
¢ao uniforme entre (0,1]. Isso porque o intervalo entre eventos deve seguir uma distribuicdo de Poisson.
Quando omitimos esse termo estamos considerando que o intervalo é dado pela media dessa distribuigao,
sendo (In(1/u)) = 1.
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3.5 Integracao das equagoes

O modelo LCM sugere a ideia de usar a propria forma da equagao de interesse como
modelo de deposicao. Assim, aqui é propicio introduzir a definicdo da integracdo das equacoes
de crescimento. Definindo essas equagbes estocésticas em um reticulado unidimensional, por
exemplo, temos:

hi(t + At) = hi(t) + At L[hi(t)] + V2DAL ¢ (3.1)

onde L é o operador diferencial discreto referente & equagao em questao, ¢ pode ser qualquer
variavel aleatoria que satisfaca as condigdes do ruido nao-conservativo e que possua variancia
unitaria. Duas escolhas comuns s@o a distribuicdo normal N(0,1) e a distribuigao uniforme
entre —1/2 e 1/2 multiplicada por raiz de doze. Como a equagao estabelece, a altura na
posicao ¢ em um instante posterior é resultado de uma atualizagdo que envolve o resultado
das derivadas discretas L[h;(t)] e a adicdo do ruido, com cada sitio recebendo um valor
independente deste tltimo.

Certo cuidado precisa ser tomando com a integragdo das equagoes. A principal causa
dos problemas que podem aparecer sao as defini¢oes de derivadas discretas, que nao funcionam
bem em fungbes que variam razoavelmente na ordem da discretizacao. Como consequéncia
disso, diversos efeitos indesejados podem acontecer, como: os resultados dependerem da forma
de discretizagao usada [123]; o aparecimento de instabilidades [124,125]; os parametros nao-
universais da superficie resultante nao serem necessariamente aqueles utilizados na integragao
[126].

A titulo de ilustracao, para a equagao KPZ em uma dimensao, usando diferencas finitas
de primeira ordem, as derivadas discretas podem ser escritas como:

A
Lhi(t)] = v(hit1 + hi—1 — 2h;) + g(hz‘+1 —hi—1)® (3.2)
onde continuamos considerando uma rede de espacamento unitario. Como foi verificado em
[126], o perfil produzido usando essa discretizagao nao possui os mesmo parametros utilizados

na integragdo. Essa diferenca levou a proposicdo de uma nova discretizagao

L[hi(t)] = v(hit1 + hi1 — 2hy)

A
+ s [(his1 — hi)® + (hiy1 — hi)(hi — hi—1) + (hi — hi—1)?] . (3.3)
Em [123], foi mostrado que essa discretiza¢ao, mais simétrica, produz perfis com os mesmos
pardmetros utilizados na integracao. Essa discussao foi feita pra mostrar que, assim como
ocorre em integracoes numéricas em geral, existe uma liberdade na escolha das derivadas
discretas e uma escolha apropriada pode levar a resultados mais precisos.

3.6 Algoritmo para simulagao de interfaces com tamanho late-
ral variavel

A ideia principal desse algoritmo foi desenvolvida nas referéncias [164130]. O objetivo é
realizar uma simulacao onde o tamanho do sistema evolui de acordo com uma relagao pré es-
tabelecida L = Lo+ wt”. Em |16], consideramos que esse tamanho cresce com L(t) = Lo+ wt,
isso porque em um agregado circular L(t) ~ 2w (R(t)) onde (R(t)) ~ vst. No entanto, no
proximo capitulo vamos estudar sistemas que variam de forma mais geral, que crescem ou
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decrescem de forma nao linear. Para fazer o tamanho do sistema variar no tempo, alterna-
mos entre eventos de deposigao e eventos de duplicagdo/remogao de um sitio da superficie.
Portanto, definimos uma probabilidade de deposicao Py = L/(L + 6), onde 6 = dL/dt, e de
forma complementar uma probabilidade de duplica¢ao/remogao P, = 6/(L + ¢), onde essas
variagoes de tamanho sao realizadas em sitios escolhidos aleatoriamente. Essas probabilidades
sao definidas de modo que o niimero médio de deposigoes em uma unidade de tempo seja igual
ao tamanho médio do sistema nesse intervalo, e que o sistema varie de tamanho com uma
velocidade lateral 0. A cada evento, o tempo é incrementado de At = 1/(L + ¢). Na Fig.
3.3(a)| apresentamos uma ilustragao do algoritmo para o crescimento em uma dimensao. Os
eventos de deposicao podem seguir a regra de qualquer modelo definido até aqui, como sera
apresentado ao longo dos resultados desta tese, a variagao de tamanho nao muda o conjunto
de expoentes de escala de um dado modelo, influenciando apenas na HD e nas correlagoes
espaciais e temporais.

L, b
At = 1 97 L, + 28 W2 L, 428
Lyl + 28
P u —
WIT L+ 26 | I
S
7 Vyy =68
| | —
L P

Figura 3.3: (a) Ilustracdo do algoritmo para produzir interfaces que crescem lateralmente em uma
(a) e duas (b) dimensoes.

Esse algoritmo pode ser facilmente generalizado para dimensoes maiores, basta fazer
com que cada direg@o ortogonal varie com uma velocidade d. Para isso, no caso crescente em
duas dimensoes por exemplo, ao invés de duplicarmos um tnico sitio, vamos duplicar uma
coluna inteira ou linha da matriz que representa o sistema. Sendo assim, as probabilidades
passam a ser Py = L1Ly/(L1Loy+26), onde L1 e Ly sao o comprimento de cada lado. As du-
plicagoes acontecem com P, = §/(L1Ly+20) em cada dire¢ao, como ilustrado na Fig. |3.3(b)]
E importante ressaltar que o modelo SS especificamente demanda uma ligeira alteracao nesse
algoritmo, visto que ele nao admite h; — h;+1 = 0, por isso é necessério duplicar ou remover
um par de sitios primeiros vizinhos (ou colunas e linhas, dependendo da dimensionalidade do
espago). Dessa forma, sorteando um sitio 4, hj+1 = hj—1 € hiy2 = h;. Isso dobra a velocidade
lateral, e por isso utilizamos ¢/2 na definigdo das probabilidades para esse modelo. No caso
decrescente, um cuidado adicional deve ser tomado, pois a remocao de colunas pode produzir
diferencas de alturas maiores que as aceitas. Caso isso acontega, é necessario sortear novos
sitios até encontrarmos um no qual a remoc¢ao nao quebre a restricao de alturas do modelo.
Essa alteragéo deve ser feita nos modelos RSOS, CRSOS, SS e qualquer outro modelo que
possua restricoes nas diferencas de altura.

Finalmente, é importante destacar que ndés nao fomos os primeiros a estudar sistemas
planos com variagao temporal do tamanho lateral do sistema. Esse tipo de modelo foi primei-
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ramente proposto em [127]. Posteriormente, variagdes foram exploradas analiticamente [128]
e numericamente [129]. Esses trabalhos se concentram na escala da rugosidade, alguns deles
motivados por uma certa controvérsia da época sobre a aplicabilidade da anéalise de escala da
rugosidade, desenvolvida para interfaces planas, em interfaces curvas [131]. Um dos resulta-
dos interessantes de [127] foi a verificagdo de uma nova escala da rugosidade. Foi mostrado
que se o sistema crescer mais devagar que o comprimento de correlagdo, que ocorre quando
v < 1/z, a interface se torna correlacionada, resultando em uma rugosidade que escala com
W ~ L% ~ 7 O mesmo nao ocorre quando v < 1/z, onde a rugosidade segue a escala
usual W ~ t% do regime de crescimento. Esses resultados foram posteriormente obtidos ana-
liticamente em [128]|. Essa competigao entre o comprimento de correlagdo e o tamanho do
sistema desempenhara um papel fundamental no préoximo capitulo. Ainda em [128|, o autor
usa os termos “dominios crescentes’ e “substratos crescentes” para se referir a esses sistemas
que inflam lateralmente no tempo, nesta tese também usaremos esses termos, ressaltando que
o filme como um todo cresce lateralmente, e ndo apenas no substrato.
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Capitulo 4

Propriedades universais e nao
universais em crescimentos KPZ em
substratos de tamanho lateral variavel
no tempo

Neste capitulo, revisitamos as simulagoes de modelos da classe KPZ em dominios de
tamanho lateral variavel no tempo. Na Ref. |16] foi estudado apenas o caso linear (L =
Lo + wt), com o intuito de imitar a evolugao de sistemas circulares em d = 1 ou esféricos
em d = 2, cujos perimetros (ou 4rea) (P) das interfaces cresce com (P) ~ (R)¢ ~ t¢. Aqui
vamos generalizar isso estudando sistemas de tamanho L = Lg + wt?, onde 0 < v < 1,5 com
w positivo e negativo. Primeiro vamos analisar o caso decrescente (w < 0), posteriormente
passaremos a investigagdo de dominios que crescem (w > 0) com diferentes expoentes +.
Todos os resultados deste capitulo sao para d =1

4.1 Substratos de tamanhos decrescentes

Nesta primeira secao, o objetivo principal é esclarecer a diferenca entre as estatisticas
encontradas em interfaces produzidas em experimentos com cristais liquidos 18| e deposigao
de particulas coloidais nas bordas de gotas [17]. Nessas montagens experimentais foram
produzidos sistemas com curvatura global em interfaces de tamanho decrescente, isso porque,
como pode ser visto nas Figs [2.16(a)| e [2.16(b)| o crescimento acontece no lado interno de
um circulo, diminuindo o perimetro a medida que (h) aumenta. Os resultados em suspensoes
coloidais mostraram o que se esperava, que esses sistemas com curvatura global possuem
estatistica GUE. Porém, resultados mais recentes em cristal liquido mostraram que sistemas
curvos decrescentes possuem estatistica GOE—Airy;. Motivados por essa diferenga, utilizamos
o algoritmo definido no capitulo passado para comparar dominios que crescem linearmente,
que sabemos possuir estatistica GUE—Airys—C; ~ t#, com os que decrescem linearmente
para verificar qual é o papel da dinadmica do substrato.

Comegando pela HD, primeiro verificamos o comportamento da Skewness (S) e da
Kurtosis (K). Na Fig. apresentamos os valores dessas razdes em dominios que crescem
e decrescem, com tamanho inicial Ly = 6 x 105 e |w| = 20. No painel da esquerda temos
os resultados de diferentes modelos em dominios decrescentes. Nesse grafico é bem evidente
que S e K se mantém nos valores da GOE por quase uma década, antes de comecarem a
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aumentar rapidamente. Esse aumento final também foi observado em , ele provavelmente
acontece porque o dominio decrescente se torna correlacionado em tempos longos. Mais
especificamente, como a rugosidade de saturagao escala com o tamanho do sistema, ela deve
comecar a decrescer quando o comprimento de correlagao alcangar o tamanho do sistema,
vamos analisar isso em detalhes mais afrente. No painel direito da Fig. Ccomparamos os
substratos crescentes com os decrescentes. Nesse grafico notamos que inicialmente os valores
de S e K nas diferentes CI's sdo quase os mesmos, sendo independentes da evolugao do
tamanho do sistema, ambos os casos sao iguais a sistemas de tamanho fixo, que néao incluimos
no grafico para nio atrapalhar a comparacdo. A partir de um tempo ¢t ~ 5 x 10% as curvas
comecam a se separar, o valor de S e K no caso w > 0 comecam a decrescer na direcao
da GUE. Esse comportamento do dominio crescente ja era esperado de [16] (Fig. ,
onde foi verificado que o tamanho inicial muito grande produz um transiente inicial em GOE,
enquanto em tempos longos esse tamanho se torna irrelevante e o sistema tende para GUE.

S TR TR | L DI 2 | T IR A5 I O SRR Iﬂll
o Etching (w < 0) g‘% o RSOS (w>0)
0,4} o RSOS (0<0) m | ~ RSOS (0<0)
» S8 (< 0) $ "
0,3k :
0,2-’*‘: &
0,1+
0 A ||||2 uul3 uul4 M ||w|"? " ”“I] .\\\\4
10 1t0 10 10 1t0' 10

(a)

w<0;t=

e 500

7 0)<O;t=2k

o w<0;r=10k -
s 0>0;1r=2k

&~ m>0;r=20k

- w>0; r=40k

1 ;
Ar/2(Tn)*

Figura 4.1: (a) Comparagao de S e K dos modelos em substratos decrescentes (w = —20) e crescentes
(w = 20). As linhas horizontais representam os valores de S (vermelhas) e K (verdes) da GOE
(tracejadas) e GUE (pontilhadas). (b) Covariancia espacial dos mesmos modelos com os mesmos
parametros, medida nos tempos indicados pelas setas coloridas nos respectivos painéis de (a). A cor
dos pontos em (b) corresponde a cor das setas em (a).
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Para verificar com mais precisao a subclasse dos dominios decrescentes, analisamos
também a covariancia espacial e a temporal. No painel esquerdo da Fig. 4.1(b)} mostramos
as covaridncias espaciais dos diferentes modelos nos instantes de tempo marcados pelas setas
coloridas do painel esquerdo da Fig. onde as cores dos pontos da Fig. é a mesma
que a seta da Fig. 4.1(a)l que marca o tempo da medida. Podemos notar que a covariancia
espacial concorda muito bem com a curva Airy; nos tempos ¢t = 500 (seta vermelha) e t = 2000
(seta verde), apresentando um desvio para baixo bem visivel no tempo ¢t = 10* (seta azul),
que é proximo da regido de crescimento rapido de S e K. Para fazer uma comparagao mais
clara com os dominios que crescem, no painel direito da Fig. {4.1(b)| mostramos apenas os
resultados do modelo RSOS nos instantes marcados pelas setas do painel direito de Fig.
Note que no tempo ¢ = 2000 os substratos crescentes também concordam com Airyy,
comecando a desviar na direcdo de Airys nos tempos maiores. Portanto, notamos que no
platd transiente, onde as curvas concordam com os valores de GOE, a covariancia concorda
com Airy; independentemente do sinal de w.

Para analisar a covaridncia temporal, olhando primeiro para os substratos decrescen-
tes, no painel esquerdo da Fig. mostramos esta para diferentes modelos em diferentes
dominios decrescentes. Para ty no intervalo entre 10? e 103, as curvas apresentam um regime
de decaimento com (8 + d/z = 1 antes de um decrescimento mais rapido, onde esse final é
consequéncia da diminui¢ao da rugosidade (note que o termo (Ft)fB na reescala do eixo y supoe
que a rugosidade continua crescendo). Assim, notamos que realmente os dominios decrescen-
tes possuem um transiente com a estatistica completa GOE—Airy;—C; ~ t~!. Ja para os
dominios crescentes, no painel direito da Fig. [£.2] mostramos as covariancias do modelo RSOS
com Ly = 16 x 10* e w = —20 nos tempos ty = 100,500, 1000 e 10000 (da direita para a
esquerda). No painel interno esta o expoente de decaimento efetivo obtido da inclinacao local
em cada instante t/tg. Nesse grafico vemos que para tempos longos o expoente efetivo cami-
nha em diregao a 1/3, esperado para o caso curvo. Na pratica nenhum dos valores ultrapassa
1/2, mas isso deve ser consequéncia do crossover muito lento, pois em tempos muito longos
o tamanho inicial deve ser irrelevante. Note que os valores de S e K na Fig. ainda
estao muito longe da GUE. Contudo, mais interessante que isso, a curva de o = 100 possui
um platd em A, ¢f = 1 para ty pequeno, concordando com a conjectura para o caso plano.
Dessa forma, apesar dos dominios que crescem linearmente no tempo possuirem estatistica
assintotica GUE—Airys—C; ~ t—#, se o tamanho inicial Lg for muito grande eles apresentam
um transiente na estatistica GOE—Airy;—C; ~ ¢!, bem como os sistemas decrescentes, logo
a variagao no tamanho do substrato é irrelevante durante esse transiente. Finalmente, com-
parando os nossos resultados com os obtidos nos experimentos com cristais liquidos, podemos
concluir que a estatistica GOE—Airy; encontrada naquele sistema deve ser consequéncia do
tamanho inicial grande usado 14, e ndo do sinal da curvatura como sugerido em [18|. Na
verdade, esses resultados experimentais servem como mais uma evidéncia de que a curvatura
em si é irrelevante, importando apenas a combinacao do tamanho inicial do substrato com a
variagao temporal do seu tamanho.

A discussao do paragrafo anterior contrasta com os resultados obtidos em suspensoes
coloidais. Analisando em detalhes a Figura 3(b) da Ref. [17], notamos que os experimentos
envolveram depésitos de altura média da ordem de 20um. Como as particulas que compoe
essas superficies tém didmetro da ordem de 1pm, os depositos sao resultado da deposigao de
menos que vinte monocamadas. Em simulagoes de modelos discretos sempre precisamos de
muito mais que isso para se atingir o regime assintético, onde encontramos apenas transientes
sem nenhuma evidéncia de universalidade em poucas monocamadas. De fato, na Fig.
apresentamos os resultados das simulagoes de modelos discretos em tempos muito curtos.
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Figura 4.2: Covariancia temporal dos diferentes modelos nos substratos decrescentes (painel es-
querdo) e o modelo RSOS com Ly = 16 x 10* crescendo com w = 20 (painel direito). No modelo de
Etching usamos Ly = 8 x 10* com w = 40 (estrela), no RSOS Ly = 6 x 10° com w = —20 (circulos),
no SS Lo = 16 x 10* com w = —40 (triangulos). Os valores de t, ficaram entre 10? e 103 no painel
esquerdo, e foram ¢y = 100, 500, 1000 e 10000 (do maior para o menor da direita para a esquerda) no
painel da direita. O painel interno do lado direito é o expoente efetivo obtido da média das inclinagoes
locais em cada instante t/%.

Consideramos sistemas com Ly = 1600 e w = —10 para Etching, BD e RSOS, e w = 0
para Eden e BD-Eden, ja que a discussao anterior deixa evidente que em tempos curtos w é
irrelevante. Aqui consideramos o modelo de Eden que parte de uma linha reta de particulas
em h = 0 ao invés de uma semente no centro de uma rede, produzindo uma superficie sem
curvatura global. Nesses graficos notamos que S e K tem um comportamento nao universal,
podendo eventualmente concordar com GUE nesses tempos curtos. Para produzir um exemplo
concreto, simulamos um crescimento competitivo entre o modelo de deposicao balistica e o
modelo Eden B. Esse crescimento consiste em definir uma probabilidade p de se depositar uma
particula segundo a regra BD, e com a probabilidade complementar (1 — p) acrescentamos
uma particula de acordo com o modelo de Eden. Na Fig. esté o resultado desse modelo
competitivo com p = 0,35, que por causa do niimero pequeno de monocamadas, concorda
com os valores da GUE mesmo se tratando de um sistema com tamanho fixo, possuindo
distribuicdo assintotica dada por GOE. E importante ressaltar que esse modelo competitivo
nao deve descrever bem todos os ingredientes presentes no crescimento na evaporagao de gotas
com suspensoes coloidais. Porém, ele mostra que o niimero pequeno de monocamadas deve
ser o responsavel pela conclusao aparentemente errénea de que a distribuicao assintotica é
dada por GUE na Ref. [17]. Outros equivocos dessa referéncia foram destacados nas Refs.
[132/|133|. Realmente, o video no material suplementar publicado nessa referéncia mostra que
esse crescimento com particulas levemente anisotropicas (excentricidade € = 1,2) envolve a
deposicao de agregados com diversas particulas, que inclusive se movem consideravelmente
mesmo apds a sua deposigao. Por causa desses efeitos é natural se esperar um ntmero grande
de monocamadas para se obter o regime assintético.

Explorando mais a fundo a HD desses dominios decrescentes, na Fig. [£.4] mostramos
o segundo, terceiro e quarto cumulantes dessa distribuicao. Na Fig. vemos que a
rugosidade quadratica da superficie realmente alcanga um valor maximo antes de comecar a
decrescer. Nesse grafico temos apenas o modelo RSOS com diferentes Lg e w. Como o sistema
evolui com L = Ly — |w|t, (L) = 0 define um tempo caracteristico t. = Lo/w. Utilizando
esse tempo e os valores de I' [16]|, podemos reescalar as curvas de rugosidade quadratica,
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Figura 4.3: (a) Skewness e (b) Kurtosis da HD de diferentes modelos em funcdo da altura média.
As linhas solidas horizontais representam os valores da GOE (vermelho) e GUE (azul).

obtendo o colapso da Fig. Nessa figura também incluimos os modelos de Etching
(triangulos) e SS (quadrados). A reescala com esse t. também colapsa (h?®). (Fig. e
(hh). (Fig. , mostrando que . é mesmo a escala temporal relevante nesse sistema. B
interessante notar que essa reescala faz os maximos dos diferentes modelos acontecerem em
um tempo de crossover t* ~ 0,8t. (ver o painel interno de Fig. . Considerando que
essa rugosidade maxima acontece quando o comprimento de correlagdo alcanga o tamanho
do sistema &(t*) ~ (L(t*)), sendo (L(t*)) = Lo — |w|t* encontramos t* =~ t.(1 — &£(t*)/Ly).
Podemos obter uma aproximagao para esse t* considerando a razao £(t*)/Ly para substratos
de tamanho fixo. Nesse caso, a amplitude da rugosidade de saturagao ¢ W2 = AL2*/12 [29), e
no regime de crescimento W2 = (T't)2%(x2)... O crossover acontece quando essas duas relagoes
se igualam. Sendo I' = |A|[AY*/2 e € = (V/A|At)Y/?, obtemos £(t*) = 22/3Lg/12(x?)c, que
resulta em £(t*)/ Lo = 0,207, assumindo que x é dada por GOE. Portanto, o crossover acontece
quando o comprimento de correlacao é da ordem de um quinto do tamanho do sistema. Dessa
forma, t* ~ t.(1 — &(t*)/Lo) =~ 0,8t., que concorda muito bem com os méaximos obtidos nas
simulagoes.

Apobs o comprimento de correlagdo alcangar o tamanho do sistema é natural que a
rugosidade quadratica passe a escalar como W? ~ L2¥ e sendo L ~ Lo(1 —t/t.) = W? ~
(1—t/t.). Entao, a escala da rugosidade é dada por uma relagao de Family-Vicsek modificada:

z2P ,se < 0,8
W = (Ptc)25<x2>6f(t/tc)’ com  f(z) = { b(l—z) ,se 08<a<l’

onde b é uma constante universal. Podemos verificar no painel interno da Fig. que o
modelo RSOS (circulos) visivelmente nao segue essa escala no regime 0,8 < = < 1, apesar
do modelo de Etching (triangulos) desviar menos. Realmente, a condigdo 0,8 < = < 1 ¢
muito restritiva, confinando a aplicacao da escala desse regime a uma janela muito pequena,
que pode impossibilitar a sua verificagdo. Além disso, nesse regime estamos necessariamente
considerando sistemas de tamanho muito pequenos, fazendo com que efeitos de tamanho
finito sejam inevitaveis, o que pode dificultar ainda mais a verificagdo dessa relagao de escala.
Os modelos com restrigao de altura ainda possuem um problema adicional, pois, como a
rugosidade ¢é relativamente grande em relagao ao tamanho do sistema, a remogao de colunas
deve ficar restrita a um pequeno conjunto de opgoes que nao produzem diferencas de alturas
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Figura 4.4: Cumulantes da HD para substratos decrescentes. (a) Rugosidade quadratica do modelo
RSOS com Lo = 4 x 10%,8 x 10* e 16 x 10, com w = —10, — 20 e —40. As combinacoes desses
pardmetros produzem curvas que se sobrepoe se t. = Lg/|w| for o mesmo. A altima curva a decrescer
é para Ly = 16 x 10* com w = —10 (¢, = 16 x 10%), e a que decresce primeiro é para Ly = 4 x 10*
com w = —40 (t. = 10%), as outras curvas sido as combinacdes que produzem t, = 2 x ,4x e 8 x 103
(da esquerda para a direita). Os demais graficos sdo a reescala do segundo (b), terceiro (c¢) e quarto
(d) cumulante da HD. Nesses graficos incluimos o modelo de Etching (triAngulos) e o SS (quadrados).

proibidas. Por isso, a remocao de colunas deve se tornar “enviesada’, o que pode ser o motivo
do modelo RSOS desviar mais que o Etching da relacao de escala esperada.

Para encerrar a discussao sobre dominios decrescentes, vamos discutir os casos com
v # 1. Na Fig. apresentamos a comparagao das razoes R, S e K das distribui¢des
GOE e GUE com os diferentes modelos. Usamos diferentes 4’s, com Ly = 6 x 10°, w = 5
no modelo SS e w = 20 nos demais. Nesse grafico vemos que as curvas concordam com GOE
antes do aumento final, que s6 deve acontece em tempos maiores para v = 0,5. Na Fig. 4.5(b)]
mostramos as covariincias espaciais, onde é evidente o acordo com Airy;. J& a covariancia
temporal, na Fig. apresenta um decaimento Cy ~ 1 Portanto, notamos que os
diferentes 7’s concordam com a estatistica GOE—Airy;—C; ~ t~!, corroborando a conclusio
de que, antes do crossover, em tamanhos iniciais grandes a dindmica lateral do substrato é
irrelevante.
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Figura 4.5: (a) Valores das razdes R (preto), S (vermelho) ¢ K (azul) da HD dos diferentes modelos
com diferentes v’s. As linhas tracejadas (pontilhadas) s@o os valores dessas razoes para a GOE (GUE).
(b) Covariancia espacial dos diferentes modelos, Airy; (linha solida verde) e Airys (linha tracejada
vermelha). (c¢) Covaridncia temporal dos diferentes modelos. Os tempos iniciais foram ¢, = 2500
(preto), 5000 (vermelho) e 10* (azul) para o modelo de Etching, e to = 1250, 2500 e 5000 para SS e
RSOS, usando a mesma sequéncia de cores.

4.2 Dominios que crescem de forma nao linear no tempo

Nesta secao trataremos sistemas com L = Ly + wt”?, com w > 0e 0 < v < 1,5. Nosso
objetivo aqui é estudar em detalhes a competicao entre o comprimento de correlagao e o
tamanho do substrato, generalizando os resultados obtidos em [16]. Assim, a discussao ¢é feita
separando os regimes v < 1/z, v = 1/z e v > 1/z. Note que em tempos longos w deve ser
irrelevante se v # 1/z. Para evitar o transiente discutido na segao passada, as simulagoes aqui
sempre comecam com Lo = 4. E importante ressaltar que as simulacdes nesta secdo podem
parecer um pouco abstratas, jA que nos sistemas reais conhecidos a variagdo do tamanho é
inevitavelmente relacionada ao niimero de monocamadas depositadas, ou seja, quando o raio
médio aumenta em uma unidade o perimetro médio cresce em exatamente 27, caracterizando
uma condicao circular. Entretanto, no nosso algoritmo para crescimento lateral do substrato,
a dindmica do tamanho do sistema é desacoplada da variagao das alturas, que é justamente o
que nos permite estudar a competicao entre a propagacao das correlagdo e o crescimento do
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substrato com diferentes taxas. Consequentemente, seria dificil achar sistemas reais que se
assemelham a essas simulacoes. Do ponto de vista tedrico, sistemas analogos aos nossos talvez
possam ser construidos alterando a topologia do espago, como nas Ref. [134135|. Nessa altima
referéncia, os autores consideraram um crescimento confinado a um subespaco conico. Eles
verificam que ao mapear esse cone, e a interface contida nele, em um plano que é perpendicular
e toca a ponta desse cone a distribui¢ao de raios era dada por GUE. Substituindo o cone por
uma superficie de revolucdo obtida de uma funcio f(z) ~ 2 com b # 1, talvez leve a uma
topologia onde os crescimentos sao similares as nossas simulagoes.

4.2.1 Resultados para v < 1/z

Nesta pequena subsecdao vamos examinar o que acontece se o tamanho do sistema
crescer mais devagar que o comprimento de correlagao. Nesse caso, é natural imaginar que o
sistema deve se tornar correlacionado. De fato, como a rugosidade de saturagao escala com
Wt ~ L%, é de se esperar que W ~ t*7. A Fig. mostra que a rugosidade realmente
segue essa escala, que ja havia sido proposta e verificada na Ref. [127]. E importante ressaltar
que apesar do sistema estar correlacionado, tecnicamente o que obtemos nao é um estado
estacionario, pois a rugosidade cresce no tempo.

I & Etching L~ "
_ 0,25
1 03F 8 SS L~t 4R

100 t 1000 10000 10 100 tlooo 10000
(a) (b)

Figura 4.6: (a) Rugosidade de dominios que crescem com v < 1/z. (b) R (preto), S (vermelho) e K
(azul) desses mesmos sistemas. As linhas tracejadas (pontilhadas) s@o os valores dessas razoes para a
GOE (GUE)

Uma vez que a HD da classe KPZ em d = 1 no estado estacionario é Gaussiana, é
interessante verificar a HD desses dominios que crescem lentamente. Na Fig. tragamos
os graficos de R, S e K dos modelos SS e Etching, com v = 0,25 e v = 0,5 respectivamente.
Nesse grafico fica evidente que tanto a Skewness quanto a Kurtosis tendem para zero rapida-
mente, o que significa que a HD deve ser Gaussiana. A razao R também tende a zero poque,
enquanto a média das alturas cresce livremente, o aumento da rugosidade fica limitado pelo
tamanho do sistema, que cresce de forma relativamente lenta.

4.2.2 Resultados para y=1/z

Como visto na subsegao anterior, quando 7 — 1/z por baixo a rugosidade deve escalar
com W ~ %7 mas nesse caso ay — a/z — [3, assim a rugosidade escala com o expoente do
regime de crescimento (ver Fig. 4.9(a)| mais a frente). A taxa de crescimento do substrato
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e do comprimento de correlagdo sao da mesma ordem mesmo no regime assintético. Por
isso a amplitude w deve ser o fator mais relevante nesse caso. Como o comprimento de
correlacao & dado por £(t) = (A|\|t)'/?, é de se esperar que se w < (A|\|)Y/# o sistema se torne
correlacionado, enquanto w > (A|A|)'/# deve resultar em uma HD nao-Gaussiana. Realmente,
as Figs. e mostram que, aumentando w entre 1 e 100, os valores das razoes S e
K variam de zero (Gaussiana) para proximos daqueles da GUE. A razao R fica mais distante
dos valores esperados, o que deve acontecer por causa das fortes corre¢oes presentes na altura
média. Em [16] mostramos que as duplicagdes sao responsaveis por corregoes logaritmicas, na
subsegao [4.2.4] vamos generalizar os calculos para o caso nao-linear, onde vamos verificar que
as corregoes sao ainda mais fortes se v < 1. Voltando ao assunto, é interessante notar como
a amplitude w precisa ser relativamente grande para que a distribuicao se aproxime de GUE,
pois o comprimento de correlagdo é dado por £(t) = t1/% para o modelo SS, &(t) ~ 0,783t1/%
para o RSOS e &(t) =~ 1,663tY/# para o Etching. Isso deve ser consequéncia do crossover para
o regime de saturagao ser marcado por £/L = 0,207. Lembrando que a regiao de crossover é
relativamente extensa (ver Fig. , razoes pouco menores também devem estar fora do
regime de crescimento. Entdo, ¢ de se esperar que w deva ser bem maior que (A|\|)'/# para
se evitar completamente os efeitos do crossover para o estado estacionario. Mesmo assim, é
de certa forma impressionante que dominios que crescem marginalmente mais rapido (mesmo
expoente) que o comprimento de correlagao ja apresentem a distribuigao GUE.

Algo especialmente interessante sobre este regime pode ser observado analisando a HD
em funcao de w. Pela discussdo do pardgrafo anterior, é natural se esperar que a escala
relevante nesse caso seja w/(A|\)Y?. Na Fig. mostramos S e K em funcao dessa
razao para cada modelo (omitimos R por ele possuir fortes corregoes). Nesse grafico notamos
que em w/(A[A\)Y# ~ 10 a HD dos trés modelos concordam com distribui¢do do Ensemble
Gaussiano Simplético (GSE). De fato, como os valores da GSE estao entre os da Gaussiana
e GUE, inevitavelmente S e K passariam por esses valores em algum ponto, mas essas duas
razoes, para todos os modelos, cruzam simultaneamente a GSE aproximadamente em um
mesmo valor de w/(A\)\])l/z. Portanto, podemos pensar que temos um ponto GSE entre a
Gaussiana e a GUE.

Na realidade, analisando com cuidado os graficos da Fig. (4.7} notamos que tanto a
Skewness quanto a Kurtosis ultrapassam ligeiramente os valores esperados para GUE nos
w’s grandes. Para entendermos porque isso acontece analisamos na Fig. S e K do
modelo SS com v = 0,5, Ly = 4 e w = 400. Note que o Ly usado é pequeno e, como v < 1/z,
assintoticamente a distribuicao deve ser Gaussiana. Os valores elevados de S e K observados
nessa figura devem acontecer porque nos primeiros passos de tempo, enquanto a superficie
ainda é bem lisa, acontecem véarias duplicacoes, o que efetivamente é similar a comegar com um
tamanho inicial grande. Assim, podemos concluir que uma amplitude w muito grande também
pode induzir um transiente inicial semelhante ao discutido na secéo passada. Estimando o
tempo necessario para £(t) = (L), nesse caso obtemos t ~ 10%%, logo o transiente deve ser muito
extenso. Provavelmente é por isso que ndo conseguimos notar um maximo na Fig. [4.8(a)]
Além disso, esse transiente inicial também é mais extenso pelo v < 1, como podemos ver na
Fig. Esse grafico é analogo a Fig. [2.16(c)} mas aqui acrescentamos os resultados do
mesmo modelo (RSOS) com mesmo w = 20 e Lo = 8 x 10* (asteriscos), mas usando expoentes
~v =0,85 (preto), 1/z (vermelho) e 0,5 (azul). Nesse grafico podemos notar que os maximos
ficam mais altos quando « diminui, o que seria equivalente a aumentar Ly quando v = 1
e, como 0os AL’s produzidos em um mesmo tempo final sdo menores, o crossover fica mais
extenso. Portanto, a combinacao desses dois efeitos, w grande produzir um transiente que é
ainda mais extenso por v < 1, deve ser responsavel pelo desvio para cima observado na Fig.
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Figura 4.7: Valores de S (a), R e K (b) do modelo SS com v =1/zew =1,3,10,30 e 100 (de baixo
para cima). As linhas tracejadas sdo os valores dessas razoes da distribuigdo GUE. (c¢) Valor assint6tico
de S (acima) e K (abaixo) como fungdo de w/(A|\|)*/# dos modelos de Etching (triangulos), RSOS
(circulos) e SS (quadrados). As linhas sélidas sdo os valores da GUE e a pontilhada da GSE.

[4.7 para w > 1. Essa discussao fica mais convincente considerando os resultados da proxima
se¢ao, onde mostramos 1/z < v < 1 com w’s menores, que assintoticamente crescem mais
rapido que os substratos desta subsecdo, produzem distribuicbes GUE. Deixamos algumas
discussoes das CI’s que se aproximam da GUE (w ~ 30 com v = 1/z) para a proxima segao.

4.2.3 Resultados para v >1/z

Agora vamos analisar os dominios que crescem mais rapido que o comprimento de
correlagdo. Olhando primeiro para a rugosidade, na Fig. tracamos essa grandeza em
funcao do tempo para diversos valores de v no modelo SS. No painel interno vemos que
o expoente de crescimento é proximo do esperado para KPZ em d = 1 (8 = 1/3). No
entanto, podemos notar que a amplitude da rugosidade cresce com . O ansatz no regime de
crescimento mostra que W = (I't)%(x?),, logo a amplitude go = I'*(x?). depende de 7. Essa
variagao fica mais clara na Fig. onde tragamos gs como fungao de v também para
o modelo SS. No painel principal temos o valor de g5 como fun¢do de v com w = 20, onde
realmente notamos uma variagao consideravel. As linhas tracejadas horizontais sdo os valores
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Figura 4.8: (a) S e K do modelo SS com Ly = 20, w = 400 e v = 0,5. As linhas tracejadas sao os
valores de S (vermelho) e K (azul) da GOE, as linhas pontilhadas sdo o mesmo para a GUE. (b) S
do modelo RSOS com diferentes Ly (legenda), com w = 20 para todos. As cruzes sdo os resultados
com v =0,85 (preto), 1/z (vermelho) e 0,5 (azul). Nesse caso, a linha tracejada vermelha é o valor de
S da GOE e a preta o valor da GUE.

dessa grandeza usando o v = 1 (de substratos com tamanho fixo) e (x4ppz)c (abaixo) ou
(X2 p)e (acima). E interessante perceber que em vy = 1, go cruza a linha tracejada superior,
que seria a amplitude esperada para uma interface curva. Malis a frente vamos retomar esse
assunto. Para verificar a influéncia de w em go, no painel interno temos o valor dessa grandeza
para varios w’s mantendo v = 0,85 fixo, onde notamos uma variacdo maior apenas na regiao
w < 10. Dessa forma, reiteramos que o valor de go realmente varia consideravelmente com a
velocidade de crescimento do substrato.

Para identificar se o fator I'* ou (x?). é o responsavel pela variacdo de g2, olhamos
para as razoes de cumulantes R, S e K, onde, por serem adimensionais, o fator I' se cancela.
Analisando a Fig. podemos concluir que essas razoes concordam com os valores da
GUE, sem ter uma variagdo expressiva com -y, lembrando novamente que o R possui fortes
correcoes. Portanto, concluimos que a velocidade de crescimento do substrato afeta o paré-
metro nao universal I', sem afetar a distribuicao y. Essa discussao nos permite constatar algo
interessante, que basta o dominio crescer com ~ ligeiramente maior que 1/z para a HD ser
dada pela GUE e, mesmo para taxas de expansao do substrato assintoticamente grandes (o
caso vy > 1) essa distribuigao se mantém.

Sabendo que a HD é dada pela GUE, podemos usar o valor de g2 e obter I' para a
cada velocidade lateral. De posse desse valor, podemos olhar para as covariancias temporais.
No painel interno da Fig. |4.10(a)| apresentamos essa covariancia para diferentes modelos com
diferentes +’s. Nos sistemas com ~ > 1, tivemos que usar valores de w menores porque o
tamanho do substrato cresce rapido demais (sendo w = 5em vy =12¢e¢w =1 em v = 1,5),
nos demais casos usamos w = 20. Nesse gréifico vemos que a forma da curva da covaridncia
varia com a taxa de expansao e, portanto, ela é nao-universal. Note que isso nao é um efeito
de tempo finito, pois esse painel interno inclui curvas para diferentes tg, que colapsam tao
bem para um dado v que é dificil notar que h& mais de uma curva. No painel principal
mostramos o expoente efetivo de decaimento para cada -y, usando a mesma cor que o painel
interno com diferentes simbolos. Aqui percebemos que, apesar da discordancia na forma, as
curvas se aproximam bem mais da conjectura do caso curvo (C; ~ t=3) que a do caso plano

(Ct ~ til).
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Figura 4.9: (a) Rugosidade do modelo SS com diferentes v’s e w’s. O painel interno mostra o expoente
de crescimento efetivo calculado de derivadas locais. (b) Amplitude da rugosidade do modelo SS em
como fungdo de «, mantendo w = 20. No painel interno variamos w mantendo v = 0,85 fixo. (c)
R (preto), S (vermelho) e K (azul) de diferentes modelos com diferentes 4’s. As linhas tracejadas
(pontilhadas) sao os valores dessas razoes para a GOE (GUE). Usamos w = 20 para vy < 1, w = 5
paray =12 e w =1 para v = 1,5.

Para analisar a covaridncia espacial, precisamos do parametro A. Como o valor de I’
varia, sendo A = (2I'/|\|)®, esse pardmetro também deve depender de v e w. Para obté-
lo, precisariamos saber como A varia com esses pardmetros. A maneira mais comum de se
obter o valor de A é considerar sistemas com diferentes inclinagoes, e verificar como a v
varia com essas inclinagoes (ver Ref. [33]). Todavia, o crescimento lateral do substrato faria,
efetivamente, essa inclinagdo diminuir ao longo do tempo, inviabilizando esse método. Assim,
sem conhecer o valor de A, a opcao que temos é usar um valor A’ que iguala as curvas da
covariancia espacial em uma linha de referéncia arbitraria. Na Fig. 4.10(b)| comparamos as
curvas de covariancia dos diferentes modelos para varios 7’s com as curvas Airy; e Airys.
Naturalmente as curvas iniciam em uma posi¢ao no eixo y proxima da Airys, pois Cs(0,t) =
W2 e, dai, Cs(0,t)/(I't)%/® = (x?)e. Porém, vemos que as curvas variam com 7, e nenhuma
das curvas concorda realmente com a Airy,. Além disso, a forma como as curvas variam em
funcao de ~ deixa evidente que em v = 1 acontece um cruzamento entre as covaridncias e
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Figura 4.10: Covariancia temporal (a) dos diferentes modelos com diferentes v’s. O painel interno
mostra a curva completa e o painel principal mostra os expoentes efetivos de decaimento. (b) Com-
paragdo entre a covariancia espacial dos diferentes modelos com as curvas Airy; (tracejada abaixo)
e Airy, (tracejada acima). Ambos os graficos incluem curvas com diferentes tempos para cada caso.
A covariancia temporal considera os t¢ no intervalo entre ¢;/8 e 3t;/4, onde t; ¢ o tempo final da
simulagdo. Ja& a covariéncia espacial foi feita em tempos no intervalo t;/2 e t;y. Os dois graficos
usam os mesmos modelos e parAmetros. A curva preta é para o modelo SS com v = 1/z e w = 20
(ty = 4 x 10%), a vermelha é para o SS com v = 0,75 e w = 20 (t; = 4 x 10?), a azul é o RSOS com
w = 0,85 com w = 20 (ty = 4 x 10%), verde & para o Etching com w =12 comw =5 (t; =2 x 10%) e
a laranja ¢ o mesmo modelo com w = 1,5 e w =1 (¢ = 1 x 10*). Na figura (a) incluimos o modelo
RSOS com v = 1 e w = 20 (magenta) para ilustrar a forma da covarincia temporal em interfaces
curvas.

Airy,. Finalmente, é importante destacar que as curvas de covariancia espacial cruzam o zero
quando v < 1, o que s6 pode significar que existe um comprimento caracteristico. Como nao
notamos um minimo local esse comprimento deve ser da ordem do tamanho do sistema.
Considerando os resultados apresentados nesta subsecgao, notamos que enquanto a HD
é dada pela GUE se v > 1/z, os parametros ndo-universais e as covariancias dependem da
taxa de crescimento do substrato. Apesar do expoente efetivo do decaimento da covariancia
temporal se aproximar da conjectura valida no caso curvo, a forma completa da func¢ao (vamos
chama-la de ®3) s6 é obtida em v = 1, lembrando que essa forma é conhecida de experimentos
e simulagbes, sem derivacoes analiticas até o momento. O mesmo é verdade para a forma da
covariancia espacial, concordando com Airys apenas se v = 1. Portanto, a estatistica com-
pleta GUE-Airys-®5 s6 é obtida em v = 1, note que aqui é necessario distinguir entre a lei
de decaimento da covaridncia temporal e sua forma completa. Algo similar também acontece
com os pardmetros nao universais. Voltando a Fig. notamos que quando v = 1 o
valor de I' se torna igual ao caso com substrato de tamanho fixo. Pelo acordo verificado
na Ref. [16], o mesmo deve ser verdade para os demais parametros. Esses resultados sdo de
certa forma impressionantes, ja que a distribuicgo GUE normalmente aparece acompanhada
de Airys e ®5. Entdo, notamos que diversas propriedades desses dominios crescentes variam
continuamente com a taxa de expansao, coincidindo com a geometria curva apenas em vy = 1,
que é a condicao que imita precisamente a evolucao do tamanho da zona ativa em agregados
circulares. Esses resultados acabam nos fazendo lembrar dos apresentados na Ref. [136]. Lem-
brando que a distribui¢ao de Baik-Rains é obtida quando a altura é medida em relagao a uma
condi¢ao inicial equivalente a um perfil de alturas no estado estacionario. Nesse trabalho, os
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autores estudaram a HD do modelo TASEP em condigoes iniciais homogéneas de diferentes
densidades. Numa linguagem mais apropriada a essa tese, o que eles fizeram foi equivalente
a considerar uma condigao inicial no estado estacionario com amplitude de flutuagoes dife-
rentes das do modelo em questdo, um movimento browniano com constante de difusao que
produz uma varidncia diferente da rugosidade quadratica de saturagao. Um exemplo facil de
se entender seria crescer o modelo de Etching sobre uma condicao inicial extraida do estado
estacionéario do modelo RSOS. Olhando para a HD partindo de diferentes condigoes iniciais,
eles verificaram que a distribui¢do obtida s6 concorda com a Baik-Rains se a amplitude das
flutuagoes dessa condicao inicial for a mesma que a do sistema em questao no estado esta-
cionério. Eles obtém uma familia de distribui¢des interpolando a GOE, na condigao inicial
lisa, com a Baik-Rains quando a constante de difusao do movimento browniano inicial tem a
amplitude correspondente as flutuagoes do modelo em questao, ver Fig. 3 dessa referéncia.
Dessa forma, assim como a distribuicao Baik-Rains exige um “ajuste fino” das amplitudes das
flutuagoes iniciais para ser verificada, a estatistica GUE-Airys-®o exige um v = 1 para ser
observada.

4.2.4 Corregoes

Para finalizar, vamos estimar as corregbes que aparecem como consequéncia das dupli-
cagoes nesses dominios que crescem com vy # 1, generalizando os calculos de [16]. Conside-
rando a média da equagao KPZ (eq. [2.22)), as condigoes de contorno periodicas garantem que
(V2h) = 0. Isso pode ser facilmente verificado em uma dimensio notando que

d"h\ 1 [Tthdrh 1 (d"h
_ 1L O e — 2 (O . 4.1
<dx”> L /xo dn ™ T L <d:c"—1 x0> (4-1)
Em uma funcdo de periodo L, h(zx) = h(xz + L), logo d"h(x)/dx" = d"h(z + L)/dz", isso

implica em ser igual a zero.
Ja o termo (Vh)? é afetado pelas duplicagoes. Considerando a média desse termo

_ d""h
xo+L dx”_l

Ld
1
Gt = ﬁ Z(th,)z 5
=1

para verificar explicitamente os efeitos das duplicagoes, nos desconsideramos as deposigoes e
verificamos como esse Gy varia em uma unidade de tempo. O nimero médio de duplicagoes
que acontecem em uma unidade de tempo é [ = dL/dt = ywt?~!. Dessa forma teremos

1 Ld (L4104
_ \2 )2
Gt = 3y ;whz) + .%le(w , (4.2)

onde a segunda soma é feita sobre os sitios duplicados e a primeira é sobre o restante da
superficie. Considerando que, estatisticamente, cada sitio contribui com uma mesma quantia

em Gy, fazemos
L+

> (Vh)? = d%‘ll (L+1)7— Ld] Gy
i=Ld+1

onde a fracao (d — 1)/d aparece por causa da suavizacdo causada pelas duplicagoes, pois
Oh;/0x,, = 0 no sitio h; duplicado na direcdo z;. Usando a equagao anterior em e

99



4.3 Dominios que crescem de forma nao linear no tempo

NTR

considerando Zf:di (Vhi)? = L% G, obtemos

1 L \?
~l1-=(1-(— :
Gt d <L+l) G

Para Ly pequeno, podemos considerar que L =~ wt? em ¢t > 1, o que resulta em
% ~ 14 7, que & proximo de um em tempos grandes. Desconsiderando termos de O(t=?)

obtemos p
Y G Y

Gy — Gy~ ——G — =~ ——0G

t+1 t ; t ,ou dt P

que resulta em Gy ~ ¢t~7. Note como 7 = 1 recupera o resultado da ref. |16].
De acordo com os calculos desenvolvidos até aqui, o efeito acumulado das duplicagoes
deve ser uma correcdo do tipo ut!~7. Assim, a inclusio da correcio no ansatz (Eq. [2.30)

resulta em
h = veot +sgn(\) (L) x + put! =7 + ...

onde 177 é substituido por Int se ¥ = 1. Note que quanto menor o -, mais forte a correco.
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Figura 4.11: Corregoes obtidas nas simulagoes. As curvas de baixo para cima sdo para o SS com
v =1, 0 RSOS com v = 0,85, 0 SS com v = 0,75 e o Etching com v = 2/3. Para o modelo de Etching

usamos w = 30, e w = 20 nos demais.

Para verificar se a nossa deducao condiz com os resultados das simulac¢oes, tomamos
a derivada do ansatz e isolamos a correcao. Como podemos ver na Fig. [L.I1] no intervalo
1/z <~ < 1 as corregoes sao coerentes com os célculos dessa subsegdo. Lembrando que o
ansatz nao é valido para v < 1/z, pois a superficie se torna correlacionada e ele é proposto
para o regime de crescimento. Para v > 1/z as corregdes se tornam despreziveis, ja que

1-~v<0.

4.3 Conclusao

Neste capitulo estudamos em detalhes as propriedades do crescimento KPZ em do-
minios cujos tamanhos crescem e decrescem com diferentes velocidades. Mostramos que
sistemas com tamanhos iniciais grandes sempre tém um transiente inicial com a estatistica
GOE—Airy; —C; ~ t~!, independentemente taxa com que o substrato cresce ou diminui. Nos-
sos resultados concordam com os obtidos em experimentos de cristal liquido com interfaces
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curvas decrescentes [18|. No entanto, enquanto os autores de 18] argumentam que a esta-
tistica obtida é fruto do sinal da curvatura da interface, os nossos resultados mostram que a
curvatura nao tem papel algum na estatistica. Por consequéncia, os nossos resultados discor-
dam dos obtidos na deposigao de particulas coloidais nas bordas de gotas em evaporagao [17],
onde os autores reportam que a HD dos depositos com particulas pouco anisotrépicas (excen-
tricidade e = 1,2) é dada pela GUE. Argumentamos que os resultados desses experimentos
foram obtidos com poucas monocamadas, da ordem de vinte, e mostramos que nesses tempos
iniciais as distribuigoes sdo dominadas por transientes nao universais.

Em substratos que crescem mais devagar que o comprimento de correlagao (v < 1/z), a
HD é Gaussiana, como ocorre em substratos de tamanho fixo apds a saturacao da rugosidade.
Porém, como o tamanho do sistema nao é fixo, a rugosidade nao satura. Contudo, a sua escala
passa a ser limitada pelo tamanho do sistema, pois, como W ~ L% e L ~ t7, a rugosidade
acaba escalando com W ~ t7*, de acordo com os resultados de [127,128|.

Nos dominios que crescem com o mesmo expoente que o comprimento de correlagao,
a amplitude w se torna mais relevante. Nesse caso, a medida que w varia entre 1 e 100, uma
familia de distribuigoes interpolando entre Gaussiana e GUE existem. Assim, mesmo sistemas
que crescem marginalmente (mesmo expoente) mais rapido que o comprimento de correlagao
possuem HD dada pela GUE. Além disso, curiosamente, verificamos que em w/(A|\|)'/# =~ 10
a HD ¢ dada pela GSE, onde (A|A|)Y/# é a amplitude do comprimento de correlacio. Isso
sugere fortemente que a relacao entre a classe KPZ em d = 1 e matrizes aleatorias é mais
estreita que o imaginado.

Ja os dominios que crescem mais rapido que o comprimento de correlagao (v > 1/z)
apresentaram comportamentos nao-universais um tanto inesperados. A HD concorda com a
GUE em todos os casos que consideramos (1/z > v > 1,5). Entretanto, a forma das curvas
de covaridncia variam com <, concordando com as obtidas no caso curvo apenas quando
v = 1, apesar do decaimento da covaridncia temporal seguir um expoente muito préoximo da
conjectura Cy ~ t=# do caso curvo. Dessa forma, podemos dizer que, apesar da HD ser dada
por GUE, apenas quando v = 1 a estatistica completa da subclasse curva é obtida.

GSE GUE - Airy,; ¢,
. -1 - -
GOE - Airy,- C,~t"  Gaussiana-W ~t T GUE; C,~ t° T GUE; C,~t"
-« i 1 1 >
v>0 v=0 v=2/3 y=1 v>1
w<0 w=0 w>0

1/z
w/(AIA]) =10

Figura 4.12: Resumo dos resultados obtidos para cada combinagao v e w.

Os resultados apresentados aqui deixam evidente que a competicao entre a evolugao do
comprimento de correlagao e a do tamanho do sistema tem papel fundamental na subdivisao
da classe KPZ. Pensando em uma espécie de espaco de fase desses dominios com tamanho
que varia no tempo, a Fig. resume de forma concisa as nossas conclusoes. Os resultados
para substratos decrescentes estdo submetidos para publicacdo como Rapid Communication
na PRE. O restante estd em fase final de preparacao para submissao.
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Capitulo 5

Dependéncia das classes VLDS, EW e
MH com as CI’s

No capitulo passado discutimos em detalhes como diferentes CI’s alteram as proprieda-
des estatisticas da classe KPZ. E natural se perguntar se isso é uma exclusividade dessa classe
ou algo mais geral. Neste capitulo vamos mostrar que as demais classes também apresentam
uma, subdivisao produzida pela CI. Aqui, vamos nos limitar a sistemas com tamanho fixo e
sistemas que crescem linearmente, onde L = Ly + wt, com w positivo e Ly &~ w. Serd dado
um enfoque maior & classe VLDS por sua equacao ser nao-linear e, consequentemente, ser um
problema mais desafiador do ponto de vista analitico.

5.1 Universalidade e subdivisao da classe VLDS

Ao examinarmos o volume de conhecimento acumulado sobre a classe de universalidade
KPZ e a VLDS fica evidente que, apesar de MBE ser uma das principais técnicas de cres-
cimento crescimento de filmes finos, o modelo teérico MBE nao-linear (VLDS) se encontra
muito defasado em relagao a classe KPZ. Como ja apresentado na Sec. a classe KPZ
possui resultados para a sua HD, no regime estacionério e de crescimento, e covaridncias es-
paciais, analiticos em uma dimensao e numéricos em duas. Ja a classe VLDS possui apenas S
da HD no regime de crescimento, além de S e K no estado estacionario em duas dimensoes,
que de fato é a dimensao mais relevante pensando na deposicao de filmes finos. Enquanto a
covaridncia temporal possui conjecturas gerais, mas que ainda nao foram testadas na classe
VLDS. Além dessas diferengas, a classe KPZ possui um conjunto de equagoes, coloquial-
mente conhecidas como "KPZ toolboz", que faz a conexao entre os parametros nao-universais
da equagao com os pardmetros diretamente mensuraveis da superficie, como os do ansatz
h = vaot + (T't)Px. Dessa forma, para estudarmos a HD da classe VLDS através desse ansatz,
primeiro precisamos desenvolver essa conexao entre os parametros dele e os da equagao da
classe.

5.1.1 Conexao entre os parametros nao-universais da equagao e os mesu-
raveis da superficie

Para explorarmos a forma da distribuicao y, precisamos do parametro I, isso porque,
como dito em Sec. o crescimento ser conservativo garante v, = 1 . Ja a covariancia
espacial exige o parametro A. Assim, primeiro precisamos conectar esses parametros aos da
equagao VLDS. Vamos obter essa relagdo entre os parametros seguindo de perto a anélise de
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escala feita em [138,139]. Essa anélise é feita considerando apenas as unidades das grandezas
presentes na equacao

oh _ L — [h]? [D]
= = MVE(VR)? + Vi + VD¢ = - [V“]W + MW A (5.1)

onde [y] denota a unidade da grandeza y, a tltima parcela é consequéncia de [0(x)] = 1/[x]
e [0(t)] = 1/[t]. Essa andlise dimensional nos permite obter as unidades dos coeficientes da
equacao A ) )

[]" _ o _ [P[z]
Dessas equagoes, fica evidente que podemos escrever a equagao da classe VLDS na forma
adimensional fazendo as transformagdes h' = (Ag/va)h, t' = (DX)Y3/vi)t e o/ =
((DA3)'/3 Jug) x. Essas transformacoes levam a equagdo para:

(5.2)

h/ !/ ’
gt, =V +VEHVR? ') . (5.3)
Nessa forma adimensional, a escala de FV toma a forma wh = L'?*f(t'/L'?). Que transfor-
mada de volta se torna

wy = AL**f[(¢(t)/L)*)] (5.4)

onde A = (D/X4)*?[v3/(A\2D)]?*/(4=9 ¢ o comprimento de correlagao &(t) = (Dt/A)"/*. Esses
resultados foram obtidos considerando a presenca de uma corre¢do qualquer nos expoentes,
ouseja, a =(4—d)/3—06,2=8+d)/3—20ef=(4—d—35)/(8+d—65). Como ja dito,
o célculo de renormalizagao com dois loops retorna § = 0,01361(2 — d/2)? [55].

Para obtermos o I' em fungao dos parametros da equagao, basta relacionar a variancia
do ansatz com a escala de FV no regime de crescimento. Nesse regime f(x) ~ ba?? fazendo

com que wy = (DA%_lt)wb, sendo a variancia do ansatz (h?). = (I't)??(x?). notamos que
1
I'=DA% ' eb= (2.

5.1.2 Distribuicoes de altura

Para estudar a classe VLDS, fizemos simulagoes dos modelos DT com um fator de
redugao de ruido N = 20, CRSOS com variagoes de altura m = 1 (CRSOS1) e m = 4
(CRSOS4), em d = 1. Em duas dimensoes utilizamos o CRSOS com m = 1,2 e 4. A
estatistica associada a geometria curva foi obtida usando o algoritmo para interfaces com lados
crescentes, usando w = 12 em uma dimensao e w = 1/2,2 em duas dimensdes, sempre com
v = 1. Usamos expansoes lentas para explorar tempos maiores, uma vez que na classe VLDS o
comprimento de correlagao cresce de modo lento, por z ser grande. Nos substratos de tamanho
fixo usamos L = 131072 e L = 2048 em d = 1 e 2 respectivamente. Como veremos a seguir,
o modelo CRSOSI1 foi essencial nesse trabalho pelo fato dos parametros nao-universais da
equagio terem sido obtidos analiticamente em [140,141]. Eles obtiveram vy = (21 — 12v/2)/2,
M = (10 = 3v/2)/2 e D = (2/2 — 1)/2. Usando as relagdes obtidas na subsecio passada
obtemos I' = 0,6167 ¢ A = 0,4662. Note que, apesar do CRSOS com diferentes valores de
m ser essencialmente o mesmo modelo, cada valor desse pardmetro produzira diferentes I' e
A e, assim, variar o m é equivalente a variar os parametros v4, Ay e D da equagdao VLDS.
Apresentaremos resultados de outros modelos VLDS no final desta segao.

Antes de discutirmos as distribui¢ées de altura, é importante verificar se os expoentes
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Figura 5.1: (a) Expoente efetivo da rugosidade no tempo para uma (acima) e duas (abaixo) di-
mensdes. (b) Cumulantes da distribuigdo x do modelo CRSOS1 em uma dimensdo em interfaces de

tamanho lateral fixo.

Tabela 5.1: Estimativa dos cumulantes de x do modelo CRSOS1 em d =1+ 1.

CI (x) (xX%)e ()e (x")e
plano 0 0,375(5)  0,0315(5)  0,000(2)
curvo 0 0,612(8)  0,0487(3)  0,001(3)

—~~

sao alterados pelo algoritmo de crescimento lateral. Os expoentes a e z serdo considerados
adiante quando discutirmos as covariancias. A Fig. [5.1(a)| apresenta o expoente efetivo da
rugosidade em func¢do do tempo para os diferentes modelos e CI'sem d = 1 e d = 2. Em
trabalhos anteriores [5556] foi observado que a corre¢ao de dois loops é importante (em
d = 1), por isso comparamos os nossos resultados com os expoentes de dois loops, linhas
azuis tracejadas. Nessa figura, notamos que 8 se aproximam bastante desses valores, assim,
o crescimento do substrato nao altera o seu valor assintético. No entanto, podemos ver um
leve desvio mesmo em tempos longos. Isso sugere a presenca de fortes correcoes na escala da
rugosidade, como consideraremos adiante.

Passando as distribuigdes de altura, como possuimos o valor de I' do modelo CRSOSI,
podemos isolar os cumulantes de x do ansatz. A Fig. apresenta e, 0 ee (xe, lem-
brando que (x). = 0, pois o crescimento é conservativo. Nessa figura notamos que esses cumu-
lantes se tornam aproximadamente constantes, o que significa que o ansatz proposto funciona
bem para a classe VLDS. No entanto, podemos notar que a varidncia decresce mais lentamente
no tempo, esse decrescimento é consistente com <X2>c + ct=P/2. Assim podemos supor que
h=t+ (I't)%x + ute, com (u) = 0, novamente pelo crescimento ser conservativo. A variancia
desse ansatz com a correcao (ut€) sera dada por (h?). = (Tt)Y¥ (x2) e+ (T) Pt (X 1) cov + (112 ) €.
Dessa forma, tomando novamente que o decrescimento de (h?)./(I't)?? ~ (x?). + ct?/?, temos
e = 383/4 se a corregdo vier de (u?). ou € = 3/2, caso a correcio seja fruto da covariancia
(XH) cov-

A estimativa dos cumulantes da distribui¢ao de x para o modelo CRSOS1 se encontram
na Tabela Nela, vemos que os valores da varidncia sdo os que mais diferenciam a CI,
além de uma leve diferenca no (x3)., sendo (x*). bem préximo de zero em ambos os casos.
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Figura 5.2: (a) Skewness e Kurtosis em d = 1 e d = 2 dos diferentes modelos com substratos de
tamanho fixo. No painel superior apresentamos os resultados para d = 1 em funcio de t~%/2, e no
inferior d = 2 em funcdo de t=#. (b) Grafico utilizado para estimar o T' do modelo CRSOS4 e do DT.

Tabela 5.2: Estimativas de S, K e R dos diferentes modelos VLDS em d = 1 (acima) e d = 2
(abaixo). Os resultados para dominios crescentes em duas dimensdes sdo para w = 1/2.

CI plana CI curva

Modelo S K S K Reg
CRSOS1 0,137(8) -0,002(8) 0,094(2) 0,001(5) 1,63(4)
CRSOS4 0,134(9) -0,001(1) 0,090(2) 0,000(1) 1,62(5)

DT 0,136(8) 0,001(1) 0,093(4) 0,001(2) 1,69(6)
CRSOS1 0,13(2) 0,00(1) 0,066(7) 0,01(1) 2,26(4)
CRSOS2 0,13(1) 0,000(8) 0,065(6) 0,003(7) 2,27(5)
CRSOS4 0,13(2) 0,007(9) 0,062(8) 0,003(6) 2,28(4)

Note que até aqui nao podemos afirmar que y é universal, por termos analisado um tnico
modelo. Como nao possuimos os valores de I' para os demais modelos, olhamos para a

‘ T = — (p3 213/2 3 2\3/2 _
skewness e a kurtosis, pois, ignorando as corregoes, S = (h”)./(h*)e' " ~ (x*)./{(x*)e' " e K =
(W /(h?)2 ~ (x")e/(x?)?. Assim, analisando essas razoes de cumulantes, podemos verificar
a universalidade da distribuigao, que, de fato, é visivel na Fig. onde a extrapolagao
dessas razoes de cumulantes retornam valores muito préximos para todos os modelos. Essas
extrapolacoes foram feitas observando que correcdes do tipo t=7/2 (d = 1) e t=9 (d = 2)
linearizavam razoavelmente as curvas em tempos longos. Nos casos crescentes, notamos que
o dobro desses expoentes produziam as melhores extrapolacoes.

Os resultados dessas extrapolagbes em uma e duas dimensoes para CI plana e CI
curva sao apresentadas na Tabela Nesse caso, definimos uma nova razao Rcy =
(R?)C1e/ <h2)gl” ~ (x2)¢1e/ <X2>§Ip como sendo a razao da variancia entre as subclasses curva
e plana. Note que, como a (x) = 0, o coeficiente de variacdo R utilizado no capitulo anterior
fica indefinido. Na tabela[5.2|fica evidente que os resultados dos diferentes modelos concordam
muito bem, confirmando a universalidade das distribui¢oes de alturas. Notamos que, assim
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como na classe KPZ, as varidncias nos dominios crescentes sao maiores que nos substratos de
tamanho fixo, em ambas as dimensoes. Além disso, como os valores da razao R¢oj concorda
entre os diferentes modelos, o valor de I" deve ser independente da CI. E curioso que, S para
substrato de tamanho fixo praticamente ndo muda de uma para duas dimensoes, enquanto K
¢ proxima de zero em todos os casos. E interessante notar também que os valores de S e K na
classe VLDS sao bem menores que aqueles da classe KPZ. No entanto, as razoes de varidncia
Rey sao maiores que Royr = 1,27451 (d = 1) e Ror =~ 1,46 (d = 2) da classe KPZE Os re-
sultados da tabela também sao menores que os obtidos para o estado estacionario, |S| ~ 0,32
e |K| = 0,1 em uma dimensao, e |S| ~ 0,2 em duas dimensdes [56,57|. Finalmente, existe
uma estimativa de S feita através de renormalizacdo com um loop no regime de crescimento,
com resultado S = —0,0441 [58|, que inverte de sinal dependendo do sinal de A4, mas mesmo
assim é bem menor que nossas estimativas.

Com base na concordancia observada na tabela [5.2] podemos considerar que a dis-
tribuicdo de x é universal. Essa suposicao nos permite utilizar os valores dos cumulantes
obtidos para CRSOS1, tabela 5.1} para obter o valor de I' dos modelos CRSOS4 e DT em
uma dimensdo. Para isso, plotamos na Fig. (h?)./t*(x?). e extrapolamos para obter
os valores I = 2,7(1) para CRSOS4 e I = 0,035(2) para DT.

C T I T T | % I l ‘ ‘ §
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,@1 E El *® 4? _§
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Figura 5.3: Colapso das distribuigoes de altura reescaladas para a variavel ¢ em uma (a) e duas (b)
dimensoes. Em ambos os casos os simbolos cheios representam CI curva (w = 2) e os simbolos vazados
CI plana. Os graficos internos estdo em escala linear para evidenciar a concordancia nos picos.

Possuindo os valores de I" em uma dimensao, podemos fazer o colapso das distribuigoes
P(x) através da variavel ¢ = (h —t)/(I't)?. O colapso observado na Fig. corrobora
a universalidade das distribui¢oes de altura da classe VLDS. Além disso, podemos concluir
também que a estimativa dos I'’s foi precisa e o colapso do caso crescente reforca o fato
desse parametro ser independente da dindmica lateral do sistema. Esses colapsos também
podem ser verificados em duas dimensoes. Nesse caso, como nao conhecemos os valores dos

s, definimos go = I'?%(x2).. e fazemos ¢* = (h — t)/\/ggtﬂ, que é simplesmente ¢/4/ (x2){.
Assim, temos a distribuigdo para CI plana com variancia igual a um e para CI curva com
variancia igual a R¢y, isso é mostrado na Fig. [5.3(b)|

"Em d = 1 esse valor pode ser obtido diretamente de [9]. A estimativa no caso bidimensional pode ser feita
usando T e (x&;, ) de [16] e 0 g = I'*?(x?). obtido para o0 RSOS em CI plana de [142].
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5.1.3 Covariancia espacial e temporal

Tendo em vista a universalidade das distribui¢oes de altura, vamos analisar agora se
0 mesmo ocorre com as covariancias. Basicamente, nosso interesse é saber se a fungdo de
escala ¥ na Eq. ¢é universal e dependente da CI. Porém, o colapso dessa curva depende
do parametro A, que possuimos apenas para CRSOSI1. Assim, de maneira anéloga ao que
fizemos na HD, tracamos a covariancia espacial do modelo CRSOS1 e supondo que ela seja
universal, verificamos se uma reescala apropriada no eixo z é suficiente para obter um colapso
O parametro dessa reescala serd o proprio A. Na Fig. |5.4(a)
tragamos um grafico com as covariancias espaciais com CI plana (simbolos vazados) e CI
curva (simbolos cheios). Estimamos o valor de A fazendo os minimos presentes na CI plana
concordarem. Obtemos A = 8,67(8) para o modelo CRSOS4 ¢ A = 0,599(6) para o DT.
Usando esses valores, plotamos as covariancias espaciais dos sistemas com CI curva, também
mostradas na Fig. Verificamos que as curvas de fato colapsam, o que nos indica que a
estimativa de A foi precisa. Desse grafico podemos concluir que as fungoes ¥ da covariancia
espacial sao universais e diferentes dependendo da CI.

com os demais modelos.
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Figura 5.4: (a) Covariancias espaciais dos diferentes modelos com CI plana (simbolos vazados) e CI
curva (sfmbolos cheios) em uma (a) e duas (b) dimensoes.

Em duas dimensoes o cenario é parecido. Como pode ser visto na Fig. [5.4] as curvas
para uma dada CI tém qualitativamente a mesma forma em uma e duas dimensoes. Neste
caso, como nao possuimos os valores dos parametros para nenhum dos modelos, reescalamos
usando a rugosidade dos sistemas com substrato de tamanho fixo, assim Cs(0,t) = 1 para
substratos de tamanho fixo e C5(0,t) = R no caso crescente. Na abscisa a reescala foi feita
com um A’ que translada os minimos do caso plano para um. Assim, apesar da auséncia
dos parametros, podemos verificar que a covaridncia espacial também tem formas universais
e dependentes das CI’'s em duas dimensoes. Notamos também que para dominios crescentes
U ~ 2712 em ambas as dimensdes, para z grande.

E muito importante destacar que, do ponto de vista da invariancia de escala, os mi-
nimos presentes na Fig. [5.4] para o caso plano sao algo delicado. Um minimo na covariancia
espacial esta relacionado a um comprimento caracteristico, e nessa escala de comprimentos o
sistema necessariamente nao é invariante de escala. Podemos criar uma intuicao sobre esse
minimo notando que, nesse caso, como Cs = ((h(z) — h)(h(x + r) — h)), uma parcela dos
produtos é positiva enquanto a outra é negativa, e que a média disso ao logo da superficie é
maxima. Assim notamos que 7 acaba sendo a distAncia média entre picos e vales. Ao contra-
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rio das superficies realmente auto-afins, onde essa distancia assume qualquer valor com igual
probabilidade, esse minimo na covaridncia espacial representa uma distancia mais frequente
entre os picos e os vales, o que significa que existe a formacao de algo similar a "morros"na
superficie. Isso ja havia sido observado em modelos VLDS [118|. Finalmente, como o ta-
manho desses morros escala com a rugosidade, no limite hidrodindmico esse comprimento
caracteristico diverge, o que significa que ele se torna menos relevante.

Como conhecemos a conexao entre os parametros A e I' e os da equagao VLDS, po-
demos estimar Ay e D dos modelos CRSOS4 e DT, em d = 1. Como possuimos apenas dois
parametros, precisamos desconsiderar a corregao de dois loops. Dessa forma, fazendo § = 0 te-
mos Ay = I'JAY/26+1/2 = 0,03 para CRSOS4 e A4 ~ 0,098 para DT (N=20). Independente da
corre¢ao, obtemos D = F/Al/%_1 ~ 0,89 e D =~ 0,46 para CRSOS4 e DT, respectivamente.
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Figura 5.5: Covariancias temporais dos diferentes modelos para CI plana (simbolos vazados) e CI
curva (simbolos cheios) em uma (a) e duas (b) dimensoes. O painel interior mostra como as curvas
dos substratos crescentes sofre fortes corregoes. Assim, nesse caso as curvas no painel principal sdo as
extrapolacoes para ty — 0.

Vamos agora analisar a covarincia temporal (Eq. . Novamente, queremos ve-
rificar se ® é universal. Para isso, fazemos o colapso da covaridncia tracando um gréfico
de Cy/(I"%tot)? por t/tg, onde ty é o tempo no qual o estado da superfl’cie é salvo para ser
comparado em um tempo posterior t. Como podemos ver na Fig. |5 em uma dimensao
temos um colapso muito bom das curvas, o que demostra a unlversahdade da covariancia
temporal. Para duas dimensoes, como nao conhecemos o parametro I', reescalamos utilizando
o produto das rugosidades nos tempos t e tg. Apesar do bom colapso dos dados para substra-
tos de tamanho fixo, Fig. [5 para os dominios crescentes esse colapso nao ocorre, como
podemos ver no painel 1nter10r. No entanto, realizando uma extrapolagdo em tg, o que seria
analogo a considerar ty — 00, as curvas passam a colapsar muito bem. A necessidade dessa
extrapolagao deve vir das corregoes mais fortes que aparecem para CI curva, lembramos que
as corre¢oes na variancia para CI curva tém um expoente duas vezes maior que na CI plana.
Finalmente, tanto em uma quanto em duas dimensoes, nés observamos que para CI curva
em tempos longos, ® ~ t = e para CI plana, ® ~ t=PF=d/% que correspondem as conjecturas
propostas nas referéncias [82| e 83|, respectivamente. Assim, estamos mostrando que essas
conjecturas realmente valem para a classe VLDS.
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5.2 Universalidade e subdivisao das classes EW e MH

Nesta se¢do vamos fazer uma anélise andloga a que foi feita para a classe VLDS nas
classes EW e MH. Primeiramente devemos encontrar a conexao entre os parametros I' e A
e os das equagOes. Usando novamente uma anélise dimensional, obtemos v,, = [z]"/[t], onde
k = 2,4 para EW e MH, respectivamente, e [D] = [h]?[z]/[t] para ambas as classes. Essa
analise nos mostra que o comprimento de correlagao é dado por & = (Vnt)l/ # para ambas as
classes, o que é natural visto que essas equagOes possuem apenas um termo com derivada
espacial, responsavel pela propagacao das correlagoes. Comparando a rugosidade quadratica
no regime de crescimento com o ansatz obtemos:

(h*)e = wy = AL**f[((t)/L)] = AL**(x*). ,

(V,.@t)l/z 2Bz
L

onde, de acordo com as reescalas de w), para we, A = D/v,; em ambas as classes. A substituigao
de o = Bz resulta em
wy = A(vet)?? (). = T = AV,

Utilizando a forma de A nessa ultima equacdo resulta em I' = D?/uy para EW e I =
(D*/v4)Y/? para MH.
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Figura 5.6: Rugosidade da integragdo da equagdo EW (a) e MH (b)usando os parametros v, = 1
com D = 0,25 (circulos) e v, = 6 com D =1 (quadrados). As curvas com pontos pretos sdo para CI
plana e as com pontos vermelhos sao para CI curva. Os painéis internos mostram a reescala usada
para obter (x?)..

Para estudar essas duas classes utilizamos integragoes numéricas das equagoes de cres-
cimento junto a simulagoes de modelos discretos. Na classe EW utilizamos os modelos de
Family e SS com evaporacao (com p = 1/2), e na MH o modelo LCM. Essas simulagoes
foram feitas em uma dimensao para substratos de tamanho fixo e crescendo linearmente com
w = 12. Nos sistemas com tamanho fixo usamos L = 131072 (2'7) para os modelos discretos
e L = 8192 (2'3) nas integracdes. Como ficara evidente a seguir, a logica utilizada para lidar
com a auséncia dos pardmetros I' e A dos modelos discretos de cada classe é a mesma que a
usada na classe VLDS, onde comparamos os resultados dos modelos aos das integragoes para
obter esses pardmetros.

Para realizar as integragoes, utilizamos dois conjuntos de pardmetros em ambas equa-
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Tabela 5.3: Lado esquerdo acima, média de {x?). obtido pela integracio das equagoes EW e MH
com os dois conjuntos de paradmetros considerados. Lado esquerdo abaixo, estimativa do parametro I'
dos modelos assumindo os valores de (x?). das integragoes. Lado direito, estimativa de A através do
colapso da covariancia espacial dos substratos com tamanho fixo. Estimativa dos demais parametros
através das relagoes obtidas no comeco dessa secao, usando os valores de I' e A dos resultados para
substrato de tamanho fixo.

CI plana CI curva Family SS LCM
) e EW 0,794(7) 1226(9) [ A 0,64(1)  1,0002)  0,83(1)
(X*)emn 0,650(2) 0,937(2) || v 0,78(6) 1,00(5)  0,60(1)
T Family 0,318(7) 0,332(8) || D 0,50(5) 1,00(7)  0,50(2)
(8)
(2)

Tss 0,998(8 1,04(2)
Trom 0,469(2 0,474(3)

¢oes tanto com CI plana quanto com CI curva, v, = 1 com D = 0,25 e v, = 6 com
D = 1. As discretizacdes que utilizamos foram VZ2h; = hiv1 + hi—1 — 2h; para EW e
Vih = hivo + hi—o — 4h;jy1 — 4h;—1 + 6h; para MH.

Comegando pela HD, como ji comentamos na segao no ansatz h = t + (I't)’x o
crescimento ser conservativo garante que (x) = 0, e a HD ser Gaussiana implica em (x"), = 0
para n > 2, o que nods realmente confirmamos para CI plana e CI curva. Sendo assim, deve-
mos olhar apenas para a varidncia das distribui¢oes. Analisando a rugosidade das superficies
obtidas pelas integracoes das equagoes, observamos a subdivisao das distribui¢oes, como mos-
trado na Fig. Nessa figura fica evidente que a integragao com dois conjuntos diferentes
de parametros resulta numa mesma amplitude (y?). para cada classe, e que esse valor muda
se o substrato crescer ou nao. Assumindo a universalidade dessas amplitudes, podemos obter
o valor de I' para cada modelo, tabela [5.3] Note que os valores desses parametros estimados
para diferentes CI’s é aproximadamente o mesmo, ficando evidente que a subdivisao das al-
turas é universal. Para o SS (p = 1/2) os parAmetros I' = 1 e A = 1 foram calculados na
referéncia [143|, que concorda com a nossa estimativa, reforgando a validade da nossa analise.

Sobre a covariancia espacial, comparamos as curvas em diferentes tempos da integragao
com as dos modelos. Da mesma forma que fizemos para VLDS, obtivemos o valor de A
igualando as curvas em um dado ponto de referéncia, para EW foi na linha pontilhada e
MH utilizamos o minimo novamente (ver Fig. . Utilizando esse valor de A obtido pela
comparacao entre as simulacées com CI plana, Tab. fizemos a reescala para CI curva e
verificamos um 6timo colapso, o que demonstra a universalidade e a subdivisao da covariancia
espacial. Novamente, o valor de A estimado para o SS (p = 1/2) concorda com o de [143].

Na covariancia temporal, verificamos o colapso entre o resultado das integragoes e
os modelos discretos para diferentes tempos ¢y, como mostrado na Fig. O que, além
de demonstrar a universalidade de ®, serve como mais uma evidéncia de que os I'’s foram
estimados com precisao razoavel. Novamente, olhando para a escala de ® em tempos longos
obtivemos que ® ~ t# e & ~ t~8~4/% para CI curva e CI plana, respectivamente, confirmando
novamente as conjecturas de [82] e [83].
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Figura 5.7: (a) Colapso da covariancia espacial da integragdo EW (linhas tracejadas) com o modelo de
Family (circulos). Simbolos vazados e simbolos cheios sdo para CI plana e CI curva, respectivamente.
As cores representam diferentes tempos, sendo eles ¢t = 0,5t¢,0,7t,0,9t¢ e t¢, onde t¢ é o tempo final
da simulacdo. Nas integragoes ¢ty = 2000 (d¢t = 0,001) e nos modelos t; = 100000 para CI plana e
ty = 20000 para CI curva. (b) o mesmo para a comparacdo da integracdo da equagdo MH com o
modelo LCM.
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Figura 5.8: (a) Colapso da covariincia temporal da integragdo da equacao EW (linhas tracejadas)
com o modelo de Family (circulos). As curvas de cima sdo para CI curva e as de baixo para CI plana.
As cores representam diferentes ty5. Nas integrac¢oes os tempos sao ty = 300,600 e 1200, e nos modelos
to = 1000,5000 e 10000. No grafico (b) apresentamos o mesmo para integracao da equagdo MH com
o modelo LCM.

5.3 Modelos com longo comprimento de difusao

Nesta secao investigamos separadamente os modelos CV e LADP em d = 1 e 2 em
substratos de tamanho fixo, L = 65536 (216) e L = 1024 (2!°) respectivamente. Esses modelos
possuem um comprimento de difusdo que é de certa forma controlavel, ja que neles fixamos a
priori um parametro relacionado a quantidade de saltos aleatérios que acontecem entre duas
deposicoes. E evidente que, em tltima instancia, a distancia média percorrida pelos adatomos
depende da morfologia da superficie. De qualquer forma, em ambos os modelos uma vasta
gama de morfologias podem ser produzidas controlando esse parametro, de superficies muito
lisas quando esse parametro é grande a muito rugosas quando ele tende a zero.
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E importante ressaltar que, em uma dimensdo, esses modelos ndo devem pertencer a
classe VLDS, pois ambos possuem [ =~ 3/8 (MH), como pode ser visto nas Figs. [5.9(a)| e
5.9(b)l No entanto, em seguida ficara claro porque tratamos esses modelos aqui, separados
das discussoes sobre a classe MH feitas na se¢ao passada.
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Figura 5.9: Rugosidade para diversos valores do parametro referente a difusdo dos modelos CV (a)
e LADP (b). Valores de S (circulos) e K (quadrados) para os mesmos valores de pardmetros dos
modelos CV (c) e LADP (d). O painel interno de (¢) é um zoom pra mostrar o minimo em S que ¢
evidente nos menores valores de Q)g. Todos os graficos desta figura sao resultados de simulagoes em
d=1.

Os valores de S e K do modelo CV com agregagao irreversivel (Fig. e do
modelo LADP (Fig. variam razoavelmente de acordo com a mobilidade dos adatomos.
Dentre os valores considerados em ambos os modelos, podemos verificar que a medida que a
mobilidade aumenta, os valores de |S| e K se tornam menores. Assim, podemos assumir que
eles pelo menos tém uma tendéncia de se aproximar de zero (lembrando que para a classe MH
a HD deve ser uma Gaussiana) em grandes mobilidades, concordando com o esperado para
a classe MH. Além disso, como podemos ver no painel interno da Fig. a convergéncia
de S é nao monotonica e |S| diminui de forma muito lenta quando ¢ — co. A qualidade
dos resultados do modelo LADP nao nos permite excluir essa possibilidade. Dessa forma,
esse crossover pode fazer esses resultados concordarem em tamanhos de sistemas e tempos de
deposicao muito longos, mas é claro que isso é apenas uma especulagao.

Em duas dimensoes o cenario é um pouco mais esclarecedor. Na Fig. [5.10| mostramos
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Figura 5.10: Valores de S (circulos) e K (quadrados) para os modelos CV (a) e LADP (b). As
linhas tracejadas sdo os valores S = —0,13 e K = 0 obtidos para a classe VLDS nesse capitulo. (c)
Modelo de CV considerando a difusdo de particulas com um vizinho lateral. Todos os graficos desta
figura sao resultados de simulagoes em d = 2.

S e K dos modelos CV e LADP. Neste caso os transientes sdo mais rapidos, os maximos e
minimos sao bem evidentes. Além disso, para G = 100 podemos ver as curvas do LADP se
aproximando de zero, as demais curvas tem um formato que di a entender que elas podem
concordar com G = 100 em tempos maiores que os estudados aqui. Os resultados do modelo
CV séo bem parecidos aos LADP, parecendo exigir mais tempo para se aproximar de zero. No
entanto, se adicionamos a possibilidade de particulas com um vizinho difundirem no modelo
CV o cenario se torna mais complexo. Por simplicidade podemos escolher diretamente um
valor € = e B/ksT  que de acordo com a definicio do modelo, feita no Cap. no [3| a taxa
de difusao de particulas com um vizinho lateral serd @1 = Qpe. Como veremos a frente,
alguns dos valores de € que utilizamos sao muito elevados. Fizemos isso porque queriamos
verificar com clareza os efeitos da difusao de particulas com um vizinho. Na Fig. [5.10(c)]
colocamos dois painéis, do lado esquerdo fixamos Qg e variamos €, do lado direito fixamos e
e variamos (Jg. No painel esquerdo dessa figura, observamos que mesmo os valores pequenos
de € se tornam relevantes a medida que o tempo cresce. Do lado direito, assim como pode
ser visto na Fig. |5.10(a)| observamos que @)p é muito importante em tempos curtos. Além
disso, a medida que € aumenta, vemos que os valores de S parecem convergir para platds
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em alturas diferentes, pelo menos para e = 0,05 e 0,1 (painel esquerdo) isso parece claro.
De fato, pensando na evolucao da rugosidade, em tempos longos a difusao das particulas
com um ou mais vizinhos deve se tornar relevante, pois, por causa da rugosidade elevada, a
superficie possui diversos sitios com um ou mais vizinhos laterais que capturam rapidamente
os adatomos em difusao. De acordo com esse raciocinio, a estatistica assintética da superficie
deve depender do conjunto das taxas de difusdo, incluindo as particulas com muitos vizinhos,
dando um forte indicio de que a distribuicao de altura desse modelo pode nao ser universal.

Pela discussao feita aqui, fica evidente que ndao podemos concluir muita coisa no mo-
mento sobre a universalidade da HD nesses modelos. Apesar do transiente ser mais claro em
d = 2, os resultados apresentados permitem, no méaximo, dizer que existe um forte indicio que
as HD’s desses modelos nao sao universais. Portanto nao exploramos ainda o efeito da CI, e
nem investigamos as covariancias.

5.4 Conclusao

Aplicando o algoritmo para produzir interfaces que crescem lateralmente, observamos
uma subdivisao analoga a da classe KPZ nas demais classes. Notamos que as distribuigoes
de alturas sao universais, mas dependentes da CI. Para a classe VLDS, essa subdivisao foi
evidenciada em uma e duas dimensoes, enquanto em EW e MH nos limitamos & uma dimensao.
Um detalhe que é interessante é que a rugosidade é sempre maior nos dominios crescentes,
isso vale para todas as classes consideradas. Pensando no algoritmo de crescimento lateral,
isso é de certa forma razoavel, j4 que as duplicagbes acrescentam colunas que praticamente
sempre tem alturas diferentes da altura média. Algo analogo a isso também deve acontecer
em agregados realmente curvos.

Verificamos que as covaridncias espaciais e temporais também sao universais e depen-
dentes da CI nas demais classes. No caso da covaridncia espacial, notamos que o crescimento
lateral do substrato inibe a formacgao de morros, como pode ser visto em e Nas
covariancias temporais, vimos que as conjecturas de Kallabis e Krug [82] (CI plana) e de
Singha [83] (CI curva), associadas a lei de poténcia do decaimento temporal, de fato se apli-
cam a todas as classes consideradas. Além disso, notamos que a amplitude das covaridncias
espacials e temporais sdo sempre maiores nos dominios crescentes. Na covaridncia espacial esse
aumento é de certa forma 6bvio, além do algoritmo de crescimento lateral acrescentar colunas
completamente correlacionadas com a sua vizinhanca, a inflagdo lateral aumenta a distancia
entre duas dadas colunas sem alterar a amplitude do produto ((h(x) —h)(h(z+7)—h)), o que
deve se traduzir em um decrescimento mais lento da amplitude das correlagoes como funcao
de 7.

Verificamos que os modelos mais difusivos LADP e CV possuem uma HD que variam
de acordo com a amplitude das difusGes, impossibilitando a discussao sobre uma possivel
subdivisao causada pela CI

Os resultados referentes a classe VLDS (para os modelos CRSOS e DT) foram publi-
cados em [144], enquanto os demais (para os modelos CV e LADP) ainda carecem de mais
analises. Os resultados para as classes lineares (EW e MH) estao em fase de conclusao e
devem ser submetidos em breve.
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Capitulo 6

Distribuicoes de rugosidade e de
extremos locais

Neste capitulo vamos explorar a universalidade da distribuicdo de rugosidade quadra-
tica e de extremos (maximos e minimos) locais para a classe KPZ. Primeiro vamos apresentar
os resultados para a distribuicao de rugosidade quadratica, que em inglés é conhecida por squa-
red local roughness distribution (SLRD) e, depois, passaremos para as local extremal height
distributions (LEHD’s). Esse ultimo termo se refere tanto a distribui¢do de maximos locais
(MAHD), quanto & de minimos locais (MIHD). Como ficara evidente, nessas distribuicoes
locais a razao entre o comprimento de correla¢do (£) e o tamanho da janela (1) &/l tem um
papel fundamental, separando os diferentes regimes. Vamos comegar explorando a universa-
lidade da forma estacionaria (£ > [) da SLR[ﬂ Em seguida, vamos estudar a forma dessa
distribuicao quando £ << [. Por tdltimo, vamos investigar a escala dos cumulantes no regime
intermediario 1 < £ <« [. Concluindo a discussao sobre a SLRD, passaremos aos resulta-
dos para as LEHD nos diferentes regimes. Nosso objetivo inicial era investigar a influéncia
da CI nessas distribuigoes, procurando por uma subdivisdo anéloga a observada na HD. Ao
longo desse estudo, analisamos em detalhes os diferentes regimes e encontramos resultados
interessantes que vao além da motivagao inicial.

6.1 Distribuicoes de rugosidade quadratica local

Como vimos no final da secéo [2.6] a rugosidade quadrética calculada em uma janela
na posicao ¢ e de tamanho [ é dada por w? — h2 — h2. Para estudar a SLRD, utilizamos
simulagoes com tamanhos de substrato fixo e crescentes, com w = 20 em uma e w = 4 em
duas dimensdes. Nos sistemas de tamanho fixo utilizamos L = 217 (d = 1) e L = 21! (d = 2).
Executamos também simulagoes do modelo de Eden em d = 1, como descrito na secao

6.1.1 SLRD para ¢ > 1

Comegando pelo regime estacionario (onde £ > [) que é o mais explorado na literatura,
para acessar a forma da SLRD desenvolvemos uma abordagem diferente da normalmente
implementada [8,20,22/86//145|. Para se obter um & realmente muito maior que [ geralmente,

'Supondo que um observador esteja limitado a medir o sistema através de uma janela de tamanho I, como
em medidas de AFM por exemplo, se £ > [ ele vai obter as propriedades do estado estacionario, mesmo se na
realidade ¢ < L.
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sao necessarios longos tempos de deposicao em substratos muito grandes, o que é muito
custoso numericamente e muitas vezes impraticavel experimentalmente. Além disso, devido
aos efeitos de tamanho finito, usa-se varios tamanhos de janela em busca de uma regidao de
[ onde a forma da distribuicdo nao varia, isso é normalmente analisado tentando se obter
um platd nas razoes R, S e K dos cumulantes da distribuigdo em fungao de I. A nossa
abordagem contorna essas dificuldades com uso de duas extrapolagoes sucessivas. Primeiro
fazemos uma extrapolacao (de R, S e K por exemplo) no tempo para acessar seus valores
(Roo, Sxo € Koo) no regime & > [ usando dados para { ~ [ apenas. Em seguida, fazemos
uma extrapolagao de R, Soo € Koo para [ — oo para eliminar os efeitos de tamanho finito.
A Fig. mostra a aplicacao dessa abordagem. Nos painéis principais & esquerda temos
a skewness e a kurtosis em fungao de 1/t para diferentes modelos em uma dimensao. Note
que, em alguns casos, as extrapolagoes (linhas tracejadas) retornam uma ampla margem de
valores para So, € K, que é o contrario do que se espera de uma grandeza universal. De
fato, é importante notar que se olhdssemos para apenas um tamanho de janela, [ = 64 por
exemplo, poderfamos equivocadamente concluir que a distribuicao nao é universal, tendo uma
forma diferente para cada modelo. Contudo, tragando um grafico dos valores extrapolados em
fungao de 1/1 (painéis internos), observamos que essas novas extrapolagoes passam a retornar
um intervalo bem menor de valores. Notamos também que os modelos de Etching e Eden
tem efeitos de tamanho finito mais fortes. No caso do modelo de Etching isso é esperado
devido & sua alta rugosidade intrinseca (w?). = 2,21(2), estimada de acordo com [146]. Ja
no modelo de Eden esse efeito deve ser causado por alguma anisotropia residual imposta pela
rede. Sendo assim, se excluirmos esses dois modelos da estimativa final das razoes R, S e
K, obtemos os valores da tabela incluindo os resultados em duas dimensoes, obtidos das
Figs. BI0] e

Comparando os resultados que obtivemos com os esperados teoricamente [102] em uma
dimensao, e resultados anteriores [22]/145] em duas dimensoes, notamos que, apesar das barras
de erro nao englobarem os resultados prévios, eles estdo bem proximos. Assim, notamos que
as sucessivas extrapolacOes que propusemos permitem verificar a universalidade da SLDR
mesmo com comprimentos de correlagao que nao satisfazem a condicao £ > [. De fato, para
o modelo SS em duas dimensées o comprimento de correlagdo no tempo final ¢ = 1000 é
€ ~ 52 (€ = (VAM)Y?), e em uma dimensdo no tempo ¢ = 20000 temos & ~ 737, enquanto
obtivemos boas estimativas utilizando janelas de [ < 512 em uma dimensao e | < 64 em duas
dimensoes. A titulo de comparagao, o valor S = 2,04(4) obtido para o modelo RSOS em
simulagoes com t = 1000 se enquadra na margem encontrada para o mesmo modelo obtida
em simulagbes com ¢ = 13000 (2,0 < S < 2,2) em [145]. Finalmente, é importante notar
que comprimentos de correlacdo muito longos podem ser inacessiveis, em experimentos ou em
sistemas com z grande, onde a abordagem proposta aqui pode ser especialmente util.

Como podemos ver na Fig. |6.1(a)|e desconsiderando a pequena diferenca na
convergéncia, a SLDR parece nao depender do tamanho do substrato ser fixo ou crescer.
Isso é de certa forma impressionante considerando a discussao do capitulo anterior, onde
notamos que a amplitude a rugosidade depende da CI nas principais classes. Para deixar
mais clara essa invariancia, olhamos para a forma completa da distribuicao, Fig. [6.2] Essas
distribuicoes foram obtidas no tempo final das simulacoes utilizando os diferentes tamanhos
de janela referidos na legenda da Fig. ou seja, sem ser feita nenhuma extrapolacao. Nesse
grafico temos o modelo de Eden representando os agregados genuinamente curvos, o SS com
CI curva e os modelos RSOS e Etching com CI plana. Note como tanto em uma quanto em
duas dimensoes a CI parece nao importar. Além disso, os resultados concordam com a curva
tedrica obtida por Antal et al. [102] para a classe EW em uma dimensao, que possui o mesmo
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Figura 6.1: skewness (a) e kutosis (¢) da SLRD em uma dimensdo. Nos painéis principais temos S
e K em fungdo de 1/t para diferentes modelos KPZ em d = 1, em condigdes CI plana (pontos) e CI
curva (linhas sélidas). As diferentes cores representam diferentes tamanhos de janela | = 64 (preto),
128 (vermelho), 256 (verde) e 512 (azul). As linhas tracejadas sao extrapolagoes. Os painéis internos
s@o os valores extrapolados no tempo como funcao de 1/I, simbolos vazados sdo CI plana e os cheios
CI curva. Em (b) e (d) os resultados das extrapolagdes em duas dimensoes sao mostrados como fungao
de 1/1*. O expoente A da extrapolagdo é 1,0 para os modelos RSOS e SS e 1,25 para o Etching.

estado estacionario que a classe KPZ nessa dimensao.

6.1.2 SLRD para { <1

Nesse regime de comprimentos de correlagdo muito pequenos em relagao ao tamanho
de janela, foi mostrado em que a distribuigao para a classe EW é uma log-normal. No
limite [ — oo com ¢ fixo (equivalente a t fixo) ou £ — 0 com [ fixo a distribuigao tende para
uma delta. A distribuicao log-normal é dada por:

1
Vamor ( )

com x = wa/(wsy). Na Fig. [6.3(a)|mostramos que isso também acontece para classe KPZ, onde
apresentamos a SLRD do modelo SS em uma dimensao com tempo fixo t = 250 e diversos

(In(z) — p)°

Pxt) =
(@) e

(6.1)
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Tabela 6.1: Comparacao entre os valores de R, S e K da SLRD estacionaria para a classe KPZ obtidos
aqui com valores encontrados na literatura. As interrogagoes sdo porque, apesar dos resultados serem
numéricos, o autor nao estima barras de erro.

R S K
d= 1,15(2)  2,44(4) 9,5(4)
~[102) 1,12 2,55 10,27

d=2  2055) 2,044  7.303)

22] 2,03(7)  711(7)
[145] 1,89(7) 2,1(1) -
f
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Figura 6.2: Forma da SLRD em uma e duas dimensées. No painel principal, a SLRD de d = 2 foi
transladada para cima em duas décadas. O painel interno apresenta os mesmos resultados em escala
linear, com a SLRD d = 2 transladada para média igual a cinco. Os resultados para os modelos
Etching e RSOS séo para CI plana e os do SS para CI curva.

tamanhos de janela. Nessa figura podemos ver a distribui¢ao variando de algo parecido ao que
se espera no regime assintético para uma log-normal apenas mudando o tamanho da janela.
O leitor desatento pode achar que isso é natural pensando na discussao da segdo pas-
sada, onde foi mostrado que a SLRD ¢ a mesma para EW e KPZ. Todavia, estdvamos falando
da distribuicao no estado estacionario, onde a nao linearidade KPZ se torna irrelevante em
uma dimensao. No regime que estamos discutindo agora, essas duas classes nao tem relagao
alguma. Olhando para a SLRD de modelos de outras classes e em outras dimensoes, notamos
que essa distribuigao sempre tende para uma log-normal nesse regime (ver Fig. , 0 que
significa que a classe e a dimensao do espago devem ser irrelevantes nesse caso. Dessa forma,
como estamos em um regime de pequenos comprimentos de correlagao, a log-normal deve
ser a distribui¢ao de rugosidade de crescimentos totalmente aleatorios. Seguindo os célculos
de |102|, no apéndice [A] desta tese demonstramos que a log-normal é realmente a distribui-
cao de rugosidades de crescimentos aleatérios. De fato, é ficil imaginar que se temos um
comprimento de correlagdo muito pequeno em relagao ao tamanho da janela, através de uma
renormalizacao podemos obter um conjunto de alturas descorrelacionadas, resultando em algo
parecido com uma superficie totalmente aleatéria. Por isso a classe de universalidade ou a
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Figura 6.3: (a) SLRD do modelo SS em uma dimensdo com ¢ = 250 e diferentes tamanhos de
janela. As duas linhas solidas sdo ajustes feitos com log-normais. (b) SLRD de diferentes classes e
dimensionalidades. Em uma dimensao, usamos ¢t = 100 e [ = 2048, ja em duas, utilizamos ¢t = 25 e
[ = 256.

dimensao do espago se tornam irrelevantes nesse regime.

6.1.3 SLRD para 1 < (¢ <1

Nesse regime intermediario, vamos analisar como os cumulantes da SLRD escalam da
log-normal para a distribui¢do do estado estacionario de £ > [. A média dessa distribuigao
segue a relagao de escala de Family-Vicsek. Podemos generalizar essa relacao de escala para
os demais cumulantes supondo algo como:

(wh)e = " fult/I7) . (6.2)

onde fi(z) ~ 22% se x < 1 e fi(x) ~ const quando 2 > 1 de acordo com FV.

Como podemos ver nas Figuras e essa relacao de escala funciona para as
diferentes classes de universalidade em uma e duas dimensées. Entretanto, ao contrario da
média, onde a funcao f; escala de forma que a dependéncia em [ se cancela, nos demais
cumulantes isso ndo acontece, como podemos ver para o segundo cumulante na Fig. [6.4(c)]
Dessa forma, a funcdo f,(x) no regime 2 < 1 nio escala simplesmente como f,,(z) ~ x27,
ao contrario do que poderia se esperar da relagao de FV. A escala das diferentes classes e
dimensdes nesse regime indica algo como (w}) ~ 1147 onde ~,, depende de 3 e a (ou z).

A origem dessa escala nao trivial pode ser entendida através da classe RD. No apéndice
mostramos que nessa classe (wj) ~ [A=n)dg2nB - (ye ¢ a relagao de escala que se esperaria
inicialmente. Assim, a origem do 7, # 2nf deve estar vinculada ao comprimento de corre-
lagao. Novamente no apéndice, ainda utilizando os resultados de [102], mostramos que para
a classe EW em d = 1, (w}) ~ (="~ 1/2 Sendo = 1/4 ¢ z = 2, podemos reescrever
Yo =mn—2B=2n8+ (n—1)/z, e lembrando que £ ~ t'/*  obtemos (w}) ~ (1/&(t))1=™)¢28,
Dessa forma, fica evidente que a variavel relevante é [r = [/, que é aproximadamente a razao
de colunas descorrelacionadas contidas na janela de tamanho .

Para o segundo cumulante da SLRD, a dependéncia com [ pode ser entendida através
do teorema central do limite (TCL). Como vimos, a janela de lado [ tem cerca de lfl% sitios
descorrelacionados que sao somados para produzir we, assim, de acordo com TCL, a variancia
de wy deve ser da ordem de 1/ l%. Note que no limite lﬁl_—i — oo a distribuicao tende a uma delta,
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Figura 6.4: O painel principal de (a) e (¢) contém a evolugdo temporal do primeiro e do segundo
cumulante da SLRD do modelo de Etching, respectivamente. Nos painéis internos de (a) e (c), e
em (b) e (d), apresentamos o colapso dos cumulantes da SLRD dos diferentes modelos. Utilizamos
sfmbolos pequenos para as curvas nao se misturarem. De cima para baixo temos as cuvas do modelo
de Etching (tridngulos), Eden (cruzes), SS (quadrados) e RSOS (circulos). Todos os resultados dessa
figura sao para d = 1.

levando ao regime discutido da subsegao passada. Sendo assim, no apéndice mostramos que a
dependéncia do cumulante de ordem n da log-normal com [p ¢ dada por (z"). ~ lgfn)dt%ﬁ.
Substituindo de volta iz ~ 1/ t1/% obtemos a relacdo de escala dos cumulantes de SLRD para

todas as classes de universalidade em qualquer dimensao, sendo

—1)d —1)d
<w£7,>c ~ l(l—n)dt"/n com Y, = 2715 + u — <2n + (n)> B (63)
z Q@
O fato de v, depender de dois dos expoentes nos permite usar a escala de qualquer
par de cumulantes da SLRD para obter o conjunto completo dos expoentes de escala. Além

disso, o modelo LCM possui rugosidade anémala, onde {(ws) ~ [?®ec com aye. # a. No en-
tanto, como pode ser visto na Fig. [6.5(a)| a escala dos cumulantes da SLRD desse modelo
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Figura 6.5: Colapso dos quatro primeiros cumulantes, de cima para baixo n = 1,2,3,4 respectiva-
mente, da SLRD do modelo LCM (a) e CRSOS (b) em d = 1. Nos graficos (c) e (d) apresentamos
os resultados em d = 2 do modelo RSOS e Etching nessa ordem. Neste caso, os colapsos foram feitos
utilizando os expoentes a = 0,3869 |51 e z = 2 — a. Os cumulantes seguem a mesma ordem de (a) e

(b).

envolvem apenas o expoente « da rugosidade global. Possibilitando contornar as dificuldades
produzidas pela rugosidade anémala. Outra aplicagdo interessante da escala dos cumulantes
da SLRD é na estimativa de z, pois, a determinacao desse expoente depende de boas estima-
tivas do comprimento de correlagao (§ ~ t/ #), que nem sempre ¢ algo facil. Assim, utilizar
os cumulantes da SLRD é uma alternativa interessante para se classificar interfaces quando
dificuldades praticas limitam as medidas que podem ser extraidas da superficie. Enfim, para
verificar a viabilidade dessa alternativa, mostramos que os expoentes da classe KPZ podem
ser obtidos de forma precisa através de[6.3] ver tabela[6.2] Para obter esses valores utilizamos
%elf I de inclinagoes sucessivas no grafico de In(wh). x Int e em seguida extrapolamos para
[ grande. Note que os resultados concordam bem com as estimativas mais recentes desses
expoentes, o = 0,3869(4), 5 = 0,2415(15) e z = 1,613 [50,51].
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Tabela 6.2: Estimativas dos expoentes universais através da Eq. dos cumulantes da SLRD para
a classe KPZ em d = 2. Aqui utilizamos o =1 /(v2 — 271), B=71/2 e 2=2/(v2 — 271) .

Modelo Y1 Y2 « 5} z

RSOS 0,483(9) 2,189(5) 0,39(1) 0,242(5) 1,63(3)
SS 0,48(1) 2,20(1) 0,39(1) 0,240(5) 1,61(3)

Etching 0,47(1) 2,18(2) 0,38(2) 0,235(5) 1,61(4)

6.2 Distribuicao de extremos locais

Nas subsecoes seguintes vamos apresentar os resultados para as distribuigoes de mé-
ximos (MAHD) e de minimos (MIHD) locais. Essas distribui¢oes estao intimamente ligadas
a forma das caudas da HD, a MAHD referente a cauda direita e a MIHD & esquerda. Sendo
assim, a diferenga entre essas distribuigbes depende da Skewness. Além disso, para os mo-
delos com excesso de velocidade negativa, a Skewness inverte de sinal e as caudas “trocam
de lugar”. Por isso tratamos a MIHD dos modelos RSOS e SS como se fossem a MAHD e
vice-versa. Como em d = 1 a classe KPZ possui o mesmo estado estacionario que a classe EW,
que tem HD simétrica, nessa dimensionalidade a MAHD e a MIHD s&o idénticas no regime
& > [. Por isso é desnecessério especificar entre MIHD ou MAHD, sendo suficiente utilizar
apenas o termo LEHD. Em duas dimensoes isso nao é verdade, onde a classe KPZ possui HD
assimétrica mesmo no estado estacionario, neste caso tratamos separadamente a distribuicao
de maximos (MAHD) e a de minimos (MIHD). Para dar sequéncia a discussao anterior, nesta
se¢ao vamos comegar pelo regime 1 < & < [ e em seguida passaremos para o regime & > [.

6.2.1 LEHD para 1 < (£ K1

Como a rugosidade esta relacionada & amplitude das flutuacoes, é razoavel que exista
alguma relagdo entre ela e os extremos. Realmente, em [89] foi mostrado que a média da
distribuicao de méaximos (Msq) ~ (wsqr) ~ L% Essa relagdo parece nao funcionar na di-
mensdo critica superior, isso porque na classe EW, em d = 2, (wsq) ~ vInL enquanto
(Mgat) ~ InL [93,94]. De qualquer forma, podemos propor uma relagao de escala para a
MAHD inspirada em FV

(M™) . ~1"Gp(t)17) (6.4)

onde GG, deve ser uma funcao de escala. Nos graficos da Fig. podemos verificar que essa
relagao proposta realmente funciona em uma dimensao. Na verdade, analisando atentamente
a Fig. notamos que no primeiro cumulante esse colapso nao é muito bom, havendo uma
sobreposicao ligeiramente melhor apenas nos maiores tamanhos de janela. E de certa forma
curioso a média apresentar o pior colapso, normalmente acontece o contrario, quanto maior a
ordem do cumulante menos preciso o resultado. A origem para esse desvio sdo fortes correcoes
na relagao de escala proposta. Em [89], foi demonstrado que o méaximo relativo deve escalar
no tempo com (M) ~ t?[C' +InL — (8/a)Int]*/*, onde a é o expoente de decaimento da cauda
direita (esquerda caso A < 0) da distribuigdo e C' é apenas uma constante. Provavelmente
esses logaritmos aparecem apenas na média, explicando porque ela apresenta o pior colapso
dentre os cumulantes analisados.

A Fig. mostra que Gp(z) = const para z > 1 e Gp(z) ~ 20 para x < 1,
que nao funciona muito bem no primeiro cumulante por causa do logaritmo ja discutido.
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Figura 6.6: De (a) a (d) escala do primeiro ao quarto cumulante da distribuigdo de méaximos locais
em d = 1 sao mostradas. Utilizamos simbolos bem pequenos para as curvas nao se misturarem,
de cima para baixo sdo os modelos de Etching (tridgulos), Eden (cruzes), SS (quadrados) e RSOS
(circulos). As diferentes cores representam diferentes tamanhos de janela, sendo: | = 64 (preto),128
(vermelho),256 (verde),512 (azul),1024 (laranja),2048 (marrom).

Nessa mesma figura podemos notar que em tempos curtos os modelos SS e RSOS apresentam
um desvio dessa lei de poténcia, a causa disso deve ser a limitagao nas diferencas de alturas
desses modelos, que produz superficies muito lisas com extremos pouco acentuados em tempos
curtos. Notamos também que as curvas do modelo de Eden apresentam um desvio ainda
maior, demorando mais para se aproximar da lei de poténcia proposta. Sistemas curvos tém
o problema adicional de serem pequenos em tempos curtos, o que deve ser a causa desse
desvio mais acentuado. Como nenhum desses problemas se aplicam ao modelo de Etching,
ele concorda com a lei de poténcia proposta desde tempos muito curtos.

Ao contrario do que encontramos para a SLRD, a escala dos cumulantes da MAHD sao
independentes de [, com expoentes que sao simples multiplos de 5. Sendo assim, ndo podemos
obter os demais expoentes apenas comparando a escala dos cumulantes dessa distribuigao.
Provavelmente a escala da MAHD é mais simples porque ela é resultado da flutuacdo de uma
dnica coluna extrema por janela, ndo sendo uma média como na SLRD, por isso o teorema
central do limite nao se aplica e a escala é independente de .
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Figura 6.7: (a) Escala dos quatro primeiros cumulantes, de cima para baixo n = 1,2,3,4, da MIHD do
modelo RSOS em d = 1 com janelas de tamanho [ = 64 (preto),128 (vermelho),256 (verde),512 (azul).
De (b) a (e) os quatro primeiros cumulantes da distribuigdo de méaximos locais do mesmo modelo em
d = 2 sao mostradas. Os tamanhos de janelas sdo | = 8 (preto),16 (vermelho),32 (verde),64 (azul),128
(violeta).

Para a MIHD o cenéario é um pouco mais complicado. Nesse caso propomos a mesma
forma (m"™). ~ {"*gy(t/1*). Na Fig. |6.7(a)| apresentamos os quatro primeiros cumulantes do
RSOS em d = 1, onde podemos notar que g3 e g4 possuem um crossover no meio da regiao
de escala, o resultado para os demais modelos é parecido. Assim, g, (z) = const se x > 1 e
gn(z) ~ 1" se ¥ < 1 apenas paran < 2.

Em duas dimensoes os cumulantes apresentam corre¢oes mais fortes ainda. Nas Figuras
de [6.7(b)| até |6.7(e)| mostramos que (M"™). das diferentes janelas nao colapsam, apesar da
distancia entre as curvas comecar a diminuir a medida que as janelas se tornam grandes.
Assim como em uma dimensao, a corre¢do nos cumulantes de ordem maior sdo mais fracas,
mas mesmo assim o unico cumulante que apresenta um colapso razoavel é o segundo, com o
terceiro e o quarto cumulante apresentando algum acordo apenas nas maiores janelas.

Com base nas discussoes desta subsecao, fica evidente que a evolugao dos cumulan-
tes das LEHD nao representa uma ferramenta tao util quanto os da SLRD. Embora seja
interessante observar como os cumulantes dessas distribuicoes escalam, eles apresentam for-
tes corregoes e crossovers. Além disso, mesmo no melhor cenério, é possivel obter apenas o
expoente 8 através desses cumulantes.
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6.2.2 LEHD para ¢ > 1

Para acessar a forma assintética das LEHD’s estacionarias, utilizamos a mesma abor-
dagem apresentada na subsegao [6.1.1] A janela de tempo estudada foi a mesma, logo toda a
discussao sobre a obtencao dos resultados para £ ~ [ vale aqui. Relembrando, para acessar
a distribuigdo estacionéaria fazemos uma sucessao de duas extrapolagoes, primeiro extrapola-
mos no tempo para obter o valor das razoes Roo, Soo € Ko no regime £ > [, em seguida
fazemos extrapolagoes em [ para eliminar possiveis efeitos de tamanho finito. O resultado
das extrapolagoes temporais estao mostrados nos graficos da Fig. [6.8] como fungao da po-
téncia apropriada de 1/l em cada caso. Nos graficos da Figs. (a) e (b) temos a Skewness
e a Kurtosis das LEHD em uma dimensao para os diferentes modelos, lembrando que nesse
caso é desnecessario distinguir entre MAHD e MIHD. Novamente, notamos que apés essa
sucessao de extrapolacoes, os valores estimados de S e K dos diferentes modelos passam a
concordar muito bem. Em duas dimensoes, analisamos as razoes S (simbolos vazados) e K
(simbolos cheios) separadamente para MAHD e MIHD nas Figs. (c) e (d), respectivamente.
Neste caso, notamos que os resultados da MIHD do modelo de Etching sao nao-monoténicos,
impossibilitando a sua extrapolacao, mas os demais resultados concordam entre si.
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Figura 6.8: Resultado das extrapolagdes temporais de S (a) e K (b) das LEHD dos diferentes
modelos em d = 1. Os valores extrapolados em d = 2 sdo mostrados em (c) e (d) para a MAHD e
MIHD, respectivamente, onde S (simbolos vazados) e K (simbolos cheios) sdo apresentados no mesmo
painel.
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Tabela 6.3: Comparagao das nossas estimativas de R, S e K para as LEHD’s com valores encontrados

na literatura.

R S K
d=1LEHD  3,00(5) 1,07(2) 1,60(3)
[o1] 1,12 2,55 10,27
d =2 MAHD 7.3(4) 0,84(2) 1,14(5)
[20] MAHD - 0,884(?) 1,20(?)
d =2 MIHD 7.3(4) 0,93(3) 1,35(10)
[20] MIHD - 0,877(?) 1,17(?)

Na tabela [6.3] comparamos os nossos resultados com os reportados previamente na
literatura. Em uma dimensao, comparamos com os resultados analiticos de Majumdar e
Comtet [91]. Nesse caso notamos que nossa estimativa da razao R concorda com o resultado
analitico, enquanto as estimativas de S e K sao ligeiramente menores. Em duas dimensoes,
comparamos os nossos resultados com integragoes numéricas obtidas em [20]. Apesar das
barras de erro nao englobarem nenhum desses resultados, os intervalos que obtivemos estao
proximos dessas estimativas anteriores.

— RSOS (/=32)
s SS (I1=32) El
4 Etching (/= 128)

e RSOS (/=128)
= SS(I=256) 10°F
x Eden (/=512)

4 Etching (/=512)
— M-C
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(X-<x>)o,
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Figura 6.9: (a) LEHD’s dos diferentes modelos em d = 1 comparadas com a curva tedrica obtida
por Majumdar e Comtet [91]. O painel interno tem os mesmos dados em escala linear. (b) MAHD
dos diferentes modelos em d = 2 deslocadas duas décadas para cima e a MIHD. Os resultados para
os modelos RSOS e Etching foram obtidos com CI plana e para o SS com CI curva. O painel interno
compara a MAHD com a MIHD do modelo RSOS.

Para finalizar, comparamos a forma completa das LEHD, obtidas nos tempos finais
de simulagao sem nenhuma extrapolagdo. Em uma dimensao, as curvas dos diferentes mo-
delos s@o mostradas junto com a distribui¢ao analitica de Majumdar e Comtet [91] (ver Fig.
. O acordo é razoavelmente bom, com uma leve diferen¢a na cauda & esquerda, que
provavelmente é consequéncia de & =~ [. Em duas dimensoes, mostramos as curvas da MAHD
e MIHD na Fig. No painel principal deslocamos as curvas dos méaximos duas déca-
das para cima. Nessa figura podemos ver um bom acordo entre os diferentes modelos. No
painel interno comparamos a MAHD com a MIHD para o modelo RSOS. Podemos notar
que as distribuigoes sao muito parecidas, com uma diferenca mais evidente apenas na cauda
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direita. Provavelmente, isso se deve ao valor da skewness da HD no estado estacionario em
duas dimensoes nao ser grande o suficiente para produzir uma diferenga mais acentuada. De
fato, S = 0,27(1) de acordo com [137]|. Finalmente, é interessante notar que novamente os
resultados nos dominios crescentes (Eden em d =1 e SS em d = 2) nao diferem dos demais,
o que significa que as LEHD também nao dependem das CI’s.

6.3 Conclusao

Motivados pelas diferentes propriedades estatisticas que superficies da classe KPZ pos-
suem de acordo com a CI, estudamos em detalhes a SLRD e as LEHD em busca de uma
possivel diferenga causada por essa subdivisdo. Notamos que essas diferencas se limitam
a desvios nas relagoes de escala dos cumulantes da SLRD e LEHD em tempos curtos nos
dominios crescentes, muito provavelmente causadas pelos tamanhos iniciais pequenos desses
sistemas.

Sendo mais especifico, para realizar esse estudo analisamos as distribuigoes SLRD e
LEHD em diferentes regimes. Mostramos que as razoes R, S e K dessas distribui¢oes no
regime & > | podem ser obtidas com boa precisao mesmo em superficies com £ ~ [. Para
tal, é necessario utilizar uma sucessao de extrapolagoes, primeiro se extrapola essas razoes
no tempo, para estimar o seu valor assintético em fungao do tamanho de janela, em seguida
se extrapola no tamanho de janela para remover efeitos de tamanho finito. Mostramos que
esse método retorna valores proximos dos obtidos utilizando simulagbes para tempos dez
vezes maiores. Além disso, mostramos que mesmo sem essas extrapolagoes, a forma completa
das distribuigbes obtidas concorda bem com os resultados analiticos em d = 1, ou seja, as
SLRD’s para diferentes CI's em uma dimensao concordam com a curva tedrica da Ref. [102],
que obtém a rugosidade global em sistemas com condi¢ées de contorno abertas. Em duas
dimensoes as curvas com diferentes CI's concordam entre si. Para a LEHD a concluséao é
analoga, em uma dimensao as diferentes CI’s concordaram com a curva analitica da Ref. [91],
obtida considerando o extremo global em sistemas com condigoes de contorno periddicas.
Dessa concordéncia, concluimos que as condi¢oes de contorno nao devem importar nesse caso,
possivelmente porque a distribuicao é dominada por uma tnica altura extrema na janela.
Novamente, em duas dimensoes, os resultados para diferentes CI’s concordam entre si.

No regime ¢ < [, verificamos que a SLRD de diversos modelos em diferentes dimensoes
tende para uma log-normal. Baseados nisso, argumentamos que o comprimento de correlagao
nesse caso deve ser irrelevante, e que todos os modelos em qualquer dimensao devem ter a
mesma SLRD que a classe RD, que mostramos analiticamente ser uma log-normal.

No regime intermediario 1 < £ < [, obtivemos a relagdo de escala dos cumulantes
da SLRD e das LEHD. Ressaltamos que a escala dos cumulantes da SLRD parece ser uma
ferramenta muito tutil na classificacao de interfaces, visto que comparando a escala de dois dos
cumulantes podemos obter todos os expoentes de escala mesmo em tempos curtos. Usando os
resultados de [102], conseguimos obter essa escala analiticamente para a classe EW e verifi-
camos que no limite inferior do regime ela esté se relaciona a log-normal. Disso, e verificando
que ela também funciona nos modelos LCM (MH) e CRSOS (VLDS), argumentamos que essa
escala deve valer sempre. Por outro lado, a escala dos cumulantes das LEHD nao se mostra-
ram tao uteis, pois sofrem de fortes correcdes e apresentam crossovers, além de, na melhor
das hipdteses, ser possivel obter apenas o expoente 3 dessa escala.

Os resultados apresentados nesse capitulo foram publicados em [104].
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Capitulo 7

Consideracoes finais

No decorrer desta tese nos concentramos na subdivisao geométrica de classes de univer-
salidade, tentando entender melhor sua origem e seus efeitos. Para isso, utilizamos simulagoes
de modelos discretos em substratos/dominios com tamanho lateral variavel no tempo. No fi-
nal do capitulo 2] e [3] explicamos em detalhes como sao implementadas essas simulacoes e sua
relagdo com a subdivisao da classe KPZ. No restante desses capitulos tentamos apresentar
uma revisao didatica abordando os principais conceitos e modelos envolvidos no crescimento
e enrugamento cinético de interfaces. Esperamos que essa revisao seja 1til para iniciantes no
assunto.

O primeiro trabalho que apresentamos foi motivado por uma controvérsia entre im-
portantes (e muito celebradas e citadas) realiza¢oes experimentais da classe KPZ em d = 1.
Enquanto experimentos com deposi¢ao de particulas coloidais nas bordas de gotas em evapo-
racgao, aparentemente, obtiveram uma distribui¢ao de alturas dada por GUE [17], em expe-
rimentos com cristal liquido em interfaces que também crescem “para dentro” no interior de
um anel foi verificada a estatistica GOE-Airys [18]. Na primeira parte do capitulo {4| usamos
simulagoes de dominios decrescentes para esclarecer essa discordéncia. Nessas simulagoes
observamos que se Lg for grande, o sistema sempre apresenta um transiente na estatistica
GOE—Airy;—C; ~ t~!, independentemente do substrato crescer ou decrescer. Assim, como
dominios decrescentes necessitam de um tamanho inicial grande para que eles sejam estudados
durante uma janela de tempo consideravel, eles necessariamente apresentam esse transiente.
Esses resultados concordam com os obtidos no cristal liquido, todavia, mostram que a expli-
cagao dada para a origem desse transiente em [18| esté errada, visto que os autores dessa refe-
réncia argumentam que esse transiente deve ser causado pelo sinal da curvatura da interface.
Com relagao a distribuigdo GUE obtida nos depdsitos de particulas coloidais, argumentamos
que a discordancia acontece porque os resultados dessa referéncia envolveram sistemas com
poucas monocamadas, onde a estatistica da superficie ¢ dominada por transientes sem uni-
versalidade alguma. Inclusive mostramos que é possivel encontrar uma distribuicao de altura
em tempos curtos que concorde com GUE em sistemas que tem distribuigdo assintotica dada
por GOE. Esses resultados e discussoes foram recentemente submetidos ao peridédico Physical
Review E na se¢do Rapid Communications, ele ja foi revisado algumas vezes e tudo indica
que ele sera aceito.

Pensando nessa discussao anterior, onde vimos que o decrescimento do tamanho do
sistema, evoluindo em sentido contrario ao comprimento de correlagao leva a uma transicao
abrupta quando eles se igualam, nos questionamos sobre qual seria o papel da competicao entre
a propagacao das correlagoes e o crescimento do dominio na subdivisao da classe KPZ. Para
explorar essa pergunta, estudamos sistemas que crescem com diferentes taxas. Muito pouco
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precisa ser alterado para que o algoritmo descrito em |16] produza sistemas com tamanho
L = Lo + wt?, tanto crescentes (w > 0) como decrescentes (w < 0). Essa evolucao do
tamanho do sistema talvez pareca arbitraria demais, contudo, ela pode estar relacionada com
a topologia do espago onde ocorre o crescimento, como na Ref [135]. Mostramos que se vy < 1/z
o sistema se torna correlacionado, produzindo uma rugosidade que escala com o tamanho do
substrato W ~ L% ~ t*7 e uma distribuicdo de altura gaussiana. Verificamos que quando
~v = 1/z, uma familia de distribuigoes interpola a Gaussiana e a GUE a medida de w aumenta.
Curiosamente, no meio dessa interpolacio, quando w/(A|A|)Y/? ~ 10, a HD parece ser dada
pela GSE. Finalmente, se v > 1/z, a HD é dada pela GUE, mas as covariancias dependem
de . A estatistica completa da subclasse curva s6 é recuperada quando v = 1. Claro que
esse caso particular é muito mais importante que diversos outros por sua semelhanca com
agregados curvos reais, mesmo assim, podemos dizer que as formas das covaridncias obtida
para sistemas curvos sao um caso particular que resulta da competi¢ao entre o comprimento
de correlagao e o tamanho do sistema quando este ultimo cresce linearmente no tempo. Esses
resultados estdo em fase final de preparagdo para a publicacdo. Pretendemos submeté-los
para a secao Rapid Communications da Physical Review E ou na Physical Review Letters.

No capitulo [f] generalizamos os resultados da classe KPZ para outras classes. Nosso
objetivo era verificar se a subdivisao “geométrica’” era algo intrinseco a classe KPZ ou algo mais
geral que abarca as demais classes de universalidade. Demos um enfoque maior a classe VLDS,
tanto por sua importante ligacao com crescimentos em MBE, que é uma das principais técnicas
de crescimento de filmes finos, quanto por muito pouco ser conhecido sobre sua estatistica no
regime de crescimento, ja que se trata também de uma classe nao-linear. Assim, comecamos
esse capitulo estudando em detalhes esse regime em d = 1 e 2. Conseguimos obter a forma
e verificar a universalidade da HD e das covariancias espaciais e temporais. Comparando
substratos de tamanho fixo com dominios crescentes verificamos uma dependéncia anéloga
a da classe KPZ com as CI’s, onde as HD’s e as covaridncias sdo universais e diferentes
de uma subclasse para a outra. Curiosamente, as covaridncias espaciais apresentaram um
minimo local que desaparece em dominios crescentes, e as covaridncias temporais concordaram
com as conjecturas propostas para interfaces planas (substrato fixo) |82 e curvas (substrato
crescente) |83]. Esses resultados foram publicados como Rapid Communication no periodico
Physical Review E [144].

Também procuramos por subdivisoes nas classes EW e MH. Seguindo a mesma abor-
dagem desenvolvida para a VLDS, verificamos uma dependéncia da HD e das covariancias
com a Cl. Em ambas, a covaridncia temporal também concorda com as conjecturas recém
comentadas. Na classe MH, a covariancia espacial apresenta um minimo local que também
desaparece em substratos crescentes. Esse trabalho esta praticamente concluido e deve ser
submetidos em breve. De modo geral, esses resultados sugerem fortemente que a existéncia
de subclasses é uma propriedade onipresente no crescimento de interfaces.

Ainda no capitulo[5] no final apresentamos alguns resultados preliminares sobre a forma
da HD em modelos discretos com grandes comprimentos de difusdo (LADP e CV). Esses
modelos apresentaram transientes muito longos, tanto em d = 1 quanto em d = 2, colocando
em duavida a universalidade das suas distribui¢oes de altura. Porém, ficou evidente que quanto
maior for a difusividade menor é esse transiente. Seria necessario confirmar a universalidade
das distribuigoes de altura antes de tentar verificar uma possivel diferenca entre subclasses.
Além disso, vale a pena ressaltar que o modelo CV é muito importante devido ao seu grau
de realismo (superior aos demais modelos estudados nessa tese), por isso verificar se existe
universalidade em sua distribuicao de alturas assintética seria muito interessante por si s6. E,
claro, se ela concorda com a distribuicao de altura que atribuimos a classe VLDS. Em d = 2,

89



Consideracgoes finais

AT

de qualquer modo, esses resultados sugerem que deve ser muito dificil investigar distribui¢oes
de altura no crescimento epitaxial.

Também é natural se perguntar se outras grandezas universais variam devido & sub-
divisdo das classes de universalidade. Duas importantes grandezas universais sédo a SLRD e
a LEHD, ambas frequentemente usadas em experimentos e que foram importantes nas ob-
servagoes experimentais da classe KPZ em d = 2 [8,20,21}23]. Além disso, uma diferenga
interessante é que essas distribuicoes estao associadas as flutuacoes estacionarias da superfi-
cie. No capitulo [6] estudamos elas nos regimes £ << [, 1 < £ < [ e £ > [ separadamente.
Nesse ultimo, propusemos uma metodologia para se obter a forma das distribuicoes locais
mesmo em comprimentos de correlagdo da ordem do tamanho da janela. Que consiste em
uma sucessao de extrapolagoes, primeiro no tempo para acessar a forma assintotica, e depois
no tamanho de janela para eliminar efeitos de tamanho finito. No regime ¢ <« [ verifica-
mos que a SLRD de diferentes classes e em d = 1 e d = 2 é dada por uma log-normal, que
mostramos analiticamente ser a distribuicao de rugosidades de crescimentos totalmente ale-
atorios, por isso o acordo entre as diferentes classes e dimensoes. No regime intermediério
obtivemos relagoes de escala para os cumulantes de ambas as distribuigoes locais. Ressalta-
mos que a escala dos cumulantes da SLRD s&o especialmente interessantes, uma vez que elas
incluem dois dos expoentes de escala, além de envolver o « global, contornando problemas
produzidos pela rugosidade anémala. Finalmente, é interessante ressaltar que o algoritmo
para crescimento lateral do substrato nos permitiu procurar por o efeitos da subdivisao de
uma forma especialmente interessante, porque pudemos fixar o modelo e variar apenas a CI,
efetivamente variando apenas a subclasse. Mesmo assim nao encontramos nenhuma diferenca
entre a SLRD e a LEHD do caso plano e curvo. Esses resultados foram publicados na Physical
Review E [104].

Por fim, esperamos que os resultados e discussoes apresentados ao longo desta tese
ajudem a entender a origem e os efeitos da subdivisdao de classes de universalidade. Também
esperamos impulsionar novos trabalhos em busca de evidéncias experimentais dessa subdivisao
nas demais classes. Além dessa questao, acreditamos que as metodologias desenvolvidas no
estudo da SLRD e da LEHD sejam tteis tanto em simulagdes quanto em experimentos.
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Apéndice A

Cumulantes da SLRD da classe EW
em d =1 e da classe RD

Aqui, vamos primeiro repetir os célculos feitos por Antal e Racz em [102]. Em seguida,
vamos usar os resultados para obter a relacao de escala dos cumulantes da SLRD da classe
EW. Depois disso, tomaremos o limite v — 0 para mostrar que a SLRD de interfaces aleatorias
é uma log-normal e obter a escala dos cumulantes nesse caso.

Sendo wy = h2 — 52, como nao é muito dificil se obter o A da classe EW, podemos
obter a distribuicao de rugosidades quadratica global fazendo

Pr(ws t) = / DIows — (A — BA)p(hot) (A1)

onde p(h,t) é a probabilidade da interface evoluir de um h(x,0) para a configuracao h(z,t). A
transformada de Laplace dessa tltima equagao nos da a funcao geratriz dos momentos

GL(C,t) = / dePL(wg,t)ewaC . (AQ)
0
Como consequéncia da funcdo 0 em obtemos
Gulct) = [ Dlblpntye T (A3

Essa integral de caminho vira um produto de infinitas integrais usuais se decompormos i em

seu espectro de Fourier
o0

hzt) =)= D em(t)er® (A.4)
m=—o0
com ky, = 2mm/L e ¢p, = ¢, note também que a subtragao da média faz ¢p = 0. Para uma
interface da classe EW, a evolugao dos coeficientes ¢, é dada pela equagao

oh 2 - . ikmx - 2\ ikmx
i vV2h + VDi(z,t) = Z ém(t)e =v Z em(t) (=K )e + V' Dn(,t)

m=—0o0 m=—0oQ

(A.5)
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Decompondo o ruido obtemos
3 m(tetnr = 3 <—Vk,2ncm(t)eikmz + @nm(t)eikmx> . (A.6)

Essa equagao nos diz que os coeficientes evoluem de forma desacoplada, cada um deles seguindo
a equacao de difusao de uma particula sobre efeito de uma forga elastica

em(t) = vk em () + mnt) (A7)

Como consequéncia da evolugao desacoplada dos modos vibracionais, a probabilidade de uma
configuragao inicial dada pelo conjunto {c,,(0)} evoluir para {c,(t)} é o produto das proba-
bilidades pm, [cm (t)|cm (0)] das evolugoes individuais. O que significa que

plen®len@] = TT pulen®len(0)] (A.8)

m=—00

Podemos obter essas probabilidades individuais resolvendo [A77] Utilizando a equagao

de Fokker-Planck 5 5 o
D o°P
—P(cpm,t) = vk: — —
ot (cm:t) " O, 2 0c2,
Podemos simplificar essa equacao diferencial parcial aplicando a transformada de Laplace,
que é o mesmo que tomar a fungao caracteristica de P. Utilizando integrais por partes
e considerando que, por questdo de normaliza¢ao, P e OP/9c,, tendem para zero quando

¢y — 00, obtemos

[emP] + (A.9)

0 s O0G D,
—G(gm,t) = — m— — — . Al
5;Clam t) = —vknq 9a. 2 4G (A.10)
A solucao dessa equacao tem a forma
G(amst) = exp [i {em()) gm — (ch(D)eam/2] (A.11)

que é a fungao caracteristica de uma Gaussiana com

d d,

2 (em(t) = —vkn(em(t)) e g (e (t))e = —2vkp (e ()e + D (A.12)
Transformando de volta obtemos
em(t) — {em 2
OO = g [ OOy

com

D (1 _ 6—21/k3nt>
Lvk2,

Conhecendo py, e usando a condicao inicial plana (¢, (0) = 0), podemos escrever como

(em(t)) = cm(0)e™mt e (e (1)) = (A.14)

a exp{—2|c,m|? 2 c
GL(C,t):Nyl/dcmdcfn p{=2 ’<c[,2i(t);§/2< m®)} (A.15)

Essa integral pode ser calculada escrevendo ¢, = u+iv e ¢}, = u—1v, que resulta nas variaveis
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u=(cm+c,)/2ev=_(cm—cl,)/2i. Nessas novas variaveis é facil mostrar que

1
H REREAO) S (4.16)

onde absorvemos as constantes que aparecem em N. Aplicando a transformada inversa de

Laplace obtemos
100 w o0 1

dy 4wz
—Z 7 (w2) _ Al
27[_7:6 2 ngl 1 + Yam y ( 7)

onde multiplicamos pela rugosidade no estado estacionario (w3)se = LD/12v, e definimos
as variaveis a,, = 6(1 — e ™) /(rm)? e T = 8rvt/L? = Ax[¢(t)/L]. O calculo da integral
anterior é feito coletando a contribuigao dos polos simples em —1/a,, resultando em

(w2) 0o Pr(wa,t) = /

—100

o0 o0

1 a w2 m
(Wa)oo Pr(wa t) = > —e ™ ) 1T —m (A.18)

m=1 4m m=1,m#n @m — Gn
Essa é a forma obtida por Antal e Racz em [102]. Até aqui apenas repetimos os calculos
dessa referéncia, onde eles seguem adiante estudando o comportamento assintético de tempos
curtos e longos obtendo as curvas tedricas com as quais fizemos as comparagoes nas subsegoes
e Para obter a escala dos cumulantes da distribuigao de rugosidade, voltamos na
fungao geratriz obtida em Eq. [6.1.2] e calculamos a fungao geratriz dos cumulantes, definida
como ¥y = InGp((,t), com os cumulantes dados por

n , OV n—1) 'G”w > 1—6*””2 "
(wp)e = (-1 T2k = e e
m=1

Quando 7 < 1, ou seja, £(t) < L podemos aproximar a soma por uma integral fazendo

™m? = 52 e \/T = ds, que resulta em

n n oo —82 n
(wB), = (n — 1)!2 (w2)5 7_711/2/ (1 _26 )ds N DiLlfn gn—1/2 ,
N 0 s2n N

(A.20)

que concorda com a escala obtida nas nossas simulagoes para a classe EW como discutido na
subsegao [6.1.3

Agora vamos mostrar que a SLRD de um crescimento totalmente aleatério em d dimen-
soes ¢ uma log-normal. Primeiramente notamos que nesse caso, como v = 0, {c2). = 2Dt/ L%
Isso faz com que as integrais em Eq. [A.TH| sejam independentes de m, o que levaria ao re-
sultado dessa integral elevado a infinito. Para contornar esse problema nés discretizamos o
espago considerando que o crescimento ocorre em uma rede hiperciibica de espacamento a.
Isso introduz novos limites a expansao das alturas em série de Fourier na Eq. [A4] fazendo
com que o maior valor de possivel seja |k|max = 7/a, que considerando a = 1 resulta em

_7d
GLCH) = N (2¢(eHe+1) 77 (A21)
que leva aos cumulantes

(wh)e = (n—1)! g DTy . (A.22)
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Para obter a distribuicdo completa novamente aplicando a transformada inversa de Laplace
em G, levando a

100 dc e(wg

Prlest) =N | @ i @2t T T

(A.23)

Agora ao invés de termos uma colecao de polos simples, temos um tnico polo de ordem L¢ /2
em (g = —1/2(c?)., que resulta em

ll
(-1

com | = L¢ /2. Note que ® depende explicitamente apenas do tamanho do sistema, sendo
independente do tempo. Da equacao é evidente que os cumulantes dessa distribuigao
reescalada ® sao (z"), = (n — 1)!/I"1. Como ja é esperado pelas discussdes de Antal e
Récz, quando o tamanho do sistema diverge o tinico cumulante que nao zera é () = 1, o que
significa que a distribui¢ao tende para uma delta. Assim como os resultados para a classe EW,
antes de tender para uma delta essa distribuicao tende a uma log-normal. Para mostrar isso
expandimos ®(x,t) em torno da sua média e escrevemos em funcao da diferenga em relagao a
mesma usando € = x — 1 e 02 = (22). = 1/l obtemos

1
P(wat) = —®(x,t), com P(x,t)=

mlfleflac )
) (A.24)

_e=In(l+e)
lle7t e o2

et =T e

(A.25)

A primeira fracdo tende para 1/(v/2m(z).) para | grande. Para valores proximos da média
(e < 1) podemos considerar [¢ — In(1 + €)] ~ In®(1 + €)/2 + €3/6, que separando em duas
exponenciais e expandindo a segunda resulta em

oL ey ( (@—1)°
O(x,t) ~ \/%xaze 1 602 . (A.26)

Se redefinirmos a distdncia em relagdo a média ¢ = x — 1 em funcdo da varidncia como
€ = bo?, notamos que a fracio dentro do paréntese tende a b%/(6v/1), que tende a zero quando
[ é grande. E assim mostramos que a SLRD de um crescimento totalmente aleatério é uma
log-normal. Para finalizar note que a escala dos cumulantes ndo muda apés as aproximacoes
que fizemos para chegar na forma log-normal. Para essa distribuigao (x). = ¢?°/2 ¢ 0s demais
cumulantes (z™), = (z)"(e”" — 1)""lg, com g, = const + O(e? ). Assim, como o ~ 1/L%

obtemos (z). =1 e (x"). ~ I,(n=1)d_
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