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RESUMO

MAZZINI, Sarah Faria Monteiro, M.Sc.  Universidade Federal de Vigosa,
Fevereiro de 2017. Semigrupos numéricos nao associados a curvas
algébricas. Orientadora: Lia Feital Fusaro Abrantes.

Neste trabalho estudamos um caso particular de semigrupos numéricos: o0s
semigrupos de Weierstrass. Com o teorema das lacunas de Weierstrass, provado
em meados de 1860, foi possivel concluir que a todo ponto de uma curva
algébrica projetiva, nao singular, definida sobre um corpo algebricamente fechado,
é associado um semigrupo numérico. Em 1893, o matematico Hurwitz fez a
seguinte pergunta: dado um semigrupo numérico H, existe uma curva tal que
H esta associado a um ponto dessa curva? Se tal semigrupo existir, este sera
chamado semigrupo de Weierstrass. Em 1980, Buchweitz encontrou o primeiro
semigrupo que nao era de Weierstrass, respondendo a pergunta de Hurwitz.
Em 1993, o matematico Stohr, utilizando um trabalho de Torres, apresentou
0 primeiro semigrupo simétrico que nao era de Weierstrass. O objetivo deste

trabalho é apresentar esses resultados.
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ABSTRACT

MAZZINI, Sarah Faria Monteiro, M.Sc.  Universidade Federal de Vigosa,
February, 2017. Numerical semigroups not associated with algebraic
curves. Adviser: Lia Feital Fusaro Abrantes.

In this paper we study a particular case of numerical semigroups: the Weierstrass
semigroups. With the Weierstrass gap theorem, proved in the mid-1860s,
it was possible to conclude that at every point of a non-singular projective
algebraic curve, defined on an algebraically closed field, we can associate a
numerical semigroup. In 1893 the mathematician Hurwitz asked the following
question: given a numerical semigroup H, is there a curve such that H is
associated with a point on this curve? If such a semigroup exists, it will be
called Weierstrass semigroup. In 1980 Buchweitz found the first non-Weierstrass
semigroup, answering Hurwitz’s question. In 1993, the mathematician Stohr,
using results of Torres, presented the first symmetric semigroup that was non-

Weierstrass.

vii



INTRODUCAO

Um semigrupo numérico H é um subconjunto dos niimeros naturais, fechado
para a soma, que contém o zero e cujo complemento em N é finito, ou seja,
#(N\ H) < oo. Os elementos de N\ H sao chamados lacunas. A simplicidade
dessa estrutura atraiu, no fim do século XIX, varios matematicos como Frobenius
e Silvester. Frobenius propos o seguinte problema: qual a maior quantia que
nao podemos obter utilizando apenas moedas previamente determinadas? A
solugao deste problema ¢é a tultima lacuna do semigrupo gerado pelos nimeros
que representam os valores das moedas, e essa lacuna é chamada nimero de
Frobenius. Na segunda metade do século XX os semigrupos numéricos voltaram
a ser estudados em varias areas da matematica, entre elas a Geometria Algébrica.

Em meados de 1860, o matematico alemao Weierstrass provou o chamado
Teorema das Lacunas de Weierstrass, que afirma que dada uma curva algébrica
nao singular de género ¢ definida sobre um corpo algebricamente fechado e dado
um ponto nessa curva, a esse ponto esta relacionado um semigrupo numérico de
género g. Esse semigrupo é dito semigrupo de Weierstrass do ponto. Em 1893, o
matematico Hurwitz questionou a reciproca deste resultado: Dado um semigrupo
numérico H, existe uma curva e um ponto dessa curva tal que o semigrupo
associado a este ponto ¢ H? FEssa pergunta também pode ser formulada da
seguinte maneira: Eziste algum semigrupo que nao é de Weierstrass? Depois de
muitas respostas equivocadas, o mateméatico Buchweitz apresentou, em 1980, o
primeiro semigrupo que nao estava relacionado a uma curva algébrica:

H = {0,13,14, 15,16, 17, 18,20, 22, 23,26 —}.

O método de Buchweitz consiste em analisar a quantidade de elementos que existe
no conjunto das somas de quaisquer n lacunas do semigrupo. Entretanto, devido
a um resultado apresentado por Oliveira em [6] e por Oliveira e Stohr em |[§],
observou-se que o método de Buchweitz nao poderia ser aplicado para semigrupos
simétricos e quase-simétricos e assim outra pergunta estava em aberto: Fxiste um
semagrupo simétrico que nao € de Weierstrass? Essa pergunta so foi respondida
em 1993 pelo matematico Stohr, baseado no trabalho de Torres [II], onde ele
apresentou uma familia de semigrupos simétricos que nao estao relacionados a



uma curva algébrica.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma: O Capitulo 1 consiste do
estudo de corpos de fungoes e divisores, cujas defini¢coes e resultados servem
de preliminares para a dissertacao. No Capitulo 2 estudamos um importante
resultado da Teoria de Corpos de Funcoes: o Teorema de Riemann-Roch, que
nos permite calcular a dimensao do espaco de Riemann-Roch associado a um
divisor utilizando seu género e seu grau. No Capitulo 3 apresentamos defini¢oes
e resultados de curvas algébricas afins e projetivas e mostramos que existe uma
bijegao entre os pontos de uma curva algébrica nao singular e os lugares do seu
corpo de funcoes, sendo possivel transferir todo o estudo feito nos Capitulos 1
e 2 para o Capitulo 3. No capitulo 4 demonstramos importantes resultados da
Teoria de Semigrupos Numéricos e estudamos um caso particular de semigrupo:
os semigrupos y—hiperelipticos, semigrupos estes que sao relacionados a curvas
~v—hiperelipticas. No tultimo capitulo exibimos exemplos de semigrupos nao-
Weierstrass, primeiramente obtidos pelo método de Buchweitz e depois através
de recobrimento duplo de curvas.



CAPITULO 1

CORPOS DE FUNCOES
ALGEBRICAS

Neste capitulo fazemos um estudo sobre corpos de funcoes algébricas e
abordamos conceitos importantes como lugares e divisores de um corpo de
fungoes. Os assuntos tratados neste capitulo sao preliminares fundamentais para o
entendimento dos demais capitulos. As demonstragoes e resultados desse capitulo
podem ser encontrados em [9).

1.1 Corpos de fungoes algébricas e lugares

Seja K um corpo arbitrario.

Defini¢ao 1.1. Um corpo de fungoes algébricas F'/K de uma varidvel sobre K é
uma extensao F' O K tal que F' € uma extensao finita e algébrica de K(z) para
algum elemento x € F' que € transcendente sobre K.

Por simplicidade, nos referimos a F'//K como corpo de fungdes. O conjunto
K = {z € F; z ¢é algébrico sobre K} ¢ um subcorpo de F, pois somas, produtos
e inversos de niimeros algébricos sao também algébricos. O corpo K & chamado
corpo de constantes de F/K. Temos K C K C F. De fato, a primeira
inclusao ¢ valida pois todo elemento o € K & raiz do polindémio z — o € K|z].
A segunda inclusao é clara e K # I, pois I' ¢ um extensao transcendente de K.

Note que K é algebricamente fechado se, e somente se K = K.

Observagao 1.2. Os elementos de F que sao transcendentes sobre K sdo
caracterizados da sequinte forma: z € F € transcendente sobre K se, e somente
se a extensio F' O K(z) tem grau finito.

3



4 SECAO 1.1 ¢ CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS E LUGARES

Exemplo 1.3. O exemplo mais simples de corpo de funcoes € o chamado corpo
de fungoes racionais, que € dado quando F = K(x), onde x € F € um elemento
transcendente sobre K. Neste caso o grau de F sobre K(x) € 1. Cada elemento
nao nulo z € K(x) pode ser escrito de maneira unica na forma

z=a- Hpi(x)”i,
i
onde a € K, p;(z) € K|z] sao polindmios moénicos e irredutiveis e n; € Z.

Vamos introduzir agora as nogoes de anéis de valorizagao e lugares.

Defini¢ao 1.4. Um anel de valorizagao do corpo de funcoes F/K é um anel
O C F com as sequintes propriedades:

() KCOCF,
(b) Para todo z € F temos z € O ou 27! € O.

Exemplo 1.5. Seja K um corpo e K(x) seu corpo de fun¢des racionais. Seja
p(x) € Klx] um polindmio monico e irredutivel e considere o conjunto

@m—{ﬁ%ﬂmamemmmw¢0umwmm}

Entio Opzy € um anel e K C Oppy © K(x). Vamos mostrar a parte (b) da
definicao.

Seja h(x) € K(x). Podemos escrever h(x) = Q—gg. Se h(z) € Opg) 0
resultado ja estd provado. Suponha que h(z) ¢ Opyy. Entdo p(x)|gi(x). Como
a representa¢io de h(x) € tunica, assumindo que mdc(f(x),g(z)) = 1, temos
p(x) 1 filx) e, portanto, h™(z) = ‘;’;—Eg € Opw). Logo Oppy € um anel de
valorizagao de K(z)/K.

Note que se ¢(z) € Kz] ¢ um polinémio monico e irredutivel diferente de p(z)
entao Op(w) #* Oq(z).
Proposigao 1.6. Seja O um anel de valoriza¢ao do corpo de fungées F/K. Entao

as sequintes afirmagoes sao satisfeitas:

(a) O € um anel local, isto é, O possui um unico ideal mazimal P = O\ O,
onde O* = {z € O/ existe um elemento w € O com zw = 1} é o conjunto

das unidades de O.
(b) Seja 0 # x € F. Entio x € P se, e somente se x~* ¢ O.

(¢) Para o corpo K das constantes de F/K temos K C O ¢ KNP = {0}.



5 SECAO 1.1 ¢ CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS E LUGARES

Demonstracao:

a) Basta mostrarmos que P ¢ um ideal, pois como P ndo contém apenas as
unidades de O, este serda maximal.

Sejam z,y € Pe z€ O.

e Temos zz ¢ O* pois, caso contrario, = seria uma unidade, o que nao
acontece. Logo xz € P.

e Como P C F temos z,y € F. Dai % € F. Suponha, sem perda de
generalidade, que g € O. Entao

§€0=>1+£€O:>y(1+£)GP:>y+x€P.
) Y Y

Logo P é um ideal maximal de O.

(b) Seja x € P. Se 7! € O, como P ¢ ideal terfamos zz™! =1 € P, o que ¢

absurdo. Logo #7! ¢ O. Reciprocamente, seja x € F e 7! ¢ O. Como
O é anel de valorizacao, se x € O temos x € P, pois o inverso de x nao
pertence a O.

(c) Sejax € Ke suponha x ¢ O. Como O & anel de valorizagao, x~* € O. Como
o corpo K ¢ formado pelos elementos de F' algébricos sobre K e z € K,

entdao z7! € K, e daf existe um polindmio com coeficientes em K tal que

™! é raiz, isto é,

an(z )"+ apr(@ )"+t ar +ap = 0.

Dividindo os coeficientes por ag, temos:

bo(z )" 4+ byt = —1
=2 by H o+ b)) = —1
=z =—bp(z7)" 4+ b)) € K271 C O,

o que é absurdo pois z ¢ O. Portanto, K C 0. Além disso KN P = {0},
pois K é formado pelos elementos algébricos, e esses, com excecao do zero,
sao inversiveis.

O
Teorema 1.7. Seja O o anel de valorizagao do corpo de fungoes F/K e seja P
seu unico ideal maximal. As sequintes afirmacoes sao satisfeitas:
(a) P € um ideal principal.

(b) Se P = tO, entao cada 0 # z € F tem uma tnica representacdo na forma
2z = t"u, para algumn € Z eu € O*.

(c) O é um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se P = tO e
{0} #1 C O € um ideal, entao I =t"O,n € N.
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Para demonstrar este teorema vamos mostrar, primeiramente, um lema:s:

Lema 1.8. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes algébricas F/K,
P seu ideal maximal e 0 # x € P. Sejam xzq,--- ,x, € P tais que 1 = x ¢
T € v P, parai=1,--- ,n—1. Entao

n <[F: K(z)] < occ.

Demonstra¢ao: Como F'/K é corpo de fungoes e x é transcendente sobre K,
temos, por defini¢do, que a extensao [F' : K(z)] é finita. Para mostrar que seu
grau ¢ > n basta mostrar que x,--- ,, sao linearmente independentes sobre
K(x), pois o grau da extensdo ¢ a dimensao de F' visto como espago vetorial

sobre K (z).

n
Suponha que exista uma combinacao linear nao trivial dos z;, Z i(x)x; =0,
i=1
com ;(z) € K(z). Podemos assumir que v;(x) sejam polindmios em x e que z
nao divide pelo menos um deles, pois caso contrario poderiamos dividir todo o
polinémio por x. Seja a; = 1;(0) o termo constante de cada ¢;(z) e j € {1,--- ,n}
tal que a; # 0 e a; = 0, para todo ¢ > j. Entao

—(x)r; = (), (1.1)
i#]
com ¥;(z) € O, pois ¥;(x) sdo polindémios em z = x; € P C O. Além disso
z; € x;P, para i < j, e ¢;(x) = xg;(z), para i > j, onde g; ¢ um polindémio em x.
Dividindo (1.1)) por z;, temos

~hy(2) =Y zz;i(o:)z—; +>° —g()

1<J i>7

Todas as parcelas do lado direito pertencem a P, logo —;(z) € P. Por
outro lado, ¢;(z) — a; = zg;(x), com gj(z) € Klz] C O e x € P, e daf
a;j = Yj(x) —xg;(r) € PN K. Como a; # 0, temos uma contradi¢do com a

Proposigao [1.6]
U

Demonstracao do Teorema 1.7:

(a) Suponha que P nao seja um ideal principal e tome 0 # z; € P. Como
P # 2,0, existe 5 € P\ ;0. Entao xgxl_l ¢ O. De fato, se isso ocorresse,
teriamos o = 332331_1331 € 110, o que é absurdo. Logo xgxl_l ¢ O e, pela
Proposicao (wow7 ')t = zyxyt € P. Entdo x; = xomay' € 2P,

Continuando este processo, obtemos uma sequéncia infinita x1,x9, - € P
tal que x; € x;41P, o que contradiz o Lema 1.8. Portanto, P é um ideal
principal.

b) Vamos provar a existéncia. Seja z € F'. Como O é anel de valorizagao temos
) ¢
z € Oou z! € 0. Suponha, sem perda de generalidade, que z € O, com
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z = t%2. Vamos agora considerar o caso em que z € P. Pelo Lema
existe m > 0 maximal para a sequéncia

Ty =200 =t" L ay =t"2 o, =1t
tal que z € t™O. Escreva z = t™u, com u € O. Entao u deve ser
uma unidade de O, pois se u € P temos u = tw, com w € O e

2 =t"Mw € t"HO, o que contradiz o fato de m ser maximo.

Vejamos agora a unicidade. Suponha z = t™u/, com v’ € O*. Assim
" = t"u = " (ud) = 1,
logo t™~™ é uma unidade e a representacao de z é dada de maneira tnica.

(c) Seja {0} # I C O um ideal de @. O conjunto A := {r € N/t" € I} é néo
vazio. De fato, se 0 # o € I entdo z = t"u, comu € O* edait”" = zu~! € I.
Seja n = min(A). Vamos mostrar que I = t"O. Como I é ideal de O e
t" € I temos t"O C I. Sejay € I. Entao y = t*w, com w € O e s > 0,
edait®* € I e s >n. Logoy =1t"-t*""w € t"O e assim I = t"O, donde
concuimos que I = t"O.

O

Definicao 1.9. Um anel que satisfaz as condigoes do Teorema 1.7 é chamado
um anel de valorizacao discreta.

Como O é um anel local, vimos que P é seu tnico ideal maximal. Entao faz
sentido a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.10. (a) Um lugar P de um corpo de funcoes F/K ¢é o ideal
mazimal de algum anel de valorizagio de F/K. Todo elemento t € F
tal que P =tO € chamado elemento primo de P.

(b) Pp:={P|P é um lugar de F/K}.
Sabemos pela Proposicao [1.6] que, sendo O um anel de valorizacao do corpo
de fungoes F/K e P seu ideal maximal, temos que dado 0 # x € F,x €
P se, e somente se 7' ¢ O. Entao O ¢ unicamente determinado por P e

podemos definir Op = O = {z € F|z7' ¢ P}. Chamamos Op = O de anel
de valorizagao do lugar P.

Definigao 1.11. Uma wvalorizagao discreta de F/K ¢é uma fung¢io v : F —
Z U {oo} com as sequintes propriedades:

1. v(x) =0z =0.

2. v(zy) =v(z) +v(y), para todo x,y € F.

3. v(z+y) > min{fv(x),v(y)}, para todo x,y € F.
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4. Eziste um elemento z € F' com v(z) = 1.
5. v(a) =0, para todo 0# a € K.
Lema 1.12 (Desigualdade triangular estrita). : Seja v uma valorizacao discreta

de F/K e sejam x,y € F com v(z) # v(y). Entdao v(x +y) = min{v(z),v(y)}.

Demonstragao: Como v(x) # v(y) e v : F — Z U {oo}, podemos considerar
v(z) < v(y). Suponha v(z + y) # min{v(z),v(y)}. Dai, pela propriedade (3)
da definigdo, temos v(z + y) > wv(x). Note que, paratodoa € K, temos
v(ay) = v(y). Assim, v(—y) = v(y). Entao obtemos

v(z) = v((z +y) —y) 2 min{o(z +y),v(y)} > v(@),
o que é absurdo. Logo v(z + y) = min{v(x),v(y)}.
UJ

Definicao 1.13. Para um lugar P € Pp associamos uma fungao v, : F —
Z U {0} da sequinte forma: Escolha um elemento primo t para P. Entdo todo
0 # z € F tem uma unica representacao z = t"u, com u € OF en € Z. Defina
vp(2) :=n e vp(0) = co.

Observacgao 1.14. FEssa definicao depende apenas de P e nao da escolha de t.
De fato, seja t' um outro elemento primo de P tal que P = tO = t'O. FEntao
t = t'w, para algum w € OF. Entao temos, para u € OF,

t"u = (t'w)"u =t"(w"u), com w"u € OF.

Teorema 1.15. Seja F/K um corpo de fungaoes.

(a) Para um lugar P € Pg, a funcio vp definida acima € uma valorizagao
discreta de F/K. Além disso,

Op ={z € Fyvp(z) > 0}
Op ={z € F;vp(z) =0}
P ={z¢€ F;vp(z) > 0}.
(b) Um elemento x € F' é um elemento primo de P se, e somente se vp(x) = 1.

(c) Suponha que v seja uma valorizagao discreta de F/K. Entao o conjunto
P={ze€ F;v(z) >0} é um lugar de F/K e Op = {z € F/v(z) > 0} € seu
anel de valorizagao correspondente.

(d) Todo anel de valorizagio O de F/K é um subanel proprio mazimal de F'.
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Demonstracao:

(a) Vamos provar que a fungao

vp: F' — ZU{0}
t"y —— n

e vp(0) = 0o é uma valorizagao discreta.

1. vp(0) = oo por definigao e, se 0 # z = t"u, vp(z) = vp(t"u) = n # oc.
Dai, vp(z) = o0 se, e somente se = 0.

2. Sejam z,y € F. Entao z = t"u; e y = t™ug, com uy,ug € O . Segue
vp(zy) = vp(t™ Musug) = n 4+ m = vp(z) + vp(y).

3. Sejam z,y € F. Entdo v = t"u; e y = tMuy, com ug,us € OF,
vp(z) = n e vp(y) = m. Suponha, sem perda de generalidade,
n <m < oo. Entao x4y = t"uy +t"uy = t"(ug + " "ug) = t"z, com
z € Op. Se z =0, temos vp(x+y) = co > min{n, m}. Caso contrario
z = thu, com k > 0, pois m —n > 0eu € OF. Dai

vp(x 4 1y) = vp(t"t*u) = vp(t"Fu) = n + k > n = min{vp(x), vp(y)}.

4. Como t € P, temos t € F. Dai vp(t) = 1.
5. Seja 0 # a € K. Entao a € O*, e daf a = t% = vp(a) = 0.

As outras afirmacoes sao Obvias.

(b) (=)Seja x um elemento primo de P, ou seja, P = zO. Dai temos z = x - 1
e vp(x) =1.
(<) Seja x € P tal que vp(z) = 1. Entao x = tu, para u € Op e P = tO.
Mas dai t = zu™!, ou seja, P = 0. Logo z ¢ um elemento primo de P.

(c) Seja v : F — Z U {oo} uma valorizacao discreta de F/K. Entao
Op = {2z € F;v(z) > 0} é um anel de valorizacdo de F/K e, sabendo
que as unidades k € O* sdo aquelas em que v(k) = 0, temos que
P ={z € F;v(z) > 0} é seu ideal maximal, logo um lugar de F'/K.

(d) Seja O um anel de valorizacao de F'/ K, P seu ideal maximal, vp a valorizagao
discreta associada a P e z € F '\ O. Para mostrar que O é um anel
maximal de F' precisamos mostrar que F' = O[z]. Como z ¢ O, temos
vp(2¥) =k <0, e daf vp(27*) > 0. Assim, para k suficientemente grande e
y € F, temos vp(yz~%) > 0. Dai w = y2z~% € O, ou seja, y = wz* € Olz].

O

Seja P um lugar de F'//K e Op seu anel de valoriza¢ao. Como P é um ideal
maximal o quociente % ¢ um corpo. Para x € Op, definimos z(P) € % como

a classe residual de  modulo P. Para x € F'\ Op denotamos x(P) := oo.
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Observacao 1.16. Temos K C K. Dai, pela Proposi¢ao K C Oe

KNP ={0}. Entio a aplicacio Op — 92 induz uma inclusio de K em O,

P
Dessa forma podemos considerar K como um subcorpo de ©& wvia esta aplicacio.

P
Com os mesmos argumentos podemos considerar K como um subcorpo de %.

Definicao 1.17. Seja P € Pp.

(a) Fp = Op/P € o corpo de classes residuais de P. A aplica¢ao x — x(P) de
F para Fp U {co} € chamada aplicagio de classes residuais com respeito a

P.

(b) degP = [Fp : K| é chamado grau de P. Um lugar de grau 1 é chamado lugar
racional de F/K.

Proposicao 1.18. Se P ¢ um lugar de F/K e 0 +# x € P, entdo

degP < [F: K(x)] < o0.

Demonstracao: Como x um elemento transcendende sobre K, pela definicao
de corpo de fungoes, temos [F : K(z)] < oco. Portanto, para mostrar que
degP < [F : K(z)] basta tomar zy,--- , 2z, € Op cujos residuos z,(P), -+, z,(P)
sejam linearmente independentes sobre K e mostrar que estes também o sao sobre
K(z).

Seja
> Yi(x)z =0 (1.2)

uma combinagao linear nao trivial de z,---, 2, com ¥;(x) € K(x). Podemos
supor, sem perda de generalidade, que ;(z) sejam polindmios em z onde existe
pelo menos um deles que nao é divisivel por z, pois, caso contrario, poderiamos
dividir os dois lados da igualdade por z. Assim v¢;(z) = a; + zg;(z), com
a; € K, g;(x) € K[z] e pelo menos um dos als ndo nulo. Como z € P e g;(z) € Op,
temos

Yi(x)(P) = a;(P) = a;.

Passando o quociente por P em (1.2), temos

0= ¢i()(P)z(P) =) aiz(P),
o que contradiz a independéncia linear de z;(P), - , z,(P).

O

Observacao 1.19. Seja P um lugar racional de F/K, isto é, degP = 1. Dai
Fp =K e a aplicagao de classe residual aplica F em K U{oc}. Se K é um corpo
algebricamente fechado, entao todos os lugares sao racionais. Dessa maneira,
dado um elemento z € F podemos vé-lo como uma fung¢ao

z: Pp — KU{oo}
P +— (P)
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Este ¢ o motivo pelo qual F/K €é chamado corpo de funcgoes. Os elementos de
K, vistos como fungoes, sao fungoes constantes, e por essa razao K é chamado
corpo constante de F.

Definigao 1.20. Seja z € F e P € Pr. Dizemos que P € zero de z se vp(z) > 0
e que P € um polo de z se vp(z) < 0. Se vp(z) =m > 0, dizemos que P € zero
de z de ordem m. Se vp(z) = —m < 0 dizemos que P ¢é polo de z de ordem m.

Teorema 1.21. Seja F/K um corpo de funcoes e R um subanel de F com
K C R C F. Suponha que {0} # I C R ¢é um ideal proprio de R. Entao
existe um lugar P € Pp tal que I C P e R C Op.

Demonstracao: Seja 0 conjunto
F = {S|S é subanel de F, com R C Se IS # S}, onde IS é um ideal de S
formado por todas as somas finitas da forma ) a,S,, com a, € I € S, € S.

Como I ¢é ideal proprio de R temos F # (), pois R € F, e temos também
que F é parcialmente ordenado pela relagao de inclusao. Considere H C F um
subconjunto totalmente ordenado de F. Entao T := U{S|S € H} é um subanel
de F com R CT. Vamos mostrar agora que [T # T. Suponha IT = T. Entao

n

1= Z o Sa,

a=1

coma, € I e s, € T. Como H é totalmente ordenado, existe Sy € H tal que
S1,0 0+, S8, € 9, e dai terfamos 1 € ISy o que implica IS5y = Sy, o que é absurdo.
Dessa forma temos JF um conjunto nao vazio parcialmente ordenado onde todo
subconjunto totalmente ordenado possui um elemento maximal, ou seja, existe
um anel O, com O C F tal que R C O C F, IO # O e O ¢é o anel maximal que
satisfaz essas propriedades.

Vamos mostrar agora que O ¢ um anel de valorizagdo. Como [ # {0} e
IO # O temos O C F el C O\ O*. Assim, para provar que O é anel de
valorizacao basta provar que, para todo z € F, temos z € O ou 2! € O.
Suponha que exista z € F tal que z ¢ O e 27! ¢ O. Entao [10[z] = Oz] e

I0[z71] = O[z71]. Logo podemos encontrar ag, - - ,ay,,bg, "+ , by € IO com
l=ap+arz+ - +a,z" (1.3)
L=by+bz '+ +byz ™ (1.4)

Como 10 # O, temos 1 ¢ 10, e dai m,n > 1. Escolha m e n minimais e assuma,
sem perda de generalidade, m < n. Multiplicando por 1 — by e por
apz", temos

1—60:(1—b0)a0++(1—b0)anz”

0= (bp — 1)anz" + b1an2" " + bpa, 2" ™.

Somando essas duas equagoes temos:

1—by=(1=bo)ag+ -+ bianz" '+ -+ + bpa,z" "
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-1
=l=c+cz+-+c,12" 7,

com ¢; € 10, o que contradiz a minimalidade de n. Assim z € O ou 2zt € O e
O ¢ anel de valorizacao.

0

Corolario 1.22. Seja F/K um corpo de fungoes, z € F transcendente sobre K.
Entao z tem no minimo um zero e um polo. Em particular Pr # ().

Demonstracao: Seja o anel R = K[z] e o ideal I = zK|[z]. Pelo Teorema 1.21,
existe um lugar P € Pp tal que zK|[z] C P, e dai z € P, logo P é um zero de z.
Utilizando o mesmo argumento mostramos que z~! possui zero em Q € P, logo
z possui um polo em (). Portanto todo elemento transcendente sobre K possui
pelo menos um zero e um polo.

O

Vamos agora provar dois fatos importantes sobre lugares e valorizagoes: o
primeiro deles nos garante que todo corpo de funcoes possui infinitos lugares,
enquanto o segundo afirma que todo elemento x € F’ possui um ntmero finito de
zeros e polos. Para isso vamos demonstrar primeiro o

Teorema 1.23. [Teorema da aproximacao fracal Sejam F/K wum corpo de
fungées, Py,--- P, lugares de F/K distintos dois a dois, x1, - ,x, € F e
ri, 1 € Z. Entao existe algum x € F' tal que

vp,(x — ;) =1 para todo i =1,--- | n.

Demonstracao: Por simplicidade vamos denotar vp, por v;.

Afirmagao 1: Existe u € F tal que vy(u) > 0 e v;(u) < 0, para todo i =
N DY 7”.

Vamos provar essa afirmagao por inducao. Considere n = 2. Entao, pelo
Teorema , Op, € Op, e Op, € Op,, pois os anéis de valorizagao sao subanéis
proprios maximais de F. Assim existem y; € Op, \ Op, € y5 € Op, \ Op,. Dessa
forma temos v1(y1) > 0, va(y1) < 0,v1(y2) < 0 e va(y2) > 0. Assim, tomando

1
u = — temos
Y2

n(u) = vy (%) — on(y1) + 0 (i) S0 e

va(tt) = v (%) — a() + v (i) <0,

e portanto encontramos o elemento desejado.

Para n > 2 temos, pela hipotese de inducao, que existe y € F' tal que
v1(y) > 0ewva(y), -+ ,v,_1(y) < 0. Se v,(y) < 0 ja temos a afirmacdo. Suponha
vn(y) > 0. Podemos entao escolher z € F' tal que v1(z) > 0 e v,(2) < 0. Tome



13 SECAO 1.1 ¢« CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS E LUGARES

assim u := y + 2", onde r > 1 é tomado de maneira que rv;(z) # v;(y), para
1=1,---,n—1. Dai

vi(w) > min{v(y),rvi(2)} >0 e v;(u) = min{v;(y),rvi(2)} <0,

para todo i = 2,--- ,n. Note que neste caso a igualdade pode ser tomada, pois
v;(y) # rvi(z) e o resultado segue.

Afirmacgao 2: Existe w € F tal que vi(w — 1) > r; e v;(w) > r; para todo
1=2,---,m.

Tome u como na afirmagao 1 e defina w := (1+u*)~!. Para s suficientemente
grande temos

1 —us 1
nw=1) = (1 +us 1) Y (1 +u3> = nlw)tn (1 +u3) = sl >,

pois para s suficientemente grande temos

vl( ! ):—vl(l+us)=—vl(1)20,

14+ us
e v(w) = —v;(1+u°) = —sv;(u) > r;, paratodoi=2,--- n.
Afirmacio 3: Dados yy,--- ,y, € F, existe um elemento 2 € F com
vi(z — ;) > i, para todo i = 1,--- ,n.

Escolha s € Z tal que v;(y;) > s,Vi,j € {1,--- ,n}. Pela Afirmacao 2 existem
wy, -, W, tais que

vi(w,—1)>r,—s e wv(wj) >r; —s, para todo j # .

n
Assim, tomando z := E y;w; temos a afirmagao.
J=1

Pela Afirmagao 3, podemos encontrar z € F' com v;(z — x;) > r;, para todo
i=1,---,n. Escolhemos z;, com v;(z;) = r;. Ainda pela Afirmagao 3, existe 2’
tal que v;(2' — z;) > 1, para todo i =1,---  n. Dai

vi(2) = v (2 — 2) + 21) = min{v; (2" — 2z),vi(z)} = 75
Tomando x := z + 2/, temos
vilx — x;) = vi((z — ;) + 2') = min{vi(z — x;),v;(2)} =7,

e esta provado o teorema.

Corolario 1.24. Todo corpo de fungoes possui infinitos lugares.

De fato, suponha que um corpo de func¢oes possua finitos lugares Py, --- , P,.
Pelo Teorema da aproximagao fraca existe x € F' tal que vp (z) > 0, para todo



14 SECAO 1.1 ¢ CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS E LUGARES

1 =1,---,n. Dessa forma x possui n zeros mas nenhum polo, o que contradiz o

Corolario [1.22

Proposigao 1.25. Seja F/K um corpo de fungoes e sejam Py,--- , P, zeros de
um elemento x € F'. Entao

vai(x) ~degP; < [F : K(x)].

Demonstragao: Para facilitar a escrita vamos denotar v; := vp,, f; = degP; e
e; = v;(z), ou seja, vamos provar a desigualdade

T

Zeifi <[F: K(z)].

i=1

r

Note que, como Py, --- , P, sao zeros de x, Z e.fi > 0.
i=1

Para todo i existe um elemento t; € F' tal que

vi(t;) =1ew(t;) =0, para k#i.

Escolha s;1,- - -, 8;f, € Op, tais que s;1(F;), - -, sif; (F;) formam uma base para
o corpo de residuos Fp, sobre K. Pelo Teorema da aproximacao fraca podemos
encontrar z;; € F' tal que, para todo 1, j,

vi(sij — #ij) >0 e wvg(zy) > e, para k # i.

Para provar o resultado basta mostrar que os elementos
t?'zija Com1§i§T71§j§f’iaO§a<ei

sao linearmente independentes sobre K (x), pois estes elementos sdo iguais em

,
namero a E fiei.
i=1

Suponha que exista uma combinacao linear nao trivial

r fi e—1

20D b0tz =0, (1.5)

i=1 j=1 a=0

onde ¢;j,(x) € K(z). Como este somatorio triplo estd igualado a zero podemos
supor, sem perda de generalidade, ¢;;,(z) € K|x] e que pelo menos um dos ¢;j,()
nao ¢é divisivel por z. Entao existem indices k € {1,--- ,r} ec€ {0, ,ex — 1}
tais que

x| ¢rja(x), para todo a < cetodo j € {1,---, fi}
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1 ¢gje(z), para algum j € {1,---, fp}. (1.6)

Multiplicando (1.5 por ¢, ¢, temos

r fi ei—1

DD b0tz = 0. (1.7)

i=1 j=1 a=0
Para i # k todos os somandos de ([1.7]) estao em Py, pois

Uk (Bija ()51, 2i5) = Vr(Dija(T)) + avi(ts) — cor(te) + vi(2i)
>0+0—c+e>0.

Para i = k e a < ¢ temos

V(P rja(T)t > e +a—c>e,—c>0.

Para 1 =k e a > ¢, temos

O (Orja(2)te C21) > a—c > 0.

Combinando esses resultados com ([1.7)) temos

fr
Z(bkjc(x)'zkj € bB. (1.8)

j=1

Note que ¢y c(x)(Py) € K e, por (1.6, nem todos ¢j.(z)(F;) = 0. Portanto
(1.8) é uma combinacao linear nao trivial sobre K

fx
Z Orje(x)(Pr) - 215(Pr) = 0,

o que é uma contradigao, pois zx1(Py), - - , 2k, (Pr) € uma base de Fp, sobre K.
O]

Corolario 1.26. Em um corpo de fungées F/K todo elemento 0 # x € F possui
apenas um nimero finito de zeros e polos.

De fato, se x é uma constante vp(x) = 0 para todo lugar P, logo x nao possui
zeros ou polos. Se x é transcendente sobre K, pela proposicao [1.25] o niimero de
zeros deve ser menor ou igual a [F : K(z)]. O mesmo argumento mostra que x~*
tem apenas um numero finito de zeros, logo & também possui um nimero finito
de polos.
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1.2 Corpo das funcoes racionais

Para exemplificar os resultados vistos até aqui vamos analisar os conceitos
de valorizagao e lugar do corpo de fung¢oes mais simples que existe: o corpo das
fungoes racionais.

Seja F' = K(x), com x transcendente sobre K. Dado um polindmio ménico
irredutivel p(z) € K|z|, temos o anel de valorizagao

Oy = {% F(2),g(x) € Klal. g(z) £ 0.p(x) +g<x>}
de K(x)/K com ideal maximal
Py = {% F(@),g(x) € Klal, g(x) £ 0.p(@)|f(z) ¢ p(a) m@} (1.9)

No caso particular em que p(z) = v — a,a € K, abreviamos a escrita
P,=P,_, € ]P)K(x)

Existe um outro anel de valoriza¢do de K(x)/K, dado por

O = { 10 @), 9(0) € Klul.g(0) #0. deqf (0) < deg g(o)}

com ideal maximal

P, = {%, f(z),9(x) € K[z],g(x) # 0,deg f(z) < deg g(x)} , (1.10)

O lugar P, ¢ chamado lugar infinito de K(z).

Proposicao 1.27. Seja F' = K(x) o corpo de fungées racionais.

(a) Seja P = Pyay € Pi(y) o0 lugar definido por (1.9), onde p(z) € K[z] € um
polinémio irredutivel. Entao p(x) € um elemento primo de P e a valoriza¢ao
vp pode ser descrita da sequinte forma: Se z € K(z) \ {0} € escrito na

forma z = p(x)" - (f(z)/g(x)), com n € Z, f(x),9(x) € K[z],p(z) 1 f(2)
e p(x) 1 g(x), entao vp(z) = n. O corpo de residuos K(x)p = Op/P €
isomorfo a K|x]/(p(z)), com o isomorfismo dado por

oo Kty Kol
fleymod p(x) > f(@)(P).

Consequentemente degP = deg p(x).

(b) No caso em que p(x) = x —a, coma € K, o grau de P = P, € 1 e a
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aplicacao de classes residuais € dada por
2(P) = z(«a), para z € K(z),

onde z(«) € definido da sequinte maneira: FEscreva z = f(x)/g(x), com
f(x) e g(x) polinomios relativamente primos em K|zx]. Entao

_ J f(a)/gla)  seg(a) #0,
2a) = { 00 se g(a) = 0.

(c) Seja P = Py o lugar infinito de K(z)/K definido por (1.10). FEntao
degP,, = 1. Um elemento primo de Py, €t = 1/x. A correspondente
valorizacao discreta v, € dada por

Voo (f(2)/9(x)) = deg g(x) — deg f(x),

com f(z),g(x) € Klz]. A aplicagao de classes residuais correspondente a
P, é determinada por z(Ps) = z(00), onde z(c0) € definido da sequinte

maneira: Se .
ApT" + -+ ag

= n bm 07
z b o b com a =+
entao

an /by  sen=m

z(o0) = 0 sen < m,

o0 sen >m.

Demonstracao:

(a)  Seja P = Py, com  p(z) € K|z]
um polindmio irredutivel. Temos Py,) € Op) € Byy = tO. Como Py, =

{19 1(@), g(w) € Kla], () # 0,p(x) f(2) e plx) § g(x) } temos que p(x) gera
Py e, assim, p(x) é um elemento primo de P. Assim, dado z € K(x) \ {0}

temos = = p(a)"+ (L) com 1(0),9(0) € Klaln € N.po) £ (). ) oo
e vp(z) é definido como vp(z) = n. Vamos mostrar agora que K(z)p = FP é

isomorfo a K|x]/(p(x)). Considere o homomorfismo de anéis

flx) — f(2)(P)
Temos entao KerW = (p(x)). Vamos mostrar que ¥ é sobrejetora. Seja z € Op(y).
Entao z = %, com u(z),v(z) € Klz] e p(z) t v(z). Como p(z) ¢ irredutivel,
v(z) 1 p(z), ou seja, mde{p(x),v(x)} = 1. Dai existem a(x),b(x) € K[z] tais que

a(xz)p(x) + b(x)v(z) = 1.
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Dai z(P) = (b(z)u(x))(P), logo z(P) é imagem de b(z)u(x) € K[x] e, portanto,
U é sobrejetora. Pelo teorema do isomorfismo temos

Dessa forma, temos degP = [K(x)p : K] = deg p(x).

(b) Seja P = P,,a € K. Tome f(z) € K[z]. Entao (x — a)|[f(z) — f(a)]. De
fato, existem ¢(z),r(x) € K[z] tais que

f@) = q(@)(x — a) + r(z),
onde r(z) € K, pois 9r(z) = 0. Temos também
fl@) = g(@)(z — a) +r(a).
Subtraindo as duas igualdades e usando o fato de que r(z) = r(a), temos
f@) = fla) = (a(x) — g(a))(z — @) = (v — )| f(z) — f(a).
Dai, passando o quociente, temos
f@)(P) = (f(z) = f(@))(P) + f(a)(P) = f(a).
Logo, usando um elemento arbitrario = = L com f(2),g(x) € Kla]

(x
(P) = g(a) #0, e dai

Q

~—

relativamente primos e (z — a) 1 g(x), temos g(x

py AP )

g@)(P)  g(a)

Definindo z(a) := oo se g(«) = 0, temos

- { fla)/g(a) se g(a) ig

00 se g(a)

~—

z(a

Assim, como p(z) é linear, temos degP = 1.

(¢) Como P, = {%; f(z),g(x) € Klz|,g(z) # 0,degf(z) < deg g(a:)} ,
entao % € P,. Vamos mostrar que % é um elemento primo de P,,. Seja z € Py.

f(z)

Entao z = M, com deg f(x) < deg g(z). Assim podemos escrever
1 zf(z)
z=—"- , com deg(xf(x)) < deg g(x).
P g(@f(z)) < deg g(x)

Dai z € %(90@, ou seja, % gera P, e, portanto, ¢ um elemento primo de P,,. De

f (=)

maneira natural temos v, (2) = v <(—)) =deg g — deg f. A classe de residuos
g(x

¢ definida de maneira usual.
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Teorema 1.28. Os tnicos lugares do corpo de fungoes racionais K(x)/K sao
Pp(x) (& Poo.

Demonstra¢ao:  Seja P um lugar de K(x)/K.  Vamos dividir essa
demonstracao em dois casos:

Caso 1: z € Op. Neste caso K[x] C Op. Seja I = K[z| N P. Entao I é um
ideal de K[z]. Assim a aplicacao de classes de residuos induz uma inclusao

Como [K(z)p : K] < oo, temos I # {0}. Assim, existe um polindémio monico e
irredutivel p(x) € Klz| tal que I = K[z]|NP = p(z)- K|z]. Dai, dado g(x) € K|z]
com p(z) t g(z), temos g(z) ¢ I = g(z) ¢ P. Logo ﬁ € Op. Entao

@m:{ﬁgmmmmweKmmuwmw}gop

Como todo anel de valoriza¢do O de F//K é um subanel maximal proprio de F,

pelo Teorema temos O,(z) = Op.

Caso 2: Suponha z ¢ Op. Entao, como Op ¢ anel de valorizagao, 27! € Op
edai K[z7'] C Op. Logox™' € PN K[z e PNK[z7'] =27 'K[z7!]. Assim,
temos

fl@) N et olz?
Or 2 {1 fla ) ala) € Kl et o)

ap + a1zt + -+ ax”
= b0 #0
bo+bizt + - 4 bz 07 }
Ao ™t g™
= ;00 # 0
boxmtn 4 oo £ b 07 }
u(z)
~ Vo) u(z),v(z) € K[z];deg u(z) < deg v(z)
v(z
= O

Portanto, Op = Op,) ou Op = O4. Como os ideais maximais dos anéis de
valorizagao sao unicos, pois estes sao locais, segue que os tnicos lugares do corpo
de fungoes racionais sdo P,(x) e Px.

0

Como corolario imediato, temos

Corolario 1.29. FEziste uma bije¢io entre os lugares de grau um de K(z)/K e
K U {oo}.
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1.3 Divisores

Nessa secao vamos definir e apresentar resultados de um grupo de extrema
importancia no Teorema de Riemann-Roch: o grupo dos divisores.

A partir desta se¢ao F'/K denotara um corpo de fungoes e K serd um corpo
algebricamente fechado.

Definigao 1.30. O grupo divisor de F/K ¢ definido como o grupo abeliano
livre aditivo gerado pelos lugares de F//K e € denotado por Div(F). Os elementos
de Div(F') sao chamados divisores de F/K. Em outras palavras, um divisor é

uma soma formal
D= npP,

PePr
com np € Z e com apenas um numero finito de np nao nulos.
Um divisor da forma D = P, com P € Pg, é chamado divisor primo.

Dois divisores D = Y “npP e D' =) n/, P sao somados da seguinte forma:

D+D' =Y (np+np)P.

PePr

O elemento neutro de Div(F') é o divisor

0:= Z rpP, onde rp =0, para todo P € Pp.
PePr

Para Q € Pre D = Z npP € Div(F), definimos vg(D) = ng e dai podemos

PePp
escrever

D= vp(D)P.

PcPp

Definimos uma relagao de ordem parcial em Div(F") por
D <Dy Up(Dl) < UP(D2)7 para todo P € Pp.

Se D1 < Dy e Dy # Dy vamos escrever Dy < Dy. Um divisor D tal que D > 0, ou
seja, vp(D) > 0, para todo P € Pg, é chamado divisor positivo ou efetivo.

O grau de um divisor é definido por

degD := Z vp(D) - degP,

PePp

onde a aplicacdo deg : Div(F') — Z ¢ um homomorfismo de grupos. Assim, dados
A, B € Div(F) temos deg(A + B) = degA + degB.

Pelo Corolério [1.26, sabemos que todo elemento 0 # x € F' possui apenas um
numero finito de zeros e polos. Portanto, a seguinte definicao faz sentido.
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Definigao 1.31. Seja 0 # x € F'. Denote por Z o conjunto de zeros de x e por
N o conjunto de polos. Entao definimos

o (z)):= Z vp(z)P o divisor zero de x.
pez

o (1) = Z(—UP(SL’))P o divisor polo de x.

PeN

o (z):= (7)o — (¥)s 0 divisor principal de .

Temos vp(z) > 0, para todo P € Z, e dai os coeficientes de (), s@o positivos.
Além disso, vp(z) < 0, para todo P € N, e dai —vp(z) > 0 e os coeficientes de
() também sdo positivos. Assim, temos

() = (2)o — ()00 = Z vp(z) - P.

PePr

Observagao 1.32. Os elementos 0 # x € F que sdo constantes sao
caracterizados por

re K< (z)=0.
De fato, se v € K, entdo x ndao possui zeros ou polos, logo vp(x) =

0,VP € Pp, e dai (x) = 0. Reciprocamente, suponha (x) = 0. Entdo

Z vp(z)P — Z vo(2)Q = 0. Se existisse P € Pr tal que vp(x) # 0, P deveria
PeZ QeN

ser zero e polo de x, o que é impossivel. Portanto vp(x) = 0, para todo P € Pp
ex € K.

Definicao 1.33. O conjunto de divisores
Princ(F) = {(z)|0 # x € F}

¢ chamado grupo de divisores principais de F/K. Princ(F) é um subgrupo
de Div(F) pois (zy) = () + (y), para todo 0 # z,y € F.

O grupo CI(F) = Div(F)/Princ(F) é chamado grupo das classes de F/K.
Dado D € Div(F), seu correspondente no grupo das classes é dado por
[D], que representa a classe do divisor D. Dois divisores D, D’ € Div(F) sao

equivalentes e denotados por D ~ D' se [D]| = [D'], isto é, D = D' + (z), para
z e F\ {0}.

Definicao 1.34. Para um divisor A € Div(F), definimos o espago de
Riemann-Roch associado a A por

L(A) =A{z € F/(x) = —A} U{0}.

Da defini¢ao segue que os elementos x € F' que pertencem a L(A) sdo tais
que vp((x)) > vp(—A), para todo P € Pp. Podemos entao fazer a seguinte
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T S
interpretacao: Se A = ZniPZ- — ijQj, com n; > 0,m; > 0, temos
i=1 j=1

S T
—A= Z m;Q; — Z n;P;, e assim L£(A) consiste dos elementos que:
j=1 i=1

e tém zeros de ordem maior ou igual a m; em @); para j =1,---,s, e
e tém polos no maximo em P, ---, P., com a ordem dos polos limitada por
ng, parat=1,--- 1.

Observacgao 1.35. Seja A € Div(F'). Entao L(A) # {0} se, e somente se existe
um divisor A" ~ A, com A’ > 0.

De fato, se L(A) # {0} entio existe x € F tal que (v) > —A = —A' +
(x), logod > —A’, e dai A" > 0. Reciprocamente, se A ~ A’, com A’ > 0, temos
A=A+ (z) >0, o quem implica (x) > —A.

Lema 1.36. Seja A € Div(F). Entao:

(a) L(A) é um espago vetorial sobre K.
(b) Se A’ € um divisor equivalente a A, entao L(A) ~ L(A").

Demonstragao: (a) Sejam z,y € L(A) e a € K. Entao, para todo P € Pp,
temos

e vp(z+y) > min{vp(z) +vp(y)} > —vp(A).

e vp(ax) =wvp(a)+vp(x) =vp(r) > —vp(A).

Dai 2 +y € L(A) e ax € L(A). Portanto L£(A) é um espago vetorial sobre
K.

(b) Como A ~ A’ temos A = A"+ (z), com 0 # z € F. A aplicagao

v L(A) — F
r = xz

é linear, pois ¢¥(z 4+ y) = (

r+y)z = xz+yz = () + ¢¥(y), cuja imagem esta
contida em L(A’), pois (zz) =

(x) + (2) > —A+ (2) e, portanto, xz € L(A").
De maneira anéaloga, temos

vl LAY —  F

x = xz!

¢ uma aplicagao linear de £(A’) em £(A). Como uma ¢ inversa da outra, temos
que L(A) e L(A’) sao isomorfos.

O
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Lema 1.37. (a) L(0) = K.
(b) Se A <0, entao L(A) = {0}.

Demonstragao: (a) Temos (z) = 0 para 0 # = € K. Entao K C L£(0).
Por outro lado, dado z € L£(0),z # 0, temos (z) > 0. Isso significa que = nao

possui polos, logo x nao pode ser transcendente sobre K e dai x € K. Portanto
L(0) =K.

(b) Seja A < 0 e suponha que exista 0 # x € L(A). Entéo (z) > —A >0, ou
seja, x possui pelo menos um zero, mas nao possui polos, o que é absurdo. Assim

£(A) = {0},
]

Vamos mostrar agora que o espago de Riemann-Roch L£(A) tem dimensao
finita para qualquer divisor A € Div(F).

Lema 1.38. Sejam A e B divisores de /K com A < B. Entao L(A) C L(B) e

dim(L(B)/L(A)) < degB — degA.

Demonstra¢ao: Como A < B temos —A > —B. Seja x € L(A). Entao
(x) > —-A>—-B=ux¢€ L(B). Logo L(A) C L(B).

Suponha B = A+ P, com P € Pr. O caso geral segue por indugao. Escolha
um elemento t € F' tal que vp(t) = vp(B) = vp(A) + 1. Dado = € L(B),

vp(z) > —vp(B) = —vp(t).

Dai temos zt € Op, pois vp(x) > —vp(t) = vp(x) + vp(t) > 0 e vp(xt) =
vp(z) + vp(t). Dessa forma obtemos uma aplicagao K-linear

@ZJ: ,C(B) — Fp
x +—  zt(P)

Um elemento = € Kery se, e somente se vp(xt) > 0, pois os elementos de P sao
os que possuem valorizagao positiva. Dai, vp(z)+vp(t) > 0 = vp(x)+vp(A)+1 >
0 = vp(x) > —vp(A) — 1 = vp(x) > —vp(A). Entdo Keriyp = L(A) e, pelo

Tii ~ Imy C Fp. Portanto

teorema do isomorfismo temos,

dim(L(B)/L(A)) < dimFp = degP = degB — degA,

pois, como B = A 4+ P e aplicacdo grau é um homomorfismo, deg(P) =
deg(B) — deg(A).

0

Proposicao 1.39. Para cada divisor A € Div(F'), o espago L(A) € um espago
vetorial de dimensao finita sobre K. Mais precisamente, se A = A, — A_, com
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divisores positivos Ay e A_ entdo

dimL(A) < degA; + 1.

Demonstragao: Como A < A, entdo L(A) C L(A,). Deste modo é
suficiente mostrar a desigualdade

dimL(A}) < degAy + 1.
Como A, é um divisor positivo, temos A, > 0, dai, pelo Lema
dim(L(A+)/L(0)) < degA — deg0.
Como L£(0) = K, temos deg0 = 0 e, além disso,
dim(L(A})) = dim(L(Ay)/L(0)) + 1 < degA, + 1.
O
Definigao 1.40. Para A € Div(F), o inteiro ((A) := dimL(A) é chamado

dimensao do divisor A.

Um dos problemas mais importantes da teoria de corpo de funcoes algébricas
é o calculo da dimensao de um divisor. A solugdo deste problema é o Teorema
de Riemann-Roch, que serd demonstrado no préoximo capitulo.

Teorema 1.41. Todos os divisores principais tem grau zero. Mais precisamente,
sejam x € F\ K e (x)g, (¥)s 08 divores zero e polo de x, respectivamente. Entao

deg(x)o = deg(x)o = [F : K(z)].

Demonstragao: Seja n = [F : K(z)]. Tome B := (z) = Z—vpi(x)Pi
i=1
onde Py, ---, P, sdo polos de z, ou seja, vp,(x) < 0,Vi = 1,--- ,r. Entdo temos
degB = > wvp(z7') - degP; < [F : K(z)], pela Proposigao Note que
precisamos calcular vp, (z7!), para que os P;’s sejam zeros, e dai poder usar a
Proposicao [1.25] Disso concluimos que degB < n.

Vamos mostrar que n < degB. Seja uq,--- ,u, uma base de F'/K(z) e seja
C > 0 um divisor positivo tal que (u;) > —C', ou seja, u; € L(C),Vi =1,--- ,n.
Os elementos da forma z'u;, com 0 < i <[ e 1< j <n pertencem a L(IB + C)
para todo [ > 0, pois (z'u;) = (2*) + (u;) > —IB — C. Note ainda que, como
sao linearmente independentes sobre K (x), os elementos z'u; sao linearmentente
independentes sobre K. Dai temos

((IB+C)>n(l+1).
Tomando ¢ := degC' temos, pela Proposicao [1.39| e usando [B + C > 0,

n(l+1) <{(IB+C) <deg(IB+C)+1=ldegB + c+ 1.
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= ldegB —nl>n—c—1=1(degB—n)>n—c—1,Vl € N.

Como o lado direito da desigualdade independe de [, a desigualdade s6 é possivel
se n < degB.

Dai temos deg(r)s = [F : K(x)]. Como (z)g = (z7!)s, concluimos que
deg(x)g = deg(x™ oo = [F: K(z7Y)] = [F: K(z)].

O

Corolario 1.42. (a) Sejam A, A" divisores com A ~ A'. Entao L(A) = L(A)
e degA = degA’.

(b) Se degA < 0, entao ¢(A) = 0.
(c) Seja A um divisor de grau 0. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. A é principal;
2. L(A) > 1;
3. L(A) =1.

Demonstracao:
(a) Pelo Lema [1.36] se A ~ A" entao £(A) =~ L(A') o que implica ((A) = ((A").
Se A~ A, entao
A=A+ (2) = degA = degA’ + deg(x) = degA = degA’,
pois (x) é divisor principal.

(b) Suponha ¢(A) > 0. Entao L£(A) # {0}. Pela observagao existe um
divisor A" ~ A tal que A" > 0. Dai degA’ = degA > 0, o que contradiz a
hipotese. Logo ¢(A) = 0.

(c) (1)=-(2) Seja A = (x) um divisor principal. Entao

L(A) ={y € Fl(y) = —(2)}

e isso implica 7! € L(A), e daf /(A) > 1.

(2)=(3) Sejam ((A) > 1 e degA = 0. Entao, pela Observacao [1.35]
existe um divisor A ~ A com A’ > 0. Dai temos A" > 0 e degA’" =
0 o que implica A" = 0. Entao ¢(A) = ((A") = ¢(0) = 1.

(3)=-(1) Suponha ¢(A) =1 e degA = 0. Seja z € L(A). Dai (z) + A > 0.
Como deg((z) + A) = 0 segue que

(2)+A=0=>A=—(2)= A= (271,

logo A é principal.

Vamos mostrar agora a existéncia de um limite inferior para ¢(A).
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Proposicao 1.43. Existe uma constante v € Z tal que, para todos os divisores
A € Div(F), temos
degA — ((A) < 7.

Demonstragao: Note que se A; < A, entdo, pelo Lema L(A) C L(Ay)
dim(L(A2)/L(A1)) < degAs — degA,.
Por outro lado temos dimL(As) — dimL(A;) = dim(L(As)/L(A;)). Dai

g(AQ) — K(Al) S d@gAQ — degA1
= degA; — ((A;) < degAy — ((As)

Fixe z € F/K e tome o divisor polo B := (). Usando a demonstra¢ao do
Teorema [1.41] existe um divisor C' > 0 tal que

(IB+C)>(l+1)-degB, para todo [ € N.
Por outro lado temos, pelo Lema [1.38
((IB+ C) < {(IB) + degC,

pois dim(L(IB + C)/L(IB)) = {(IB+ C) — {(IB) < deg(IB + C) — deg(IB) =
((IB+C) <((IB) + degC'.

Combinando estas desigualdades, temos

((IB) > {(IB+C)—degC > (I + 1)degB — degC
= deg(IB) + degB — degC
=deg(IB) + [F : K(z)] — degC.

Chamando [F' : K(z)] — degC = —~, temos
v > deg(IB) — {(IB), com 7y € Z.

Precisamos mostrar que a desigualdade acima ¢é valida mesmo se substituirmos
[B por um divisor qualquer A € Div(F).

Afirmagao: Dado um divisor A existem divisores Ay, D e um inteiro [ > 0
tais que A < A1, A1 ~De D <IB.

Dado um divisor A é possivel escolher A; > A tal que A; > 0. Dai

((IB—A;) >{(IB)— degA; (pelo lema [1.38)
> deg(1B) — 7 — deg A,
> 0, para /¢ suficientemente grande.

Assim, como ((IB— A;) > 0, existe 0 # z € L(IB— A;). Tomando D := Ay —(z)
temos Ay ~ D e D < Ay —(A; —IB) =B e a afirmagao esta provada.

Dessa afirmacao temos a prova da proposicao:
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Como A; > A, temos

degA — U(A) < deg(A;) — £(A;) (pela observacao feita no inicio da prova)
=degD — {(D), (pois D ~ A;)
< deg(IB) — ((IB)
<7

Assim encontramos um limite inferior para ((A) : ((A) > degA — 7.

Observagao 1.44. Note que v depende apenas de F/K e nao do divisor.



CAPITULO 2

O TEOREMA DE
RIEMANN-ROCH

O teorema principal deste capitulo é o Teorema de Riemann-Roch, que torna
possivel o célculo da dimensao do espaco de Riemann-Roch associado a um
divisor. Na tentativa de calcular essa dimensao temos como primeiro resultado
o Teorema de Riemann. Veremos também, como consequéncia do Teorema de
Riemann-Roch, o Teorema das Lacunas de Weierstrass, provado em meados de
1860, que possui muita importancia no estudo de curvas algébricas. Neste capitulo
F/K sera um corpo de fungdes algébricas e K um corpo algebricamente fechado.
As definigoes e resultados deste capitulo podem ser encontrados em [9]

Definigao 2.1. O género g de F/K ¢é definido por

g = max{degA — ((A) + 1|A € Div(F)}.

O género é o invariante mais importante de um corpo de fungoes.

Observagao 2.2. O género de F/K é um inteiro nao negativo.

De fato, se A > 0 entao, pela Proposi¢ao temos ((A) < 1+ degA e dai
g > 0. Agora, se ((A) # 0, pela Observagao existe A’ € Div(F), com A ~
A tal que A’ > 0. Assim, basta analisar o caso em que A = 0. Pela definicao de
género, temos
deg0 —0(0)+1=0—1+1=0.

Dai g > 0.

O primeiro resultado obtido na tentativa de calcular a dimensao de um divisor
foi provado por Riemann em 1857 e é conhecido como Desigualdade de Riemann
ou Teorema de Riemann.

28
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Teorema 2.3 (Teorema de Riemann). Seja F/K um corpo de fungdes de género
g. Entao:

(a) Para todo A € Div(F),l(A) > degA+1— g;
(b) Existe um inteiro ¢, dependendo apenas de F/K, tal que
U(A) =degA+1—g

sempre que degA > c.
Demonstracao:

(a) Pela defini¢ao de género, temos

g>degA—Ll(A)+1=((A) > degA+1—g.

(b) Escolha Ay de maneira que g = degAg — ¢(Ap) + 1 e seja ¢ = degAg + g. Se
degA > ¢, temos, por (a),

U(A— Ag) >deg(A—Ag)+1—g =degA—degAog+1—yg
>c—degAp+1—g
=degAy+g—degAy+1—g=1.

Dai temos ((A — Ap) > 1, ou seja, existe 0 # z € L(A — Ap). Considere o
divisor A’ = A+ (z), A’ ~ A tal que A’ > Ay. Entao

degA — l(A) = degA' —((A")
> degAy — ((Ap)
=g—1

Assim ((A) < degA+1—g. Comparando com (a), temos ¢(A) = degA+1—g
sempre que degA > c.
0

Exemplo 2.4. Vamos mostrar que o corpo de fungoes racionais tem género zero.
Seja Py, o divisor polo de x:

P {% F(@),9(x) # 0 € Kla] ¢ deg f(z) < deg g(a:)} |
Seja r > 0. Entao
B rhy(zx) 2. rhi(x) . 2 — dea ol
£y = {5 & s () > e g(0) — deg 900}

Assim, 1,z,--- ,x" sdo elementos linearmente independentes de L(rPy,), ou seja,

r+1<{l(rPy)=degrPs+1—g,
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para v suficientemente grande. Como deg Py, = 1 a desigualdade fica da sequinte
forma:
r+1<r+1—g=g9<0.

Como ja provamos que g > 0, seque que g = 0.
Defini¢ao 2.5. Para A € Div(F), o inteiro
i(A) :==L(A) —degA+g—1

€ chamado indice de especialidade de A.

Pelo Teorema de Riemann temos

((A) > degA—g+1
= (A)=0(A) —degA+9g—1>0

e, para degA suficientemente grande, temos i(A) = 0.

Definigao 2.6. Um adele de F//K ¢é uma aplicagao

a: Pp — F
P — ap

tal que ap € Op para quase todo P € P, ou seja, #{P € Pplap ¢ Op} < cc.

O conjunto Ap := {a|a ¢ adele de F'/K}, que é um espago vetorial sobre K
com as operagoes usuais, ¢ chamado espago de adeles de F/K. O adele
principal de um elemento x € F é o adele em que todas as componentes
sao iguais a x. As valorizagoes de F'//K se extendem naturalmente a Apg, onde
vp(a) = vp(ap), com ap a P—componente do adele a. Como ap € Op para
quase todo P € Pp, temos vp(a) > 0 para quase todo P € Pp.

Defini¢ao 2.7. Para A € Div(F), definimos

Ap(A) :={a € Ap|lvp(a) > —vp(A), para todo P € Pr}.

Afirmacgao: Ap(A) é um K-subespago de Ap.

De fato, sejam oy, as € Ap(A) e c € K. Entao

e vp(ay + ag) > min{vp(ay) + vp(ag)} > —vp(A);
e vp(cay) =vp(c) +vp(ar) =vp(ar) > —vp(A).

Teorema 2.8. Para todo divisor A, o indice de especialidade €

i(A) =dim(Ap/(Ar(A) + F)).

Neste teorema dim representa dimensao como K-espaco vetorial. Note que,
apesar de os espagos Ap, Ar(A) e F terem dimensao infinita sobre K, o quociente
tem dimensao finita sobre K, a saber o indice de especialidade.
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Demonstracao: Vamos dividir a demonstracao em 3 afirmacoes:

e Afirmagao 1: Sejam A;, Ay € Div(F) e Ay < Ay. Entao Ap(A4;) C
.AF(AQ) (§]

De fato, seja o« € Ap(A;). Entao vp(a) > —vp(A;), para todo P € Pp.
Mas como A; < A,, temos

—A; > —Ay = —vp(Ay) > vp(A2) = vp(a) > —vp(As), para todo P € Pp,

e dai @ € Ap(Ay). Portanto Ap(A;) C Ap(As).

Para mostrar a igualdade (2.1)) vamos supor Ay = A; + P, com P € Pr. O
caso geral segue por indugdo. Escolha t € F' tal que vp(t) = vp(A41) + 1 e
considere a aplicacao

D : AF(AQ) — Fp
o —  (tap)(P)

Afirmamos que ¢ é uma aplicagao sobrejetora e Ker® = Ar(A;). De fato,
temos

Ker® ={ae€ Ap(As)ltap € P}
= {a € Ap(Ay)|vp(tap) > 0}
= {Oé € AF(A2)|UP<A1) +1+ Up(Oép) > 0}
= {Oé € AF(A2)|’UP(Ozp) > —Up(Al) — 1}
= {a € Ap(A2)|vp(ap) 2 —vp(A1)} = Ap(A1).

Dai, pelo Teorema do Isomorfismo, temos

Ap(A)
Ap(4y)

Como Ay = Ay + P, entao degP = degAy — degA;. Logo

ZFP

degAs — degAy = degP = [Fp : K| = dim(Ap(A3)/Ar(A1)).
e Afirmagao 2: Sejam A;, As € Div(F) e A} < A,. Entao
dim(Ap(Ag) + F)/Ap(Ay) + F) = (degAs — U(Az)) — (degAs — €(Ay)).

Considere a sequéncia

O L(A2) 01 Ap(A2) 02 Ap(A2)+F 0
L(A1) Ar (A1) Ap(A)+F

Vamos mostrar que essa sequéncia é exata.

1. Imo; C Keros:
Como L(As) = Ap(Az) N F, dado © € L(As), temos z € F. Dessa forma
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temos

O'Q(O'l(l‘ + ,C(Al))) = 0'2(1’ + AF(Al)) =0
2. Keroys C Imoy:

| Ar(Ay) -
Seja o € Ap(As) e a + Ap(A;) € Ar (A tal que o2(a + Ap(A4;1)) = 0.
r(A1

Entao a € Ap(A;) + F e dai existe x € F tal que o« — x € Ap(4;).
Como Ap(A;) C Ap(As) pela Afirmagao 1, temos a — z € Ap(As), e dai
r=oa—(ad—1x) € Ap(Ay) N F = L(As). Portanto, temos

o+ AF(Al) =T+ AF(Al) = 0'1(27 + E(Al)) = o+ .AF(Al) € Imo;.

Com isso concluimos que a sequéncia é exata, e dai

= dim(Ap(A2) + F/Ar(A1) + F) = dim(Ar(A2)/Ar(A1))/dim(L(A2)/L(A))
= (degAg - degAl) - (g(A2> - g(Al))
= (degAy — ((Az)) — (degAy — ((Ay))

onde a segunda igualdade segue da Afirmagao 1.
e Afirmagao 3: Se B ¢ um divisor com ¢(B) = degB + 1 — g, entao
Ar = Ar(B) + F.
Para iniciar a demonstragao observe que, dado By € Div(F), se By > B
temos, pelo Lema [1.38]
dim(L(B1)/L(B)) =4(B,) — ¢(B) < degB; — degB
= ((B;) <{(B) +degB; — degB = degB; + 1 — g, (2.2)

pela hipotese da afirmacao.

Por outro lado, pelo Teorema de Riemann, temos

((By) > degBy +1—g. (2.3)

Dai, comparando (2.2) e (2.3)), temos ¢(B;) = degB; + 1 — g, para todo
B, > B.

Vamos demonstrar agora que Ar = Ap(B)+F. Jatemos Arp(B)+F C Ap.
Seja a € Ap. Podemos encontrar um divisor B; > B tal que a € Ap(By).
Dai temos, pela Afirmacao 2,

dim((Ap(B1) + F)/(Ap(B) + F)) = (degB; — {(By)) — (degB — ¢(B))
=g-1)—-(g-1)=0

Portanto Ap(By)+ F = Ap(B)+ F. Como a € Ap(By),a € Ap(B)+ F =
Ap(B)+ F 2 Ap.

Seja A um divisor arbitrario. Pelo Teorema de Riemann existe A; > A tal que
((Ay) = degA; + 1 — g. Pela Afirmagao 3, Ap = Ap(A;) + F e, pela Afirmagao



33 CAPITULO 2. O TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

2, temos

dim(Arp/Ap(A+ F)) =dim(Ap(A)) + F/Ap(A)+ F)
= degAy — ((A;) — (degA — ((A))
=(g—1)+l(A) —degA = i(A).

O

Observacgao 2.9. Como i(A) := ((A) — degA + g — 1, podemos escrever
U(A) =degA+1—g—dim(Ar/Ap(A) + F),

que € uma versao preliminar do Teorema do Riemann-Roch.
Corolario 2.10. g = dim(Ap/Ar(0) + F)

De fato, temos dim(Ar/(Ar(0) + F)) = i(0) = £(0) — deg(0) + g — 1 =
1-0+g—-1=g.

Definig¢ao 2.11. Uma diferencial de Weil de um corpo de fun¢oes F/K € uma
aplicagio K-linear w : Ap — K que se anula em Ap(A)+F, para algum divisor
A € Div(F). Chamamos o conjunto

Qp = {w|w € uma diferencial de Weil de F/K}
de mddulo das diferenciais de Weil de F/K. Para A € Div(F), definimos

Qp(A) = {w € Qp|w se anula em Ap(A) + F}.

Consideramos 2p como um K-espago vetorial de modo natural: Sejam
wi,wy € Qp tais que wy se anula em Ap(A;) + F e wy se anula em Ap(As) + F.
Entao w; 4wy se anula em Ap(A3), com Az < Ay e Az < Ay, pois Ap(A3) + F C
AF(Al) + Fe AF(Ag) + F C AF(A2> + F.

Lema 2.12. Para A € Div(F), temos dimQp(A) = i(A).

Demonstragao: Temos que Q2p(A) é o conjunto das diferenciais de Weil
que se anulam em Ap(A) + F, e entdo Qp(A) ¢é naturalmente isomorfo a

ﬁ. Como i(A) = dim(Ar/Ar(A) + F) pelo Teorema , concluimos
que dimQp(A) = i(A).
U

Definicao 2.13. Para x € F e w € Qp, definimos xw : Ap — K por
(2w) (@) = w(za).

Observagao 2.14. zw também é uma diferencial de Weil de F/K. De fato, se
w se anula em Ap(A) + F entdo xw se anula em Ap(A+ (z)) + F.

Proposicao 2.15. O conjunto Qp € um espaco vetorial sobre F de dimensao 1.
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Demonstracao: Seja 0 # w; € Qp. Para mostrar que QQp tem dimensao 1
sobre I’ precisamos mostrar que, dado wy € Qp, existe z € F' tal que wy = zwy.

Sejam A;, Ay € Div(F) tais que wy € Qp(A)) e wy € Qp(A43). Seja
B € Div(F) e considere as aplica¢oes K-lineares

x — TW;

1=1,2.
Afirmacgao: Para uma escolha apropriada do divisor B, temos
U1 (L(A1 + B)) N W(L(Az + B)) # {0}
Se demonstrarmos essa afirmacao a Proposicao estara demonstrada, pois existem

w1 € L(A; + B) e 15 € L(Ay + B) tais que 71w; = Towy # 0 = wy = (25 71 )w1.

Demonstracdo da afirmacdo: Vamos utilizar o seguinte fato de Algebra Linear:

dim(Uy N Us) > dimU; + dimUs — dimV, (2.4)

onde Uy, Uy sao subespagos do espago vetorial V.

Pelo Teorema de Riemann, para B > 0 suficientemente grande, temos
((A;+ B)=deg(A; + B)+1—g, i=1,2.

Defina U; := V;(A; + B), ou seja, U; é imagem de U; e V;(A; + B) C Qp(—B).
Dai temos

dimQp(—B) = i(—B) = dim(—B) — deg(—B) + g — 1.

Como B > 0, temos —B < 0 ¢ L(—B) = {0}, ou seja, dim(—B) = 0. Além disso
temos vp(B) > 0, logo vp(—B) < 0, e dai —deg(—B) = degB. Assim

dim(—B) —deg(—B) + g —1=0+degB + g — 1,
e, portanto,

dimU; + dimUy — dimQp(—B) =
=deg(A1+B)+1—g+deg(As+ B)+1—g—degB —g+1
= degB + [degA; + degAs + 3(1 — g)].

Dai, para B suficientemente grande, temos
dimU; 4+ dimUy — dimQp(—B) > 0,

ou seja, por (2.4)), dim(U; NUy) > 0, o que prova a afirmagao.
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Queremos relacionar um divisor a cada diferencial de Weil. Para isso, fixando
w, definimos

M(w) ={A € Div(F)|w se anula em Ap(A)+ F'}.

Lema 2.16. Seja 0 # w € Qp. Entao existe um divisor unicamente determinado

W e M(w) tal que A < W, para todo A € M(w).

Demonstracao: Pelo Teorema de Riemann, existe um inteiro ¢ que depende
apenas de F//K tal que i(A) = 0, para todo A € Div(F) com degA > c.

Pelo Teorema 2.8, temos
i(A) =dim(Ap/Ar(A)+ F) =0= Ap = Ap(A) + F,

ou seja, o adele se anula em todo Ap, logo w = 0, o que é absurdo. Assim,
para A € M(w), temos degA < ¢. Como ¢ € 7Z podemos escolher um divisor
W € M(w) de maior grau. Suponha que W nao satisfaga a propriedade do Lema,
ou seja, existe um divisor Ay € M(w) com Ay > W, isto &, vg(Ay) > vo(W)
para algum @ € Pp. Vamos mostrar que W + @ € M(w), o que contradiz a
maximalidade de W.

De fato, considere o adele a = (ap) € Ap(W + Q). Como Ap é um espaco
vetorial sobre K, podemos escrever o = o + o, com

o 4 ar se P#(Q . o — 0, se P#Q
1 0, se P=1Q | ag, se P=Q

Dai temos que o/ € Ap(W) e o € Ap(Ap), e dai w(a) = w(d’) +w(a”) = 0.
Portanto, w se anula em Ap(W + Q)+ F, o que é absurdo. Disso segue que existe
um unico W € M (w) tal que A < W, para todo A € M (w).

O

Defini¢ao 2.17. (a) O divisor (w) de uma diferencial de Weil w # 0 € o divisor
unicamente determinado de F/K que satisfaz:

1. w se anula em Ap((w)) + F.
2. Se w se anula em Ap(A) + F, entio A < (w).
(b)Para 0 # w € Qp e P € Pp definimos vp(w) := vp((w)).

(c)Um lugar € dito zero (resp. polo) de w, se vp(w) > 0 ( resp. vp(w) < 0). A
diferencial de Weil w € reqular em P se vp(w) > 0 e w € dita reqular (ou
holomarfica) se é reqular em todos os lugares P € Pp.

(d) Um divisor W ¢é dito divisor canénico de F/K se W = (w), para algum
w € QF
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Observagao 2.18. Temos Qp(A) = {w € Qp|w se anula em Ap(A) + F}.
Entao, pela definicao anterior, podemos escrever

Qp(A) ={w e Qp/w=0 ou (w) > A}.

Observe que w =0 se anula em Ap(A) + F, por isso adicionamos essa condi¢@o
na nova defini¢ao de Qp(A).

Temos Ap(0) = {a € Ap|vp(a) > 0,VP € Pr}. Dai podemos escrever

Qp(0) ={w € Qp|w se anula em Ap(0) + F}
= {w € Qp|(w) = 0}
={w € Qplvp(w) > 0, para todo P € Pr}
= {w € Qp|w € regqular}.

Proposigao 2.19. (a) Para 0 £z € F e 0 # w € Qp, temos (2w) = () + (w).

(b) Quaisquer dois divisores canodnicos de F'/K sao equivalentes.

Demonstragao: (a) Sejam x € F e w € Qp. Se w se anula em Agr(A) + F,
entdo rzw se anula em Ap(A + (x)) + F. Assim, pela defini¢do anterior, temos
(zw) > A+ (z). Por outro lado (w) > A. Subtraindo essas duas equagoes,
temos (zw) — (w) > (z) = (2w) > (x) + (w). Usando isso temos (zw) + (z7!) <
(r7'2w) = (w) = (2w) < (w) — (z7!). Combinando essas duas desigualdades
temos

(2) + (W) < () < (W) = (271) = (W) + (x)
= (z) + (w) = (2w).
(b) Sejam W e W’ dois divisores candnicos. Precisamos mostrar que existe
um divisor principal (z) tal que W/ = W 4 (z). Como 2 é espago vetorial

de dimensao 1 sobre F existe z € F' tal que W' = zW. Pela parte (a) temos
(W)= (2)+ W =W'=W + (2) e, portanto, W ~ W".

O

Teorema 2.20 (Teorema da dualidade). Seja A um divisor arbitrdrio e W = (w)
um divisor canonico de F/K. Entao a aplicagio

. { E(Wx— A) — QZ;EUA)

€ um 1somorfismo de K-espacos vetoriais. Em particular,

i(A) = dimQp(A) = (W — A).

Demonstracao: Seja x € L(W — A). Entao
(zw) = () + (W) > (W —-A)+ W = A= aw € Qp(A),

onde a primeira igualdade segue da Proposicao [2.19 e a implicacao segue da
Observagao 2.18 Daf temos que p aplica L(W — A) em Qp(A).
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p € linear: Sejam z,y € L(W — A) e c € K. Entao,

o wz+y)=(r+yw=rw+yw=p()+puy).

o (cx) = (cr)w = c(zw) = cu(x).

i é injetora: Suponha p(z) = zw = 0. Como w # 0, temos x = 0 e dai
Kerp = {0} e p & injetora.

i € sobrejetora: Seja wy € Qp(A). Como Qp(A) tem dimensao 1 sobre F,
podemos escrever wy; = zw para x € F. Dai

() + W = (2) + (w) = (2w) = (w1) > A, ( pois wy € Qr(A))
e assim temos

() >A-W=-W-A)=ze LW —-A) ew = p(z).

Dessa forma, como p € bijecao, temos (W — A) = dimQp(A) = i(A).
0J

A partir do Teorema de Riemann, o mateméatico Gustav Roch demonstrou,
em 1865, uma versao do Teorema de Riemann-Roch para superficies de Riemann.
O resultado foi generalizados posteriormente para varios outros assuntos, como,
por exemplo, curvas algébricas.

Teorema 2.21 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W um divisor candénico de
F/K. Entao, para cada divisor A € Div(F),

U(A) =degA+1—g+ (W —A).

Demonstracao: Definimos o indice de especialidade como
i(A) =L(A) —degA+g— 1.
Pelo Teorema da dualidade temos i(A) = (W — A), e dai
U(A) =degA+1—g+ (W —A).

0
Corolario 2.22. Para um divisor canénico W, temos degW = 2g—2 e ((W) = g.

Demonstracao: Para A = 0, temos

0(0) =deg0+1—g+l(W —0)=L(W)=g.

Tomando A = W, temos

(W) =degW +1—g+£(0) = degW =g+g—2=2g9—2.
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Corolario 2.23. dimQp(0) = g.
De fato, pelo Teorema da Dualidade, temos 2z(0) ~ L(W). Dai, pelo Teorema
de Riemann-Roch, temos dimQp(0) = (W) = g.

Isso significa que podemos ver o género do corpo de fungbes F//K como a
dimensao do espago Qr(0). Além disso, como 2g(0) é espago vetorial sobre K
existem exatamente ¢ diferenciais de Weil regulares linearmente independentes
sobre K.

Teorema 2.24. Se A é um dwvisor de F/K de grau degA > 2g — 1, entao

((A) =degA+1—g.

Demonstracao: Pelo teorema de Riemann-Roch, dado um divisor canénico
W, temos
U(A) =degA+1—g+ (W —A).

Como degA > 2g — 1, por hipotese e degWW = 2g — 2, temos
deg(W — A) = degWW —degA <2g—2—-29g+1=-1<0=4W —A) =0,
pelo Corolario [[.42] Dai
U(A) =degA+1—g.
0

Vejamos agora algumas consequéncias do Teorema de Riemann-Roch. O
primeiro resultado garante que este teorema caracteriza o género e a classe
canonica de F//K. Outro resultado importante, que sera usado posteriormente
no trabalho, é o Teorema das Lacunas de Weierstrass, provado por Weierstrass
em meados de 1860, que sera particularizado para curvas. Além destes resultados
provaremos também o Teorema de Clifford, que fornece uma relacao entre a
dimensao e o grau de um divisor A, com 0 < deg A < 2¢g — 2.

Proposicao 2.25. Suponha que gy € Z e Wy € Div(F) satisfagam
U(A) =degA+1—go+L(Wy— A)
para todo A € Div(F). Entao go =g e Wy € um divisor candnico.

Demonstragao: Seja A = 0. Entao temos ¢(0) = deg(0) + 1 — go +
t(Wy) logo £(Wp) = go.

Seja agora A = W,. Dai
go = L(Wo) = degWy + 1 — go + £(0)

= degWy = 2gg — 2.

Seja W um divisor canoénico de F/K. Escolha um divisor A tal que degA >
max{2g — 2,290 — 2}. Entéo, pelo Teorema [2.24] temos

U(A) =degA+1—g. (2.5)
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Por outro lado, temos degA > degW, e dai deg(Wy — A) < 0 = (W, — A) = 0.
Assim,

U(A) =degA+1— go. (2.6)

Comparando e , temos g = go. Agora, substituindo A = W na equagao
inicial, temos
(W) =degW +1—g+ (W, —W)

= g=29—2+1—g+ LWy —W)

= €<WO — W) =1
Além disso, deg(Wo—W) = degWy—degW = 2g—2—(2g—2) = 0. Dali, pela parte
(¢) do Corolario[1.42) Wo—W é um divisor principal e, como Wy = W+ (W, —W),
temos W ~ Wj.

O

Proposicao 2.26. Um divisor B € candnico se, e somente se degB = 2g — 2 e
{B)>g.

(=) Ja sabemos que dado um divisor canénico B,degB =29 —2 e {(B) =g
pelo Corolario [2.22]

(<) Suponha degB = 2g — 2, {(B) > g e seja W um divisor canénico. Vamos
mostrar que W ~ B. Temos

g<{B) =degB+1—g+{(W —B) ( pelo Teorema de Riemann-Roch )
=29—2+1—g+ (W —B)
=g—1+(W —DB)
=g>9g—1+¢(W —-B)=((W-B)>1

Note ainda que deg(W — B) = 0, pois degWW = degB = 2g — 2. Dai, novamente
pelo Corolario [1.42) W — B é um divisor principal, o que implica W ~ B. Logo
B é canonico.

O

Vamos agora definir uma estrutura que sera utilizada em todo o trabalho: um
sumigrupo numeérico.

Definicao 2.27. Um semigrupo numérico é um subconjunto H de N fechado
para a adi¢do, que contém o 0 e que possui complemento finito em relagdo aos
naturais, isto é, #(N\ H) < oo.

Proposicao 2.28. Seja P € Pr. Entao, para cada n > 2g, existe um elemento
x € F com divisor polo (x)s = nP.

Demonstragao: Temos L((n — 1)P) = {x € F/up(z) > —n+1 > —n} =
L((n—1)P) C L(nP).

Por outro lado, pelo Teorema [2.24] como n > 2¢, temos

l(n—1)P)=(n—1)degP+1—g e {(nP)=ndegP+1-—yg,
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ou seja, {(nP) > {((n — 1)P). Logo L((n — 1)P) C L(nP). Dessa forma, tome
z € LnP)\ L((n—1)P). Entdo —n+1 > vp(x) > —n = vp(zr) = —n. Portanto,
x tem divisor polo (z)« = nP.

O

Definicao 2.29. Seja P € Pr. Um inteiro n > 0 € chamado nimero polo de
P se existe um elemento x € F tal que (x)o = nP. Caso contrdrio, n é chamado
lacuna de P.

Observagao 2.30. n é um numero polo de P se, e somente se {(nP) >
((n—1)P).

Demonstra¢ao: (=) Suponha que n seja um niamero polo de P. Entao existe
r € F, com (z)s = nP. Como L((n —1)P) C L(nP), para que n seja namero
polo de P devemos ter ¢(nP) > (((n—1)P) para obtermos L((n—1)P) C L(nP).

(<) Se ¢(nP) > £((n — 1)P) segue que L((n — 1)P) C L(nP) e dai existe
x € L(nP)\ L((n —1)P), o que implica vp(z) = —n = (2)» = nP e, portanto,
n é namero polo de P.

Observagao 2.31. O conjunto dos nimeros polos de P é um subconjunto de N
fechado para a soma.

Sejam (71)se = M1 P € (T3)ee = noP, com x1,25 € F. Entao xixs € F e
(172)00 = (N1 4+ nq)P. De fato, temos vp(z1) = —ny, ou seja, x1 = t~™u, onde
u € O* et é um elemento primo de P. De maneira analoga, xs = t~"2v, com
v € OF. Assim, (2122)0 = (n1 + ng)P e dai ny + ny pertence ao conjunto de
polos de P.

Para concluir que o conjunto de polos de P é um semigrupo numérico basta
mostrar que seu complemento em N é finito, pois ja& mostramos que ele é fechado
para a soma.

Teorema 2.32 (Teorema das Lacunas de Weierstrass). Suponha que F/K tenha
género g > 0 e seja P um lugar de grau 1. Entao existem exatamente g lacunas
i, 09 de P, comiy =1 eiyg < 29— 1.

Demonstracao: Pela Proposicao [2.28] cada lacuna é menor ou igual a 2¢g — 1
pois, para n > 2g existe um elemento = € F' com divisor polo (z)s = nP. Temos
também que 0 é um ntmero polo, pois 0 = (k)s, com k € K.

Temos a seguinte caracterizacao para lacunas:
i ¢ lacuna de P < L((i — 1)P) = L(iP).

Essa caracterizagao se dé pelo fato de que n é um niimero polo de P se, e somente

se {(nP) > {((n—1)P).
Considere entao a sequéncia de espacos vetoriais

K =L£(0)C L(P)C L2P)C - C L((29 — 1)P). (2.7)
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Temos dimL(0) = 1. Pelo Teorema [2.24) se degA > 2g — 1, entdo ((A) =
degA + 1 — g, dai

dimL((2g —1)P) =deg((2g —1)P)+1—-g=29—1+1—-g=g.
Além disso, temos, pelo Lema [1.38],

L(iP)

dim (m) <deg(iP) —deg(i—1)P=i—i+1=1.

Assim
dimL(iP) — dimL((i — 1)P) < 1 = dimL(iP) < 1 + dimL((i — 1)P),
para todo i. Como dimL((2g — 1)P) = g, temos
g <dimL((2g —2)P) + 1= dimL((2g —2)P) > g — 1,

e assim sucessivamente. Portanto existem exatamente g — 1 ntmeros ¢ entre 1
e 2g—1com L((i —1)P) € L(iP). Dessa forma, existem 29 — 1 — (g —1) =g
lacunas de P. Para finalizar basta mostrar que 1 é a primeira lacuna. Suponha
que 1 seja polo. Como o conjunto dos niimeros polos é fechado para a soma, todo
n € N seria polo, o que é absurdo pois g > 0. Assim 7; =1 e 7, < 2g — 1.

0

Com esse teorema provamos que o numero de lacunas de um lugar P é finito e,
portanto, o conjunto de nimeros polos de um lugar P é um semigrupo numérico.

Sabemos que o espaco de Riemann-Roch associado a um divisor de grau
negativo contém apenas o zero. Além disso, pelo Teorema [2.24] se o grau do
divisor ¢ maior que 29 — 2 o Teorema de Riemann-Roch se resume a ((A) =
degA+1— g, ou seja, a dimensao de A depende apenas do grau de A e do género
do corpo de fungoes. Vamos agora analisar o caso em que 0 < degA < 2¢g — 2.

Defini¢ao 2.33. Um divisor A € Div(F') é chamado nao especial se i(A) = 0.
Caso contrdario A € chamado especial.

Proposicao 2.34. (a) Um divisor A é nao especial se, e somente se ((A) =
degA+1—g.

(b) Se degA > 2g — 2, entdo A € nao-especial.

(c) A propriedade de um divisor ser especial ou nao depende apenas da classe

[A] de A.
(d) Divisores candnicos sao especiais.
(e) Todo divisor A com £(A) >0 e degA < g € especial.

(f) Se A € nao especial e B > A, entdo B € nao especial.

Demonstracao: (a) Como i(A) = ((A) — degA + g — 1, temos i(A) = 0 &
U(A) =degA+1—g.
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(b) Pelo Teorema[2.24] se degA > 2g—1, entao ((A) = degA+1—g = i(A) =
0.

(¢) Como dois divisores equivalentes possuem mesmo grau e dimensdo, a
propriedade de ser especial ou nao depende apenas da classe.

(d) Seja W um divisor canoénico. Entao, pelo Teorema da dualidade, temos
(W) =W — W) =£(0) = 1. Logo W ¢é especial.

(e) 1 <l(A) =degA+1—g+i(A) = i(A) > g—degA > 0. Logo A é especial.

(f) Pelo Teorema 2.8 temos i(A) = dim(Ar/Ap(A) + F). Assim, se A é ndo
especial, segue que Arp = Ap(A) + F. Se B > A entao Ar(A) C Ap(B) =
dim(Ar/Ap(B)+ F) =0=i(B) =0 e B é nao especial.

O

Teorema 2.35 (Teorema de Clifford). Para todos os divisores A, com 0 <
degA < 2g — 2, temos

(A <1+ %degA.

Para demonstrar o teorema vamos, primeiramente, provar o seguinte lema:

Lema 2.36. Suponha que A e B sejam divisores tais que {(A) > 0 e {(B) > 0.
Entao ((A) 4+ ¢(B) <1+ {((A+ B).

Demonstragao: Como ((A) > 0 e ¢(B) > 0 podemos encontrar, pela
Observacao Ag, By > 0 tais que A ~ Ay e B ~ By. O conjunto

X ={D € Div(F)|D < Ag e L(D) = L(A)}

¢ nao vazio, pois Ag € X. Por defini¢ao, temos degD = Z vp(z) - degP, onde
pEPR

degP > 0, pois degP = [Fp : K|. Como L(D) = L(Ay) segue L(Ay) C L(D), e

dai, dado = € L(Ay), temos vp(x) > —vp(Ag) > —vp(D) = vp(D) > vp(Ay) >

0. Portanto degD > 0 para todo D € X. Disso temos que existe um divisor
Dy € X de grau minimal. Para todo P € Pr temos

£(D0 — P) < E(D())
Afirmacgao: ((Dy) + ¢(By) < 1+ ¢(Dy + By)

Seja suppBy = {Py,---, P.} o conjunto dos lugares em que vp, # 0. Entao
L(Dy — P;) é um subespago proprio de L£(Dy), para i = 1,--- ,r. Assumindo que
K é infinito e usando o fato de que um espacgo vetorial sobre um corpo infinito
nao ¢ a uniao de um namero finito de subespacos proprios, é possivel encontrar
z € L(Dy) tal que

z € L(Do) \ O L(Dy — F;).

i=1
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Considere a aplicacao

r > xz modL(Ay)

Temos Kerd® = {z € L(By)|zz € L(A)} = K, e dai concluimos que
dimL(By) — 1 < dimL(By + Dy) — dimL(Ay).
Como dimL(Ay) = dimL(Dy), temos
L(Dy) + €(Bo) <1+ (Do + By),
e a afirmagao esta provada.

Usando essa afirmagao, temos
((A) + €(B) = {(Ag) + {(Bo) = (Do) + {(Bo)
<14 4(Dy+ By) <1+ {(Ay+ By)
=1+ /((A+ B).
O
Demonstra¢ao do Teorema: Se ((A) = 0, como degA > 0 temos ((A) <
1
14 idegA.

Se ((W — A) = 0, pelo Teorema de Riemann-Roch temos

1 1
U(A)=degA+1—g=1+ édegA + §(degA —2g).

Como degA < 2g — 2, temos degA — 2g < —2 = —(degA — 2g) < —1. Dai

1
) 2
UA) <1+ degA.

Vamos considerar entdao o caso em que ¢(A) > 0 e {(W — A) > 0. Pelo lema
anterior, temos

CA) + U — A) =1+ (W) =1+g.

Por outro lado, pelo Teorema de Riemann-Roch, temos
U(A) — (W — A) =degA+1—g.

Somando essa duas equacoes, temos

20(A) =degA+2=((A) <1+ %degA.



CAPITULO 3

CURVAS ALGEBRICAS

Neste capitulo vamos expor as defini¢oes e os principais resultados sobre curvas
algébricas afins e projetivas. Mostraremos também que existe uma bijecao entre
pontos de uma curva nao singular e lugares de seu corpo de funcgoes, e com isso
conseguiremos transferir todo o estudo feito para corpos de fungoes algébricas
para o estudo da curvas. As definigoes e resultados deste capitulo sao encontrados
em [2].

3.1 Variedades afins

Seja k um corpo. Denotamos por A"(k), ou simplesmente A" (quando o corpo
k ja estiver subentendido) o produto cartesiano de k n-vezes. Dessa forma A" é
o conjunto de todas as n-uplas de elementos de k. Chamaremos os elementos de
A™ de pontos.

Se F' € k[Xy,---,X,], um ponto P = (ay,---,a,) € A" & chamado zero
de F' se F(ay,---,a,) = 0. O conjunto de todos os zeros de F' é chamado
hipersuperficie definida por F' e é denotado por V (F).

Exemplo 3.1. Seja k = R. Dado F = Y? — X?(X + 1) temos V(F) =
V(Y- X2(X 1 1)) = {(r,y) € Ally = /22 £ 1)} C A2

44
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A curva plana afim representa o conjunto V(Y2 —X?(X +1)), que ¢ o conjunto
de zeros de FF =Y? — X%(X +1).

Se S C k[Xy,--,X,] é um conjunto de polindmios, denotamos
V(S)={P € A"|F(P) =0, para todo F' € S}.

Note que podemos escrever V(S) = ﬂ V(F), pois P € V(S) deve anular todos

Fes
os polindmios de S.

Defini¢ao 3.2. Um conjunto X C A" é um conjunto algébrico se X =V (S)
para algum conjunto de polinomios S C k[ Xy, -+, X,].

Vejamos algumas propriedades dos conjuntos algébricos:

(1) Todo conjunto algébrico V(S) € igual a V(I), para algum ideal I de
k[Xh U aXn]
De fato, seja I o ideal gerado por S. Entao V(I) = ﬂ V(F)=V(5).

Fel
(2) Se {I,} € uma cole¢io de ideais, entdo V(U I,) = ﬂV(Ia), ou seja,

(04 (0%
a intersecao de qualquer colecao de conjuntos algébricos é um conjunto
algébrico.

(3) Se I C J entao V(I) DV (J).
De fato, seja I C J. Entdao V(I) = [ V(F) > (| V(F) = V(J).

Fel FeJ
(4) V(FG) = V(F)UV(Q), para quaisquer polinémios F e G.

Isso ¢ claro, pois todo ponto de A™ que anula F' anula F'G e todo ponto
de A" que anula G também anula F'G. Temos V(I) UV (J) = V{FG|F €
I eG € J}) e, de maneira geral, podemos concluir que a uniao finita de
conjuntos algébricos ¢ um conjunto algébrico.

(5) V(0) = A™(k), pois qualquer ponto de A™ é raiz do polinémio nulo.
V(1) = @, pois nenhum ponto de A" anula um polinémio constante e
V(X1 —ay,--, X, —a,) = {(a,--- ,a,)}. Com essa ultima propriedade
concluimos que qualquer conjunto finito de A™ é um conjunto algébrico,
pois basta tomar o produto dos polinémios que sao anulados pelos pontos
do conjunto.

Dado um conjunto X € A"(k), vamos analisar o conjunto dos polindémios que
se anulam em X. Estes polinémios formam um ideal de k[X7,--- , X,] chamado
ideal de X e denotado por /(X), onde

I(X)={F €k[Xy, -, Xy]|F(a1, -+ ,an) = 0,Y(ay,--- ,a,) € X}.

As propriedades abaixo nos dao relagoes entre ideais e conjuntos algébricos:
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Sejam X, Y conjuntos algébricos.

(6) Se X CY entao I(X) D I(Y).

De fato, seja F' € I(Y). Entao F(ay,--- ,a,) =0, para todo (a1, ,a,) €
Y. Como X C Y temos F(by,---,b,) =0, para todo (by,---,b,) € X =
F e I(X). Portanto, I(Y) C I(X).

(7) I(©) = k[X1, -+, X,]. I(A™(k)) = (0), pois o polindmio nulo ¢ o tnico
anulado por todos os pontos de A". I((ay,- - ,a,)) = (X1 —ay,--, X, —
a,), para ay,--- ,a, € k.

(8) I(V(S)) D S, para qualquer conjunto S de polinémios e V(I(X)) D X, para
qualquer conjunto X de pontos.

Seja F' € S. Entao temos
V(S) = {(ala"' 7an) € An’F<a17"' aan) = O>VF € S}

Dai I(V(S)) = {G € k[Xy, -, X,]|G(ar,--- ,an) = 0,Y(ay, -+ ,a,) €
V(S)}. Logo F € I(V(S)). A demonstracio é anéloga quando
consideramos um conjunto X de pontos.

9) V(I(V(S)) = V(S9), para qualquer conjunto S de polindémios e
I(V(I(X))) = I(X), para qualquer conjunto X de pontos.

Um ideal de um conjunto algébrico de pontos possui uma propriedade
particular: Se I = I(X) e F™ € I, para algum inteiro n > 0, entdo F € [.
Se [ é¢ um ideal em um anel R definimos o radical de I como

Rad I ={a € R|a™ € I, para algum n > 0}.

Afirmacao: Rad I é um ideal de R.

e 0 € Rad I, pois 0" € I para todon > 0,n € Z.

e Sejam a,b € Rad I. Entao a",0™ € I para m,n > 0,m,n € Z. Dai temos

m+n __ _n+m n+m—1 nim .. pmtn
(a+0b) =a"""+a b+ 4+a" b+ 0" e 1.
el el el el

Dessa forma, a + b € Rad I.

e Sejaa € Rad I e r € R. Entao a™ € I para algum n > 0,n € Z. Dai temos
(ar)* = a™r™ € I, pois I é ideal. Portanto, ar € Rad I. Logo Rad I é ideal
de R.

Note que I C Rad I. Com essa definicao temos a seguinte propriedade:
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(10) I(X) € um ideal radical, para qualquer X C A"(k).

De fato, ja temos I(X) C Rad I. Seja agora F' € Rad I. Entao
F™ € I(X), para algum n > 0. Isso significa que F™(ay---,a,) =
0, para todo (a;--- ,a,) € X. Mas dai F(ay,---,a,) = 0= F € [(X).
Portanto, Rad I C I(X) e I(X) ¢ radical.

Apesar de termos definido um conjunto algébrico como X = V/(S) para um
conjunto S qualquer de polinémios, veremos agora que S ¢ finitamente gerado.

Definicao 3.3. Um anel é dito noetheriano se todo ideal deste anel é
finitamente gerado.

Exemplo 3.4. Como exemplos de anéis noetherianos temos corpos e dominios
de ideais principais.

Teorema 3.5 (Teorema da base de Hilbert). Se R é um anel noetheriano, entao
R[Xy, -+, X,] é um anel noetheriano.

Demonstra¢ao: Como R[Xy,---,X,] é isomorfo a R[X, -, X, 1][X,], se
provarmos que R[X]| é noetheriano utilizando que R é noetheriano, o resultado
segue por indugao.

Seja I um ideal de R[X]. Precisamos mostrar que I ¢ finitamente gerado.
Seja F'=apg+ a1 X + -+ + agX? € R[X] e J o conjunto de todos os coeficientes
lideres de todos os polinémios em 1.

Afirmagao: J € um ideal de R.

e 0 € J, pois 0 é coeficiente lider do polinémio nulo.

e Sejam ay,b, € J. Entdo existem p(z) = ap + a1 X + -+ + a, X", g(x) =
bo+ 01 X + -+ b, X™ € I. Assim, se p(z) e g(z) possuem o mesmo grau,
Ay, + by, € coeficiente lider do polinémio p(x) + g(x) € I.

e Seja. a € J er € R. Entao ar é coeficiente lider do polinémio
r(ag+a X +---+aX") €l

Como J é ideal de R e R é noetheriano, existem polinémios Fi,--- , F,. € I cujos
coeficientes lideres geram J. Tome N um inteiro maior que o grau de cada Fj.
Para cada m < N, seja J,, o ideal de R consistindo de todos os coeficientes
lideres de todos os polindémios F' € [ tais que deg(F') < m. Novamente, como R é
noetheriano, temos um conjunto finito {F,,,} de polinémios em I de grau menor
ou igual a m cujos coeficientes liderem geram .J,,. Seja I’ o conjunto gerado pela
uniao dos F/s e dos F,;bjs, que ¢ finito. Basta mostrarmos agora que I = I'. Ja
temos I’ C I. Suponha I’ C I. Seja G € I o elemento de menor grau que nao
estd em I'. Se degG > N podemos encontrar polinomios @); tais que Y Q;F; e G
possuem o mesmo coeficiente lider e o mesmo grau. Mas dai

deg(G =Y Q—iF) <degG=G-Y QF el =Gel.
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Se degG' = m < N, podemos encontrar polindmios ¢); de maneira que G e
> Q;F,, possuam o mesmo coeficiente lider e o mesmo grau e, repetindo o
processo feito acima teremos G € I'. Portanto [ = I'.

[
Corolario 3.6. O anel k[Xy, -, X,] € noetheriano, para qualquer corpo k.

Teorema 3.7. Todo conjunto algébrico € a intersecao de um nimero finito de
hipersuperficies.

Demonstra¢ao: Seja um conjunto algébrico V(I), para algum ideal I C
E[Xy---,X,]. Como k[X,---,X,] é noetheriano, I ¢ finitamente gerado. Assim

V(I)=V(F, - F)=V(F)NV(F)N---NV(EF),
onde Fi,--- , F, sao os geradores de I.

Definicao 3.8. Um conjunto algébrico V-C A™ € redutivel se V =V, UV;, onde
Vi, Vo sdo conjuntos algébricos em A™ e Vi,Vy # V. Caso contrdrio V € dito
irredutivel.

Proposicao 3.9. Um conjunto algébrico V' € irredutivel se, e somente se (V') €
primo.

Demonstra¢ao: (=) Suponha que I(V) nado seja primo. Entdo dado
FiF, € I(V) temos que nem F; nem Fy pertencem a [(V). Dessa forma
temos V(F)) NV (Fy) = @, mas V(F)) UV (F,) = V. Portanto temos V =
(VNV(F))U(VNV(F)),logo V é redutivel.

(<) Suponha que V seja redutivel, isto é, V. = V; U Vs, onde V; C V. Dai
I(V;) 2 I(V),i =1,2. Seja F; € I(V;) e F; ¢ 1(V). Entao F\F, ¢ anulado por
todos os elementos de V', ou seja, Fy Fy € I(V). Portanto, (V') nao ¢ primo.

O

Vamos provar agora que um conjunto algébrico é a uniao finita de conjuntos
algébricos irredutiveis.

Lema 3.10. Seja L uma colegiao nao nula de ideais em um anel noetheriano R.
Entao L tem um elemento maximal, isto €, existe um ideal I de L que nao estd
contido em nenhum outro ideal de L.

Demonstracao: Escolha um ideal em cada subconjunto de £. Seja I o ideal
escolhido no proprio conjunto L. Seja £ = {I € L|I D Iy} e tome I; € L. Seja
Lo ={I € L|I D I}, e assim sucessivamente. Precisamos mostrar que algum £,

é vazio, com n € N. Suponha que £,, nao seja vazio para nenhum n. Tome entao
o0

I = U I,, que é um ideal de R. Como R é noetheriano, existem elementos

n=0
Fy,--- F,. que geram 1. Para n suficientemente grande, cada F; € I,, para



49 SECAO 3.1 ¢ VARIEDADES AFINS

ie{l,---,r}. Masdaitemos I = I, e I,,1 = I,, 0 que é absurdo. Portanto, toda
colecao nao nula de ideais em um anel noetheriano tem um elemento maximal.

O

Observacao 3.11. Sejam I,J ideais em um anel noetheriano. Sabemos que se
I C J entao V(J) C V(I). Dessa forma, como toda colegio de ideais em um anel
noetheriano tem elemento mazximal, entao toda colegao de conjuntos algébricos
em A"(k) tem elemento minimal.

Teorema 3.12. Seja V' um conjunto algébrico em A" (k). Entao existem inicos
conjuntos algébricos irredutiveis Vi,--- ,V,, tais que V.= V3 U --- UV, e

Vi € V;, para todo i # j.

Demonstracao: Considere o conjunto

Y Conjuntos algébricos V' C A"/ V nao pode ser escrito como
N uniao finita de conjuntos algébricos.

Vamos mostrar que esse conjunto é vazio. Como vimos na observagao anterior,
toda colegao de conjuntos algébricos tem um elemento minimal. Seja entao
V' o elemento minimal de X. Temos que V nao é irredutivel, pois se o fosse
seria escrito como um tunico elemento irredutivel e nao pertenceria a X. Assim
V =ViUW,V, C Vi=1,2. Pela minimalidade de V, temos V; ¢ X, e dai
Vi=V,U---U Vimi, onde cada Vj; ¢ irredutivel. Temos o mesmo para V. Daf

V = UVU, o que contradiz o fato de V€ X. Assim X = @ e todo conjunto
7:7‘7‘

algébrico é a unido finita de conjuntos algébricos irredutiveis. Para que V; € V},

para todo ¢ # j, basta desconsiderar os conjuntos algébricos em que V; C V}, para

i # j. Para demonstrar a unicidade dos Vs suponha que V- =W U---UW, seja

outra decomposicao de V. Temos V; = U<WJ NV;), dai V; C Wj;) para algum

J
4(i). Do mesmo modo temos Wj;) C Vi, para algum k. Mas dai V; C V;, = i = k,
e assim V; = Wj;). De maneira anédloga concluimos que cada W; ¢ igual a um
Vi(j) e, portanto, a decomposicao é tinica.

O

-

Exemplo 3.13. Vamos mostrar que o conjunto algébrico V(Y — X?) C A"(C) ¢
irredutivel. Pela Proposi¢ao temos que V' € irredutivel se, e somente se 1(V')
¢ primo. Pela Propriedade (9) temos I(V(1(X))) = I(X). Assim

I(V(Y — X?) = (Y — X?).

Como o polinémio F =Y — X? ¢ irredutivel sobre C[X,Y] temos que (Y — X?)
¢ primo e, portanto, V(Y — X?) € irredutivel.

Exemplo 3.14. Vamos decompor V(Y* — X2 Y% — X?Y? + XY? — X3) C
A%(C) em componentes irredutiveis. Temos Y* — X? = (Y2 + X)(Y? — X) e
Y4-X?Y?2+ XYV?— X3 = (YV24+ X)(Y — X)(Y + X). Utilizando as propriedades
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de que V(f,9) =V(f)NV(g) e V(fg) =V (f)UV(g), temos
V(Y= X2 Y- XY XY= X3) = V(Y2 X)(YV2=X), Y+ X) (Y =X) (Y +X))

=(VY?+X)uVY?-=X)NVY?*+ X)uV(Y = X)uV(Y + X)).

V(Y? + X) pertence a essa interse¢ao. Além disso V(Y? + X)) € irredutivel pois
I=(Y?+ X) € primo ji que Y* + X € irredutivel em C[X,Y].

Agora precisamos verificar se existe mais alguma interse¢ao entre V(Y? — X)

eV - X)uV(Y + X). Temos
V2o X=0=Y =+VX,

e assim os pontos (0,0),(1,1) e (1,—1) também pertencem a essa intersegao.
Como (0,0) jd pertence a V(Y? + X), a decomposi¢io em fatores irredutiveis é
dada por

VY= X2 Y - XPY2 4 XY? - X)) = V(Y2 + X) U {(1, )} u {1, -1)}.

Vamos considerar, daqui para frente, £ como um corpo algebricamente
fechado.

Definicao 3.15. Um conjunto algébrico irredutivel serd chamado variedade
afim. Quando ja estiver subentendido que este conjunto é afim o chamaremos
apenas de variedade.

Seja V' C A™ uma variedade nao vazia. Usando a Proposigao temos que
I(V) &€ um ideal primo de k[X3,- -, X,]. Desta forma, o quociente W é
um dominio.
k[Xla e 7Xn]

) ¢ chamado anel de

Definicao 3.16. O dominio I'(V) =

coordenadas de V.

Seja V uma variedade nao vazia em A" e I'(V') seu anel de coordenadas. Como
(V) é um dominio, vamos considerar seu corpo quociente:

Defini¢ao 3.17. O corpo quociente k(V') de I'(V') € chamado corpo de fungées
ractonais em V. Um elemento de k(V') é chamado fungao racional em V.

Se f é uma funcao racional em V e P € V, diremos que f estd definida em

a
P se existem a,b € I'(V) tais que f = 5 e b(P) # 0. Diremos entao que f esta
definida em P se for possivel encontrar um denominador para f que nao se anule

em P. Existem diversas maneiras de escrever uma funcao f como quociente de
dois elementos de I'(V'). Entretanto, se I'(V') for um dominio de fatoragao tnica

podemos escrever f = 7 de maneira tnica, onde a,b nao possuem fatores em
comum.
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kXY, Z, W]
I _(Xw-Yyz)
Sejam X, Y, Z, W os residuos de X,Y,Z,W em (V). Entao XW —YZ = 0,

Exemplo 3.18. Seja V =V(XW —-Y Z) Cc A*(k). EntaoT'(V) =

S

o que implica = = T Assim, [ = = = € k(V) estd definida em
P=(z,y,z,w) €V sey#0 ouw#0.

<
<
SIAN

Seja V' uma variedade e P € V. Definimos Op(V') como sendo o conjunto das
fungoes racionais definidas em P. Entao temos, de maneira imediada, a inclusao:

ECT'(V)cC Op(V)Ck(V).
Definicao 3.19. O anel Op(V') é chamado anel local de V' em P.

Definicao 3.20. O conjunto de pontos P € V onde a func¢ao f nao estd definida
€ chamado conjunto de polos de f.

Proposicao 3.21. O conjunto polo de uma funcao racional € um conjunto

algébrico.

Demonstragdo: Seja V' C A™ um conjunto algébrico. Para G' € k[ Xy, -+, Xy)]
denote o residuo de G em I'(V') por G. Seja f € k(V') uma fungao racional. Vamos
definir o conjunto

Jy={G € k[Xy,--, X,]|Gf e T(V)}.
Como Gf € I'(V), G cancela o denominador de f.
Afirmacao: Jy é um ideal de k[ X, -+, X,| contendo 1(V).
e 0 Js,pois0f =0eI'(V);

e Sejam G,Gy € J. Entdo (G + Go)f = (G1 +Go)f = Gif +Gof €T(V).
Portanto, G; 4+ G € Jy.

e Seja F € k[Xy,---,X,] e G € J;. Entao FG € J;, pois FGf = F(Gf) €
rw).

Além disso J; contém I(V'), pois qualquer elemento G € I(V') anula o produto
Gf em I'(V) e, portanto, I(V) C J;.

Observe agora que V(Jy) sao os pontos onde G se anula. Porém, como G
anula o denominador de f, V' (Jy) sdo os pontos onde f nao esta definida. Logo o
conjunto polo de uma funcao racional é algébrico.

O

Suponha f € Op(V). Definimos o valor de f em P da seguinte maneira: Seja

P
f= %,a,b e I'(V),b(P) #0. O valor de f em P é f(P) = %. Note que este
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valor independe da escolha de a e b, pois se a e b possuem fatores em comum
estes serao cancelados.

Considere o homomorfismo

¢Z Op(V) — k
fo— f(P)

Temos Ker¢ = {f € Op(V)|f(P) =0}. Chame Ker¢g = mp(V). Assim temos

Op(V)
mp(V)

~ k,

e dai mp(V') é um ideal maximal de Op(V') chamado ideal maximal de V em
P.

Observagao 3.22. Um elemento f € Op(V) € uma unidade em Op(V) se, e
somente se f(P) # 0.

1
De fato, f € Op(V) é uma unidade em Op(V) < 7 € 0p(V) < f(P)#0.

Dessa forma, temos mp (V') = { nao unidades de Op(V)}.

Com os resultados provados no Capitulo 1, Op(V') é um anel local e mp é seu
ideal maximal. Além disso, Op(V') é um anel de valorizagao discreta e podemos
definir a ordem de um elemento z € k(1) da mesma maneira que foi definida
a valorizacao no Capitulo 1: Se t é um parametro, entdo todo z € k(V) pode
ser escrito na forma z = wt", com u uma unidade, e definimos ord(z) = n e

ord(0) = oo.

3.2 Propriedades locais das curvas planas

Vamos reduzir nosso estudo ao plano afim A% para apresentar algumas
propriedades das curvas planas. Primeiramente vamos encontrar todos os
conjuntos algébricos de AZ.

Proposicao 3.23. Sejam F,G polinomios em k[X,Y] sem fatores em comum.
Entao V(F,G) =V(F)NV(G) é um conjunto finito de pontos.

Demonstracao: Pelo Lema de Gauss, como F' e (G nao tem fatores em comum
em k[X][Y] entdo F' e G também nao possuem fatorem em comum em k(X)[Y].
Como k(X)[Y] ¢ um dominio de ideais principais temos mdc(F,G) = 1, e dai
existem R, S € k(X)[Y] tais que

RF 4+ SG =1
Seja D € k[X],D # 0, tal que DR = A € k[X,Y] e DS = B € k[X,Y]. Entao

temos

AF + BG = D.
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Dado (a,b) € V(F,G), temos
D(a) = A(a,b)F(a,b) + B(a,b)G(a,b) =0,

pois F'(a,b) = G(a,b) = 0. Mas D possui apenas um numero finito de raizes, a
saber, o grau de D. Dessa forma existe apenas um niimero finito de coordenadas x
nos pontos de V(F, G). De maneira andloga mostramos que também existe apenas
um ndmero finito de coordenadas y nos pontos de V(F, G), e dai concluimos que
V(F,G) ¢ finito.

O

Corolario 3.24. Se F' é um polinomio irredutivel em k[X,Y] tal que V(F) é
infinito, entao [(V(F)) = (F) e V(F)é irredutivel.

Demonstracao: Seja G € I(V(F)). Entao G é um polinémio que é anulado
por todos os elementos de V' (F). Como V (F) ¢ infinito, V(F,G) ¢ infinito. Pela
Proposicao temos que F' e GG tem fatores em comum e, como F' é irredutivel,
temos F|G. Logo G € (F) e dai I(V(F)) C (F). Ja temos a inclusdo contraria
pela Propriedade (8). Como k[X, Y] é um dominio de fatoracao tinica temos (F)
primo pois F' ¢é irredutivel. Dai, pela Proposigao [3.9, V(F) ¢ irredutivel.

Corolario 3.25. Suponha k infinito. Entao os conjuntos algébricos irredutiveis
de A% sio: A% @, pontos e curvas planas irredutiveis V(F), onde F é um
polinémio irredutivel e V (F') € infinito.

Demonstragdao: Se I(V) = 0 entdo V = A? e se V ¢ finito, V ¢ formado por
pontos. Se V' é infinito, I(V) contém um polindmio nao constante F. Como
I(V) é primo, pela Proposigao algum fator irredutivel de F' pertence a I(V)
e,assim, podemos assumir F' irredutivel. Portanto I(V) = (F').

As curvas planas afins correspondem a polindmios nao-constantes F' € k[ X, Y]
sem fatores multiplos.

Definig¢ao 3.26. Dizemos que F,G € k[X,Y] sao equivalentes se F' = \G, para
algum A € k. Definimos como uma curva plana afim a classe de equivaléncia
dos polindomios que satisfazem essa relagao. O grau de uma curva € o grau do
polindomio que a define. Por exemplo, se o grau € 1, a curva é uma reta. Se
F =[] F{" onde os F; sao os fatores irredutiveis de F', dizemos que F; sdo as
componentes e e; € a multiplicidade de F;. F; € uma componente simples se
e; = 1. Caso contrdrio é dito maltiplo.

Se F'= F{'---F¢ é a decomposicao de F' em fatores irredutiveis entao
V(F) =V(F)U---UV(F,). Assim ¢é possivel descobrir F; a partir de V(F).
Entretanto a multiplicidade de cada componente nao pode ser descoberta.

Se F é irredutivel, pelo Corolério [3.24) V' (F) é irredutivel, logo V(F') é uma
variedade em AZ?.
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Defini¢ao 3.27. Seja F' uma curva e P = (a,b) € F, ou seja, F(P) = 0. O
OF OF
ponto P é chamado stmples se a—(P) # 0 ou a—(P) # 0. Neste caso,
Z Y

Fo(P)(x —a) + F,(P)(y —b) =0

¢ chamada reta tangente a F em P. Se um ponto nao é simples ele ¢ chamado
singular. Uma curva que s6 contém pontos simples é dita curva nao-singular
ou regular.

Exemplo 3.28. Considere a curva do inicio do capitulo definida pelo polindmio
F=Y?-X3- X2

Neste caso, temos Fxy = —3X? —2X e Fy = 2Y. Logo (0,0) é um ponto
singular. Note que o ponto (—%,0) também zera Fx e Fy simultaneamente,
entretanto este ponto nao pertence a curva. Logo (0,0) € o inico ponto singular.

Exemplo 3.29. Considere a curva definida pelo polinémio G =Y? — X3 + X.

Neste caso temos Gx = —3X?+1 e Fy = 2Y. Os pontos (j:%?’, O) zeram Gx
e Gy simultaneamente, entretanto esses pontos nao pertencem a curva. Assim G
¢ uma curva nao-singular e a reta tangente a curva em um ponto (a,b) € dada
por
r:(=3a®> 4+ 1)(z —a) +2b(y — b) = 0.

Em (0,0) a reta tangente é x = 0.

3.3 Variedades projetivas

Definigao 3.30. Seja A" (k). O conjunto de todas as retas de A" que passam
pela origem é chamado espago projetivo n-dimensional e denotado por P" (k).
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Os elementos de P" sao chamados pontos. Podemos identificar
P" = (A" \{0})/k",

onde (x1,+ -+, Tpi1) ~ (Azq, -+, Axy,), para todo X € k*, ou seja, dois pontos em
A"\ {0} sdo equivalentes se estao sobre a mesma reta que passa pela origem.
Assim P™ pode ser identificado com o conjunto das classes de equivaléncia dos
pontos em A"\ {0}.

Dado P € P", a (n + 1)—upla (a, - ,a,y1) pertencente a classe de
equivaléncia de P sera chamada coordenada homogénea de P. As classes
de equivaléncia sao denotadas por [a; : -+ : a,.1]. Note que [ag : -+ : apq1] =
[Aaj : -+ Aapy1], para todo A € k.

Seja U; = {[z1 : -+ : zp]]z; # 0} Como z; # 0, a razao L ests bem
x

i
definida para todo j. Portanto, cada P € U; pode ser escrito de maneira tnica
como

P=lxy:-:impq 1wy )

Exemplo 3.31. Sejam [z : y : z| as coordenadas de P. Entao

U = {[x,%,ﬂ cPx £ 0} ~ {[1,u,v]|u,v € k} ~ {(u,v)|u,v € k} = A”.

Defina a funcao v; : A" — Uj; por
Uilar, -+ ,an) =lag - a1 L iaq o apea).
Essa fungao é claramente bijetora. Logo existe uma correspondénclia um a um
n
entre os pontos de A" e os pontos de U;. Note também que P" = O U;, ou seja,
P é coberto por n + 1 conjuntos que se comportam como A”. -
Definicao 3.32. O conjunto
Ho =P"\Upi1 ={lx1 122+ Tpi1]; Tng1 = 0}
serd chamado hiperplano no infinito.

A correspondéncia [zy : -+ 1 pyq] < [x1 -+ 2y, 2 0] faz com que H, seja
identificado com P"~!'. Além disso temos

]Pn - Hoo U Un+1)

ou seja, o espaco projetivo nada mais é do que a uniao entre um n—espaco afim
(representado por U,1) e todas as suas diregoes (representadas por Ho.).

Exemplo 3.33. o PY(k) é um ponto.
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o P! =A'UPY = {[z: 1]|lx € k} U{[1: 0]}. Portanto P* € a reta afim mais
um ponto no infinito. Chamaremos P* de reta projetiva.

Exemplo 3.34. Vamos mostrar que retas paralelas se encontram no infinito:
Considere a reta Y = mX +b em A2. Podemos identificar A*> com Us C P2. Com
essa identificagdo os pontos da reta correspondem aos pontos [x :y : 2] € P? tais
que y = mx + bz (Precisamos tomar essa equag¢ao homogéna para que as solugoes
se tornem invariantes por equivaléncia). Os pontos da reta que estao no infinito
sao dados por

PPNHy ={[z:y:2] €Ply=ma+bz}n{[x:y:0)|z,y € k} = {[1:m:0]}.

Assim, todas as retas com o mesmo coeficiente angular m, isto €, todas as retas
paralelas, se encontram no mesmo ponto no infinito.

Exemplo 3.35. Seja a curva Y? = X2 + 1.

/N

Podemos identificar os pontos de A% com os de Us da sequinte maneira:
Y?=X*+2%27#0.
Assim, a intersegao entre {[z :y: 2] € P%y* = 2° + 2%} e Hy, € dada por

{[r:y:2]ePyy? =2+ 223N {[z:y:0;z,y €k} ={[zv:y:0];2° =y}

={[1:-1:0]},{[1:1:0]}.

Os pontos [—1:1:0] e [-1: —1:0] também estao na interse¢ao, mas estao na
mesma classe de equivaléncia dos pontos [1: —1:0] e [1:1:0].

Definicao 3.36. Se F' € k[Xy, -+, X,41] entdo P = [ay : -+ : apqq) € P €
zero de F se F(Aay, -+ ,Aapy1) = 0,V € k, e denotaremos por F(P) = 0. Seja
S C k[Xy, -, Xyi1] um conjunto de polindmios. Entao

V,(S) = {P e P"; F(P) = 0,YF € S}

¢ o conjunto de zeros de S em P". Se Y =V, (S) C P" para algum conjunto
S entao Y € chamado conjunto algébrico projetivo.

Definicao 3.37. Dado Y C P" definimos

L(Y)={F e k[Xy, -, Xpn1]; F(P) =0, para todo P € Y}
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o tdeal de Y.

Lema 3.38. Seja F € k[Xy, -+, X,41] tal que F = Fy+ Fy + - + F,,, onde
cada F; é uma forma de grau i. Entao, para todo P € P", temos F(P) =0 se, e
somente se F;(P) =0, para todoi=1,---,m.

Demonstra¢ao: Suponha F(P) =0,P = [ay : -+ : ay+1] € P". Entéo definimos
G(A) = F(AP) = F(Aay -+, Mapi1) = Y A Fi(P) = 0, pois F(P) = F(AP) = 0.
i=1

Assim temos G um polindémio em A com coeficientes b; = Fj(ay, - , ap41). Como
G(A) se anula para todo A € k e k ¢é infinito, temos b; = Fi(ay, -+ ,an11) = 0.
Portanto todas as formas sao nulas. A reciproca é 6bvia.

O

Proposigao 3.39. Todo conjunto algébrico projetivo € zero de um nimero finito
de formas.

Demonstragao: De fato, se Y ¢ um conjunto algébrico entdo Y = V,(S) para
algum S C k[X7, -, X, 41] e, além disso, V,(S) = V,(I), onde I & o ideal gerado
por S. Como k[Xq, -+, X,11] é noetheriano temos que I é finitamente gerado
por polinomios em k[X, -, X,41]. Como cada polindémio possui finitas formas
I sera gerado por finitas formas e, portanto, Y é zero de finitas formas.

O

Defini¢ao 3.40. Um ideal I C k[Xy, -+, X,41] € dito homogéneo se, sempre
que F € I, cada componente homogénea de F' pertenca a I.

Proposigao 3.41. Um ideal I C k[Xy, -, X,11] € homogéneo se, e somente se
€ formado por um nimero finito de formas.

Demonstracao: (=) Se I = (Fy,---, F,,) ¢ homogéneo (Note que I ¢é finitamente
gerado pois k[Xy,---, X, 41] € noetheriano) entao cada forma F; € I, e como
cada polindémio é composto por um numero finito de formas, I é formado por um
ntmero finito de formas.

(<) Seja S = {F®} o conjunto finito de formas que geram /. Para mostrar que
I é homogéneo devemos mostrar que dado F' = F} + --- + F,, € I, onde cada F;
tem grau i, temos F; € I. Considere deg(F®) =d,. Seja F = F,, +---+F, € I.
Note que basta mostrar que F,, € I, pois dai F' — F,,, € [ e, prosseguindo
indutivamente, teremos F; € I,Vi. Como F € [ temos F = ZA(C“)F(‘"), onde

A € k[Xy, -, X,41]. Entdo temos F, = ZAgf:ldaF(a), ou seja, F,, € 1.

O

Exemplo 3.42. o (7), (2% y) sio ideais homogéneos pois sao formados por
um numero finito de formas.

o (2?+x) nao é gerado por uma forma e nem podemos gerd-lo com um nimero
finito de formas, logo este ideal nao € homogéneo.



o8 SECAO 3.3 e VARIEDADES PROJETIVAS

Definicao 3.43. Um conjunto algébrico projetivo € dito irredutivel se nao pode
ser escrito como a uniao de dois conjuntos algébricos projetivos menores. Um
congunto algébrico irredutivel em P™ é chamado variedade projetiva.

Observagao 3.44. Assim como no caso afim, um conjunto algébrico projetivo
pode ser escrito de maneira unica como a unido de variedades projetivas. Além
disso, a intersecao arbitrdria e a unido finita de conjuntos algébricos projetivos
ainda € um conjunto algébrico projetivo.

Proposicao 3.45. Seja Y C P" um conjunto algébrico projetivo. FEntao Y é

irredutivel se, e somente se 1,(Y') € primo.

Demonstragao: (=) Pela Proposigao todo conjunto algébrico Y c P»
¢ zero de um namero finito de formas. Dai podemos considerar que I,(Y) é
gerado por formas. Sejam F,G € k[Xy,---, X,11] formas tais que FG € L,(Y)
mas F' ¢ L,(Y) e G ¢ I,(Y). Dessa forma temos V,(F) C Y, V,(G) C Y e
Vo(F)UV,(G) =Y, pois FG ¢é anulado por todo conjunto Y. Assim

Y = (Y NV,(F)U(Y NV,(G)),

e dal Y é redutivel.

(<) Suponha Y = V; U V,, onde V; C Y,i = 1,2. Entao I,(V;) 2 I,(Y). Sejam
F; € I,(V;) tais que F; ¢ 1,(Y),71 =1,2. Entao F1 F; € I,(Y), pois Y = V; U V,.
Logo 1,(Y') ndo é um ideal primo.

O
Definigao 3.46. Seja 0 : A"\ {0} — P" a projegdo candnica
021, Tpp1) = 21 -+ T ].
SeY C P", o cone afim sobre Y €

C<Y) = eil(y) U {(Oa U 70)} - AnJrl'
Propriedades do cone:

1) Se P € P, entao C({P}) ¢ a reta em A" que passa por P e pela origem.

( )_ {(0707"' 70)}
C(Y1UY;) = C(Y1) U C(Yz).

2

)
)
3)
4) Se Y C P", entao I,(Y) = I[,(C(Y)), onde I, denota o ideal afim.
De fato, seja F' € [,(Y). Entdo F(P) = 0, paratodo P € Y. Mas
se P = Jag : -+ 1 app1] € Y, entdo (ar, - ,a,+1) € C(Y) e dai
F(ay, -+ ,an41) =0= F € [,(C(Y)). A outra inclusdo ¢ anéloga.

5) Se I C k[Xy, -+, X,41] € um ideal homogéneo tal que V,(I) # @, entdo
C(Vo(1)) = Va(l).
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A idéia de usar o cone é reduzir os problemas de P* para problemas em A",
Exemplos de conjuntos algébricos projetivos:
1) V,(1) = @ e, pela Propriedade 5) do cone, V,(I) = &, para qualquer ideal [
tal que ‘/:l(‘[> = {(07 e 70)}
2) P = V,(0).

3) Seja P = [a : b] € P'. Entao {P} = V,(bX — aY), e C({P}) ¢é a reta que
passa por P e pela origem de A% que ¢ exatamente V,(bX — aY).

4) Seja Y = Vp(X -Y, X%~ YZ)C P2. Entao
C(Y)=V, (X — Y,X2 -Y7Z).
Temos entao

X-Y=0 =X=Y
X?—YZ=0 =Y2-YZ=0 =2Y(Y—-2)=0 =Y =00uY =Z.

Logo

C(Y) =Vy(X,Y)UV,(X —Y,Y — 2Z)

={(0,0,5)[s € k} U{(t,¢,1)]t € k}.
Dal Y =V,(X,Y)UV,(X =Y, Y —-Z)=[0:0:1U[l:1:1].
Defini¢ao 3.47. Seja V' uma variedade projetiva em P™. Entao I1(V') é um ideal
kX, X
I(V)

é um dominio chamado

primo e o anel de residuos I'y(V) =

anel de coordenadas homogéneas de V.

M Xa)

elemento f € I serd chamado forma de grau d se existe uma forma F' de grau
d em k[Xy, -, Xyi1] cujo residuo é f.

Se I € um ideal homogéneo de k[X1, -, X,11], seja I' =

Proposicao 3.48. Todo elemento f € T' pode ser escrito unicamente como
f=f+hH+ -+ fn, com f; uma forma de grau i.

Demonstra¢ao: Como f € T' é residuo de um polinémio F' € k[Xy, -+, X, 11], F
pode ser escrito como F' =Y F; edai f =) f;, onde cada f; é residuo de F;.
Vamos mostrar agora a unicidade. Suponha f = ) g;, onde g¢; é residuo de
G; € k[X1, -+, X,41]. Entao

Yo h=Y a=0=> (i—g)=0=> (F-G)el

Como [ é homogéneo, temos F; — G; € (Vi =1,--- ,n+1 = fi = ¢g,Vi =
1,--- ,n+ 1. Portanto, f é escrito de maneira tnica.

O

Note que, diferente do caso de anéis de coordenadas afins, os elementos de
['4(V) nao podem ser considerados fungoes, a menos que estes sejam constantes.
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De fato, f € I'; (V') define uma fungao em V' se, e somente se f(Azy, -+, A\Tpi1) =
f(xy, -+ ,xye1), para todo A € k*. Se f = fo+ -+ fq &€ a decomposicao de f
em formas, isso acontece se, e somente se

f(xlv"' al‘n-i-l) == f()\fEl, a)‘xn—f—l)
= fo(xlf” axn-‘rl) +>\fl(x17"' 7$n+1) +”'+)‘dfd(x17"' ,l’n+1),

para todo A € k*, o que acontece apenas quando f é constante.

Definigao 3.49. Chamaremos o corpo quociente de I'y (V') de corpo de fungoes
homogéneas de V e o denotaremos por k, (V).

Definigao 3.50. O corpo de fungoes de V, denotado por k(V'), é definido
como o conjunto

{z € kn (V)| para formas f,g € I'y(V') de mesmo grau temos z = f/g}.

Com essa definicao, temos
kCk(V)Ck,(V) e Tu(V)Z kW)
Os elementos de k(1) sdo chamados de fungoes racionais em V.

Sejam P € V,z € k(V). Dizemos que z esta definido em P se z pode ser
escrito como z = f/g, onde f, g sdo formas de mesmo grau e g(P) # 0.

Definicao 3.51. Seja
Op(V) ={z € k(V)|z € definido em P}.

Op(V) € um subanel de k(V') chamado anel local de V em P e Op(V) é um
anel local com ideal maximal

mp(V) ={z;2=f/g,9(P) #0, f(P) = 0}.

Dessa forma, o valor z(P) = % de uma fungao z € Op(V') estd bem definido.

3.4 O espaco multiprojetivo

O objetivo dessa secao é caracterizar o produto de duas variedades como uma
variedade. Se tomarmos duas variedades afins V; C A™ e V5, C A™, teremos
Vi x Vo C A" x A™ ~ A" que é um espaco conhecido. Portanto nao existe
dificuldade em trabalhar com o produto cartesiano de variedades afins. Ja o
produto P x P™ requer um pouco mais de atencao.

Vamos denotar k[Xi, -+, X,11,Y1-+,Ya1| por E[X,Y]. Um polinémio
F € k[X,Y] é chamado uma biforma de bigrau (p, ¢) se F' é uma forma de grau p
quando considerado como um polinémio de Xy, -+, X, 11 em k[Y7, -+, Y,,11] e se
F' é uma forma de grau ¢ quando considerado como um polinémio de Y7, -+ | Y, 11
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em k[Xi,--+, X,y1]. Dessa forma temos que todo polinémio F € k[X,Y] pode
ser escrito unicamente como [ = ZFWY’ onde F,, ¢ uma biforma de bigrau

p.q

(p: ).
Se S é um conjunto qualquer de biformas em k[X, Y], definimos
Vo(S) = {(z,y) € P" x P™|F(x,y) =0, para todo F € S}.

Um subconjutno V' de P* x P™ & dito algébrico se V' = V,(S) para algum
S C k[X,Y].

Dado um conjunto algébrico V' C P" x P™, definimos

I(V)={F € k| X,Y]|F(x,y) = 0, para todo (z,y) € V}.

Definimos também o anel de coordenadas bihomogéneas I'y(V') = T onde

ky(V') € seu corpo quociente, e o corpo de fungoes de V' é dado por
k(V)={z € k(V)|z= f/g, onde f,g sao formas de mesmo grau em I',(V')}.

Dessa forma podemos generalizar essas defini¢coes para variedades multiprojetivas
Pt x P2 x - .. x P" e para os chamados multiespagos P™ x P"2 x - - - x P x A™
que sao compostos de variedades afins e projetivas. No caso dos multiespacos, um
polinémio deve ser homogéneo em cada conjunto de variaveis que correspondem
ao espaco projetivo P™, mas nao possui nenhuma restrigao nos conjuntos que
correspondem a A™.

3.5 Pontos de curvas e anéis de valorizacao
discreta

Nesta secao vamos definir uma bijecao entre pontos de uma curva e anéis de
valorizacao discreta e, dessa forma, seremos capazes de transferir as defini¢oes e
os resultados provados no Capitulo 1 para o estudo de curvas.

Seja X =P™" x -..- x P x A™. A Topologia de Zariski em X ¢é definida
da seguinte forma: Um conjunto U C X é aberto se X \ U é um conjunto
algébrico de X. Dessa maneira os conjuntos fechados na topologia de Zariski sao
os conjuntos algébricos. Como sabemos que a intersecao arbitraria de conjuntos
algébricos é um conjunto algébrico e que a uniao finita de conjuntos algébricos
também o é, segue que a topologia de Zariski é realmente uma topologia. Note
ainda que, dados dois subconjuntos nao vazios abertos Uy, Uy em uma variedade
V', temos Uy N Uy # @. De fato, se tivéssemos U; N Uy = & poderiamos escrever
V =(V\U)U(V\Us,), que é a uniao disjunta de dois fechados, contrariando o
fato de V' ser uma variedade.

Seja V' um conjunto algébrico irredutivel em P™ x - .- x P™ x A™. Qualquer
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subconjunto aberto X de V' sera chamado de variedade. Definimos k(X) = k(V)
o corpo das fungoes racionais em X e se P € X definimos Op(X) como Op(V) o
anel local de X em P. Se U é um conjunto aberto de X entao U também é aberto

em V', logo U também é uma variedade. Diremos que U é uma subvariedade
aberta de X.

Se Y é um subconjunto fechado de X, diremos que Y é irredutivel se Y nao é a
uniao de dois subconjuntos fechados proprios. Entao Y também é uma variedade,
pois se Y é o fecho de Y em V, entdo Y ¢é irredutivel em Ve Y =Y N X, logo Y
¢ fechada em Y. Essa variedade ¢ chamada subvariedade fechada de X.

Seja X uma variedade e U um subconjunto aberto nao vazio de X. Definimos
I'(U, Ox), ou simplesmente I'(U), como o conjunto das fungoes racionais em X
que s@o definidas em cada P € U. Se z € I'(U), z determina uma fungdo em U
que assume valores em k. Vamos denotar por F (U, k) o anel de todas as fungoes
em U com valores em k.

Se ¢ : X — Y ¢ uma aplicagao qualquer entre os conjuntos X e Y, temos o

homomorfismo de anéis ¢ : F(Y, k) — F(X, k), onde ¢¥(f) = f o).

Definicao 3.52. Sejam X e Y wvariedades. Um morfismo de X em Y € uma
aplicagao ¢ : X =Y tal que

1. ¢ € continua.

2. Para todo congunto aberto U de Y, se f € T'(U,Oy), entdo QZ(f) = fo1
estda em T'(1(U), Ox).

Um isomorfismo v : X — Y € um morfismo injetor tal que b= também é
um morfismo.

Observagao 3.53. Seja f : X — Y um morfismo nao constante entre curvas
nao singulares. Este morfismo induz um homomorfismo f : k(X) — k(Y) e o
inteiro n = [k(X) : k(Y)] é chamado grau de f.

Um ponto P em uma curva arbitraria X ¢ dito um ponto simples se Op(X)
é¢ um anel de valorizagao discreta. Uma curva X é dita singular se todo ponto
de X é simples. Denotamos por ordp a fungao ordem em k(X) definida por

Op(X).

Seja K um corpo contendo k. Dizemos que um anel local A é um anel local
de K se A é um subanel de K, K é o corpo quociente de A e A contém k. Por
exemplo, se V' é uma variedade e P € V, entdao Op(V') é um anel local de k(V').
De maneira analoga definimos um anel de valorizagao discreta de K como um
anel de valorizacao discreta que é um anel local de K.

Definigao 3.54. Se A e B sao anéis locais e A é um subanel de B, dizemos que
B domina A se o ideal maximal de B contém o ideal maximal de A.

Teorema 3.55. Seja X uma curva projetiva e K = k(X). Seja L um corpo
contendo K e R um anel de valoriza¢ao discreta de L. Assuma que R D K.
Entao existe um unico ponto P € X tal que R domina Op(X).
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Demonstragao: Existéncia: Sabemos que existe uma bijecao entre P"~! e
H,, C P". Dessa forma se V' é uma variedade em P" contida em H,,, entao V'
¢ isomorfa a uma variedade em P"~! e, de modo particular, qualquer variedade
projetiva é isomorfa a uma subvariedade fechada V C P" tal que V nao estéa
contida em nenhum hiperplano de P", ou seja, se denotarmos U; = P" \ H;
teremos V NU; # @, para todo i € {1,--- ;n+1}.

Dessa maneira podemos considerar X como uma subvariedade fechada de
P* tal que X NU; # @, paratodoi € {l,---,n + 1}. Entao I'(X) =
kX1, X

1(X)
Vamos assumir N = ord(x;/x,+1), para algum j (Se isso nao ocorrer basta fazer
uma mudanga de coordenadas). Entao temos, para todo 1,

= klzy,--- ,x,] com cada x; # 0. Seja N = maz; jord(z;/z;).

ord(x;/Tns1) = ord < T x_) = ord (& /ﬁ) = N — ord(z;/x;) > 0.

Tny1 Ty Tpy1 T4

Se denotarmos por X, a curva afim correspondente a X N U,;;, podemos
identificar I'(X,) com k;[ L ... ], e dai R D I'(Xi). Seja m o ideal

Tp41’ ) T4l
maximal de R e tome J = m NI'(X,). Entao J é um ideal primo e corresponde
a uma subvariedade W de X,. Se W = X, entao J = 0, e dai todo elemento de
['(X.) ¢ uma unidade de R, e teriamos K C R, o que é absurdo. Entao W = {P}
¢ um ponto, e dai R domina Op(X,) = Op(X).

Unicidade: Se R domina Op(X)

e Og(X), escolha f € mp(X) tal que
% € Og(X). Entao ord(f) >0e ord(%) >0

, 0 que é absurdo.
O

Corolario 3.56. Seja X uma curva projetiva nao singular e K = k(X). Entao
existe uma bijecao entre os pontos de X e anéis de valorizagao discreta de K. Se
P € X, 0p(X) € seu correspondente anel de valorizagao.

Demonstra¢ao: Ja temos que Op(X) sao anéis de valorizacao de K. Vamos
mostrar agora que qualquer outro anel de valorizagao de K é igual a Op(X) para
algum ponto P € X. Seja R um anel de valorizagao discreta de K. Pelo teorema
anterior, R domina um tunico Op(X), ou seja, Op(X) C R e o ideal maximal
de R contém o ideal maximal de Op(X). Seja M = (q) o ideal maximal de R e
N = (p) o ideal maximal de Op(X). Suponha que exista r € R\ Op(X). Entao
r = uq", com n < 0 e u uma unidade de R. Dai r—' = v/¢~" € N C M. Como
re Re M éideal de R, rM C M. Mas r~! € M, e dai terfamos M = (1), o que
contradiz o fato de M ser ideal proprio. Portanto R = Op(X).

O

Como sabemos que a cada anel de valorizacao corresponde um tnico ideal
maximal, dada uma curva projetiva nao singular X, existe uma bijecao entre
os pontos de X e os lugares associados aos anéis de valorizacao. Essa
correspondéncia permite que as defini¢oes e resultados dados no Capitulo 1 para
corpos de fungoes possam ser utilizadas também para curvas. Dessa maneira
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temos, também para curvas, as definicoes de divisores, divisores candnicos
Y Y Y Y
género, diferenciais e todos os resultados que envolvem essas definigoes.

Um resultado importante que seré utilizado no Capitulo 5, cuja demonstragao
esta na pagina 52 de [5], é a formula de Riemann-Hurwitz: Seja f : X — Y um
morfismo sobrejetor de grau n entre curvas projetivas nao-singulares X e Y de
género gx e gy, respectivamente. Se P € X, f(P) = @, sejat € Og(Y) um
parametro. O inteiro e(P) = ordp(t) é chamado indice de ramificagao de f
em P. Os pontos P € X tais que e(P) > 1 sdo chamados pontos totalmente
ramificados. A férmula de Riemann-Hurwitz nos da uma relagao entre o género
das curvas X e Y e o grau do morfismo f:

29x — 2= (2g9v —2)n+ Y _(e(P) - 1).

PeX

3.6 Séries lineares

Definig¢ao 3.57. Seja X uma curva algébrica e K = k(X) seu corpo de fungoes.
Para todo f € K definimos o divisor de f como div(f) = Z ordp(f)P.

pPeX

Definicao 3.58. Seja X uma curva algébrica e D um divisor em X. Seja V
um subespaco vetorial de L(D) = {f € k(X);ordp(f) > —np, VP € X}, onde
D =3 p.ynpP. O conjunto dos divisores efetivos

{div(f)+D; f eV}

€ chamado sérte linear.

Denotamos uma série linear por g, onde d = degD e r = dim;V — 1, em
que r é chamada dimensao projetiva da série linear. Uma série linear ¢é dita
completa quando V' = L(D) e, neste caso, vamos representé-la por |D|, com

|D|={E;E >0e E = D}.

Note que se f1,---, fri1 € base de V', entao a aplicacao

div (Z )\ifi) F D (A Ag)

nos d4 uma correspondéncia um a um entre séries lineares e P". Se a série linear
|D| ¢ completa podemos associar |D| ao espago projetivo associado ao espago
L(D). Dessa maneira temos que uma série linear g} induz um morfismo

¢ X =P

¢ é chamado birracional se o grau de ¢ = 1. Uma série linear completa ¢é dita
simples se a aplicacao induzida é birracional.
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Defini¢ao 3.59. Dada uma série linear |D|, um ponto P € X € um ponto de
base de |D| se, para todo f € V', o coeficiente de P em div(f)+D € estritamente
positivo. Uma série linear |D| € livre de pontos de base se nenhum P € X é
ponto de base de |D].

Observagao 3.60. Se QQ ¢ um ponto de base de D, entio {(D) =4(D — Q).

De fato, £L(D) = {f € k(X);ordp(f) > —D,VP € X} e L(D — Q) = {f €
k(X);ordp(f) > —D+ Q,VP € X}. Como D > D — @Q, temos que L(D — Q) C
L(D). Agora, seja f € L(D), entao ordp(f) > —D,VP € X. Como @ é ponto de
base temos ordg(f)+ D > 0, dai ordg(f) +D —Q > 0= ordo(f) > —-D+Q, e
dai £L(D)=L(D - Q)= {D)=0D+Q)x

Exemplo 3.61. Se D ¢ divisor de uma curva algébrica X de género g e
deg(D) > 2g entao |D| € livre de pontos de base.

De fato, se deg(D) > 2g — 1, pelo Teorema 2.24, o Teorema de Riemann-Roch
se reduz a
{(D)=deg(D)+1—g

(D - Q) =deg(D—Q)+1—g=deg(D) —g.
Portanto, ¢(D) # (D — Q) e |D| é livre de pontos de base.



CAPITULO 4

SEMIGRUPOS NUMERICOS

Um semigrupo numérico é um subconjunto nao vazio H de N fechado para
a adicao, que contém o 0 e cujo complemento em N é finito. A simplicidade
deste conceito torna possivel a compreensao de problemas cuja resolu¢cao nem
sempre é trivial. Este fato atraiu, no fim do século XIX, varios matematicos,
como Frobenius e Silvester. Frobenius propos o seguinte problema: Qual é a
maior quantia que nao podemos obter utilizando apenas moedas previamente
determinadas? Por exemplo, qual é a maior quantia que nao podemos obter
utilizando apenas moedas de 5 e 77 A solucao deste problema é 23, que é
exatamente a maior lacuna do semigrupo numérico gerado por 5 e 7. Na
segunda metade do século XX os semigrupos numeéricos voltaram a ser estudados,
principalmente devido as suas aplicacoes na Geometria Algébrica.

4.1 Propriedades de semigrupos numéricos

Denotaremos um semigrupo numeérico por H. O numero natural g := g(H) :=
#(N '\ H) é chamado género de H. Como ¢ ¢ finito existe ¢ € H tal que
¢ —1 ¢ H e todo natural maior do que ¢ pertence a H. Chamaremos este
namero ¢ de condutor de H. Denotaremos por L = L(H) o conjunto dos
elementos que nao pertencem a H, chamaremos seus elementos de lacunas e
os denotaremos por 1 = {1 < fy < --- < {,4. Os elementos de H serao denotados
por 0 = mg < m; < mo---, € my = m serd chamado multiplicidade de
H. Utilizaremos a notacao — para representar que todo natural a partir do
numero que antecede a seta pertence ao semigrupo. Além disso, por simplicidade,
chamaremos um semigrupo numérico apenas de semigrupo.

Exemplo 4.1. Seja H um semigrupo de género g. Vamos analisar os semigrupos
que existem de acordo com o género:

66
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1. Se g=0 entao H ={0,1 -} =N.
Se g =1 entao H={0,2 —}
Se g =2 entdo H=1{0,2,4—} ou H={0,3 —}

e e

Se g = 3 entao H = {0,4 —}; H = {0,3,5,6 —}; H = {0,3,4,6 —};
H=1{0,2,4,6 -}

Definicao 4.2. Um semigrupo H € dito hipereliptico se m = 2. Caso contrdrio
H ¢ dito nao-hipereliptico.

Teorema 4.3. Seja H um semigrupo de género g.
(a) H € hipereliptico se, e somente se {; = 2j — 1, para cada inteiro j =
1,---,g—1.
(b) H € nao-hipereliptico se, e somente se {; < 2j — 2, para cada inteiro
j=2,--,9g—1lel, <2g—1.
Para demonstrar esse teorema vamos provar o seguinte lema:

Lema 4.4. Seja H um semigrupo de género g. Entao {; <25 —1,¥V1<j<g.

Demonstracao: Para j =1 temos {1 <2-1—1=1.

Suponha 2 < j < g. Considere os pares da forma (o, {; —a), com 1 < a < [5} e

4 o 2 ~ : .
[51] ¢ a parte inteira de 5. Se o € H, entdo {; —a ¢ H, pois, se isso acontecesse,

terfamos ({; —a)+a = {; € H, o que é absurdo. Portanto, em cada par (c, {; — )

. . 0
existe pelo menos uma lacuna. Como existem [51] pares, temos

‘.
#{ lacunas entre 1 e £;_;} > {gj} :

Por outro lado, temos

#{ lacunas entre 1 e £;_;} < j — 1.

Entao temos

l ¢
{Ej} < #{lacunasentrele(; 1} <j—1= {Ej} <j—-L

61t T ,
< £ — 1<

/.
§<j¢@<m:@§y—y

Como

segue que
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A partir deste lema temos I, < 2¢g — 1. Dai o intervalo [0, 2g] tem exatamente
g lacunas e g nao-lacunas, ou seja,

H={0,my,--- ,my; =29,2g+1,---}.

Outra coisa que podemos concluir deste lema é que no intervalo [1,2j — 1] existem
pelo menos j lacunas, para cada j € {1,---, ¢}, pois £; <2j — 1.

Observacao 4.5. Como {; <2j—1, com 1 < j < g, entao m; > 2j.

De fato, como comentamos acima, no intervalo [1,2j — 1] existem pelo menos
7 lacunas, isto é,
#{ lacunas entre 1 e 25 — 1} > j.

Como existem 27 — 1 elementos entre 1 e 25 — 1 e pelo menos j elementos desse
conjunto sao lacunas, temos

#{ nao lacunas entre 1 e 25 — 1} < j — 1.

Mas
mo <mp < -+ <mj_1 <mj=mj>2j+1=m;>2j.

Demonstragao do Teorema[].3:

(a) (=) Suponha H hipereliptico. Ja temos, para qualquer semigrupo numeérico,
{1 =2-1—1=1. Como H é hipereliptico, 2 € H, o que significa que as
lacunas de H sao impares. Pelo Lema , temos ¢; < 25 — 1. Mas como
2je HVje{l,---, g}, temos {; =25 — 1.

(<) Seja j € {1,---,9 — 1} tal que ¢; = 2j — 1. Seja k = maz{i €
{1,---,g}li=2i—1}.Se k=2, entdo lp =2-2—1=3,edai 2 € H.
Tome k > 3. Entdo ;4 nao é da forma 2(k + 1) — 1, isto &, {p1 #
2(k+1) — 1 =2k + 1. Pelo Lema [4.4] temos {441 < 2(k+1) —1 =2k + 1,
mas como {1 # 2k + 1 segue lpq < 2k + 1 = {1 < 2k. Por outro lado,
como {p < lpiq el =2k — 1, temos {1 = 2k, e disso concluimos que k é
lacuna de H, pois se isso nao acontecesse terfamos k + k = 2k =l € H,
o que é absurdo.

Considere o intervalo [1,2k]. Como /(1 = 2k pertence a esse intervalo,
[1,2k] possui k + 1 lacunas e k — 1 elementos de H. Considere todos os

k — 1 pares da forma (o, lp 1 — a),a € {1,--- |k —1}. Temos que 2k e k
nao se encontram entre esses pares. De fato, 2k nao pertence pois o maior
elemento é 2k — 1 e k ndo pertence pois a € {1,--- ,k — 1}. Assim temos

que cada par é constituido de uma lacuna e uma nao lacuna, pois se « for
lacuna entdo 2k — a é ndo lacuna. Considere o par (1,2k—1). Vimos que se
k > 3 entao 2k — 1 é uma lacuna. Mas dai terfamos 1 € H, o que é absurdo.
Portanto kK = 2 e H é hipereliptico.

(b) (=) Seja H um semigrupo ndo hipereliptico. Do Lema [4.4] tomando j = g
temos ¢, < 2g — 1. Como H é nao hipereliptico, 2 ¢ H, ou seja, lo = 2, e
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dai ¢5 <2-2—2 = 2. Considere agora g > 3. Do Lema [£.4] temos que, dado
je{3,---,9— 1}, temos ¢; < 2j —1. Como H ¢é nao hipereliptico, pelo
item (a) temos ¢; < 2j — 1, ou seja, £; < 2j — 2, paratodo 2 < j <g—1.

(<) Para mostrar que H é nao-hipereliptico basta mostrar que ¢y = 2.
Sabemos que ¢; = 1. Por hipotese ¢, < 2-2 —2 = 2. Como ¢; < {5, temos
ly = 2 e H & nao-hipereliptico.

Como ja vimos, para todo j € {1,--- , g}, temos ¢; < 2g — 1.
Definicao 4.6. Se {, =2g — 1, H ¢ dito um semigrupo simétrico.

Exemplo 4.7. O semigrupo {0,4,5,8,9,10,12 —} € simétrico pois g = 6 e
lp=11=2-6—1.

A simetria pode ser caracterizada da seguinte forma: Seja H um semigrupo
simétrico de género g. Para cada n € N temosn € H < {, —n ¢ H. De fato,
suponha {,—n € H. Como H ¢é fechado para a soma terfamos ({,—n)+n = {, € H,
o que ¢ absurdo. Reciprocamente, como H ¢ simétrico, temos ¢, = 2g — 1. Dali:

e Se l, —n < 0 terfamos 29 — 1 —n < 0, ou seja, n > 2¢g — 1, edain € H.

e Suponha entao 0 < {, —n < 2g—1. Considere os pares da forma (a, {;, — o),
com 1 <a <g—1, tendo ao todo g — 1 pares. Como 2g — 1 é uma lacuna
que nao pertence aos pares acima, estes contém g — 1 lacunas. Dessa forma
os pares sao formados por uma lacuna e uma nao lacuna e, como £, —n ¢ H,
temos n € H.

Proposicao 4.8. Seja H um semigrupo de género g tal que {; = 29 — 2. Entao
g—1¢ H e, para cada inteiron # g—1, temosn € H se, e somente se ly—n ¢ H.

Demonstragao: Se g—1 € H, terfamos (9 —1)+(9—1)=29—2=4{(,€ H, 0
que é absurdo. Assim g — 1 ¢ H. Seja agora n # g — 1. Tome os g — 2 pares da
forma (n,¢; —n), com 1 <n < g—2. Como o género do semigrupo é g segue que
existem ¢ lacunas no intervalo [1,2¢g — 2]. Como 2g — 2 e g — 1 sdo lacunas e nao
pertencem aos pares, estes possuem g — 2 lacunas, e dai cada par é constituido
por uma lacuna e uma néo-lacuna. Portanto, n € H se, e somente se {, —n ¢ H.

O

Teorema 4.9. Se H é um semigrupo nao-hipereliptco de género g, entao cada
inteiro v, com 2 < r < 2g, € a soma de duas lacunas de H, com excecao apenas
de Uy, se H € simétrico.

Demonstracao: Seja r > 2 um inteiro tal que r nao é a soma de duas
lacunas de H. Considere os pares (i,7 — ), com 1 < i < [g} Como r
nao é a soma de duas lacunas e i + (r — i) = r, cada par possui pelo menos

uma nao-lacuna de H, e dai o ntimero de nao-lacunas entre 1 e r — 1 é pelo
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menos [g], pois existem [g] pares. Denotando por j o ntmero de lacunas
T

menores do que r temos 7 < r — 1 — [5} = 25+ 1 < r. De fato, se r é par,

J<r—-1-5=7+1<35=2/+2<7r=2j+1<r Ser ¢ impar,

7 < r—l—(g—%) :>j+% < g = 27+ 1 < r. Como r < 2¢g temos
2] +1<29g=2j <29 =j<g. Como j denota o niimero de lacunas menores

do que r temos a desigualdade
2j+1 S?"ng_ﬂ. (41)

Por hipotese, H é nao-hipereliptico. Dai, pelo Teorema @, temos (; <
2j—2, paratodo j € {1,--- ,g—1}el; <2g—1. Sej+1€{l,---,g—1} temos,
por , 2j+1</{;41 <2j, 0 que é absurdo. Entao g = j+ 1. Por (4.1)) temos
r < {, < 2g—1. Por outro lado temos 2j+1 = 2j+2—1 = 2(j+1)—1 =2¢g—1 < r.
Entao r = 29 — 1 = {4, ou seja, o tnico inteiro 2 < r < 2¢g que nao ¢ soma de
duas lacunas ¢é {4, se H for simétrico.

O

Proposicao 4.10. Se H ¢ um semigrupo nao-hipereliptico de género g tal que
ly_1 =29 —4 ouly>2g—2, entao #(L + L) =39 — 3.

Demonstragao: Seja ¢, > 2g — 2. Pelo Teorema ly < 29 — 1. Assim
ly = 29 —2ouly = 29 — 1. Pelo Teorema temos que os elementos do
conjunto

A={2,3,--- 29 =20, + Ly, Ly +{,}

sao somas de duas lacunas. Note que #A = 3¢g — 3. Vamos mostrar que a soma
de quaisquer duas lacunas de H é um elemento de A. Pelo Teorema [1.9] todos
os elementos de 2 a 2g — 2 sao somas de lacunas. Considere entao u > 2g — 2 tal
que u = {; + ¢;, com ¢; > g — 1 (pois como u > 2g — 2, um deles deve ser maior
que g — 1). Como u > 2¢g — 2, temos ¢, < u, e dai podemos escrever u = £, + s,
com s > 0. Assim temos

u:€g+S:€i+€j:>€i:(ég—ﬁj)—l—s.

1° caso: Suponha {; = 2g — 1, ou seja, que H ¢ simétrico.
Se s € H temos {,—{; ¢ H, pois {; é lacuna. Dai l,—{; = (), = {, = (,+1;,
ou seja, £, ¢ soma de duas lacunas, o que contradiz o Teorema Entao

s¢ H.

2° caso: (; = 2g — 2. Como supomos ¢; > g — 1, temos {; # g — 1. Da
igualdade u = ¢; +¢; = {4 + s temos ¢; — s = {, — {;. Suponha s € H. Pela
Proposicao .8/ temos ¢, —¢; € H. Dai {; —s € H = {; —s = N € H. Entao
l; =N+ s e H, o que é absurdo. Portanto, s ¢ H.

Dessa forma concluimos que a soma de quaisquer duas lacunas pertence ao
conjunto A.

Vamos analisar o caso em que ¢;_; = 2g — 4. Podemos considerar apenas
o caso em que {, = 2g — 3, pois o caso em que £, > 2g — 2 foi provado
acima. Neste caso, temos que cada par (r,{, —r), com r € {2,--- ,g — 2},
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tem uma lacuna e uma nao lacuna de H. De fato, nao podem haver duas
nao-lacunas, pois r + (¢, — ) = ¢, e ndo podem haver duas lacunas pois
existem g — 3 pares e as lacunas 1,29 — 3 e 2g — 4 nao pertencem a esses
pares. Como g —2 ¢ H, pois (9 —2)+ (9 —2) =29 —4 =, ¢ H,
temos g —1 = (29 —3) — (¢ — 2) = ¢, — (g — 2) é uma nao lacuna devido
ao par (g —2,9 — 1) e dai, como (¢ — 1)+ (9 —3) =29 —4 = {,_;, temos
g—3 ¢ H. Da mesma forma concluimos que os elementos 1,--- ,g—2 ¢ H.
Pelo Teorema [£.9]ja temos que qualquer 7, com 2 < r < 2g, é soma de duas
lacunas, e assim ja temos 2g — 1 elementos. Os demais elementos que sao
somas de duas lacunas sao:

ly+4=29—3+4=29+1
0, +5=29—3+5=2g+2

by+9g—2=29—-3+9g—2=39g—-5
lby14+0l;1=29g—4+29g—4=49—8
by+ly 1 =29—3+29g—4=49—-7
ly+1l;=29—3+29—3=49—6

que sao, ao todo, g — 2 elementos. Assim o numero total de elementos que
sao soma de duas lacunas ¢ 2g — 1+ g —2 =39 — 3.

0

Teorema 4.11. Se H é um semigrupo simétrico nao-hipereliptico de género g
entao, para cada inteiro n > 2, temos

nL={nn+1--(n-1)Q2¢—-1)-1}U{(n-1)Q2g—-1)+{]j=1,--- g},
onde nL denota o conjunto de todas as somas de n lacunas de H. Em particular,

#(nL)=(2n—1)(g— 1), para cada n > 2.

Demonstracao: Denote

(nL C A) : Seja u € nL, ou seja, u = l;; +---+¥¢;,. O menor valor que u pode
assumir é n, pois nesse caso serd a soma de 1 n vezes. Se u for qualquer valor
entre n e (n—1)(2g —1) — 1 o resultado segue trivialmente. Vamos assumir entao
que u = (n —1)¢; + s, com s > 0 e vamos mostrar que s é uma lacuna. Temos

u="L,+--+b, =Mn—-1);+s

= i, = (lg —liy) + (bg — i) + -+ by — L)) + 5.

Como H ¢é simétrico £, ¢ sempre a soma de uma lacuna e uma nao-lacuna, e assim
ly—{;, € H. Como ¢;, élacuna temos s ¢ H e o resultado segue.

(A C nL) : Para qualquer n > 2 ja temos que os elementos do conjunto
{(n—=1)(29g — 1)+ ¢;|j =1,---,g} sdo somas de n lacunas. Vamos provar por
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indugao que os elementos do conjunto {n,n+1,--- ,(n—1)(2g—1)—1} também o
sao. O caso em que n = 2 ja esta provado no Teoremad.9 Suponha que qualquer
elemento k, com n < k < (n—1)(2g — 1) — 1, seja soma de n lacunas. Tome um
inteiro  tal que n +1 < r < n(2g — 1) — 1. Se encontrarmos uma lacuna ¢ tal
que

n<r—(<(n—-1)(29—-1)—1, (4.2)
provaremos o resultado, pois r sera a soma de n+ 1 lacunas. Vamos analisar trés

Casos:

1° caso: r > n + 2g — 1. Neste caso tome ¢ = 2g — 1. Entao temos
n+2g—1<r=n+2¢g—-1-29-1)<r—_29—-1)=n<r—/(
r<n(2g—1)—1=r—(2¢—1) < (n—1)(29—1)—1 = r—¢ < (n—1)(29—1)—1.
Portanto, para este caso encontramos uma lacuna que satisfaz (4.2))

2° caso: " = n+2g—2. Neste caso tome ¢ = 2. Entao temos r—2 =n+2g—4.
Como o género é maior ou igual a 2, pois H é nao-hipereliptico, temos
r — 2 > n. Por outro lado, precisamos mostrar r —2 < (n —1)(2g — 1) — 1,
0 que é 0 mesmo que provar que n+2g —4 < (n —1)(2g — 1) — 1. Temos
(n—1)(29—1)—1=2ng—n—29 =n+2g+ (2ng — 2n — 4g). Basta entao
provar que —4 < 2ng—2n—4g, o que é equivalente a provar n+2g—ng < 2.
Como g > 2, —g < —2, e dai temos

n+29g—ng=n—gn—2)<n—-2n—-2)=-n—-4<-2-4=2,

pois n > 2. Com isso provamos que r — 2 < (n — 1)(2g — 1) — 1 e também
conseguimos uma lacuna que satisfaz (4.2)).

3° caso: r < n+ 29 — 3. Neste caso tome ¢ = 1. Como r > n + 1, entao
r — 1 > n. Podemos provar agora que r — 1 < (n — 1)(2¢g — 1) — 1 usando
r—1<n+42g—4, o que é o mesmo que mostrar que

n+2g—4<(n—-1)(29—-1)—1,
e isso ja foi provado no 2° caso.
Dessa forma encontramos lacunas para todos os valores de r e o resultado segue
por inducao.

Como consequéncia desse resultado temos #(nL) = (2n — 1)(g — 1), para
n > 2.

O
Definicao 4.12. Um semigrupo ¢ quase-simétrico se {, = 2g — 2.

Exemplo 4.13. Considere o semigrupo numérico {0,3,5 —}. Este semigrupo
tem género g =3 ely, =4 =2-3 — 2, portanto é quase-simétrico.
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Teorema 4.14. Sejam H um semigrupo quase-simélrico de género g e n um
inteiro positivo. Entao

nL={nn+1-- (n=1)2g-2)U{li+(n—-1)29-2);i=1,--,9}

e, em particular, #(nL) = (29 —3)n — g — 3.

Demonstra¢ao: Vamos denotar B = nL = {n,n+1,--- ,(n —1)(29g — 2)} U

e nl C B :Sejau e nl. Entdou =40+ -+, 0; < -+ <Vl . 0O
menor valor que v pode assumir é n, que é a soma de 1 n-vezes. Se n for
qualquer valor entre n e (n — 1)(2g — 2) ja temos o resultado. Suponha
u=(n—1)f,+ s, para s > 0. Vamos mostrar que s ¢ uma lacuna. Temos

it l;, = s+ (n—1),

=l = Uy — ;) + -+ (Ly — L(iz)) + s,

com ¢; > g — 1 para todo i. Pela Proposicao temos que cada
l,—{; € Hlogo s ¢ H, pois caso contrario ¢;, € H, o que é absurdo.

e B C nL : os elementos do conjunto {¢; + (n — 1){,;i = 1,---,¢}
ja sao somas de n lacunas. Vamos analisar os elementos do conjunto
{n,n+1,---,(n—1)(29 —2)}. Sejau € {n,n+1,---,(n—1)(29g — 2)}.
Entao podemos escrever

u—n=(r—2)+i(2g—3),r€{2,---,2g—2} e i€{0,---,n—2}
Dai temos
u =r—24+n+i29—2)—i
=(Mn—-2—19)+i(2g—2)+r
=(n—2—19)l +ily+r.
Para mostrar que u é soma de n lacunas basta mostrar que r é a soma de

duas lacunas. Como (, = 2g — 2 = 2(g — 1),2 deve ser lacuna de H e,
portanto, H é nao-hipereliptico. Dai, pelo Teorema 4.9| o resultado segue.

O

Exemplo 4.15. Considere o semigrupo numérico
H =1{0,13,14,15,16, 17,18, 20, 22, 23,26 —}.

Vamos calcular Ly. Temos que o género de H € 16 e que o conjunto de lacunas
€ dado por
L={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,19, 21, 24, 25}.

Pelo Teorema [{.9, todo numero entre 2 e 32 pertence a Lo, e dai jd temos
#Ly > 30. Como a maior lacuna é 25, o maior elemento de Ly € 50. Precisamos
entao verificar os valores de r, para 33 < r < 49.
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Note que 33 =25+4+8; 34=25+9; 35=25+10; 36=25+11; 37=
25+12; 38=19+19; 40 =19+ 21;42 =21+21; 43 =19+24; 44 =
194 25; 45 =21+24; 46 = 21 +24; 48 =24+ 24; 49 = 24 4+ 25. Os
elementos 39,41 e 47 nao sao escrito como a soma de duas lacunas. Portanto,
#Ly = 46. Observe que, pelo Teorema [{.11], podemos concluir que H nao € um
semigrupo simétrico, pois 3g —3 =316 — 3 =45 e #L, = 46.

Em [4], Komeda cita que todo semigrupo numérico H tal que g < 15 satisfaz
#Lo(H) < 3g—3. Além disso, temos a seguinte tabela de semigrupos com género
até 37, onde n, representa o nimero de semigrupos numeéricos de género g e my
representa o nimero de semigrupos numéricos de género g, com #Ly > 39 — 3 :

9 Ng mg
16 2806 2
17 8045 6
18 13467 15
19 22464 31
20 37396 67
21 62194 145
22 103246 293

23 170963 542
24 | 282828 1053
25 | 467224 1944
26 | 770832 3591
27 | 1270267 6584
28 | 2091030 11871
29 | 3437839 20987
30 | 5646773 37598
31 | 9266788 66330
32 | 15195070 | 116501
33 | 24896206 | 203300
34 | 40761087 | 323978
35 | 66687201 | 615762
36 | 109032500 | 1058418
37 | 178158289 | 1819323

4.2 Semigrupos y-hiperelipticos

Nesta secao vamos apresentar propriedades de um tipo particular de

semigrupo: os semigrupos y-hiperelipticos.

Definicao 4.16. Seja v € N. Um semigrupo numérico H € dito v—hipereliptico
se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(a) H tem exatamente v elementos pares no intervalo [2,4~];
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(b) 4y +2 € H.

Um semigrupo hipereliptico é equivalente a um semigrupo O-hipereliptico.
Exemplo 4.17. Considere o semigrupo numérico
H =1{0,4,8,12 =},
onde g = 9. H possui 3 elementos pares no intervalo [2,12], a saber 4,8 e 12, e

14=4-342¢€ H. Portanto H é um semigrupo 3-hipereliptico.

Parai=1,--- ,m—1, seja s; = s;(H) o menor elemento de H que é congruente
a i modulo m e defina e; = ¢;(H) como

s;i=em+1.
Exemplo 4.18. Seja o semigrupo {0,4,5,8,9,10,12 —}. Como m = 4 temos
1 =1,2,3. Da,
e 51 =25, pois 5 =1 (mod 4);
e so =10, pois 10 = 2 (mod 4);

e s3 =15, pois 15 = 3 (mod 4).

Neste caso temos e; = 1,e9 = 2 e e3 = 3, respectivamente.

Proposicao 4.19. Os ;s definidos acima satisfazem:

(a) g = Zei.

() e +ej > eitj, se 1+j7<m
eit+ej+1>¢ejm, se i+75>m

Demonstracao:

(a) Como s; € H, para todo i € {1,--- ,m — 1}, temos {s; + jmy,j7 € N} C H.
Note também que mj +1i ¢ H, para todo i € {1,--- ,m — 1} e para todo
j < e;—1. De fato, como s; = e;m+1 é o menor elemento de H congruente a
© modulo m, todos os elementos mj+i taisquei=1,--- m—1lej<e; —1
nao pertencem a H, pois sao menores que s;. Logo as lacunas ¢ tais que
¢ =1 (mod m) sao
{mj+i;i=0,--- e —1}.

Isso significa que as lacunas que sao congruentes a ¢ sao e;. Portanto, temos

m—1
g = Z €.
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(b) Suponha i 4+ j < m. Temos
si+s;=(em+1i)+ (e;m+7) = (e; +e;)m + (i + j) =i+ j (mod m).

Como s;;; ¢ o menor elemento de H que ¢ congruente a 7 + j segue que
s; + 5; > si;;. Daif temos

(e +ej)m+ (i +7) = (eir;)m + (i + )
= (ei +¢;)m = (eij)m
= e; + €; > €itj-

Suponha 7 + j > m. Note que, como i < m e j < m, entao 1 + j < 2m.
Assim

si+s; = (egmA+i)+(e;m+7) = (e;+e))m~+(i+j) = i+j = i+j—m (mod m).
Dai temos s; + s; > Si4j—m. Entao
(i +ej)m~+ (i+7) > (eisjmm)m+ (i+j—m)
= (ei +ej)m+ (i +7) > (€ivjm — 1) + (i +j)
= (& +ej)m = (€ijom — 1)m

= e+ €; +1> €itj—m-

O

Exemplo 4.20. Seja H um semigrupo de género g e multiplicidade m = 4.
Tome v = ey e note que ey representa o nimero de lacunas pares de H (pois
representa o numero de elementos que deizam resto 2 na divisao por 4). Note
ainda que, como o conjunto de lacunas é dado por {mj +i;j = 0,--- ,e; — 1},
temos 4(y — 1) +2 < 29 — 2 = 4y < 2g. Assim,

{47 74’7747—1_27 72g}

¢ o conjunto de elementos pares de H no intervalo [2,2g]. Em particular, existem
v elementos pares no intervalo [2,47] e 4y +2 € H, logo H € ~y-hipereliptico.

Consideremos m; < mo < --- 0s elementos pares do semigrupo.

Observacao 4.21. Se H é um semigrupo y—hipereliptico, entao m. = 4. De
fato, suponha que 47 seja uma lacuna. No intervalo [2,4~] existem 27y nimeros
pares, sendo que vy deles pertencem a H, pois H é yv—hipereliptico. Dessa forma
existem v lacunas pares no intervalo [2,47]. Os nimeros 4y — m;, i = 1,-+- |7,
sao lacunas pares de H menores que 4. Dessa forma existem v+ 1 lacunas pares
no intervalo [2,47], o que € absurdo. Portanto 4y € H

Vamos agora caracterizar os semigrupos y—hiperelipticos.
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Lema 4.22. Seja H um semigrupo e v € N. Entao H € ~y—hipereliptico se, e
somente se v € o numero de lacunas pares de H. Neste caso

{4y +2i;i e N} C H,

e para v € N,m.; = 4y + 21.

Demonstracao: (=) Seja H um semigrupo y—hipereliptico. Vamos mostrar
que G := {4y + 2i;1 € N} C H, pois com isso provaremos que 7y é o ntumero de
lacunas pares de H. Suponha G ¢ H. Seja ¢ = 4 + 2i o menor elemento de G
que nao pertence a H. Pelas propriedades de semigrupo temos que 4y + 2i — m;
¢ lacuna de H, para todo j € {1,---,v}. Como 47 + 2i é o menor elemento de
G que nao pertence a H, temos 4v + 2i — my < 4. Tome a sequéncia

0<4dy+2i—my < - <4dy+2i—my <4y.

Como no intervalo [2,47] existem v elementos pares e v lacunas pares temos
my <4y =4y —m, > 0= 4y+2i—m, > 2i, para todo ¢ > 2, poisdy+2 € H
e dy+2i ¢ H. Assim temos, para todo j € {1,--- v},

20 <4y 421 —my; <4y, > 2.

Como no intervalo [2i, 4] existem  lacunas pares, que sao os elementos da forma
4y + 2i — my;, temos que 2 € [2,47] deve ser um elemento de H, logo nao pode
existir ¢. Portanto

{4v+2i;: e N} C H.

(<) Seja v o numero de lacunas pares de H e seja ¢ sua maior lacuna
par. Entao ¢ < m., pois caso contrario teriamos v + 1 lacunas de H dadas
por { —my, -+, —mq, L. Como myy; = 4y + 2i, parai € N,m, < 4v, temos
4v+2 € H, e dai H é y—hipereliptico.

O
Corolario 4.23. Seja H um semigrupo de género g ey o numero de suas lacunas
pares. Entao:
1. Um elemento impar de H ¢é limitado inferiormente por 2g — 4~ + 1.
2. Se g > 4v entao m; = m,Vi=1,--- 7.

3. Seg>4vy eh € H tal que h < g entao h € par.
Demonstracao: Pelo teorema anterior sabemos que H é v—hipereliptico.

1. Como H ¢é ~v-hipereliptico, H possui exatamente 7 elementos pares no
intervalo [2,4~]. Pelo Teorema , l; <25 —1,1<j <g. Em particular
temos ¢; < 2g—1, ou seja, todas as lacunas de H estao no intervalo [1,2g—1].
Como v lacunas sao pares o nimero de lacunas fmpares ¢ g—-, e no intervalo
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[1,2g — 1] existem ¢ elementos impares. Assim, o namero de elementos
impares de H é g — (g — ) = 7.

Afirmagao: Seja h um ntmero impar de H. Entao h + m, > 2g.

De fato, suponha h+m, < 2g. Entao h+m, < 2g—1. Nesse caso terfamos
h,h 4+ my,--- ,h + m., elementos impares de H no intervalo [1,2¢g — 1], o
que ¢ absurdo. Como m., = 4+, temos

h4+my>29g=h+4y>29=h>2g—4y=h>2g—4y+1,
pois h é impar e 2g — 4 é par.

2. Seja h um elemento impar de H. Por (1) temos h > 2g — 4y + 1. Como
g > 4y temos h > 4y + 1, ou seja, todos os elementos impares de H sao
maiores que 4y = m,. Dai m; = m;, para todo i € {1,---,~}.

3. Suponha h impar. Entao por (1) e pela hipotese temos
g=h=>2g—4y+1

=g9229-—+1=9g<4y-1,

o que contradiz a hipoétese.

O

Vamos mostrar como construir um semigrupo y-hipereliptico simétrico a partir
de um semigrupo de género 7.

Proposicao 4.24. Seja H um semigrupo de género vy e g > 3v um inteiro. O
conjunto _ _
H={2hhe H}U{2¢g—1—-2s|]s€Z\ H}

€ um semigrupo simétrico y-hipereliptico de género g.

Para facilitar a notacao, denotamos Hy = {2h; h € f[} e Hy={2g—1-2s;s €
Z\ H}. Assim H = H; U Hy. Vamos mostrar que H ¢ um semigrupo numérico.
Temos 0 € H, pois 0 € H, ja que H é um semigrupo numeérico.

Sejam x1, 12 € H.

e Se x1,19 € Hy entao x1 = 2hy e x5 = 2hy, para hy, hy € ﬁ, e como H é
semigrupo temos x; + x2 = 2(hy + hg) € H.

e Suponha z; € H, e xy € Hy. Entao xy = 2h, para h € He To=29—1—
2s, com s € Z\H. Assim, temos x1+x = 2h+2g—1—2s = 2g—1—-2(s—h).
Agora note que s—h é lacuna, pois caso contrério teriamos s—h+h = s € ]:f,
o que é absurdo. Assim x; + x5 € H.

e Suponha z1,x5 € Hy. Como os elementos de Hy sao ntmeros impares, a
soma de dois desses elementos é um ntmero par. Como H tem género v,
todo elemento maior que 2y — 1 pertence a H. Assim, se n ¢ um nimero
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par tal que n > 2(2y — 1), entdo n € H. Dessa forma, basta provar a
desigualdade x; + x5 > 2(2y — 1).

Seja s € Z\ H. Entdo s < 2y —1=2g—1—25 > 29— 1—2(2y —1).
Como g > 3 temos 2g > 6y,dai 29 —1 —2s > 6y —1—4y+2 > 2y + 1.
Assim xq + 1o > 4y + 2 > 4y — 2 e, portanto, x1 + x9 € H.

Vamos mostrar agora que o género de H é g. Temos que todo niimero par
maior que 2(2y — 1) pertence a H. Como g > 37, todo elemento par maior
que 2g pertence a H. Vamos analisar os elementos de H,. Todos os inteiros
negativos pertencem a Z \ H. Tome, por exemplo, y = —1 € Z \ H. Entao
2g —1—2(—1) = 29— 1 € H. Se considerarmos todos os inteiros negativos
concluiremos que todos os nimeros impares maiores que 2g pertencem a H.
Portanto, todo natural maior ou igual a 2g pertence ao semigrupo, ou seja,
qualquer lacuna de H ¢ menor ou igual a 2g — 1. Os elementos pares de H
sao da forma 2h, para h € H. Como H é ~-hipereliptico, H possui ~ lacunas
pares. Vamos analisar agora as lacunas impares. Os elementos fmpares de H sao
da forma 2g — 1 — 2s, onde s pertence ao conjunto de lacunas de H. Como H
tem género 7 e no intervalo [1,2g — 1] existem g ntimeros fmpares, temos g — v
lacunas fmpares no intervalo [1,2¢g — 1]. Portanto o génerode H é g —v+v = g.
Como 0 € f[, temos 0 ¢ 7 \ H e, portanto, 2g — 1 ¢ H. Disso segue que H ¢é
simétrico. Além disso, como H possui v lacunas pares, pelo Lema temos
que H é ~vy—hipereliptico.

O

Exemplo 4.25. Considere o semigrupo H= {0,4,6 —}. Vamos construir um
semigrupo H simétrico, 4-hipereliptico de género 12 a partir de H. Sabemos que
existem exatamente 4 lacunas pares em H. Entao

H > {0,8,12,14, 16,18, 20,22, 24 —}.

Vamos analisar agora quem sao os elementos do conjunto {2g—1—2s;s € Z\f]}
Temos Z, \ H= {1,2,3,5} Assim, os elementos impares de H sao 13,17,19,21.
Portanto,

H =1{0,8,12,13,14,16,17,18,19, 20, 21, 22,24 —}.



CAPITULO 5

SEMIGRUPOS
NAO-WEIERSTRASS

Neste capitulo chamaremos de X uma curva algébrica, nao singular, projetiva
e definida sobre um corpo k algebricamente fechado. No Capitulo 3 estabelecemos
uma correspondéncia biunivoca entre pontos de uma curva e lugares do corpo
de fungoes k(X). Como k é algebricamente fechado todo lugar possui grau 1,
e portanto é possivel transferir o Teorema das Lacunas de Weierstrass para o
estudo de curvas, que pode ser enunciado da seguinte forma:

"Seja X uma curva de género g e seja P um ponto de X. Entao existem
ezatamente g nimeros 0 < ny < ng < --- < ng < 2g tais que nao existe z € k(X)
com polo de ordem n;,i € {1,--- g}, em P."

Utilizando também o que provamos no Capitulo 2 para lugares, podemos
concluir que o conjunto de nimeros polos de um ponto P € X é fechado para
a soma e como, o numero de lacunas é finito, este conjunto é um semigrupo
numérico.

Dessa forma, com a demonstracao do Teorema de Weierstrass, provado por
Weierstrass em meados de 1860, foi possivel concluir que dada uma curva X
algébrica, nao singular, projetiva e definida sobre um corpo k algebricamente
fechado, a todo P € X podemos associar um semigrupo numérico. Esse
semigrupo é chamado Semigrupo de Weierstrass em P e ¢ denotado por
H(P). Entao podemos definir:

Defini¢ao 5.1. Um nimero naturaln € H(P) se, e somente se existe uma fung¢ao
racional sobre X regular em X \ P e tem em P um polo de ordem n.

Em 1893, o matematico alemao Hurwitz questionou a reciproca do resultado
enunciado acima: Dado um semigrupo H, existe uma curva X tal que, para
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algum ponto P de X, se tenha H = H(P)? Essa questao so6 foi resolvida,
depois de algumas respostas equivocadas, em 1980, por Buchweitz, que construiu
um semigrupo que nao ¢ de Weierstrass. Oliveira [6] observou que o método
de Buchweitz nao se aplica a semigrupos simétricos. Em 1993, baseado nos
resultados de Torres [I1], Oliveira e Stohr construiram um semigrupo simétrico
que nao é de Weierstrass. Neste capitulo apresentamos esses resultados.

5.1 Semigrupos nao-Weierstrass obtidos por
Buchweitz

O método de Buchweitz serve para construir semigrupos numéricos que nao
sao de Weierstrass e se baseia na caracterizacao das lacunas do semigrupo.

Seja F'/K um corpo de fungbes e P um lugar.

Proposicao 5.2 (Método de Buchweitz). Um nimero inteiro positivo n €
uma lacuna de P se, e somente se existe uma diferencial de Weil reqular com
vp(w)=n—1.

Demonstracao: Pelo Teorema de Riemann-Roch, temos

{(nP) =ndegP +1—g+{(W —nP)
l((n—1)P) =(n—1)degP+1—g+{(W —(n—1)P)

onde W é um divisor canonico. Destas desigualdades segue

l(nP)—L4((n—1)P) =degP +{(W —nP)—¢(W — (n—1)P)
=14+4W —nP)—L(W — (n—1)P).

Como n ¢é lacuna e L((n — 1)P) C L(nP), temos ¢(nP) ={¢(n—1),edain é
lacuna se, e somente se

YW = (n— 1)P) — ((W — nP) = 1.

Como (W — (n — 1)P) = dimQp(n — 1)P e {(W — nP) = dimQp(nP), temos
que n ¢é lacuna se, e somente se Qp(nP) C Qp(n —1)P, ou seja, n é lacuna se, e
somente se existe uma diferencial de Weil regular w, com vp(w) =n — 1.

O

Utilizando a linguagem de curvas, o método de Buchweitz pode ser enunciado
da seguinte forma:

Seja X uma curva, P € X en € Z*. Entaon € lacuna de H(P) se, e somente
se existe uma diferencial reqular w sobre X tal que v,(w) =n — 1.

Para cada divisor A € Div(F') e para cada n inteiro, denotamos por Q% (A)
o espago das n-ésimas diferenciais de Weil, de forma que se w € Q%(A), entao
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(w) — A ¢é um divisor positivo. Dessa forma, se w € Qr(A), entao w? € Q%L(A).
%4(0) é chamado espago das n-ésimas diferenciais de Weil regulares.

Vamos calcular dim;Q%(0) = ¢(2W), usando o Teorema de Riemann-Roch:

(2W) =deg2W +1— g+ (=)
=2degWW +1—g
=2(2g—2)+1—g
=39 — 3.

Sejam n,n’ lacunas de H. Entao, pelo método de Buchweitz, existem
diferenciais w,w’ regulares sobre X, de ordem n — 1,n’ — 1, respectivamente.
Assim temos

n+n =vp(w-w') =vp(w)+vpw)=2n+n") -2,

ou seja, X tem diferenciais quadraticas de ordem k — 2 para cada k € Ly(P).
Dessa forma, concluimos que o semigrupo H é de Weierstrass se

#L, < dimQ2(0) = 3g — 3

Usando essa técnica, Buchweitz obteve em [1I] o primeiro exemplo de
semigrupo numeérico que nao ¢ um semigrupo de Weierstrass:

Seja H o semigrupo numérico de género 16
H =1{0,13,14,15,16,17,18, 20, 22,23,26 —}.

No exemplo 4.15 mostramos que #Ly = 46. Pelo método de Buchweitz, se H
fosse um semigrupo de Weierstrass, deveriamos ter # L, < 45.

Como a dimensao do espago das m-ésimas diferenciais de Weil regulares
¢ (2n — 1)(g — 1), qualquer semigrupo que satisfizer a propriedade #L, >
(2n —1)(g — 1) ndo ¢ um semigrupo de Weierstrass. Na tabela de semigrupos do
Capitulo 4 temos o ntumero exato de semigrupos com género 16 < g < 37 que
satisfazem #Ly, > 3g — 3. Dessa forma, com a técnica de Buchweitz é possivel
encontrar varios semigrupos numeéricos que nao sao de Weierstrass.

Pela Proposigao 4.11, um semigrupo H de género g é simétrico se, e somente
se #L, = (2n — 1)(g — 1), para cada n > 2 e pelo Teorema 4.14, se H é
quase-simétrico, entdo #L, = (29 — 3)n — g — 3. Dessa forma, o método de
Buchweitz nao pode ser aplicado para semigrupos simétricos e quase-simétricos,
pois a cardinalidade do conjunto de somas de n lacunas nunca serd maior que
(2n — 1)(g — 1). Dessa forma, outra pergunta ficou sem resposta: FEziste um
semigrupo de Weierstrass simétrico? Essa pergunta foi respondida em 1993 por
Stohr, utilizando um resultado de [I1], que apresentamos agora.
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5.2 Semigrupos de Weierstrass em recobrimento
duplo de curvas

Nesta se¢ao vamos considerar X uma curva algébrica projetiva, irredutivel,
nao-singular de género g > 2, definida sobre um corpo K algebricamente fechado
de caracteristica zero.

Dado P € X, denotaremos por H(P) o semigrupo de Weierstrass de X em P.

Definicao 5.3. Uma curva X ¢é chamada hipereliptica se é um recobrimento
duplo da reta projetiva, isto €, o morfismo f : X — P! possui grau 2.

Vamos generalizar essa definigao para curvas de género v > 1.

Definicao 5.4. Uma curva X é chamada y— hipereliptica se é um recobrimento
duplo de uma curva Y de género vy, ou seja, existe um recobrimento f : X — Y
de grau 2.

Observagao 5.5. Pelo Coroldrio 1.29, existe uma bijecao entre o corpo de
Jungoes racionais e K\U{oo}. No Capitulo 3 vimos que KU{oco} € a reta projeitiva
PL. Dessa forma concluimos que o corpo de funcoes de P! é K(x). Além disso,
no Exemplo 2.4, provamos que o género do corpo de funcoes racionais € zero, e
dessa forma concluimos também que o género de P! € zero.

Note que a definicao de curva O-hipereliptica estd de acordo com a definigao
de curva y—hipereliptica ja que a reta projetiva tem género zero.

Seja f : X — Y um recobrimento duplo e P € X tal que f(P) = @ € Y.
Suponha que P seja totalmente ramificado, isto é, se t € Og(Y') é um parametro,
temos e(P) =ordp(t) > 1. Como o recobrimento é duplo, se P é totalmente
ramificado, entao e(P) = 2.

Proposigao 5.6. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) A curva X € hipereliptica.

(b) Existe P € X tal que H(P) é um semigrupo hipereliptico.

Demonstracao:

(a)=-(b): Suponha que a curva X seja hipereliptica. Entao, por definigao,
existe um morfismo f : X — P! de grau 2. Pelo Teorema de Riemann-Hurwitz,

temos .
29 —2 = [K(X): K([P)](29 = 2) + X _pex(e(P) — 1)
= 29 —2=2(=2)+ > pex(e(P) = 1)
= Dopex(e(P)—1)=2g+2
Como e(P) = 2 para pontos totalmente ramificados, existem 2g + 2 pontos

totalmente ramificados em X. Portanto, nesses pontos, o semigrupo H(P) tera
2 como nao-lacuna, ou seja, H(P) é hipereliptico.
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(b)=(a): Seja z € K(X) tal que (2)o = 2P. Pelo Teorema 1.41, temos
[K(X): K(x)] =2.

Como K (z) é o corpo de fungoes de P!, existe um morfismo f : X — P! de grau
2, ou seja, X ¢ hipereliptica.

O

Observacao 5.7. Para demonstrar o lema a sequir vamos demonstrar uma
afirmagao feita em [3]:

"Seja. X uma curva hipereliptica e w : X — X um recobrimento duplo. Se
P € X é um ponto totalmente ramificado e P = f(P), entao, para cadan € 77,
as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) existe f € K(X) tal que (f)oo = nP;
(b) eziste f € K(X) tal que (f)oo = 2nP

Demonstra¢ao: Vamos provar a implicagdo (a)=(b). A reciproca segue da
mesma forma. Seja f € K(X) tal que (f)o = nP. Entéo, se z ¢ um pardmetro
de P, temos f = u;2~", onde uy ¢ uma unidade de (915()?). Como P é totalmente
ramificado, ordp(z) = 2, ou seja, se t ¢ um parametro de P, entao z = uyt?, onde
uy ¢ uma unidade de Op(X). Assim temos g = uiz™' = uy(ugt?)™ = ut™2" €
K(X). Assim, definindo f = ut™2", temos (f)s = 2nP e o resultado segue.

n

Lema 5.8. Seja P um ponto totalmente ramificado de uma curva y-hipereliptica
X. Entao H(P) é y—hiperelitico.

Demonstracao: Seja f : X — Y um recobrimento duplo, onde o género de
Y é ~. Suponha que o semigrupo de Weierstrass do ponto f(P) seja 0 < ny <

ng < .-+ < my =2v,2y+1,--- (note que faz sentido considerar o semigrupo
dessa forma, pois, como existem v lacunas, o y—ésimo elemento do semigrupo
¢ 2v.) Entao, pela observacao anterior, H(P) é dado por {0,2n4,---,2n, =

47,4~y + 2,---}. Dai segue que H(P) tem exatamente « elementos pares no
intervalo [2,4v] e 4y +2 € H(P), logo H(P) é y—hipereliptico.

O

Provaremos agora o Teorema de Castelnuovo, que estabelece um limite para o
género de uma curva. Para isso vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados
necessarios.

Suponha que py, - - - , pqg sejam pontos distintos do espaco projetivo P*~! com
coordenadas homogéneas [z : -+ : x,]. Considere o espago vetorial P(n — 1, k)
de polinébmios homogéneos de grau k nas n variaveis x1,---,x,. Dizer que
um polindémio F' se anula em um ponto é o mesmo que dizer que existe uma
hipersuperficie definida por ' = 0 que passa por esse ponto. Para demonstrar o
Teorema de Castelnuovo, vamos utilizar o seguinte lema, cuja demonstracao esté
na pagina 227 de [5]:
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Lema 5.9. Seja X uma curva projetiva nao singular em P™ de grau d que nao
estd contida em nenhum hiperplano. Seja P um ponto de X. Entdo

dimL(kP) — dimL((k — 1)P) > { L+k(n=1), seldh(n- i)

<d
d, sel+k(n—1)>d.

Teorema 5.10 (Teorema de Castelnuovo). O género de uma curva munida de
uma série linear simples g} satisfaz

m(m — 1)

g<(n—1)—-7

+ me,
onded—1=m(n—1)4+¢c,comm>1e0<e<n-—1.

Demonstracao: Denotemos

m= =)

Com essa notagao o lema acima pode ser reescrito na forma

l+k(n—1), sek<m

dimL(kP) — dimL((k —1)P) > { d, se k> m.

Para c suficientemente grande, podemos formar a série

dimL(cP) — dimL(0) = i[dimﬁ(kP) —dimL((k — 1)P)].

k=1
Utilizando as desigualdades acima e o fato de que dim£L(0) = 1, temos
dim(cP) >1+Y [1+kn—-1+ > d
k=1

k=m+1
=14+m+n—1m(m+1)/2+d(c—m)

Agora, para c suficientemente grande podemos aplicar o Teorema de Riemann-
Roch da seguinte forma:

dimL(cP) =deg c+1—g,
onde g é o género de X. Escrevendo
d—1=mn—-1)4¢, com0<e<n-1,
temos
g =degcP +1—dimL(cP)
<dc+1—[1+m+(n—1)m(m+1)/2+d(c—m)]

—m—(n—1mm+1)/2+[1+m(n—1)+¢m
— (n— 1)m(m— 1)/2+m6,

o que prova o teorema de Castelnuovo.
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Teorema 5.11. Seja v € N e X uma curva de género g tal que g > 67 + 4.
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A curva X € y—hipereliptica.
2. Existe P € X tal que H(P) é ~y-hipereliptico.

3. Emiste uma série linear livre de pontos de base em X com dimensao projetiva
2y +1 e grau 6y + 2.

Demonstracao:
(1)=(2): Como X é 7-hipereliptica existe um recobrimento duplo f : X — Y,
onde Y tem género «y. Pelo Teorema de Riemann-Hurwitz, temos

29 -2=(2y-2)2+ ) (e(P)—1)

pPeX

=) (e(P)—1)=2g—4y+2> 12y +8 -4y +2 =8y +10 > 0,
Pex
ou seja, existem pontos totalmente ramificados em X. Se P é um desses pontos,
pelo Lema [5.8, temos H(P) um semigrupo y—hipereliptico.

(2)=(3): Seja P € X tal que H(P) é um semigrupo y—hipereliptico.
Afirmagao: ng,41 = 67 + 2. De fato, como H(P) é y—hipereliptico, pelo Lema
4.22 sendo n; os elementos pares de H(P), temos

ﬁv—&-(’y—i—l) =4y + 2(7 + 1) =067 +2.
Se h for uma nao-lacuna impar de H(P), entao, pelo Coroléario 4.23, temos
h>12y+8—4y+1=5>8y+9,

portanto ngy41 = nay41 = 67+ 2. (Note que a hipotese g > 5y +1 seria suficiente
para demonstrar essa implicacao, porém a hipotese g > 6+ + 4 é necessaria na
implica¢ao que provaremos a seguir.) Isso significa que existe f € K(X) tal que
(f)oo = 67+2 e, como existem 27y + 2 elementos do semigrupo menores ou iguais
a 67 + 2, segue £((6v + 2)P) = 27 + 2. Portanto a série linear |(6 + 2)P| tem
. - . ) 2yt
dimensao projetiva 2y + 1 e dai basta definir gg ;.
(3)=(1): Seja gg,zié um sistema linear livre de pontos de base na curva X de
género g > 67+ 4. Se esse sistema ¢ simples entao, pelo Teorema de Castelnuovo
temos

-1
gg%(n—l)ija,
6 1
onde m = { Py;_ :|:3e€:6’7+1—3'2'7:1. Entao
Y
3:-2-2
g< 2 L3 <6y 43,

- 2
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o que é impossivel, pois, por hipotese, g > 67 + 4. Dessa maneira temos que o
. . - . o 2y4] . . . ~27+1 .

sistema linear nao é simples, ou seja, gG;YIQ induz um sistema linear g(gﬁ?) P livre

de pontos de base em uma curva Y e um morfismo f : X — Y onde t é o grau de

6y + 2 ~ .
f- Como 27 +1 < vt temos t = 2. Portanto o sistema é ggﬂ Seja D um

.. 241 , .. ~ . .
divisor pertencente a g2 1. Temos que D é um divisor nao-especial pois, caso
3y+1 )

contrario, teriamos, pelo Teorema de Clifford,

3 1
2y +2< 14 T

=4y +4<3y+ 3,

o que é absurdo. Entao, pelo Teorema de Riemann-Roch, temos
D)=deg(D)+1—-g=>9g=3v+1+1—-2y—-2=r,

ou seja, o género de Y é v e X é uma curva y—hipereliptica.

O

Corolario 5.12. Para cada inteiro g > 100 existe um semigrupo simétrico 16-
hipereliptico de género g que nao € um semigrupo de Weierstrass.

Demonstracao:  Seja H = {0,13,14,15,16,17,18,20,22,23,26 —} o
semigrupo de Buchweitz, que mostramos na primeira se¢ao deste capitulo que
nao ¢ de Weierstrass. Seja H o semigrupo simétrico obtido a partir de H
como na Proposigao 4.24, com género g > 100. Portanto H ¢ um semigrupo
16-hipereliptico, pois H tem género 16. Suponha que H seja um semigrupo de
Weierstrass. Entao existe uma curva X nao-singular de género ¢ definida sobre
um corpo K algebricamente fechado e um ponto P € X tal que H = H(P). Pelo
Teorema m temos que X ¢ 16-hipereliptica, ou seja, existe uma_curva X de
género 16 e um recobrimento duplo 7 : X — X. Pela Observagao segue que
o semigrupo associado a w(X) é o semigrupo de Buchweitz, o que é contradicao,
pois como esse semigrupo nao é de Weierstrass, ele nao esta associado a nenhuma
curva.

O

Note que precisamos da hipotese g > 100 pois 16 é o menor género de um
semigrupo que nao é de Weierstrass e, para aplicar o Teorema devemos ter
g > 6y + 4. Além disso, como esse resultado vale para todo v > 16, concluimos
que existem infinitos semigrupos simétricos que nao sao de Weierstrass.

Até hoje nao sao conhecidas as condig¢oes gerais de um semigrupo numérico
para que este nao seja de Weierstrass. Todos os estudos realizados até hoje
impoe condigoes sobre os elementos do semigrupo, seus geradores ou seu peso e,
portanto, a condigao para que um semigrupo nao seja de Weierstrass ainda ¢ um
problema em aberto.



CONSIDERACOES FINAIS

A partir deste trabalho podemos concluir que nem todo semigrupo é um
semigrupo de Weierstrass e apresentamos exemplos de semigrupos que nao estao
associados a uma curva algébrica. Apesar de termos concluido que existem
infinitos semigrupos que nao sao de Weierstrass, todos os estudos nessa area ainda
impoe condigoes sobre o género do semigrupo ou sobre seus elementos, logo nao
existe uma generalizacao para que um semigrupo nao seja de Weierstrass, sendo
ainda um problema em aberto.
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